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Definice neurcitého integralu

Definice (neurcity integral, primitivni funkce): Bud’ I otevieny inter-
val, f a F funkce definované na I. Jestlize plati

F'(x) = f(x) pro vSechna x € I, 1)

nazyva se funkce F primitivni funkci k funkci f, nebo téz neurcityy integral
funkce f na intervalu I. Zapisujeme

/f(x) dx = F(x).

Existuje-li k funkci f neur¢ity integrél na intervalu I, nazyva se funkce
f integrovatelnd na I.

Primitivni funkce F(x) je vzdy spojitd na I, plyne to z existence derivace.

Véta 1 (postacujici podminka existence neurcitého integralu). Ke kazdé
B B (©Robert Maifk a Lenka Piibylova, 2007



spojité funkci existuje neurcity integral.
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Véta 2 (jednoznacnost primitivni funkce). Primitivni funkce je na daném
intervalu k dané funkci urcena jednoznacéné, az na libovolnou aditivni konstantu.
Presnéji, plati nasledujici:
e Je-li F primitivni funkci k funkci f na intervalu I, plati totéZ i pro funkci G(x) =
F(x) +c, kde ¢ € R je libovoln konstanta nezavisld na x.

e Jsou-li F a G primitivni funkce k téze funkci f na intervalu I, lisi se obé& funkce
na intervalu I nejvySe o aditivni konstantu, tj. existuje ¢ € R takové, ze

F(x) = G(x) +c pro viechna x € I.

BohuZel, ne vzdy neur¢ity integral dokaZeme efektivné najit. Zatimco
problém nalezeni derivace funkce sloZzené z funkci, které umime
derivovat, spoc¢iva pouze ve spravné aplikaci vzorct pro derivovani,
problém nalézt neurcity integral i k funkci tak jednoduché, jako je

napriklad e je nefesitelny ve tfidé elementarnich funkci.
Zikladni vzorce
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Véta 3. Necht f, g jsou funkce integrovatelné na I, c necht je realné &islo. Pak
na intervalu I plati

[ f@ +s@dx= [ fx)ax+ [g(x)dx,
/cf(x)dx :c/f(x)dx.

Véta 4. Necht f je funkce integrovatelna na I.

1
Pak /f(ax +0b)dx = EF(ax + 1) |, kde F je funkce primitivni k funkci f na

intervalu I. Plati pro ta x, pro kterd jeax +b € I.

Véta 5. Necht funkce f ma derivaci a nema nulovy bod na intervalu I. Potom

na tomto intervalu plati /];((;)) dx =In|f(x)]|
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[Najdéte /(2x + 3{4/1% —sinx + %) dx.

I:/(2x+3{*/§+%—sinx+ex)dx
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[Najdéte /(2x + 3{4/1% —sinx + e¥) dx.

I:/(2x+3{*/§+%—sinx+ex)dx

:Z/xdx+3/x%dx+6/x*3dx—/sinxdx+/exdx

o Integral ze souctu je soucet integrald.
o Integral nasobku funkce je ndsobek integralu.

o Neékteré funkce je mozno pfepsat na mocninné funkce.




[Najdéte /(2x + 3{4/1% —sinx + e¥) dx.

I:/(Zx—l—S{*/E—i—%—sinx—i—ex)dx

:2/xdx+3/x%dx+6/x*3dx—/sinxdx+/exdx

2 X5/4 —2

— - - X
=9 +35/4+6 (—cosx)+e*+C

-

n+1
° /x”dx: al
n+1

° /sinxdx = —CosXx

. /exdx:ex




[Najdéte /(2x + 3{4/1% —sinx + ¢*) dx.

I:/(2x+3{‘/§+%—sinx+ex)dx

:Z/xdx—i—B/x%dx+6/x*3dx—/sinxdx+/exdx

x2 (5/4 2 .
= 35—/4—1-6——(—cosx)+e +C

12 1
= x% 4 x84 3—2+cosx+ex+C
5 5
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[Najdéte /tgxdx.

= /tgxdx
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[Najdéte /tgxdx.

= /tgxdx

/ smx
- cosx

Pouzijeme definici funkce tangens.




[Najdéte /tgxdx.

= /tgxdx
:/smxdx
cos x

—sinx
= —/ dx
CcoSs X

e Plati (cos x)’ = — sin x. Citatel se tedy li& od derivace jmenovatele
jenom konstantim nasobkem.

e Vyndsobime a vydélime integral timto nasobkem.




[Najdéte /tgxdx.

= /tgxdx
/ smx
a cosx
—sinx
/ dx
CoS X

/
:_/de
COs X

Formalné pouzijeme vztah (cos x)’ = — sin x, abychom vidéli vzorec

f/(x) X =1In X
/f(x)d = In|f(x)| +C.




[Najdéte /tgxdx.

:/tgxdx
_/smx
cos x
/—smxdx
cos x
/
:_/(cosx) d
Cos X
—In|cosx|+C

P o
/f(x) dx = In|f(x)| +C




1 x+2
[Na]dete/mdx]

_/ x+2
x2+4x+5
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1 x+2
[Na]dete/mdx]

_/ x+2
x2+4x+5

/ 2x + 4
— 9 x2—|—4x+5

e Plati (x? + 4x + 5)" = 2x + 4. Citatel se tedy lidi od derivace jme-
novatele jenom konstantim nasobkem.

e Vyndsobime a vydélime integral timto nasobkem.




. x+2
Nt [ 2o
[ adete x2+4x—|—5dx]

. x+2
/x2+4x+5
2x + 4
/x2+4x+5
i +4x+5)
2/ x2 4+ 4x+5

f(x)

PrepiSeme do tvaru / d
f(x)




1 x+2
[Na]dete/mdx]

_/ x+2
x2+4x+5

2x 44
/x2+4x+5

x% + 4x + 5)’
2/ x2 4+ 4x+5

21 n(x®>+4x+5)+C

/

f'(x)
f(x)

dx =In|f(x)|+C




1 x+5
[Na]dete/mdx.]

x+5
I= | ———
/x2+4dx
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1 x+5
[Na]dete/mdx.]

x+5
I= | ——
/x2+4dx

a X24+4  x2+44

4 N\
e Derivace jmenovatele je x, v ¢itateli vSak neni ndsobek této funkce.

f(x) ” »
e Vzorec / dx nelze pfimo pouzit.
) prmoP

e Rozdélime zlomek na dva.




1 x+5
[Na]dete/mdx.]

x+5
1:/2—+4d"

—/ 2 dx
2 x2+4 244

e V prvnim zlomku je v Citateli polovina derivace jmenovatele.

e Proto prvni zlomek vynasobime a vydélime dvéma.




1 x+5
[Na]dete/mdx.]

x+5
I= | 55—
/ 2+4dx

—/ 2 dx
2 x2+4 x2+4

21 n(x? +4)+5 arctg +C

o [LE w1+ C

/ dr = L arctg
° —_— = = —
A2+x2 X AangA




1y 1 "
[Na]dete/ CFTE dx.]

:/(x—i76)3dx
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1 '
Najdéte [ ——— dx.
[ aj ee/(x+6)3dx]

:/(x—i76)3dx
:/(x+6)_3dx

Jedna se o mocninnou funkci.




oy 1 "
[Na]dete/ CFTE dx.]

1
B / (x+6)3 dx
= /(x+6)_3dx
(x+6)72

o /f(ax +b)dx = %F(ax +b), kde F je integral z f.

e V nasem ptipadéje f(x) = x>, F(x) = T _an=1




Upravime.




Najdéte nasledujici integrély. |

1
/2x+5dx_

/e_xdx =
/egxdx =
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Najdéte nasledujici integrély. |

1 1

/e_xdx:
o /ldx:1n|x|
x

_1
/f ax+b)d = F(ax + b), v naSem piipadéa = 2.




Najdéte nasledujici integrély. |

1 1

/@jix)esdx:/(z_yx)—t?dx

/e_xdx =
/e3xdx =

PfepiSeme na mocninnou funkci. !




Najdéte nasledujici integrély. |

1
/2x+5 x = 5 In |2 45+ C
/(z— 5 = [@-10)d
@=x=" 1
- -4 -1

/e_x dx =

o/x”dx: 1 xhtl
n+1

_1
/f (ax+b)d = F(ax 4 b), v naSem piipadé a = —1.




Najdéte nasledujici integrély. |

1 1

/(2_17x)sdx:/(2—1~x)_5dx
@-0™ 1
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Najdéte nasledujici integrély. |

/2x+5 —%ln\2x+5|+c
[ et fe-10 e
_ =07 1
R
_4(21x)4+c

/e_xdx— +C

_1
/f (ax+0b)d = F(ax 4 b), v naSem piipadé a = —1.




[ Najdéte nasledujici integrély. |

a | a |

° /exdx:ex

1
/f ax +b)d - F(ax +b), v nasem ptipadéa = 3.

BCCED

/e_x dx=—-e*+C

/e3xdx = %e3x+c

= B (©Robert Mafik a Lenka Pfibylov4, 2007|[E§



[ Najdéte nasledujici integrély. |

/(ex +e )2 dx

/sinx cos x dx

/ sin® x dx

2
7
/x+1dx

[<< 1< > >

(©Robert Mafik a Lenka Pfibylové, 2007



[ Najdéte nasledujici integrély. |

/(ex+e—x)2dx:/(62x+2+e—2x)dx

/sinxcos xdx

/ sin? x dx

2
5
/x+1dx

Upravime podle vzorce (a + b)*:

(ex+e—x)2 _ 62x+26xe—x+e—2x _ 62x+2+e—2x




[ Najdéte nasledujici integrély. |

/(ex+e—x)2dx:/(62x+2+e—ZX)dx

1 1
=¥ +2x—=e ¥+ C

2 2
/ sin x cos x dx
/. fal
/Eltegrujeme podle vzorca )

/exdx:ex,
/1dx:x,

/f(ax+b)dx: %F(ax—l—b) ,kde/f(x)dx:F(x).




[ Najdéte nasledujici integrély. |

/(ex+e—X)2dx:/(62x+2+e—2x)dx

1 1
= e g AT

2 2
1
/sinxcosxdx =5 /sin(Zx)dx
/siandx
2
x
/x—|— 1 dx

PouZijeme vzorec
sin(2x) = 2sin x cos x




[ Najdéte nasledujici integrély. |

/(ex +e7%)2dx = /(62" +24e2)dx

1 1
_ _er + 2x__672x

> > +C
. 1 . 11
/smxcosxdx =5 /s1n(2x) dx = 53 (—cos2x) +C
/ sin? x dx
fntegrujeme podle vzorca )

/sinxdx = —Cos X

/f(ax 4 b)dx = %P(ax +b) | kde /f(x) dx = F(x).




[ Najdéte nasledujici integrély. |

/(ex—i—e_x)zdx = /(62x+2+e_2x)dx
1 2x 1 —2x
== 2x—=
¢ + 2x ¢ +
. 1 . 1
/smxcosxdx = —/sm(Zx) dx == -
2 2
d

/siandx = %/(1 —cos(2x)) x

2
5
/x+1dx

1
5 (—cos2x) +C

Vzorec

= 2
sin?x = 7(:;8( *)




[ Najdéte nasledujici integrély. |

/(ex+e—x)2dx:/(62x+2+e—2x)dx

1
=~ +2x—

> ¢ Z4C
. 1 1 1
/smxcosxdx =5 /s1n(2x) dx = 55 (—cos2x) +C
1 1 1
-2 _ - . o
/sm xdx = 7 /(1 cos(2x)> dx =5 [x 5 s1n(2x)} +C

2
5
/x+1dx

/cosxdx =sinx

/fax—l—b (ax+b)




[ Najdéte nasledujici integrély. |

/(ex—i—e_x)zdx = /(62x+2+e_2x)dx
1 2x 1 —2x
== 2x—=
¢ + 2x ¢ +
. 1 . 1
/smxcosxdx = —/sm(Zx) dx == -
2 2
d

/sin2xdx = %/(1 —cos(2x)> 5% = %[x - %sin(Zx)} +C

2 2
/ X dx:/x 1+1dx
x+1 x+1

Potfebujeme vydélit. K tomu je moZzno pfevést Citatel na tvar, ktery
pozdéji umozni zkratit.




[ Najdéte nasledujici integrély. |

/(ex—i—e_x)zdx = /(62x+2+e_2x)dx
1 2x 1 —2x
== 2x—=
¢ + 2x ¢ +
. 1 . 1
/smxcosxdx = —/sm(Zx) dx == -
2 2
d

/siandx = %/(1 —cos(2x)> 5% = %[x - %sin(Zx)} +C

x2 ¥2—1+1 1
dr= 22— " dx=[x—14+—4d
/x+1 * / xr1 /x TS

x2—1+1_x2—1+ L |
x+1  x+1  x+1 x+1




[ Najdéte nasledujici integrély. |

/(ex—i—e_x)zdx = /(62x+2+e_2x)dx

1 1
=¥ +2x—=e ¥+ C

2 2

/sinxcosxdx = %/sin(Zx) dx = - (—cos2x) +C

1
2
/siandx = %/(1 - cos(2x)> dx = %[x - %sin(Zx)} +C

x2 ¥2—1+1 1
dr= [ 2 — " dx=[x—-14—4d
/x+1 * / xr1 /x TS

2

:%—x+ln\x+1\+c

+
1
2

1 1
/x" dx = ——x"t1 /— dx = In x|,
n+1 . X

/f(ax-i—b)dx = —f(ax+0b)

a




s x+5
[Na]dete/mdx]

x+5
=X g
/x2—4x+9 X

= B ©Robert Mafik a Lenka Pribylov, 2007/



s x+5
[Na]dete/mdx]

1:/&@(

x2 —4x+9
2x — 4
:/de
x2 —4x+9

“Zasifrujeme” derivaci jmenovatele, tj. vyraz (2x — 4), do ¢itatele. I




s x+5
[Na]dete/mdx]

1:/&@(

x2 —4x+9
1
lox—4
:/de
X2 —4x+9

-

~

e Musime upravit zlomek tak, aby se zlomky v prvnim a druhém
integralu rovnaly.

e Ktémto tpravam pouzijeme jenom multiplikativni a aditivni kon-

L7

stanty (nenadélaji “moc velkou neplechu” pii integraci).

. 1 o
e Piidanim nasobku 5 mame ve druhém zlomku v ¢itateli vyraz

=(2x —4) = x — 2. Koeficient u x je v pofadku.




. x+5
Najdete [ 0 g
[ ajdéte x2—4x—|—9dx]

x+5
=[5> 4
/] 4x+9 X

2x—
— d
/ 4x+9 x

\
/

2x—4)=x-2

(2x—4)+2=x

NI~ N~

e Nyni je v ¢itateli jenom x. Chybi ¢islo 5.




s x+5
[Na]dete/mdx]

x+5
=[5> 4
/] 19

/ 2x— +2+5
B —4x+9

dx

2x—4)=x-2
(2x—4)+2=x

(2x—4)+2+5=x+5

NI~ NI~ N|-

e Prvni a druhy zlomek jsou stejné, nedopustili jsme se zddné
upravy, ktera by zménila hodnotu zlomku.




s x+5
[Na]dete/mdx]

szﬁdx

4x+9
/ Zx— +2+5d
—4x+9
:/ 2x —4 2+5 dx
2 x2—4x+9 —4x+9

Rozdélime zlomek na dva.




s x+5
[Na]dete/mdx]

x+5
=[5> 4
/ 19

/ 2x — +2+5
B —4x+9

1 2x — 4 245

- d
/2 Z— 6 2 4x+9 x
1

== —4 9 7d
5 In |x? — 4x + \—i—/ 75

dx




s x+5
[Na]dete/mdx]

x+5
=[5> 4
/ 19

/ 2x — +2+5
B —4x+9

dx

2x — 4 245
- d
/2 2 —dx+9 2 —dax 9%

1 —4 9 /7(1
n|x Y 4 755

Doplnime na ¢tverec ve jmenovateli druhého zlomku.

X2 —dx4+9=x2-2.2-x+22-44+9=(x—-2)2+5




e x+5
[Na]dete/mdx]
x+5
I = 7d
/ “ax 9%
/ 2x— —|—2+5C1
N —4x+9

2x — 4 2+5
= d
/2 x2 — 4x—|—9+ —4x+9 x

7
_——lnx —4x+9|+ | ——————dx
2 | 9 /(x—2)

1

:§1n|x2—4x+9\+7~—

A

1
X = — arctg %, kde v nagem piipadé A = /5




s x+5
[Na]dete/mdx]

x+5
=[5> 4
/] 19

/ 2x— +2+5
B —4x+9

2x — 4 2+5
= d
/2 x2 — 4x—|—9+ —4x+9 x

7
_——lnx —4x+9|+ | ——————dx
2 | 9 /(x—2)

dx

1 1 -2 1
:§1n|x2—4x+9\+7~— T

/f(ax—i—b) dx = %F(ax—i—b),vnaéem piipadéa =1 I




_x45 dx_]

[Najdéte / %

—4x+9

x+5
=[5> 4
/ 19

/ 2x— +2+5

dx
—4x+9

_/ 2x — 4 +
2 x2—4x+9

iy
2n|x x+9\+/(x_2)

1

:Eln|x2—4x+9\+7~—

1
:§1n|x2—4x+9\+7~—

Upravime.




Parcidlni zlomky.

Motivace. Sectenim zlomkii se 1ze pfesvédcit, Ze plati

1 1 1 1

x—1 x 2 x2(x-1)

Z levé na pravou stranu piejdeme pfevedenim na spole¢ného jmenovatele
a se¢tenim zlomkd.

Napsat z vyrazu na levé strane vyraz na strané pravé zatim neumime, ale
bylo by vhodné se to naucit, protoZe vyraz nalevo je snadné integrovat,
coZ se 0 vyrazu napravo fici neda.

= B (©Robert Maiik a Lenka Pfibylové, 20071



P
Definice: Necht’ R(x) = n(x) je raciondlni funkce. Je-li n > m,

~ Qu(x)

nazyva se funkce R(x) neryze lomend, v opainém p¥ipadé ryze lomend.

Véta 6. Kazdou neryze lomenou funkci Ize zapsat jako soucet polynomu a ryze
lomené funkce (pomoci déleni se zbytkem).

, Py (x .
Véta7. Bud R(x) = Qn((x)) ryze lomen3 funkce. Pfedpoklddejme, Ze polynomy
m
Py(x) a Qm(x) nemaji spole¢né kofeny a Ze polynom Q(x) nema nisobné
komplexni kofeny. Funkci R(x) lze zapsat jako soulet funkci typu

A] A2 Ak Bx+C
x—c||(x=c)2( | (x=c)k x24+ Mx+ N[

kde A;, B a C jsou vhodné konstanty (Jak? — viz. dile).

Definice: Zlomky uvedené v pfedchozi vété nazyvame parcidlni
zlomky.

<] B = (©Robert Matik a Lenka Pribylova, 2007



[Rozloite na parcidlni zlomky (neur¢ité koeficienty nepocitejte). §

x2

(x —1)x(x+3)

x —_—
B—-1

3x—2
(x —1)2x2

X2 4+2x+1 _
(x2+1)(x+2)2

= B (©Robert Mafik a Lenka Pfibylov4, 2007|[E§



[Rozloite na parcidlni zlomky (neur¢ité koeficienty nepocitejte). §

x2 A B, C
(x—Dx(x+3) x—-1 x x+3
x —
xB3-1
3x—2
(x —1)2x2
x2+2x+1

(x24+1)(x+2)2

e Prvni zlomek obsahuje tfi redlné jednoduché koteny.

e Dostaneme tfi parcidlni zlomky s konstantou v ¢itateli a linedrnim
vyrazem ve jmenovateli.




[Rozloite na parcidlni zlomky (neur¢ité koeficienty nepocitejte). §

x2 A B C

(x —1)x(x+3) 1"z xrs

x —_—
xB—1

3x—2
(x —1)2x2

24+ 2x+1 _
(x24+1)(x+2)2

Nejprve rozloZime na soucin ve jmenovateli. Rozklad je

B—1=(x—-1)(x*+x+1).




[Rozloite na parcidlni zlomky (neur¢ité koeficienty nepocitejte). |

x2 _ A B C
(x—Dx(x+3) x—1 x x+3
x _ A, BxsC
¥-1 x—-1 x2+x+1
3x—2
(x —1)2x2
x> +2x +1

(x24+1)(x+2)2

\ 3

e Rozklad (x —1)(x* + x + 1) ukazuje, Ze jmenovatel mé jeden re-
alny jednoduchy kofen a dva komplexné sdruzené koteny.

e Parcidlni zlomek piislusny ke komplexnim kofentim obsahuje v
Citateli linedrni funkci.




[Rozloite na parcidlni zlomky (neur¢ité koeficienty nepocitejte). |

x2 _ A B C

(x—Dx(x+3) x—1 x x+3
x A n Bx+C

¥-1 x—-1 x2+x+1

-2 _ A , B _.C.D
(x—1)2x2 x—1 (x—12 x x2
x> +2x +1 _

(x24+1)(x+2)2

Jmenovatel méa dva realné koreny. Oba jsou nasobnosti dva. !




[Rozloite na parcidlni zlomky (neur¢ité koeficienty nepocitejte). |

x2 A B C

(x —1)x(x+3) 1"z xrs

x A n Bx+C
¥—-1 x—1 x24+x+1

-2 _ A B .C
(x—1)2x2 x—-1 (x—1)2 «x

x24+2x+1 _Ax+B_C D
(x2+1)(x+2)2  x2+1  x+2  (x+2)?

Jmenovatel ma jeden jednoduchy realny koten a dva komplexné
sdruZené kotfeny.

+

><N| I




. x2+1 ‘
Vypoctéte I = / CERCEICE) dx.

= B (©Robert Mafik a Lenka Pfibylov4, 2007|[E§



" x2+1 ‘
Vypoctéte I = / CERCEICE) dx.

x2+1 _ A, B L C
(x—1D(x+2)(x—-2) x—1 x+2 x-2

Napiseme rozklad s neur¢itymi koeficienty. I




" x2+1 ‘
Vypoctéte I = / CERCEICE) dx.

x2+1 _ A B L C
(x—1D(x+2)(x—-2) x—1 x+2 x-2

*+1=Ax+2)(x—2)+B(x—1)(x —2) + C(x —1)(x +2)

Vynasobime rovnici spole¢nym jmenovatelem (x — 1) (x +2)(x — 2). I




" x2+1 ‘
Vypoctéte I = / CERCEICE) dx.

x2+1 _ A B C
(x—1)(x+2)(x—-2) x—1 x+2 x-2

P+1=Ax+2)(x—2)+B(x—1)(x —2) + C(x — 1)(x +2)

x=1

Dosadime x = 1 do ¢erveného vztahu.




" x2+1 ‘
Vypoctéte I = / CERCEICE) dx.

x2+1 _ A B C
(x—1)(x+2)(x—-2) x—1 x+2 x-2

P +1=Ax+2)(x—2)+Bx—1)(x —2) + C(x —1)(x +2)

x=1 = 2=A3(-1)+B-0+C-0

Dostavame rovnici neobsahujici ani B, ani C. Tuto rovnici feSime
vzhledem k A.




" x2+1 ‘
Vypoctéte I = / CERCEICE) dx.

x2+1 _ A B C
(x—1)(x+2)(x—-2) x—1 x+2 x-2

P+1=Ax+2)(x—2)+B(x—1)(x —2) + C(x — 1)(x +2)

x=1 = 2=A3(-1)+B-0+C-0 = A=-3

= B (©Robert Mafik a Lenka Pfibylov4, 2007|[E§



" x2+1 ‘
Vypoctéte I = / CERCEICE) dx.

x2+1 _ A B C
(x—1)(x+2)(x—-2) x—1 x+2 x-2

P+1=Ax+2)(x—2)+B(x—1)(x —2) + C(x — 1)(x +2)

2
x=1 = 2=A3(-1)+B-0+C-0 = A=-3

Dosadime x = —2 do ¢erveného vztahu. I




" x2+1 ‘
Vypoctéte I = / CERCEICE) dx.

x2+1 _ A B C
(x—1)(x+2)(x—-2) x—1 x+2 x-2

P +1=Ax+2)(x—2)+B(x—1)(x —2) + C(x —1)(x +2)

x=1 = 2=A3(-1)+B-0+C-0 = A:_§

x=-2 = 5=A-0+B(-3)(-4)+C-0

Vysledna rovnice obsahuje pouze koeficient B. I




(x+2)(x—2)

> ;
Vypoctéte I = / ) s dx.]

x2+1 _ A B C
(x—1)(x+2)(x—-2) x—1 x+2 x-2

P+1=Ax+2)(x—2)+B(x—1)(x —2) + C(x — 1)(x +2)

2
x=1 = 2=A3(-1)+B-0+C-0 = A=-%
x=-2 =  B5=A-04B(-3)(—4)+C-0 = B:15—2

Vypocteme koeficient B. I




(x+2)(x—2)

> ;
Vypoctéte I = / ) s dx.]

x2+1 _ A B C
(x—1)(x+2)(x—-2) x—1 x+2 x-2

P+1=Ax+2)(x—2)+B(x—1)(x —2) + C(x — 1)(x +2)

2
x=1 = 2=A3(-1)+B-0+C-0 = A=-%
x=-2 =  5=A-04B(-3)(—4)+C-0 = B:%
x=2

Dosadime x = 2 do ¢erveného vztahu.




" x2+1 ‘
Vypoctéte I = / CERCEICE) dx.

x2+1 _ A B C
(x—1)(x+2)(x—-2) x—1 x+2 x-2

P+1=Ax+2)(x—2)+B(x—1)(x —2) + C(x — 1)(x +2)

x=1 = 2=A3(-1)+B-0+C-0 = A:_§
x=-2 = 5=A-0+B(-3)(-4)+C-0 = B:%
x =2 = 5=A-0+B-0+4C

Vysledna rovnice obsahuje pouze koeficient C. I




" x2+1 ‘
Vypoctéte I = / CERCEICE) dx.

x2+1 _ A, B L C
(x—1)(x+2)(x—-2) x—1 x+2 x-2

P+1=Ax+2)(x—2)+B(x—1)(x —2) + C(x — 1)(x +2)

2
x=1 = 2=A3(-1)+B-0+C-0 = A=-3
x=-2 = 5=A-0+B(-3)(-4)+C0 = B=_

5
x=2 = 5=A-0+B-0+4C = C:Z

Vypoéteme C. Nyni zname vSechny neurcité koeficienty. I




. x2+1
Vypoctéte I = / CERCEICE) dx.

41 A B C
(x—1D(x+2)(x—-2) x—1 x+2 x-2
241 __ 5 ., v ,_3
(x—1)(x+2)(x—2) x—1 x+2 x-2

Pouzijeme vypoctené hodnoty koeficientli A = —

v Cerveném vztahu.




e _ x=+1 ‘
Vypoctéte I = / CERCEICE) dx.]

x2+1 _ A B C
(x—1)(x+2)(x—-2) x—1 x+2 x-2

2 5 5
¥ +1 __ 8 . 1 . 1
(x—=1)(x+2)(x—2) x—1 x+2 x-2
2 11 5
h=—-=2 [ —dr+— S
1=73 )19 x—|—2 4/ 7 I

2 5 5
——gln\x—1|+Eln\x+2|+zln\x—2\+c

Vypocteme integral pomoci zakladnich vzorci. I




2 )
— 1
Vypoététe 12 = /% dx]

= B ©Robert Mafik a Lenka Pribylov, 2007/



4 _ 1 I
Vypoctéte I, = / roxd dx.]

x3—|-x2
x4—x+1_x 1+x2—x+1
B+x2 i

Racionélni funkce neni ryze lomena. Nejprve proto vydélime (zde
déleni vynechavdme, predpokladame znalost této operace).




4 1 |
Vypoctéte I, = / roxtd dx.]

X3+ x2
%:x—ur% ﬂzéjﬂ C
X3+ x X3+ x 2(x+1) 22 x x+1

Uvazujeme jenom ryze lomenou funkci. NapiSeme formalni tvar
rozkladu na parcidlni zlomky s neur¢itymi koeficienty.




4 1 |
Vypoctéte I, = / roxd dx.]

x3 4 x2
Mox4l g P oxdd ¥*—x+1_A B C
x3+x2 x3 + x2 x2(x+1) x2 x  x+1

x> —x+1=A(x+1)+Bx(x+1)+Cx?

Vynéasobime spole¢nym jmenovatelem x?(x + 1). I




4 1 |
Vypoctéte I, = / roxd dx.]

x3 4 x2
Mox4l g P oxdd ¥*-x+1_A B C
XB+a2 x3 + x2 2(x+1) 22 x  x+1

x> —x+1=A(x+1)+Bx(x+1)+Cx?

x=0

Dosadime x = 0 do ¢erveného vztahu.




4 1 |
Vypoctéte I, = / roxd dx.]

x3 4 x2
Mox4l g P oxdd ¥*-x+1_A B C
X3 +x2 X3+ x2 2(x4+1) 22 x  x+1
x> —x+1=A(x+1)+Bx(x+1)+Cx?
x=0 1=A+0B+0C; A=1

Nalezneme A.




4 1 |
Vypoctéte I, = / roxtd dx.]

X3+ x2
Mox4l g P oxdd ¥*-x+1_A B C
X3 +x2 X3+ x2 2(x4+1) 22 x  x+1
x> —x+1=A(x+1)+Bx(x+1)+Cx?
x=0 1=A+0B+0C; A=1
x=-—1

Dosadime x = —1 do ¢erveného vztahu. I




4 1 |
Vypoctéte I, = / roxtd dx.]

X3+ x2
Mox4l g P oxdd ¥*-x+1_A B C
X3 +x2 X3+ x2 2(x4+1) 22 x  x+1
x> —x+1=A(x+1)+Bx(x+1)+Cx?
x=0 1=A+0B+0C; A=1
x=—1 3=0A+0B+1C; C=3

Nalezneme C.




4 1 |
Vypoctéte I, = / roxd dx.]

x3 4 x2
Mox4l g P oxdd ¥*-x+1_A B C
XB+a2 x3 + x2 2(x+1) 22 x  x+1
x> —x+1=A(x+1)+Bx(x+1)+Cx?
x=0 1=A+0B+0C; A=1
x=—1 3=0A+0B+1C; cC=3

x*~x+1=Ax+ A+ Bx*+ Bx + Cx?

Zbyva najit B. Rozndsobime souciny v cervené rovnici a obdrZzime
modrou rovnici.




4 1 |
Vypoctéte I, = / roxd dx.]

X3+ x2
Mox4l g P oxdd ¥*-x+1_A B C
X3 +x2 X3+ x2 2(x4+1) 22 x  x+1
x> —x+1=A(x+1)+ Bx(x+1) + Cx?
x=0 1=A+0B+0C; A=1
x=—1 3=0A+0B+1C; cC=3

x’—x+1= Ax+ A + Bx? + Bx + Cx?
x> 1=B+C, xl: —1=A+B, W 1=A

Porovname koeficienty u jednotlivych mocnin. Koeficienty, které stoji
nalevo a napravo u stejnych mocnin musi byt stejné.




4
- 1
Vypoctéte I, = /ﬁ dx.]

X3+ x2
Mox4l g P oxdd ¥*-x+1_A B C
X3 +x2 X3+ x2 2(x4+1) 22 x  x+1
x> —x+1=A(x+1)+ Bx(x+1) + Cx?
X = 1=A+0B+0C; A=1
x=—1 3=0A+0B+1C; cC=3

x*—x+1=Ax+ A+ Bx*+ Bx + Cx?
x“: 1=B+C, x: —1=A+B, W 1=A

Dosadime C do prvni nebo A do druhé rovnice a nalezneme B. !




4 1 |
Vypoctéte I, = / roxd dx.]

x3 4 x2
x4—x+1:x_1+x2—x+1 xz—x+1:é+§+ C
x3 + x2 x3 + x2 x2(x+1)  x¥2  x  x+1

A= = (e i)

1 2 3
L= [x-14+——-24_>_
2 /x +x2 x+x+1dx

v rozkladu na soucin.

Méme vypocteny hodnoty koeficientti. Tyto hodnoty pouZijeme




4 1 |
Vypoctéte I, = / roxd dx.]

x3 4 x2
Mox4l g P oxdd ¥*-x+1_A B C
X3 +x2 X3+ x2 2(x4+1) 22 x  x+1

A= = =)0 1)

1 2 3
= —1+=—-—=+—4d
b /x +x2 x+x+1 X
x2 1
=7—x—;—2ln|x|+3ln\x+1|+c

Zintegrujeme pomoci vzrocu. I




[Vypoététe I3 = /%8 dx.

= B ©Robert Mafik a Lenka Pribylov, 2007/



[Vypoététe I3 = /%8 dx.

X A Bx +C

(x —2)(x2+2x+4) x—2+x2—|—2x+4

= B ©Robert Mafik a Lenka Pribylov, 2007/



[Vypoététe I3 = /%8 dx.

x A n Bx+C
(x—2)(x2+2x+4) x—2 x2+2x+4
x=A(x*>+2x+4)+ (Bx+C)(x —2)

Vynasobime spole¢nym jmenovatelem. I




[Vypoététe I3 = /x?’LS dx.

X A o Bx+C
(x—2)(x2+2x+4) x—2 x2+2x+4
x=A(x*+2x+4)+ (Bx +C)(x — 2)

x=2 2 =12A, A=1

6

Dosadime x = 2




[Vypoététe I3 = /%_8 dx.

x A n Bx+C
(x—2)(x2+2x+4) x—2 x2+2x+4
x=A(x*+2x+4)+ (Bx +C)(x — 2)
x=2 2 =124, A:%
x = Ax* +2Ax +4A + Bx* — 2Bx + Cx — 2C

Roznéasobime. Hleddame B a C.




[Vypoététe I3 = /%8 dx.

x A n Bx+C
(x—2)(x2+2x+4) x—2 x2+2x+4
x=A(x*+2x+4)+ (Bx +C)(x — 2)

x =2 2 =12A4, A:%
x = Ax%® +2Ax +4A + Bx?> — 2Bx + Cx — 2C
0=A+B, 1=2A-2B+_, 0=4A-2C

Porovnanim koeficientti u odpovidajicich si mocnin obdrzime rovnice
pro koeficienty B a C.




[Vypoététe I3 = /x?’LS dx.

x A n Bx+C
(x—2)(x2+2x+4) x—2 x2+2x+4
x=A(x*+2x+4)+ (Bx +C)(x — 2)

x=2 2 =124, A:%
x = Ax*> +2Ax + 4A + Bx?> — 2Bx + Cx — 2C
0=A+B, 1=2A-2B+C, 0=4A—-2C
1 1
B=—-,C==
6 3

Vyfesime tyto rovnice. I




[Vypoététe I3 = /x?’LS dx.

X A n Bx+C
(x—2)(x2+2x+4) x—2 x2+2x+4
x=A(x*+2x+4)+ (Bx +C)(x — 2)

x=2 2 =124, A:%
x = Ax*> +2Ax + 4A + Bx?> — 2Bx + Cx — 2C
OzATB, : 1=2A-2B+C, 0=4A-2C
B=—-,C==

6 3 -
13=/1 L I ¥ "3

6x—2 x2+2x+4

Dosadime hodnoty koeficientti do rozkladu. I




[Vypoététe I3 = /%_8 dx.

1 1 X+ -2
L=/ = _6 3 dx l -2 —_
3 /6x—2 X2 +2x+4 n\x - 6 x2—|—2x+4

Prvni ¢len integrujeme pomoci vzorce. I




[Vypoététe I3 = /%_8 dx.

1 1 X+ -2
L=/ - _6 3 dx 1 -2 _—
/6x— x2+2x+4 n\x = 6 x2+2x+4
2x+2 —1—2
:—1 2 d
2 = 6/ x2 4 2x+4 *

o Vedruhém zlomku “zasifrujeme” do Citatele derivacijmenovatele.

e K tomu mizeme pouzit multiplikativni a aditivni konstanty.




[Vypoététe I3 = /%_8 dx.

11 Ay 2
= (- doe= L frp— 2 S|
I /6x— x2+2x+4 n\x = 6 X2 +2x+4 X
1 2x+2 —1—2
= Infx—2 d
5l =2= 6/ 2i2xtr4a

= Linjx—2| _/_ 2x + 2 n -3
6 6J 2x24+2x+4  (x2+2x+1)+3

dx

Rozdélime zlomek.




[Vypoététe I3 = /%_8 dx.

1 1 lyg1 _2
I :/— Bl R TV YUV, _X—c
6 x—2 x2+2x+4 n\x - 6 x2+2x+4
1 L(2x +2) —1—2
—in|x—2 / d
il =2 =2 2+or+a

——ln|x—2|——/— 2x + 2 n -3
6 6J 2x24+2x+4  (x2+2x+1)+3

2 1. 5 3 1
—121n|x 2\—Eln\x +2X+4|+6/mdx

dx

e Prvni zlomek ma v Citateli derivaci jmenovatele.

e V druhém zlomku doplnime jmenovatel na ¢tverec.




[Vypoététe I3 = /%_8 dx.

I:/%xi x2—|6—);2:—i42d : lznx—2 6 x2+2x2+4
1 xX+2)—1-—

=gnlx—2- 6/ 22t dx ,

:gln|x_2|_€/§x2+2x+4+(x2—|—2x+1) de

21221n|x 2| - 1n\x +2x+4|+6/ﬁd

:11—21n(x—2) ——ln|x +2x + 4| + \1/_arctg 7 +C

Dokon¢ime integraci pouZzitim vzorce. !




Integrace per-partés

Véta 8. Necht funkce u a v maji derivace na intervalu I. Pak plati

/u(x)v’(x) dx = u(x)o(x) — /u’(x)v(x) dx, ()

pokud integral na pravé strané existuje.

Integraly typické pro vypocet metodou per-partés. P(x) je polynom.

/P(x)e”‘x dx,/P(x) sin(ax) dx,/P(x)cos(acx) dx,

/P(x)arctgxdx,/P(x)ln’"xdx.

= B (©Robert Maiik a Lenka Pfibylové, 20071



[Vypoététe /(x +1)-Inxdx

Funkce je sou¢inem polynomu a logaritmické funkce — per-partés. I




[Vypoététe /(x +1)-Inxdx

u=Inx =

/(x+1)lnxdx:

v=x+1 v

Integrujeme per-partés pomoci vzorce

/u-v’dx:u-v—/u'-vdx

pfiu=Inxav =x+1.
o




[Vypoététe /(x +1)-Inxdx

/(x+1)lnxdx:

Integrujeme per-partés pomoci vzorce

/u-v’dx:u-v—/u'-vdx

pfiu=Inxav =x+1.
o




[Vypoététe /(x +1)-Inxdx

/(x+1)lnxdx:

Integrujeme per-partés pomoci vzorce

/u-v’dx:u-v—/u'-vdx

pfiu=Inxav =x+1.
o




[Vypoététe /(x +1)-Inxdx

/(x+1)1nxdx =

Roznéasobime zavorku.




[Vypoététe /(x +1)-Inxdx

/(x+1)1nxdx =

1
u=Inx u==
X
2
V=x+1 v=1 4y
x2 1 [ x2
—lnx<7+x>—/—(7+x>dx

Dokon¢ime integraci.




[Vypoététe /(x +1)-Inxdx

/(x—l—l)lnxdx =

1
u=Inx u = -
X

X
v =x+1 v:7+x

/

2

:lnx<
(2,
S\ 2
(2,
S\ 2

_(x2
=5+

x——i-x —/1 x—2+x dx
2 x \ 2

>1nx—/(%xz+1)dx
>1nx—<%-x?+x>

1,
)lnx—zx —x+C

Upravime a pfiddme integra¢ni konstantu.

eee—




N

[Vypoététe / xsinx dx

= B ©Robert Mafik a Lenka Pribylov, 2007/



[Vypoététe / xsinx dx]

/x~sinxdx

v =sinx W=

Integrujeme per-partés pomoci vzorce

/u-v’dx:u-v—/u'-vdx

pfiu =xav =sinx.




[Vypoététe / xsinx dx]

/x~sinxdx

v =sinx U= —COSX

Integrujeme per-partés pomoci vzorce

/u-v’dx:u-v—/u'-vdx

pfiu =xav =sinx.




[Vypoététe / xsinx dx]

U=x u =1
/x~sinxdx

v =sinx ©v= —cosx

= —xcosx—/1~(—cosx)dx

Integrujeme per-partés pomoci vzorce

/u-v’dx:u-v—/u'-vdx

pfiu =xav =sinx.




[Vypoététe / xsinx dx

/x~sinxdx

v =sinx ©v=—cosx

= —xcosx—/l~(—cosx)dx

= —xcosx+/cosxdx

Upravime. I




[Vypoététe / xsinx dx]

/x~sinxdx

v =sinx ©v=—cosx

= —xcosx—/l~(—cosx)dx

= —xcosx+/cosxdx

= —xcosx +sinx + C

e Integruje druhou ¢ast: / cosxdx = sinx

e Hotovo.




[Vypoététe /(x —2) -sin(2x) dx

Funkce je souc¢inem polynomu a sinu — per-partés. I




[Vypoététe / (x —2) - sin(2x) dx]

/ (x —2)sin(2x) dx =

v =sin(2x) v=

Integrujeme per-partés pomoci vzorce

/u-v’dx:u-v—/u'-vdx

pfiu=x—2av =sin(2x).
&




[Vypoététe /(x —2) -sin(2x) dx

/ (x — 2)sin(2x) dx =

1
v/ =sin(2x) v= —5 €08 2x

(Plati ] )
v = /v’(x) dx = /sin(Zx) dx = = cos(2x),

protoze

/sinxdx:—cosx a /f(ax+b) 011 (ax +b).




[Vypoététe /(x —2) -sin(2x) dx

/ (x — 2)sin(2x) dx =

1
v/ =sin(2x) ©v: —5 08 2x

=(x—-2)- (—%cos(2x)) —/1- (—%cost) dx

/u-v’dx:u-v—/u’-vdx




[Vypoététe /(x —2) -sin(2x) dx

/ (x — 2)sin(2x) dx =

1
v' =sin(2x) ov= —5 Cos 2x

=(x—-2)- (—%cos(2x)) —/1- (%cost) dx

1 1
= —E(x —2)cos(2x) + E/COS2de

1
Vytkneme konstantu (— E) z integralu.




[Vypoététe /(x —2) -sin(2x) dx

/ (x — 2)sin(2x) dx =

2
=(x—-2)- (—%cos(Zx)) —/1- (—%cost) dx

1 1
—E(x —2)cos(2x) + E/cos2x dx

1 1 1
—=(x—2)cos(2x) + = - =sin(2x) + C

sin(2x), protoze

ro

Plati / cos(2x) dx =

/Cosxdx:sinx a /f (ax +b)




[Vypoététe /(x —2) -sin(2x) dx

/ (x —2)sin(2x) dx =

1
v = sin(Zx) 0= _E Ccos 2x

=(x—-2)- (—%cos(2x)) —/1- (—%cost) dx

1 1
= —E(x —2)cos(2x) + E/COS2de

1 1 1
= —E(x —2)cos(2x) + ) sin(2x) + C

1 1
= —E(x —2) cos(2x) + 1 sin(2x) + C

Upravime. !




[Vypoététe /(x2 +1) sinxdx]

= B ©Robert Mafik a Lenka Pribylov, 2007/



[Vypoététe /(x2 +1) sinxdx]

u=x*+1 o' =
/(x2+1)~sinxdx

v/ =sinx U=

-

o Funkce je souc¢inem polynomu a funkce sinus.

e Budeme integrovat per-partés podle vzorce

/u-v’dx:u-v—/u’-vdx

piivolbé u = (x*> +1) av’ = sinx.




[Vypoététe /(x2 +1) sinxdx]

u=x*+1 o' =2x
/(x2+1)~sinxdx

v/ =sinx V= —Cosx

(x*4+1) =2x

/sinxdx = —CosX




[Vypoététe /(x2 +1) sinxdx]

= x*+1_ u' =2x
/(x2+1)~sinxdx

v =sinx V= —CoSX

= —(x2+1)cosx+2/x~cosxdx

/u-v’dx:u-v—/u'-vdx

Konstantni ndsobek 2 a znaménko minus dame pied integral.




[Vypoététe /(x2 +1) sinxdx]

u=x*+1 o' =2x
/(x2+1)~sinxdx

v =sinx V= —cosx

= —(x2+1)cosx+2/x~cosxdx

Jesté jednou integrujeme per-partés. Nyni u = x a v’ = cos x. I




[Vypoététe /(x2 +1) sinxdx]

u=x*+1 o' =2x
/(x2+1)~sinxdx

v =sinx V= —cosx

= —(x2+1)cosx+2/x~cosxdx

v =cosx ©v=sinx

=1

/cosxdx = sinx




[Vypoététe /(x2 +1) sinxdx]

u=x*+1 o' =2x
/(x2+1)~sinxdx

v =sinx V= —cosx

= —(x2+1)cosx+2/x~cosxdx

v =cosx ©v=sinx

= —(x2—i—l)cosx—i-Z(xsinx—/sinxdx)

/u-v’dx:u-v—/u’-vdx




[Vypoététe /(x2 +1) sinxdx]

u=x*+1 u =2

/(xz—l—l) -sinx dx
v/ =sinx U= —Cosx

= —(x2+1)cosx+2/x~cosxdx

v =cosx ©=sinx

= —(x2+1)cosx+2(xsinx—/sinxdx>

= —(x2+1)cosx+2(xsinx— (—cosx))

Integrujeme sinus: / sinxdx = —cosx !




[Vypoététe /(x2 +1) sinxdx]

u=x*+1 o' =2x
/(x2—|—1)~sinxdx

v =sinx V= —cosx

= —(x2+1)cosx+2/x~cosxdx

v =cosx ©=sinx

= —(x2+1)cosx+2(xsinx—/sinxdx>

= —(x2+1)cosx+2(xsinx— (—cosx))

= (1—x%)cosx +2xsinx + C

Upravime. !




[Vypoététe /(x2 +1)e *dx.

= B ©Robert Mafik a Lenka Pribylov, 2007/



[Vypoététe /(x2 +1)e *dx.

/ (x> +1)-e *dx

Integruje soucin polynomu a exponencidlni funkce. I




[Vypoététe /(x2 +1)e *dx.

/ (x> +1)-e “dx

[

¢ Integrujeme per-partés.

e Polynom budeme derivovat a exponencielu integrovat.

e Nezapomenme, Ze /e*x dx = —e .




[Vypoététe /(x2 +1)e *dx.

/ (x> +1)-e “dx

=—(¥*+1)e® +2/xe_x dx

Vzorecje

/u-v’dx:u-v—/u'-vdx




[Vypoététe /(x2 +1)e *dx.

/ (x> +1)-e " dx

=—(¥*+1)e® +2/xe_x dx

e Opét polynom krat exponencialni funkce.

e Opét integrujeme per-partés. Opét derivujeme polynom.




[Vypoététe /(x2 +1)e *dx.

/ (x> +1)-e " dx

=—(¥*+1)e® +2/ xe “dx

=—(x>+1)e* +2<—xe_x + /e_x dx)

Vzorec pro Cervenou &ést je / uv' dx = uv — / u'v dx, zbytek ztstane. I




[Vypoététe /(x2 +1)e *dx.

/ (x> +1)-e " dx

v =e v=—e
u=x u' =1
=—(x>+1)e +2/xex
vV=e¢* ov=-—e"
= —(x*>+1) —|—/ xdx
(P41 4 A xe )




[Vypoététe /(x2 +1)e *dx.

/ (x> +1)-e " dx

v =e v=—e
u=x u' =1
— e +2/xe *d
vV=e¢* ov=-—e"
=—(x*+1) +/ xdx
=—(2+1e*+2(—xe ™ —e*) = —e* (x> +2x +3) + C,




N

[Vypoététe / x arctg x dx.
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[Vypoététe / x arctg x dx.

/ x arctg x dx

Jedna se o soucin polynomu a funkce arkustangens. I




[Vypoététe / x arctg x dx.

1
u=arctex u =
arctg T2
/xarctgxdx
v =x v—x—Z
- 2

Budeme integrovat metodou per-partés. Budeme integrovat polynom
a derivovat arkustangens.




[Vypoététe / x arctg x dx.

1
u=arctgx u' = T2
/xrtxdx —xzrtx—l/ x? dx
arcs T2 T 12
/ x2
0 =X 0—7

/uv’dx:uv—/u’vdx I




[Vypoététe / x arctg x dx.

1
u=arctgx u' = T2
P 1 i
/xarctgxdx = 7arctgx—§/mdx
/ x?
U =X U= 7

2 1 1
:xTarctgx—; /1—ﬁdx

Musime integrovat racionalni funkci, kterd neni ryze lomena.
Provedeme déleni:

x? (x2+1)—1 22+1 1 1

- — _ -1
X241 x2+1 2+1 x2+1 X2 +1




[Vypoététe / x arctg x dx.

1
u=arctgx u' = T2
x2 1 x?
/xarctgxdx = ?arctgx—i/mdx
/ X
v =x V=5
2
x
:?arctgx—z/ 1+x2d
2

X 1
= arctgx — 5 (x = arctgx) +C.

K dokonéeni zbyva integrovat jedni¢ku a jeden parcialni zlomek. To
provedeme pomoci pfislusnych vzorcti.




[Vypoététe / Inxdx
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[Vypoététe / Inxdx

/1-lnxdx

Ve funkci je “zasifrovany” soucin polynomu a logaritmické funkce:

/1 -In xdx.

Integrujeme per-partés pti volbé u = Inxa v’ = 1.
=




[Vypoététe / Inxdx

u=Inx u
/1-lnxdx




[Vypoététe / Inxdx

, 1
u=Inx u ==

/1-lnxdx * :xlnx—/ldx
v =1 v=x

/u~v’dx:u~v—/u’~vdx

1
UZijeme vztah = 1.




[Vypoététe / In x dx

u=Inx
/1 -Inxdx

:xlnx—/ldx

=xlnx —x




[Vypoététe / In x dx

;1
u=1Inx u = —
/1-lnxdx * :xlnx—/ldx
,0/21 vD=X
=xlnx —x
=x(Inx—-1)+C

Hotovo.




[Vypoététe / In? x dx
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[Vypoététe / In? x dx

/1~ln2xdx

e Jezde “zasifrovan” soucin polynomu a druhé mocniny logaritmu.

e Upravime funkci In? x na sou¢in (1) - (In’x) a integrujeme per-
partés p¥i volbé u = Inxa v’ =1




[Vypoététe / In? x dx

u
/1-ln2xdx x

1
(In?x) =2Inx(Inx) = 21nx;

/1dx:x




[Vypoététe / In? x dx

2Inx
2 U = n

/1-ln2xdx * :xlnzx—2/1nxdx




[Vypoététe / In? x dx

u
/1-ln2xdx x :xlnzx—2/1nxdx

(1)-Inxa

Tento trik jiZ zname: Napiseme funkci In x jako soucin
integrujeme per-partés pfi volbéd u = Inxa v’ = 1.

T




[Vypoététe / In? x dx

21
u=Inx o =°2%
/1-ln2xdx X :xlnzx—Z/lnxdx
v =1 v=x
u=Inx o 1
X
v =1 v=x
1
1 ==
(Inx) .




[Vypoététe / In? x dx

21
u=In’x r 20X
/1-ln2xdx X :xlnzx—2/1nxdx
v =1 v=x
u=Inx u’:1
X
v =1 v=x

= xlnzx—2<xlnx—/1dx)

/u-v’dx:u-v—/u’-vdx




[Vypoététe / In? x dx

/1-ln2xdx x :xlnzx—2/1nxdx

v =1 v=x
=xIn?x—2 ( lnx—/ldx)
= xIn®x—2 (xlnx—x)

Dopocitdme integrél z jednicky. !




[Vypoététe / In? x dx

u
/1-ln2xdx x :xlnzx—2/1nxdx

v =1 v=x
:xlnzx—2(xlnx—/1dx)

= xlnzx—Z(xlnx—x)

=xIn®x —2xInx+2x+C

Upravime. Hotovo. !




~

[Najdéte / x3 sin x dx.
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~

[Najdéte / x3 sin x dx.

derivace derivace derivace derivace

u=x3 3x2 6x 6 0

3 _
x’sinxdx = )
integrace integrace integrace integrace
v =sinx > —cosx > —sinx ~cosx— sinx
4 )
o Trikrat integrujeme per-partés, ale vSechno zapiseme do jednoho
schematu.

e Zluté Sipka reprezentuje derivovani. Derivujeme aZ na nulu.

o Cervena Sipka reprezentuje integrovani.




~

[Najdéte / x3 sin x dx.

u=x3 3x2 \ 6x 6 0
o, S o 0
. (10». (1(-# (7 \ (’(‘L'
/ x3sinxdx = @ < % <
v/ =sinx —Ccosx —sinx COS X sin x

= —x%cosx - (—3x%sinx) 4 6xcosx - 6sinx

Nésobime ve sméru sipek. Soucintim ve sméru zlutych Sipek
znaménko ponechame, soucintim ve smeéru ¢ervenych Sipek znaménko
zménime a vSechny souciny secteme.




[Najdéte / x3 sin x dx.

u=x3 3x2 6x 6 0

/x3sinxdx =

v/ =sinx —Ccosx —sinx COoS X sin x

= —x%cosx — (—3x%sinx) + 6x cos x — 6sinx

= (—x® +6x) cos(x) + (3x> — 6) sinx + C

Upravime. !




N

[Najdéte /(x3 +2)e *dx.
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N

[Najdéte /(x3 +2)e *dx.

/(x3 +2x)e *dx

derivace derivace derivace derivace
u=x>+2x 3x2+2 6x 6 0
integrace integrace  integrace integrace
e X T T e XX ——> ;X —— X
4 )
o Trikrat integrujeme per-partés, ale vSechno zapiseme do jednoho
schematu.

e Zluté Sipka reprezentuje derivovani. Derivujeme aZ na nulu.

o Cervena Sipka reprezentuje integrovani.




N

[Najdéte /(x3 +2)e *dx.

/(x3 +2x)e *dx

3
u=x>+2x 6 0
&O((L \&OQL
_ (63 <
o = e X —e X e X

Nésobime ve sméru sipek. Soucintim ve sméru zlutych Sipek
znaménko ponechame, soucintim ve smeéru ¢ervenych Sipek znaménko
zménime a vSechny souciny secteme.




[Najdéte /(x3 +2)e *dx.

/(x3 +2x)e *dx

u=x3+2 3x2 42 6x

v =e ¥ —e ¥ e

—x _¢

—X

¥(x3 4 2x +3x2 42+ 6x +6)
= "(x®+3x* +8x +8)

= (x4 2x)e™* — (3x* +2)e * + (—6xe™*) — e *
_ei

Upravime.

MMM




Integrace pomoci substituce.

Véta 9. Necht f(t) je funkce spojitd na intervalu I, necht funkce ¢(x) ma
derivaci na intervalu | a plati ¢(J) = I. Potom na intervalu | plati

[ Feene xdx= [ foat ©

dosadime-li napravo t = ¢(x).

Schematicky:‘q)(x) = t‘ ¢ (x)dx = dt

Véta 10. Necht f(x) je funkce spojitd na intervalu I, necht funkce ¢(t) ma
nenulovou derivaci na intervalu | a plati ¢(J) = I. Potom na intervalu I plati

[rax= [ flowne'e)a, @

dosadime-li napravo t = ¢~ !(x), kde ¢! (x) je funkce inverzni k funkci ¢(x).
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Schematicky: ‘ x = ¢(t) ‘ dx = ¢/(t)dt
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[Vypoététe / 75111(}1{1196) dx]
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[Vypoététe / %inx)dx]

/de: [ sintin2) - ax

X

4 )

e Vnitini sloZka je In x.

1
e Derivace funkce In x je e

. 1. . .
e Tato derivace, —, je v soucinu s integrovanou funkci.
X




[Vypoététe / %inx)dx]

/de: [ sinin2) - ax

X

Inx =t

Zavedeme substituci In x = .




[Vypoététe / 7sm(31€nx) dx]

/de: [ sinin2) - ax

X

Inx =t
1
—dx = dt
X

Nalezneme vztah mezi dx a dt.




[Vypoététe / %inx)dx]

/de: [ sinin2) - ax

X

Inx =t
1
—dx = dt
X

= /sintdt

Dosadime substituci.




[Vypoététe / 75111(}1{1196) dx]

/ sin(Inx)

X

dx = /sin(lnx)% dx

= —cost

Inx =t
1
—dx = dt
x

= /sintdt

Integrujeme.




[Vypoététe / 75111(}1{1196) dx]

Inx =t

sin(Inx) , 1 .
P W— — — 1 —
/ . dx /sm(lnx)x dx ;dx a = /smtdt

= —cost = —cos(lnx)+ C

PouZijeme substituci k ndvratu k proménné x a pfiddme integracni
konstantu. Hotovo.




[Vypoc“:téte/xel_"2 dx.]
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[Vypoc“:téte/xel_"2 dx.]

2
/xelxdx

. LA 7z v v Z —_— 2
Zkusime substituovat za vnitini slozku sloZzené funkce e’




[Vypoc“:téte/xel_"2 dx.]

2
/xelxdx

1—x2=t

Hleddame vztah mezi diferenciély.

rem—




[Vypoc“:téte/xel_"2 dx.]

2
/xelxdx

1—x2=t
—2xdx = dt

Derivujeme obé strany substituce.

rem—




[Vypoc“:téte/xel_"2 dx.]

1—x2=t

/xelfx2 dx| —2xdx = dt
1

xdx = —= dt
x dx >

Vyjadfime odsud vyraz x dx, ktery figuruje uvnitf integralu. I




[Vypoététe/xel_"2 dx.]

1—x2=t

/xelf"zdx —Zxdledt
= ——dt

x dx 2d

:—%/etdt

Dosadime.




[Vypoc“:téte/xel_"2 dx.]

s,
/xel"dx

1—x2=t
—2xdx = dt
1
= ——glp
xdx 2d

:—1/fw
2

1

=—==¢

2

Vypoctéte integral pomoci vzorce.

eee—




[Vypoc“:téte/xel_"2 dx.]

1—x>=t¢t
/xelfx2 dx| —2xdx :1 dt
xdx = —5 dt
1
=3 /¢
1
= _Eef
_ _%elfxz

PouZijeme substituci pro navrat k ptivodni proménné. !




~

X
V Ctét —d
[ ypocee/x4+16 *
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X
V Ctét —d
[ ypocee/x4+16 *

X
/x4+16dx

4 )

e Substituce x* + 16 = ¢, nebo x* = t, nejsou tpIné sikovné, protoze
vztah mezi diferencidly pfi této substituci je

4x3dx = dt,
aviak &len x° dx nikde v integralu nen.

e Clen x dx napovidé, pouZit substituci x? = .




X
V Ctét —d
[ ypocee/x4+16 *

x“=t
x 2xdx = dt
/fdx 1
x*+16 xdxzidt

Hleddame vztah mezi diferencidly a vyjadfime z néj vyraz x dx. !




X
V Ctét —d
[ ypocee/x4+16 *

x° =t
x 2xdx = dt
/fd’f 1
x*+16 dezidt
xt =2

Substituce x> = t vede k relaci x* = (x%)% = %,




X
V Ctét —d
[ ypocee/x4+16 *

=t
2xdx = dt 1 1
[ EERY L,
x4+ 16 xdxzidt 2/ t2+16
xt =1

Dosadime.




X
V Ctét —d
[ ypocee/x4+16 *

X
/x4+16dx

x4

x“ =t

2xdx = dt 1 1
Y
xdxzidt 2) t2+16

=2

8

—1art d
e Cg4

UZijeme vzorec

piiA =4.

/

1
x2 4 A?

1
dx = 1 arctg %




X
V Ctét —d
[ ypocee/x4+16 *

2=t
2xdx = dt 1 1
/ X dx 1 :—/—dt
x* +16 xdx:idt 2/ 2416
=12
Lt = Laretg ™ 4 C
—8arcg4—8arcg4

UZijeme zpétnou substituci t = x2. Hotovo. !




eVx+l
Vypoctéte /
yp \/—
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Vypoctéte

=

1
d—/Vx+ d
* ari o

e\/?
vx+1

Qnitfni slozka je v/ x + 1. Derivace této vnitfni slozky je R
(ViTl) = sy t2=t L
2 2 Vx+1

Vyskyt této clene uvnitf integrélu (a v sou¢inu) napovida, ze

X+

provést tuto substituci bude snadné.




eVx 1
V octete/
yp \/—
vVx+1=
e\/x-i-l

dx—/ Vs S ——  dx

vx+1 vx+1

PouZzijeme navrZzenou substituci. !




]

Vypoctéte
vx+l=t
Vx+1 1 _
e 1 dx = dt
dx—/ vitl___—  dx| 24/
vVx—+1 vVx—+1 iH_
dx =2dt
vVx+1




Vypoctéte

=

vVx+1=t
Vx+1 1 _
e 1 dx = dt
dx—/ vitl___— dx| 2v/x +1
vVx—+1 Vx+1 f+
dx =2dt
vVx+1

= /etZdt

Dosadime.




ﬁ
V octete/
yp \/_
vVx+1=
vVa+1 1 _
€ Vi 1 dx = dt
dx_/ x+1 dx 2 1
va+l Va1 | VI
dx =2dt
vVx+1

= /etZdt = D¢t

Zintegrujeme. ]




eVx+l
Vypoctete/
\/_
vx+1=t
Vx+1 1 _
e 1 ———dx = dt
dx—/ Vitl__— dx| 2v/x £ 1
vVx+1 Vx+1 ic+
dx =2dt
Vx+1

= /etZdt =2¢t =2Vl 4 C

UZijeme substituci t = v/ x 4+ 1 k ndvratu k ptivodni proménné.
Hotovo.




[Vypoététe / tg xdx.]
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[Vypoététe / tg xdx.]

.3

2 SN~ x
te” xdx = / dx
/ & cos3 x

e RozepiSeme funkci tg x pomoci funkci sin x a cos x.

e Licha mocnina je i v ¢itateli, i ve jmenovateli. Vybereme si tu v
Citateli.




[Vypoététe / tg xdx.]

3 2
sin” x sin“x
tg® xdy = dx = sinx dx
cos? x cos? x

“Vytdhneme” jednu mocninu funkce sin x z ¢itatele. I




[Vypoététe / tg xdx.]

3 sin® x sin®x 1—cos?x .
te” xdx = dx = sinxdx = | ————sinxdx
g
cos3 x cos3 x cos3x

Sudou mocninu pfevedeme na funkci cos x. UZijeme identitu

2

sin x + cos? x = 1.




[Vypoététe / tg xdx.]

05 2 2
sin” x sin“x | 1—cos“x .

tgd xdx = dx = sinxdx = [ —————sinxdx

cos? x cos> x cos3x

cosx =t

Dosadime cosx = t.




[Vypoététe / tg xdx.]

2

NG g 2
sin” x sin“ x . 1— cos“x .
/tg3xdx:/ 3 dx:/ 3 s1nxdx:/7351nxdx
cos® x cos” x cos’x
cosx =t

—sinxdx = dt

Nalezneme vztah mezi diferencidly dx a dt. !




[Vypoététe / tg xdx.]

3 sin® x sinx 1 — cos?x
te” xdx = dx = sinxdx = | ————sinxdx
g
cos3 x cos3 x cos3x

cosx =t

—sinxdx = dt

sinxdx = —dt

PrepiSeme vyraz sin x dx do novych proménnych. I




[Vypoététe / tg xdx.]

3 sin® x sinx 1 — cos?x
tg” xdx = dx = sinxdx = [ —————sinxdx
cos3 x cos? x cos3x

cosx =t ”

. 1-—t¢
—sinxdx = dt =/— 3 dt
sinxdx = —dt

Dosadime.




[Vypoététe / tg xdx.]

3 sin® x sinx 1 — cos?x
tg” xdx = dx = sinxdx = [ —————sinxdx
cos? x cos? x cos3x

cosx =t 1 t2 n_
—sinxdx = dt | = / — dt = / dt
sinxdx = —dt

Upravime !




[Vypoététe / tg xdx.]

. 3 ) 2
sin”® x sin“ x 1-— X
/tg3xdx:/ 3 dx:/ 3 sinxdx:/L;sinxdx
COS° X cos® x cos’x
cosx =t 1 t2 5 _ 1
—sinxdx = dt —/ dt = / L= /?—t—3dt
sinxdx = —dt

Obdrzena raciondlni funkce je ryze lomend. ProtoZe je jmenovatel
jednoclenny, nemusime rozklddat na parcialni zlomky, ale staci vydélit

Citatele vyrazem £°.




[Vypoététe / tg xdx.]

3 sin® x sinx 1 — cos?x
tg” xdx = dx = sinxdx = [ —————sinxdx
cos? x cos? x cos3x

cosx =t 1 t2 a_ 1
—sinxdx = dt —/ dt = / dt /?—t—?’dt
sinxdx = —dt

1
=In|t|+ 5t 2
r1||—i-2

Nyni integrujeme pomoci vzorct. !




[Vypoététe / tg xdx.]

2

-3 . 2
sin”® x sin“ x 1 — cos“x
/tg3xdx:/ 3 dx:/ 3 sinxdx:/fsmxdx
COS° X cos® x cos’x
cosx =t 1 t2 5 _ 1
—sinxdx = dt —/ dt = / L= /?—t—?’dt
sinxdx = —dt

1
—Inlt|+ =t 2=1 -
n| |—i—2 n\cosx|+2coszx

Po integraci provedeme nédvrat k ptivodni proménné a pfidame
integra¢ni konstantu.




1
\% Ctét —dx.
ypocee/(2—i-cosx)sinx x]
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1
\% Ctét —dx.
ypocee/(2+cosx)sinx x]

/; dx
(2 4 cos x) sinx

Lich4 mocnina je ve jmenovateli. I




1
Vypoctét —dx.
ypocee/(2—i-cosx)sinx x]

/ 1 dx — / sin x dx
(24cosx)sinx ) (2+ cosx)sin®x

Vynasobime a sou¢asné vydélime vyrazem sin x. Tim se funkce
nezméni a lichd mocnina je v ¢itateli.




1
W Ctét —dx.
ypOcee/(2—i-cosx)sinx x]

/ 1 dx — / sin x dx —
(24 cosx)sinx "~ J (2+ cosx)sin®x

1
inxd
/(2+cosx)(1—cos2x) s rar

Pfevedeme druhou mocninu funkce sin x na cos x. PouZijeme vzorec
2

sin x + cos? x = 1.




1
\% Ctét —dx.
ypocee/(2—i-cosx)sinx x]

dx =

/ 1 dx — / sin x
(24 cosx)sinx "~ J (2+ cosx)sin®x

1

inxd
/(2+cosx)(1—coszx) s

cosx =t

Budeme pouZivat substituci cosx = ¢.

rem—




1
\% Ctét —dx.
ypocee/(2+cosx)sinx x]

/ 1 dx — / sin x dx —
(24cosx)sinx ) (24cosx)sin®x

/ ! sin x dx WL =
(24 cosx)(1— cos? x) sinxdx = —dt

Najdeme vztah mezi diferencialy. !




1
Vypoctét —dx.
ypocee/(2—i-cosx)sinx x]

/ 1 dx — / sin x dx —
(2 + cos x) sinx (2+cosx)sinx

/ ! sin x dx WL =
(24 cosx)(1— cos? x) sinxdx = —dt

1
:_/(2+t)(1—t2) d

Dosadime ze substituce.




1
\% Ctét —_—
ypociee / (24 cosx) sinx

dx.]

/ 1 dx—/ sin x dr —
(24 cosx)sinx "~ J (2+ cosx)sin®x
/ ! sin x dx cosx =t
(24 cosx)(1— cos? x) sinxdx = —dt
1 1
=— [yt = [ dt
/(2+t)(1—t2) 2+ +)(t—1)

RozloZime jmenovatel na soucin.

me




Vypoctéte / (

1
2 + cos

dx.]

x)sinx

1
(2 + cos x) sinx

1

/

sin x

5 dx =

"~ J (24 cosx)sin®x

. cosx =t
sin x dx

/ (2 +cos x)
_ 1
- _/ (2+t)(1—t2)

(1 — cos? x)

sinxdx = — dt

dt = L

1 1

_/ 1,11
21+t

6t—1

+ dt

32+t

/k2+tx1+ﬂa—1)

dt

RozloZime na parcialni zlomky (tato pasaz je zde pfeskocena, vyzaduje
dalsi a delsi pocitani).




1
\% Ctét ——— dx.
ypocee/(2+cosx)sinx x]

/; dr — sin x dr —
(2+cosx) sinx (2 + cos x) sin® x

1 . cosx =t
/ (24 cosx)(1— cos? x) SINXCX | o vde = — dt

=—/—1 dt= [ ! dt
(2+t)(1—t2) 2+ +t)(t—1)

—/ +1 ! +1 L dt
21+t 6t—1 ' 32+t

1 1
:—§1n|1+t|+gln\t—1|+§ln\2+t|

UZijeme vzorce k integraci. !




1
\% Ctét ———dx.
ypocee/(2+cosx)sinx x]

/; dr — sin x dr —
(2+cosx) sinx (2 + cos x) sin® x

1 . cosx =t
/ (24 cosx)(1— cos? x) SINXCX | o vde = — dt

[t = [ L
(2+t)(1—t2) 2+ +t)(t—1)

—/ +1 ! +1 L dt
21+t 6t—1 ' 32+t

1 1 1
:—§1n|1+t|+gln\t—l|+§In\2+t|

1 1 1
= —Eln(l—i-cosx) + gln(l —cosx) + gln(2+cosx) +C

Pomoci substitu¢niho vztahu se vratime k ptivodni proménné. !




[Vypoététe / ?”jc%zl_ldx.]
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[Vypoététe / 3ch-'—le_ldx.]

3x+2 =t

/\/3x+2—1dx

x+1

e Clen 3x + 2 je pod odmocninou. UZijeme substituci, kterd umozni
tuto odmocninu odstranit.

e Budeme dosazovat 3x + 2 = #2.




[Vypoététe / de]
x+1
3x 42 =t2
3dx = 2tdt
/\/3x—+2—1dx
x+1

Nalezneme vztah mezi dx a dt.




[Vypoététe / ?”jc%zl_ldx.]

3x+2 =+

3dx = 2tdt
2

/\/3X+2 14| dx= 5tdt

x+1

Vyjadiime dx.




VArt2—1 dx_]

[Vypoctete / 1

3x+2 =+
3dx = 2tdt
2
/\/3X+2—1dx dngtdt
x+1 1
=_-(#-2
x=2(P-2)

Vyjadiime proménnou x.




VArt2—1 dx_]

[Vypoctete / 1

3x+2 =+

3dx = 2tdt
2

/\/3X+2—1dx dngtdt
x+1 1
2

= _(# -2

x=3(2-2)

t=V3x+2

Prichystame si zpétnou substituci. Vyjadiime ¢ pomoci x. I




Varr2-1 ]
VOXTET D gx,

[Vypoctete / 1

3x42 =12
3dx = 2tdt
2
/7\%2—1&( dngtdt :/L'%tdt
x—+1 ", I(r2—-2)+1 3
=-(-2
x=3(#-2)
t=+v3x+2

Provedeme substituci.




@d]

[Vypoctete / X+l

[T,

x+1

3x+2 =1
3dx = 2tdt
)
dx = =t dt
*=3
1

x:§(2_2)

t=+3x+2

t—1
=2 | —— .td¢t
/ﬂ+1

-/

t—1

2
- —tdt
3

Upravime.




VArt2—1 dx_]

[Vypoctete / g

3x+2 =t

3dx = 2tdt
2

/\/3x+2—1dx dx = Ztdt :/

x+1 1 3
2

= (-2

x= (2 -2)

t=+vV3x+2

t—1 22—t
=2 —~tdt:2/—dt
/t2+1 241

t—1

I—2)+1

2
—tdt
3

Prevedeme na jeden zlomek.




e V3x+2— 1
Vypoctéte / 1

3x+2=1
3dx = 2tdt
/m_1 dx:%tdt :/L.%tdt
x+1 1, 3(P-2)+1 3
=_(t2-2
x=3(2-2)
:¢§I_

F—1 2 — t—l
=2 =2 =21
/t2+1 ot / dt / e

Vydélime, protoze funkce neni ryze lomena.

22—t (P41 +(—t—1)
2+1 241 -




. V3x+2— 1
Vypoctéte / g

3x+2=+#
3dx = 2tdt
/m_1 dx:%tdt :/L-gtdt
x+1 1, 3(P-2)+1 3
= (=2
x=3(2-2)
t=+3x+2

F—1 2 — t—l
—2 tdt—2/ dt—2/1
/t2+1 tEIT

o1t dt

Ziskana funkce je pfimo parc:lalnl zlomek. Tento typ zlomku

integrujeme rozdélime na soucet zlomku, ktery ma v Citateli derivaci
jmenovatele, a zlomku, ktery mé v &itateli jen konstantu. Oba zlomky
pak snadno zintegrujeme.




L. V3x+2— 1
Vypoctéte / 1

3x+2=1
3dx = 2tdt
/\/3x+ —1 dx:gtdt _/ t—1 'gtdt
x+1 ] E I(r2—-2)+1 3
=_-(#-2
x=3(2-2)
t=+v3x+2
t—1 = t—l
=2 =2 =2/1
/t2+1 tdt / dt /+
:2/1—;——dt:Z(t——ln\t2+1|—arctgt)+C
t24+1 241 2

Integrace je jiZ snadna. Uzqeme vztah

_ 2
/t2+1 2/t2 a 1(t+1)'




L. V3x+2— 1
Vypoctéte / g

3x+2=1#
3dx = 2tdt
VEF2-1 | dy=Ztat [l 2
/ x+1 1"';’ a %( — 24 3
sz(t -2)
t=+3x+2
:2/:2111 tdt—2/t2 dt—2/1+ t_l
:2/1—;——dtz2(t——ln\t2+1|—arctgt)+C
241 £241 2

=2v3x+2—1In|3x+ 3| —2arctgv/3x+2+C

Roznasobime zavorku a provedeme zpétnou substituci pro névrat k
proménné x.

T




1 \/x —
Vypoctéte / %xldx.]

Funkce obsahuje odmocninu z linedrniho vyrazu — zavedeme
substituci na odstranéni odmocniny.




1+vx—-1
Vypoctéte / ++dx.]

x—1=#

/1+\/x—1dx:
X

Vyraz pod odmocninou je druhd mocnina nové proménné. I




Vypoctéte / Hxix_ldx.]

x—1=#

/1+\/x—1dx: dx = 2t dt
x

Nalezneme vztah mezi diferencidly dx a dt

e (x —1)" =1 (derivace podle x)

o (t*)/ = 2t (derivace podle t)




Vypoctéte / Hxix_ldx.]

x—1=#

/1+\/mdx: dx = 2tdt
X x=t+1
Va—1=t

Nalezneme x a v x — 1 ze substitu¢niho vztahu.




Vypoctete/ x—1 ]
x—1=1#
/1+\/x—1dx: dx = 2¢dt
X x=1r+1
vVx—1=t

2

1+
+1

2t dt

Dosadime podle substituce.




Vypoctete/ x—1 ]
x—1=1#
1+vx—1 dx = 2tdt 1+Ve2
/7dx: = [ ——— - 2tdt
vVx—1=t
1+t
=2
/ﬂ+1

Odmocnime # a vytkneme konstantu pted integral. !




Vypoctete/ X1 ]
x—1=¢
/1+\/x—1dx: dx = 2t dt
X x=t+1
Vx—1=t

1+t $2 t
:2/ * tm—z/ *

241

1+ Ve

-2t dt
241

2_|_1

Prevedeme na jeden zlomek — ndsobime citatele. !




Vypoctete/ x—1 ]

x—1=4#
i/ dx = 2tdt 14+ Ve

/7dx: = [ ————-2tdt

Vx—1=t
14¢ g t—1
=2/ =—. =2 dt:2/1 ——dt

/t2+1 tdt /t2+1 +t2—|—1

Vydélime citatel jmenovatelem. !




Vypoctete/ x—1 ]
x—1=1#
1+vx—1 dx = 2tdt 1+Ve2
/7dx= = T -2t dt
X x:t2—|—1 t+1
vVx—1=t
1+t 24t -1
—2 dt—2/ dt—2/1 dt
/t2+1 o +t2—|—1

t 1
=2/1 — — —dl#
/ + 24+1 241

Rozdélime zlomek na dva jednodussi. !




Vypoctete/ x—1 ]
x—1=1#
1++vx—1 dx = 2tdt 1+ Ve
— dx = = -2t dt
Vx—1=t
14t g F—1
=2 ———~nﬂ:2/———«h:2/1 —
./ﬂ+1 1 _+ﬂ+1m

1
=2 /1 dt
/ +2t2+1 241

“Vytvotime” v Citateli derivaci jmenovatele pomoci multiplikativni
konstanty 2.




Vypoctete/ x—1 ]
x—1=1#
/1+\/x—1dx: dx = 2t dt
7 =]
Vx—1=t

1+ Ve

-2t dt
241

1+t 24 ¢t 1
=2 [ tm—z/ Trdr=2 1+ dr

t2+1

+1
1

=2 /1 dt
/ +2ﬂ+1 241

=2 {t—i— Eln\tz—i—l\ —arctgt}

Zintegrujeme podle vzorcti a podle vztahu / il

fix) o _
0 dx =In|f(x)].




Vypoctete/ x—1 ]
x—1=1#
i/ dx = 2tdt 14+ Ve
/—————M: = 2t dt
x x=12+1 241
vVx—1=t
14¢ g -1
.y F=2 dt—2/1 dt
/ﬂ+1td / +t2+1

1
=2 /1 dt
/ +2t2+1 241

=2 {t—i— Eln\tz—i-l\ —arctgt}

=72 {\/x—1+%ln|x|—arctg\/x—l} +C

PouZijeme zpétnou substituci pro nadvrat k proménné x. !




Dalsi...

Jednotlivé metody je pochopitelné nékdy nutno kombinovat.
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[Vypoététe / arcsin x dx

u = arcsinx U =

V1 — 2
/arcsinxdx 1-x

U/:]. =X
1-x2=t
x
— yaresiny — | ——— dyx| —2xdx = dt
/\/1—x2 1
xdx:—zdt

—xarcsinx—/(—l)idt
2) Vi
:xarcsinx—f—\/g

= xarcsinx + V1 —x2+C

= B (©Robert Maiik a Lenka Pfibylové, 20071
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