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II. 5. Aplikace integralniho poctu

Geometrické aplikace
e Urcity integral

S = Jb If(x)| dx

lze geometricky interpretovat jako obsah plochy vymezené grafem funkce f v intervalu
[a, b].

e Obsah obrazce ohraniceného uzavienou kfivkou o parametrick(ch soufadnicich x = @(t)
ay=1(t) protelxpl:

B B 1 (P
sz—j w(t)cp'(t)dtzj @(t)w’(t)dt:—J [p(8)'(1) — B(t) @'(t)] d.

04 04 2 04
Kfivka je orientovana kladné, tzn., ze plocha lezi nalevo od krivky.
e Obsah plochy vymezené grafy funkci f a g v intervalu [a, b] vypocteme pomoci urcitého
integralu

b
s— j f(x) — g(x)| dx.

e Délka grafu funkce f pro x € [a, b]:

b
I:J VT T PO dx.

e Délka krivky zadané parametricky x = @(t) a y =V(t) pro t € [«, B

B
1= J Ve O + Wb (0 dt.

o4

e Objem rotacniho télesa, které vznikne rotacl podgrafu spojité nezaporné funkce f, x €
[a, b] kolem osy x:

b
V, = T(J 2(x) dx.
e Objem rotacniho télesa, které vznikne rotacl podgrafu spojité nezaporné funkce f, x €

[a,b], a > 0, kolem osy y

b
Vy = 27‘[J xf(x) dx.

e Objem rotacniho télesa, které vznikne rotact plochy vymezené krivkou zadanou parame-

tricky x = @(t) ay =YP(t) pro t € [, Bl, @(t) > 0, kolem osy x:

B
v, :nj (1) - lo'(t)] dt.

e Objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci plochy vymezené kfivkou zadanou parame-
tricky x = @(t) ay =YP(t) pro t € [, B], @(t) > 0, kolem osy y:
B
Vy =2 | it olt) (0] e

04

e Obsah plasté rotacniho télesa, které vznikne rotact podgrafu spojité diferencovatelné
nezaporné funkce f, x € [a, b] kolem osy x:

Qx= ZTEJb f(x)v/ 1+ [f'(x)]? dx.
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e Obsah pldsté rotacniho télesa, které vznikne rotact plochy vymezené kfivkou zadanou
parametricky x = @(t) a y =W(t) pro t € [«, B], @(t) > 0, kolem osy x:

B
Qy = zﬂj () (OF + W/ (D2 dt.
x
Fyzikalni aplikace
Funkce s(t) udava délkovou hustotu v bodé [¢@(t),P(t)] pro kfivku zadanou parametricky
x=@(t) ay=1Y(t), t € [, B]. Potom M vyjadifuje hmotnost kfivky a

s, S,

M’ M
jsou soutadnice jejtho téZisté, kde Sy a Sy jsou tzv. statické momenty kfivky vzhledem k ose x,
resp. y. Pricemz platt
rB
M= | s(t)y/Ie/(L)]* + [’ (t)2 dt,

Jx

Sx = h s(t)W(t)y/ [’ (1)]2 + [’ (t)]2 dt,
rp
Sy =| s(t)e(t)VIe/(t)? + ' (t)]2 dt.

Jox

Necht nyni funkce s(x) udava délkovou hustotu v bodé [x, f(x)] pro kfivku grafem funkce f(x),
x € [a, b]. Potom plati

b
M= | s(x)/1+ [f'(x)]2dx,

b
Sy = | s(x)f(x)\/1+ [f'(x)]2dx,

Ja

rb
Sy = xs(x)y/1+ [f'(x)]*dx.

Ja

Funkce S(t) udavd hustotu obrazce vymezeného k¥ivkou zadanou parametricky x = o@(t)
ay=1Y(t), t € [x,B]. Potom M vyjadfuje jeho hmotnost a
Sy S«
M’M

jsou soufadnice jeho téziste. Pricemz platt

B
5, = j SO (et (1) dt.

x

Necht nynt funkce S(t) udéva hustotu obrazce vymezeného kfivkou uréenou grafem funkce
f(x), x € [a,b], a osou x. Potom M vyjadfuje jeho hmotnost a

Sy S
MM
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jsou souradnice jeho teziste. Pricemz platt
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(436) Urcete obsah plochy vymezené grafy funkci f(x) = x* +x — 3 a g(x) = —x* — 2x + 2.
ReSent:

Nejdrive musime urcit prisecik obou funkci, tj. vyfesit rovnici f(x) = g(x), tzn. ze

22X +3x—5=0 =

x1:—§axz:1.

Navic, v intervalu [—32,1] plati g(x) > f(x), proto hledany obsah vypolteme s pomoci
nasledujictho integralu

-f

1
[(—x*—2x+2)— (x* +x—3)] dx = (—2x* —3x+5) dx =
_[2 ¢ 1 203 o (250 75 25 343
32 %_32 54 8 2 ) 247
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(437) Urcete obsah plochy ohrani¢ené k¥ivkami x> +y?> =2 ay = x>
ReSeni:

Nejdrive musime urcit prisecik obou funkci, tj.

y—i—y2:2 = yYyi=—2ay,=1.

Vzhledem k podmince y = x* je pro nas zajimavd pouze hodnota y,. Potom x; = —1

a x; = 1. Navic, na intervalu [—1,1] plati V2 —x? > X2, proto hledany obsah dostaneme
pomoci integralu

1 31
_ n2 42 — X 2 i A =
S—J] (\/2 X x)dx 2{2 2—x —|—arcsm(\/z) 3}0

=2 ]—i-arcsm —]—0 —1+7T
N \/_ 3 32

PFi vgpoctu jsme vguzdt ndsledujict integral
J\/ 2 —x%dx X :J\/Z—Zslnztﬁcostdt:
5= = costdt
= \/ZJ V1 —sin*tV2costdt = ZJcosztdt | cos2t =2cos’t—1] =

7 —smt

1 1 1
ZZJ(ZCOSZt—l—Z) dtzJ(cosZt—i—Udt:zsant—i—t—FC:

= sintcost 4+ arcsin (L)—I—C X 1—X—2+arcsm< X >+C—
V2 V2 V2
X X
= -2 —x%+ arcsin (—) + C.
2 V2
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(438) Urcete obsah oblouku cykloidy x =t —sint, y =1—cost, t € [0, 27].

Reseni:

Dosazenim do vzorce pro obsah plochy mezi parametricky zadangmi kfivkami obdrzime
2n 21
S:J (1—cost)(1—cost)dt:J (1—2cost+cos*t)dt | cos’t =1 +1cos2t| =
0 0

/3 1 3 1 2
:Jo (z—2cost+zc052t> dt = [zt—ZSint+ZsinZt ; = 371,
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(439) Urcete, v jakém poméru déli kiivka P : y? = 2x plochu kruhu K : x* +y* = 8.
ReSent:

Zadanti je zndzornéno na nasledujicim obrazku.

Z obrdzku je ziejmé, Ze ve stejném poméru, jako déli parabola kuh, délt horni vétev pa-
raboly y = v/2x horn{ pilkruh y = v/8 —x2. Pro v(jpolet budeme potfebovat soufadnice
priseciku horni vétve paraboly a horntho pllkruhu. Poznamenejme, ze nds zajima pouze
prisecik v |. kvadrantu, coz nam umozni volnéjst tpravy.

y=y,
V2x = /8 —x2,
2x =8 —x?,
x> 4+2x —8=0,
x = 2.

Petr Zemanek & Petr Hasil http://www.math.muni.cz/ xzemane2


http://www.math.muni.cz/~xzemane2

[1. 5. APLIKACE INTEGRALNIHO POCTU 501

Prisecik méa tedy soufadnice [2,2]. Nyni spocditdme obsah ¢ervené vyznacené plochy.

2 VB VB
szj @dwj \/8—x2dx:&[xi}i+J V8 —x2dx =
0 2

2 3
V8 xzx/gsint
rv38 . jus
=§+ 8 —x2dx dx = V8 costdt :§+J2\/8—85in2t\/§costdt=
3 ), \/gwgz 3 )s
2~ 7
8 (2 8 71 2t
Zg—l- :8cosztdt:§+8‘[:ﬂ%dt:
P )
8 2 8 sin2t] 2
=—4+41 1 2 =—=-+4 =
3+ L{ + cos 2t dt 3—1- {t—i— > ]1{
8 7T T 1 2

Z rovnice kruhu vidime, Ze jde o kruh o poloméru v/8. ProtoZe ervend plocha mé obsah
%+, zbytek horntho palkruhu mé obsah 47— (% 4 m) = 3m— 2. Hledang pomér je tedy

(r3) (o3

(9t —2) : (3t +2).

neboli
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(440) Odvodte vzorec pro vypocet plochy elipsy s poloosami a a b.
ReSeni:
Obecné rovnice zadané elipsy je tvaru

2 2
XY
E: 2 + bl 1.
Tato rovnice zadava implicitné funkci hornt a dolnt pulelipsy. Priklad vyresime tak, ze si
z rovnice elipsy explicitné vyjadrime funkci hornt palelipsy a pomoci ni pak spocitdme
obsah ctvrtiny elipsy, ktera se nachazi v I. kvadrantu.

y

b

Hornt pllelipsa je dana funkci

XZ
fy:b 1—?.

Interval, na kterém tato funkce zadava ctvrtelipsu v I. kvadrantu je x € [0, al. MGZeme
tedy pocitat

> =sint
a 2 a 2 -
§=Jb\/1—x—2dx:bJ 1—X—2dx dX—acoitdt _
4 0 a 0 a a~ 3
0~0

Jud s s

n b (3
= abJ2 V1 —sin*tcostdt = abJ2 cos’ tdt = %Jz 14 cos2tdt =
0

0 0

_ab [th s‘mZtr B ab7r.
2 2 |, 4
Vzorec pro obsah elipsy s poloosami a a b je tedy

S = mab.
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(441) Uréete délku grafu funkce f(x) = nx pro x € [v/3,v/15].

Regeni:
Dosazenim do vzorce dostaneme
2 =x2+1
Vs 1 VIS 12 V5 T2 2tdt = 2x dx
l= 1+—2dX= 5 dx = dx V3 2 =
Jv3 S V3 S V3 LS ~
V15 ~ 4

4 5 4 42 4,2 4
t t te—1+1 1
=] —tdt=| =——dt=| ————dt = 14+ — | dt=
L t2—1 J2t2—1 L t2—1 L( +t2_1)

= 1 I t=|t+=Ilnjt=1—=lnlt+1]] =
“2<+t—1 t—H)d [+2ln| | 2lnl—l— IL

1 1 1 1 1
=4+§m3—§m5—2—§m1+zm3=2+m3—zm5
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(442) Urcete délku oblouku cykloidy x =t —sint, y =1—cost, t € [0, 27].
Resent:
Aplikact odpovidajictho vzorce obdrzime
27 27
1= J \/(slnt)2+ (1 —cost)*dt = J V2 —2costdt | 1—cost= 25ln2§ | =
0 0
2n

27
:2J s'midt:{—llcosi} = 8.
0 2 2],
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(443) Urcete délku oblouku fetézovky f(x) = acosh >, I = [-1,1].
Reseni:
Pripomenme, Ze plati

X —X

sinhx = ¢ _Ze , cosh?x — sinh?x = 1.
1
:J 1+ Stnh2 ~dx —J \/ cosh? >dx | cosh je vSude kladny | =
—1
= cosh Ldx = [as'mh ﬂll =a (S'th % —sinh %‘1) =
—= a 1: 1:).
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(444) Vypoctéte délku oblouku kiivky f(x) = In & e “ pro x € [1,2].
Resen:
Nejdrive vypocCteme a upravime vyrazy potiebné pro v(pocet integralu, tj.

—2e* / edx —|—2 eZX —1—1 1 4 e
f’ = + [f'(x = .

(ex +1

Proto mGzeme spoé[tat
2

14 e VA e T T
L e ]d —Jz <62X_1+62X_])dx:{—x+zln|e —1|+zln|e —1|L:
e? +1

2 2
(L2410 (6" —T) + 1 —n (€2 —1)) = —1 4+ 1n L :2)_(‘2 ) (e 1) =1 = o =,

l

pricemz jsem vyuzili nasledujici dva integraly

e [ (S P T

ex —1 [ dt =2dx 2)et—1 2] et—et et dt =du
:%Juzdllu:%J<—l+]l )du:—%lnm!%—%ln!u—ﬂ—kC:
:—%t+%ln|et—1}—|—C:—x—l—§ln‘e2"—1‘—l—C;

J'%dx|dti:2§22:dx :;Jtd_t] Slnft—=14+C== Ln\eZX 1|+ C.
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(445) Urcete objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci podgrafu funkce f(x) =1+ %sin 3x,

x € [Z, 2%]e, kolem osy x.

Reseni:

=
| W
‘?—l

2
V,=m (1+%sin3x) dx =

(4
il
‘~ Wl
W
A

1
=7 (1+sin3x+zsln23x) dx |sin23x:%(1—cos6x)| =

3
— WA
w
A

[6 1
= ’ (1+sin3x+§(1—cos6x))dx=

u_g 137t
=T x—] 3x+]x—] '6xT—337T2—7T
= | 3 oS 3 Th . =g 3
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1
14+x2!

(446) Vypoctéte objem télesa, které vznikne rotact podgrafu funkce f(x) = x € [—1,1],

kolem osy x.

Reseni:

-2 -1 0 1 2
x

PonévadzZ funkce f je sudd, miZeme spocitat polovi¢ni objem na intervalu [0, 1]. Proto

VA 1 T x 1 o1 7
VX—ZTCJO (]—I——Xz) dx =271 [zarctgx+zw—7@:|o—2ﬂ<§+z)—Z(7T+2),

nebot

1T \? 1 1
J(m) dx =K (0, 1) =K (01 + 5555 =3

X 1 1
= —arctgx +

X
1T1e ¢
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(447) Urcete objem télesa, které vznikne rotact prvniho oblouku cykloidy x =t —sint, y =

1 —cost, t € [0,27], kolem osy x.

Reseni:

P27

V=nmn (1—cost)2(1—cost)dt:7tJ

Jo
P27

=7 (1—3cost—|—3coszt—cos3t)3dt:

Jo

2

nebot platt

1+ cos 2t
2tdt:‘[—dt:—
Jcos > >

Jcosstdt:JO —sinzt) costdt |

3

w
=u——+C=sint—

3

. 3 3 . . i
=7 t—3Slnt+—t+ZSln2t—Slnt+ 3

du:costdt|

(1 —cost)’dt =

21
] = 1t (27t + 3m) = 57,
0

J(] —u?) du=
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(448) Najdéte vzorec pro vypocet objemu komolého kuzele s polomérem podstav 11,1, a vjskou

v. Jaky je objem ,nekomolého” kuzele?

Regent:

Komoly kuzel lze vytvorit tak, Zze nechdme rotovat lichobéznik s vrcholy
0,0, 0], [v1l, [0,m]

kolem osy x.

=
%
o

—
— ~
Ay
A ’ L}
4 1
/ ~‘ ll “
4 ‘ ] r
’ 1 1 2 4
| P ' :
I 1 '. H 1
[ » 1 1 >
T 1 1
I
1 I 1 H
\ ! \ ' X
) I} 1 H
' ’ [} H
% ’ [} H
L PR 1 ’
.'...n . U
-~ ‘
~...... “ 'I
] (4
...=~.‘_’¢

K vjpoctu oviem potiebujeme funkéni predpis pfimky dané body [0,1¢] a [v,1;]. Ten
najdeme ve smérnicovém tvaru y = kx + ¢. Dosazenim bodu [0, ;] do rovnice pfimky
ithned dostaneme, ze ¢ = r;. Pomoci této znalosti a dosazenim bodu [v,7;] do rovnice
pfimky dostaneme smérnici k = 211 Usecka, jejiz rotaci vznikne plaét studovaného
komolého kuZele je tedy dana predpisem

Ty —7T
y= ZV 1x+r1, x € [0,v].

Nynt pouzijeme znamy vzorec

'V _ 2
Vi :ﬂJ (rz " r1x+r1) dt.

0
Umocnim zavorky a jednoduchou integract polynomu obdrzime vysledek

1
V= gm)(r% + 111 + 1),

Obycejny kuzel je specidlni ptipad kuzele komolého s nulovgm polomérem jedné podstavy.
Tedy polozime-li napt. r; = 0,1, = 1, ziskdme vzorec pro objem ,obycejného” kuzele ve
tvaru

Vg = gm‘zv.
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(449) Urcete obsah plasté télesa, které vznikne rotaci podgrafu funkce f(x) = 2|sinx|, x €
[0, 271], kolem osy x.

Reseni:

Oba oblouky sinusoidy jsou stejné, miZzeme se omezit pouze na interval [0, 7T, proto

5 2cosx =t
s X -
Qu=2.2n [ (2sime/T - dcos) a | TREXIL S|
0
7T~ —2

2 2
:—47rJ22\/1 +t2dt:8J V1+t2dt =8n Bln’tJr V1 +t2‘ +§ 1+t2] =
0

0

:8(%m(2+¢®+w@)=4mmz+¢5+&m@.

Pri vgpoctu jsme vyuzili ndsledujict vgpocet primitivni funkce

V1+t2dt t_: sinhu = | cosh* udu | cosh2u =2cosh*u—1| =
dt = coshudu
_1 cosh2u—|—1d _1 sinh2u+ LC—
~2 2 b 2 S R -
sinhu coshu u
Zf-l-z-i-c |cosh2u—sinh2:1 :>coshu:\/sinh2u+1 | =
tvtr +1 inht
_ 2+ +argsztn LC.

Navic pfimgm v(gpoctem ovérime, ze

argsinhtzln‘t—l— \/t2+1‘.
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PoloZme sinhx = £5¢= =y, potom
X _ o X x_29 —2x
ln‘y+\/y2+1‘:lne -~ +\/e 4+e +1] =
I eX—e ¥ n \/m B
= 5 1 =
er—e ¥ (ex 4 ex)?
:l =
I 2
—n|S —ze + 2 Ze = In|e¥| = x = argsinhy.
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(450) Urcete obsah plasté télesa, které vznikne rotaci podgrafu funkce f(x) =4+4x, x € [—4, 2],
kolem osy x.

Reseni:

2 2
szsz (4+x)\/1+1dx:2\/§7rj (4+x) dx =
—4 —4
X217 4 16
=2V2n X+ =2V2n 8+ 16— — = 36V2m.
—4
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(451) Urcete obsah plasté télesa, které vznikne rotact kardioidy (srdcovky) x = 2 cos t — cos 2t,
y =2sint —sin2t, t € [0, 71, kolem osy x.

Reseni:

T

Q=2m| (2sint—sin2t) \/(—2 sint + 2sin2t)? + (2cost — 2 cos 2t)* dt =
Jo

rTC

0t — D si
=27 (Zsint—sinZt)\/gx/—sintsant—costCOStht stn 2t stntcost

cos 2t = cos?t —sin’ t

Jo
[7C
= 2mt| (2sint—sin2t) V81 — cost dt—Z\/_ﬂJ 2sint (1 — cost)**dt =
JO
u=1-—cost
" 3/2 du =sintdt 2 32
= 4v/8m | sint (1 —cost)”? dt 0 =48 | 203 du =
Jo ~ 0 0
T~ 2

- 2
5/2 5/2
= 4V/8m —u5 ] —4\/—71<2 —4\/—71 4\/_—]28
0

| 2 2
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(452) Urcete obsah plasté télesa, které vznikne rotact prvntho oblouku cykoidy x =t —sint,
y=1—cost, t € [0,27], kolem osy x.

Reseni:

27
Q, = ZWJ (1— cost)\/(1 —cost)? +sintdt =
0

27t 27t
:ZWJ (1 —cost)\/zxﬂ —costdtzZ\/zﬂJ (1 —cost)¥?dt | 1 —cost = s‘mZ% —
0 0

cost=u
2
" o3t o byt Tsintdt=du| _
2v/25sin Zdt_SﬁL 1 — cos 3 smzdt 0 1 =
270 ~» —1

r2

—2V2m

0

—1

31
_ .2 _ B LT
= 8712“ (1 u)du—167t{u 3}]—167'[(] 3—|—1 3)—371.

1

Petr Zemanek & Petr Hasil http://user.mendelu.cz/hasil


http://user.mendelu.cz/hasil

516

[l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

v

(453) Vypoctéte soufadnice té7isté homogenni pilkruznice x* +y? =12,y > 0.

Resent:

Podle prislusn(ch vzorcli obdrzime

M=o \/(—rsln t)? + (rcost)?dt = or

0
Tt

0
(T

0
Proto soufadnice tézisté jsou
0 2or?

mor’ Tor

]

|

Tsin t\/(—r sint)® + (rcost)’ dt = O'TZJ

T COS t\/(—r sint)? + (rcost)’ dt = O‘T‘ZJ

TU
dt = mor,

7T

sintdt = or? [— cos tly = 20717,
0
T

costdt = or? [sint]] = 0.
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V VeV

kde délkova hustota v bodé s(x) v bodé [x(t), y( )] je prlmo amérnd x-ové souradma bodu

Resent:

Podle prislusn(ch vzorcli obdrzime

M = ’ kacosgt\/(.’)a cos?t (—sin t)2> + (3asln2tcost)2dt =
Jo

T

2
=] ka (:os3’t\/9a2 cos* tsin’t + 9aZsin® tcos2 tdt =
J O

= | kacos® t\/cos2 tsin’t (cos? t + sin? t)dt =

Jo
i cost=u .
:3ka2J2 cos* tsintdt —sm_tdto du :—3ka2J wdu =
0 2 1
0~ 1
5 0
— 3ka? |2 | = -3ka? 3k“
5 |
S _Jg 3ka® cos* tsin tdt = 3ka® | —— sm4t+it+ sin 8t : =
o 0 N 128 128 1024 0 -
3 7 3 3m
—3kad T —3kad 2
= 3ka’ g5 = 3ka’

kde jsme vyuzili nasledujict primitivni funkce

ncosztdt— t —I—SmZt
J 2 4

i 2t=u 1
2 2
cos” 2t dt |3dt q | chos udu =

+C,

8

N —

(E+sm2u) C—% sm4t+c’
1

sin*t cos* t dt |c052t:2coszt—1 | =

2
J (1 — cos 2t)% (1 cos 2t)* dt =

J 16
1 = 1 indt 1
16J'(1—2cos.22’c—l—cos42t) dt Sf;c:d :ﬁ(t—t—sul1 +2Jcos4udu>:
1 1 (1
:—6—45Ln4t+3—2‘[[—1(1—FcosZu)2 du=— a sm4t+mJ +2c052u+c0522u) du=
1 1 11 1 sindu
- — U4 ——sin2u+ — [ =
645Ln4t—|—128u—|-6425m u+]28 <2 3 +C =
3 1 .
@t_mSln4t+10285Ln8t+C'
Dale plati
u=-cost ) 0
z — G 8 k 3
Sy:J23ka3cos7tslntdt s s :—3ka3J W du = —3ka’ {”—} _ Ska
0 ~ 1 1 8 14 8
T
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(455) Vypoctéte soufadnice tézisté trojuhelniku s vrcholy O =1[0,0], A =[0,1] a B = [2,0].

Resent:

0.8
0.6
0.4

0.2+

45 o a5 [ 15 2 25

4.2

VVewv

Petr Zemanek & Petr Hasil http://user.mendelu.cz/hasil


http://user.mendelu.cz/hasil

[l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

520

V VeV

Yy =2sin3x, x =0, x = a osou x.

ReSeni:
5 2 x~ 4
M:GJ 2sin3xdx = 0o [—cos3x]§ = o0,
0 3 3
S —10Jg4sin23xdx—20 x _sinéx) o
20, N 2 12 | 3°
5 2 x 2
Sy = O‘J3X25in3XdX: §G[sin3x—3xcos3x]03 = g,
0
kde jsem vyuzili
.2 t=3x _] .2 _] 1 1 .
Jsm 3xdx dt = 3dx —§J5Ln tdt_gJ(Z_ECOSZt dt =
t  sin2t X sin6x
"¢ 12 ‘T2 O
, u=x u' =1 o 1 B
stm3xdx v:—%cos.%x o — sin 3x ——gxc053x+§Jcos3xdx_
+C.

—1x cos 3x + 1 sin3x + C = % (sin 3x — 3x cos 3x)

7o |2om3 om3 - 55
| 9 40’ 3 40| Le6’4l°
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y = 6x —x? a osou x.

Reseni:

6 376

M:aJ (6x —x?) dx:6[3x2—%} — 5 (108 —2-36) = 360,
0 0

6

1T (° 2 T ., 1 736 12x* X 648
x== — = —12x3 +x* — 0| — — ~ | ===
S ZGJO (6x —x*)" dx ZGL (36x* —12x° 4+ x7) dx 20{ 3 T =5 o,
6 6 3 476
Sy:GJx(Gx—xz) dx=GJ (652 — ) dx:c[@—x—] = 1080.
0 0 3 4,

V VeV
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(458) Vypoctéte soutradnice tézisté rovinného obrazce ohrani¢eného cykloidou x = 3(t —sint),
y=3(1—cost), 0 <t < 27ma osou x.

Reseni:
27t

27 "
M = GJ 3(1T—cost)3(1—cost) dt = 9GJ (1 —cost)* dt 0 964 = 270T,
0 0

1 27t 5 27 27t 3
Sc==0| 9(1—cost)"3(1—cost)dt=—o0| (1—cost)’ dt=
2 2

27 7T 3
270'J (1 —3cost+3cos’t—cos’t) dt PRy
0
Pray) 270 t—351nt+3(cost sln’H—t)—slnt—Slngt 27r—270(57'c)— ]357T0‘
2 2 3 1, 2 2 ’
27
Sy:O'J 3(t—sint)3 (1T —cost)3 (1 —cost) dt =
0
27
:270‘J (1—2cost+coszt)(t—slnt)dt:
0
27
:270‘J (t—sint—Ztcost+2costslnt+tcoszt—cosztslnt) dt =
0
t? : 2, t :
=270 ?+cost—2tsmt—2cost—cos t+§(cost-smt+t)—
t cos’t t? cos3t]” 1 1
—= (- - - =270 (2t + 2 + — —* — - | = 27037
2( 5 +2) 310 0"< + +4 us 1 037",
k ¢emuz jsme v poslednim integralu vyuzili
5 u=t u' =1
JtCOS tdt PE. (447) 4 . . 5 _
= 5(cost-sint+1t) V' =cos't
1 1
:z(cost-sint+t)—zj(cost-sint+t) dt =
1 1 2t 2
zz(cost-sint—l-t)—z(—coz —?)—I—C,
[ u=t u' =1 . . .
tcostdt . , =tsint— |sintdt =tsint+ cost+ C,
J v=sint v =cost
[ ) u=cost u? cos? t
JCOStsmtdt|du:—sintdt| —Judu——7+C—— > +C,
r _ 3 3
2. u=cost I W __cost
Jcos tsmtdtldu:—sintdt|_ Ju du = 3-I—C— 3

Proto souradnice tézisté jsou dany

27031* 135m0 ] . 5
270m ' 2-270m| 20
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