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I. 7. Diferencial funkce a Taylorova véta
Véta 26. Funkce f md v bodé x, diferencidl (je diferencovatelnd v xy) pravé tehdy, kdyz existuje
vlastni derivace f'(xo). Pritom plati
df(xo)(h) = f'(xo) - h, piSeme téZ df(x) = f'(x) dx.
Pro dostatecné malé h platt:

f(xo +h) = f(xo) + f'(x0)h, 167 f(x) = f(xo) + ' (x0) (x — Xo) pro x — Xo.

Véta 27 (Taylorova véta). Necht md funkce f v okoli bodu x, vlastni derivace aZ do radu n + 1

pro néjaké n € N U{0}. Pak pro vSechna x z tohoto okoli plati tzv. Taylordv vzorec

! " (n)
100 = 1) + 0 tx o)t 0 g T e,
(n+4T1)
kde R.(x) = ETLT({??(X - XO)TH_]»

pricemz & je vhodné cislo leZici mezi xo a x. Chyba R, (x) se nazyvd zbytek

e /bytek uvedeny v Taylorové vété je v tzv. Lagrangeové tvaru, coz nent jedind moznost
jeho vyjadrent.

e Pokud v Taylorové vzorci vynechame zbytek, obdrzime tzv. Taylordv polynom.

e Pokud v Taylorové vété polozime xo, = O, ziskame tzv. Maclauriniv vzorec, resp. tzv.
Maclaurindv polynom.
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(295) Urcete df(xo)(h) pro f(x) = vxZ+ 1 ax, = 1.
Reseni:

Nejdiive musime vycislit derivaci funkce f(x) v bodé x, tj.

X xo=1 ]
f'(x) = W —,
() x2 + 1 V2
proto dle definice platt
2
df(1)(h) = gh.
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(296) Pomoct diferencidlu funkce priblizné urcete v/382.

Redeni:

Nejdiive musime zvolit vhodnou funkci f(x), jejimZz vycislenim obdrzime /382. Zvolime
f(x) = v/x (druhou moZnou volbou by mohla byt nap¥. funkce g(x) = v/382). Nyni musime
zvolit vhodny bod x(. Tento bod musi byt zvolen tak, abychom byli bez problémU schopni
vycislit funkct f(x) v tomto bodé. Navic, tento bod by mél byt nejblizsi mozng k zadané
hodnoté, abychom se dopustili co nejmensi chyby. Proto zvolime xy = 400 a h = —18
(aby platilo 382 = x¢ + h). Potom vycislime funkci a jeji derivaci v bodé x, tj.

Xo= 1 Xo= 1
flx) = vx 5020, f(x) = 030

2vx 40
Nynt pomoct diferencidlu funkce obdrzime

£(382) = (400 — 18) = v/382 ~ 20 — Jl—i —19,55.
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(297) Pomoci diferencialu funkce ptiblizné uréete v/36.
Regeni:
Zvolime f(x) = ¥/x, xo = 32 a h = 4. Potom

5 X0:32 / 1 X0:32 1
= ~ 2 = ~ L —,
Tedy pomoct diferencidlu funkce dostaneme
4
f(36) =f(32+4) = V36~ 2+ 0= 2,05.
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(298) Pomoct diferencidlu funkce priblizné urcete arctg 1, 1.
Resent:

Zvolime f(x) = arctgx, xo =1 a h =0,1. Potom

xo=1 TC 1 xo=1 1
f(x) = arctgx T ' (x) =T s >
Tedy pomoct diferencidlu funkce dostaneme
nm 0,1 m
f(1,1):f(1—|—0,1):arctgl,1zz ’2 :Z—i—O,OS.
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(299) Pomoct diferencidlu funkce priblizné urcete In1, 3.
ReSeni:
Zvolime f(x) =lnx, xo =1 a h=0,3. Potom
flx) =lnx %50, f(x)=-"%"1,

Tedy pomoct diferencidlu funkce dostaneme
f(1,3) =f(14+0,3) =n1,3~0+1-0,3=0,3.
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(300) Pomoct diferencidlu funkce ptiblizné urcete sin(—0,22).

Resent:

Zvolime f(x) = sinx, X

=0 a h=—-0,22. Potom

f(x) = sinx 500, f/(x) = cosx % 1.
Tedy pomoct diferencidlu funkce dostaneme

£(—0,22) = f(0 — 0,22) = sin (—0,22) ~ 0 + 1 (—0,22)

—0,22.
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(301) Napiste Taylorav polynom pron =4, xo =1 a f(x) =xlnx.
Resent:
Nez sestavime TaylorGv polynom, musime vycislit funkct a vSechny potfebné (tj. az do
Ctvrtého fadu) derivace v bodé x, tj.

f(x) = xlnx "5 0,

£(x) = lnx + 175" 1,

Plx) =15,
X
" 1 xo=1
f (x)——; W -1,
f(4)(x):£3"9;12
X
Proto nyni dle definice platt
1 1
xlnx:0+1~(x—])+z(x—1)2—§(x—1)3+m(x—1)4—
_ 1 2 ] 3, ] 4
—X—1—|—§(X—1) —E(X—” —I-E(X—U
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(302) Napiste TaylorGv vzorec pro n =2, xo = 1 a f(x) = arctgx.

Resent:

Nejdrive vycislime funkci a prvni dvé derivace v bodé x, a také spocitdme (ale nevycislime)

tretl derivaci, tj.

f(x) = arctgx 2

f'(x) =

f(x) =

" (x) =
Proto nyni plati
arctgx:g—lr%(x—]) —%(x—l)z

-1 TT
Z)
sz] 1
1+ x2 2’
_ZX X():]
(1+x2)?
2(3x*—1)

(1+x2)°

1

a
2)

682 —2
"%

(£2+1)3(X_1)3>

kde & lezi mezi x a 1.
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(303) Urcete maximalnt chybu v aproximaci z Prikladu 302, kde x € (0,9;1,1).
Resent:
Chyba je urcena vgrazem

2
-2
Rz(x):66£ (x—1) 0,9<&<1,1.

(E2+1)3
Musime tedy vhodné omezit viraz [R,(x)| a tak urcit maximalni chybu aproximace. Nejdfive
se zaméfime na Citatele, tj.

662 —2| | la+ bl <lal+[bl| <6lEf+2<6-1,17+2=9,26.
Jmenovatele omezime takto
6(82+1))| =6 (&% + 1)3 > 35,57, nebot jisté plati £ 4+1>0,9+1=1,81.
Proto nyni mizeme psat

682 —2 9,26
6(&241)3 35,75
Maximdlnt chyba aproximace Taylorovgm polynomem druhého stupné je 0,0003.

IRy (x)| = x—1)P < (x — )P < 0,260332 -0, 1% = 0,000260332 = 0, 0003.
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(304) Vyjéadrete funkci sin % pomoci mocnin x — 2.

Reseni:

Takovéto vyjadieni je mozné pomoct Taylorova polynomu. Ze zadani plyne, Ze xo = 2 a ze
musime polynom sestavit v obecné podobé, nebot nebyl zadan stupen aproximace. Proto

T xo—

f(x) = sin XT g 1,
s T xo=

f'(x) = = cos X xo 2 0,

4%
=5 - ()
f"(x) = — (;)3 cos %T < 0,
o= () o (3
Z tvaru jednotlivych derivaci mizeme pro k € N U{0} odvodit
729 (x) = (—1) (;—T)stm % 3 (1) (§>2k,
f& (x) = (1" (;)RH cos %T 23 0.
Proto hledany Tayloriv polynom je tvaru
g =1 () S () e ()

4
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(305) Najdéte Maclaurintv vzorec pro obecné n a pro funkci f(x) = e*.
Resent:
Musime vycislit funkct a vSechny derivace v bodé x,, tj.
f(x) = ¥ 01,

(x) = e 01,

Navic je zfejmé Ze plati f(x) = f'(x) = f"(x) = --- = f™(x) a f(xo) = f'(x0) = " (x0) =
... = fM(xy) = 1. Proto miizeme sestavit Taylordv polynom ve tvaru
X1 2 X3 X" eE .
e = +X+E+§+"'+m+mx y

kde & lezi mezi O a x.
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(306) Najdéte Maclaurintv vzorec pro obecné n a pro funkci f(x) = sinx.
Resent:

Nejdrive vycislime funkci a vSechny derivace v bodé x,, tj.

f(x) = sinx 200,
xo=0
f'(x) = cosx *~ 1,
f’(x) = —sinx 30 0,
£(x) = — cosx &5 —1,

£ (x) = sinx "0 0.
Navic je zfejmé, ze pro k € NU {0} plati

2 = (—1)*sinx %0 0,

£ — (—1)* cos x 30,
Proto mGzeme napsat
. N X Ll
smx:x—i—l—a—k'-—l—(—]) m—i—(—]) mcosé,

kde & lezi mezi 0 a x.
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(307) Najdéte Maclaurindv vzorec pro obecné n a pro funkci f(x) = cosx.
Resent:

Nejdrive vycislime funkci a vSechny derivace v bodé x,, tj.

f(x) = cosx &1,
(x) = —sinx %500,
f”(x) = — cos x %3P -1,

)

£(x) = sinx 250 0,
£ (x) = cosx "1,
Navic je zfejmé, ze pro k € NU {0} platt

2 = (—=1)* cos x o 1,

£ — (1) sinx 2200,
Proto mGzeme napsat
2 4 Loxn L2
cosx = 1 —E—l—m—l- (1) 2! + (—1) On 121 cos &,

kde & lezi mezi 0 a x.
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(308) Uzitim Maclaurinova polynomu vypoctéte pribliznou hodnotu cisla e s chybou mensi nez
0,001.

Regenti:
Z Prikladu 305 vime, Ze plati

2 3 n 3
X° X X e
e =14+x+—+—+ 4+ = X!
Xyttt T e
coz pro x = 1 dava
R

1 1
TR TR =Y el g DT

kde & € (0, 1). K tomu, abychom dosahli chyby mensi nez 0,001, musime vyfesit nerovnici
3
e

m+ 1)

<0,0001 =

v 3
< 0,0001 | protoze £ € (0,1)]| = e

= 3000<(n+1)! = n>5.

Proto musime pouzit Tayloriv polynom alespoii Sestého stupné, tj.

1 1 1 1 1
e:1+1+2—!+§+4—!+§+a:2,718055556.
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ro jake hodnoty x platt priblizng vztah cosx =1 — 5- s presnostt 0, /
309) Pro jaké hodnoty x platt priblizny h 1 "22 pf t 0,0001?

Resent:

Z Prikladu 307 pro n = 2 vime, Ze plati
2

X
cosx =1— 5 + Ra(x),
4

kde Ry(x) = %‘!’SE a & lezi mezi 0 a x. Z omezenosti funkce cosx plyne, ze

x* cos & 4

24

Musime proto vyresit nerovnici

x
2

Redenim tedy je x € [—v/0,0024, v/0,0024] = [—0,222,0,222], tj. |x| < 0,222 = 12°30".

lcos &| x* X
- 24 — 24

<0,0001 = x*<0,0001.
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(310) Pomoci Taylorova polynomu pro n = 3 uréete ptiblizné v/30.
Redeni:
Uvazujme funkci f(x) = /x a polozme xo = 27. Vypoclteme funkéni hodnotu a v3echny

potifebné derivace v bodé x,, tj.
x0=27

f(x) = Vx %" 3,
1T =2 1
:W = 59
__ 2 w2
9/x5 2187’
m 10 x=27 10
P == ™ 778
Nynt mizeme vypocitat pribliznou hodnotu

f'(x)

f”(x) _

10

1 __Z _10
3/%:3+ﬁ.3+%.32+%.33£3,10725.

Petr Zemanek & Petr Hasil http://user.mendelu.cz/hasil


http://user.mendelu.cz/hasil

360 |. DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(311) Pomoct Maclaurinova mnohoclenu trettho stupné, vyjadrete hodnotu cos1° (vysledek
uvedte na 6 desetinnych mist).

Re3eni:
Z Prikladu 307 vime, ze plati

cosx =1— %,
proto obdrzime
- i
cos17 = cos zo- =1 18202 = 0,999847.
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(312) Pomoct Maclaurinova mnohocdlenu trettho stupné, vyjadrete hodnotu sin2° (vysledek
uvedte na 6 desetinnych mist).

ReSeni:
Z Prikladu 306 vime, ze plati

. X
sSiInX =X — E,
proto obdrzime
3
2 LS
sin2° = sin -~ — L _ 3% - (034899,

180 90 6
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(313) Vypoctéte &islo log 11 s presnosti 107°.
Resent:
Zvolime f(x) = logx a xo = 10. Nyni vycislime funkci a jeji derivace v bodé x,, tj.

1,

xo=10

f(x) = logx "~

_ 1 xm0
~ xIn10 10ln 10’
1 x=10 1

f'(x)

P ==Gr70 ~ “T0tmio
2 x=10 2
f/// — Q\/\_}
X =Gmio N0
6 x=10 6
() = —— > %o ©
) = =10 10410 10
Obecné mGzeme psat
L =1)! 0 L (n=1)
)y — (et (1 0210 gyt (=1
) == o S TYPET,
Tedy TaylorGv vzorec je tavru
1 _1 _2
logx =1+ ors(x = 10) — e (x —10) + 51 (x — 10)*+
1 (=1
o (T L (x—10)" + R,
o D g T 107+ Ralx),
kde
|
Ra(x) = (—1)" (x —10)™!

(m+1)1EM 10
a & lezi mezi x a 10. Abychom dosahli pozadované presnosti, musime vyresit nerovnici

B 1 s 1T 1 s :

1

N £n+]<10_5ln10|£€(10,11)| =
1 s

= g <107Wni0 =

= 10™'<10°W10 =

= (—n—1)W10<n(10°n10) <5 =

ln (107 n 10)
=5 Mm-I<——<-5 =

(n10
= —Mmn<—4 = n>4
musime tedy pouzit Tayloriiv polynom alespon patého stupné, t;.
1 1 2!
1010 2-102(n10  31-105n10

31 4
B —1.041392752.
7070 Ts om0 - 04189275

log11 =1+
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