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ABSTRAKT. Na této prednasce se budeme zabyvat tlohami o ce-
Igch cislech. Pfevazné v nich pajde o délitelnost celych cisel, popii-
padé o feSeni rovnic v oboru celych nebo pfirozenych ¢isel. Ackoli
jsou pfirozena a konec konctl i celd disla v jistém smyslu nejjed-
nodussi matematickou strukturou, zkoumani jejich vlastnosti po-
stavilo pred generace matematiki celou fadu velice obtiznych pro-
blémt. Casto jsou to problémy, které je mozno snadno formulovat,
pfesto v8ak dodnes nezname jejich feseni. Uvedme nékteré z nej-
zndméjsich: problém prvodiselnijch dvojéat (rozhodnout, zda exis-
tuje nekonedné mnoho prvodisel p takovych, ze i p+2 je prvodislo),
Goldbachovu hypotézu (rozhodnout, zda kazdé sudé ¢islo vétsi nez
2 je moZno psit jako soudet dvou prvocisel), nebo klenot mezi pro-
blémy teorie &sel - velkou Fermatovu vétu (rozhodnout, zda existuji
pfirozend ¢isla n, z, y, z tak, Ze n > 2 a plati 2™ +¢y™ = 2").

Tento text vyrazné Cerpé z knih [2] a [4], pro zdjemce o blizs
sezndmeni s nkterymi tématy doporu¢ujeme knihu [3], dostupnou
v knihovné PiF MU.

V mnoha problémech je vyhodné vyzkouset chovani algoritmu
na reilnych pfikladech. K tomu lze vyuzit SW nainstalovany na
pocitacich sekce matematika. Doporucujeme zejména:

e PARI-GP : specializovany SW na teorii ¢isel, pii vypoctech
s vétsimi cisly obvykle vyrazné efektivnéjsi nez obecné ori-
entované baliky. Spousti se piikazem gp. Nejdiilezitéjsi pfi-
kazy: \q — ukonceni, ? — help, 77 — kompletni uzivatelsky
manudl, 7?7 tutorial — tutoridl pro Gvodni sezndmeni. Viz
také pari.math.u-bordeaux.fr.

e Maple: vhodny zejména kvili existenci mnoha vjukovych
pracovnich listii (worksheets, i pro teorii ¢isel), napf. na www.
mapleapps.com.
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1. Zakladni pojmy
1.1. Délitelnost.

DEFINICE. Rekneme, 7e celé ¢islo a déli celé ¢islo b (neboli &slo b
je délitelné cislem a, té7 b je ndsobek a), praveé kdyZ existuje celé ¢islo
c tak, Ze plati a - ¢ = b. PiSeme pak a | b.

Piimo z definice plyne nékolik jednoduchych tvrzeni, jejichz dikaz
pienechavame ¢tenafi jako cvideni s ndvodem v [2, §12]: Cislo nula je
délitelné kazdym celym c¢islem; jediné celé ¢islo, které je délitelné nulou,
je nula; pro libovolné ¢islo a plati a | a; pro libovolna ¢isla a, b, ¢ plati
tyto ¢tyfi implikace:

alb ANblc = alc (1)
albNalec = alb+c ANal|lb-c (2)

c#0 = (a|b<ac|bc) (3)
alb ANb>0 = a<d (4)

PRIKLAD. Zjistéte, pro kterd p¥irozend ¢isla n je ¢islo n? + 1 déli-
telné ¢islem n 4 1.

RESENI. Plati n? — 1= (n+ 1)(n — 1), a tedy ¢slo n + 1 déli ¢slo
n? — 1. Pfedpoklddejme, %e n + 1 déli i &slo n? + 1. Pak oviem musi
delit i rozdil (n®+1) — (n®* — 1) = 2. Protoze n € N, plati n+1 > 2, a
tedy zn+ 1|2 plyne n+ 1 = 2, proto n = 1. Uvedenou vlastnost m4
tedy jediné prirozené ¢islo 1. Ol

VETA 1. (Veta o délent celych cisel se zbytkem) Pro libovolné zvo-
lend cisla a € Z, m € N existuji jednoznacné urcend cisla ¢ € Z,
red0,1,...,m—1} tak, Zea=qm+r.

DUKAz. DokaZme nejprve existenci ¢isel ¢, r. Predpokladejme, Ze
prirozené ¢islo m je dano pevné a dokazme tlohu pro libovolné a € Z.
Nejprve budeme predpokladdat, Ze a € Ny a existenci ¢isel ¢, r dokazeme
indukei:

Je-li 0 < a < m, stadi volit ¢ = 0, r = a a rovnost a = gm + r plati.

Predpokladejme nyni, Ze a > m a Ze jsme existenci ¢isel ¢, r dokazali
pro véechna o' € {0,1,2,...,a — 1}. Specialné pro ' = a — m tedy
existuji ¢',r" tak, ze ' = ¢m + 1’ a pfitom ' € {0,1,...,m — 1}.
Zvolime-li g =¢'+1,r=7r" platia=d' +m = (¢ +1)m+r" = gm—+r,
coz jsme chtéli dokazat.

Existenci ¢isel ¢,r jsme tedy dokéazali pro libovolné a > 0. Je-li
naopak a < 0, pak ke kladnému ¢islu —a podle vyse dokédzaného existuji
qdeZ,re{01,. .., m—1}tak Ze —a=¢m+r" tedy a = —¢m—r'.
Je-li ¥ = 0, polozime r = 0, ¢ = —¢; je-li r > 0, poloZime r =
m—r1', q=—¢ — 1. V obou ptipadech a = ¢-m + r, a tedy ¢isla g, r
s pozadovanymi vlastnostmi existuji pro kazdé a € Z, m € N.
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Nyni dokdzeme jednoznacnost. Predpokladejme, Ze pro néktera ¢isla
G1,G2 € Z; ri,m2 € {0,1,...,m — 1} plati a = gym + 11 = gam + 72.
Upravou dostaneme rq — 1y = (g2 — q1)m, a tedy m | 11 — 2. OvSem
z0<r;<m,0<ry<mplyne —m < r; — ry < m, odkud podle (4)
plati r1 — ro = 0. Pak ale i (g2 — ¢1)m = 0, a proto q¢1 = ¢z, 1 = 72.
Cisla ¢, r jsou tedy uréena jednoznacéné. Tim je diikaz ukonden. U]

Cislo g, resp. r z vty se naz§va (neiplnyj) podil, resp. zbytek pri
déleni ¢isla a ¢islem m se zbytkem. Vhodnost obou nazvi je zrejma,
prepiseme-li rovnost a = mq + r do tvaru

a r e T
— =g+ —, piitom 0<— <1

m m m
Je vhodné té7Z si uvédomit, Ze z véty 1 plyne, Ze ¢islo m déli ¢islo a,
praveé kdyz zbytek r je roven nule.

PRIKLAD. DokaZte, Ze jsou-li zbytky po déleni ¢isel a,b € Z ¢islem
m € N jedna, je jedna i zbytek po déleni ¢isla ab ¢islem m.

RESENI. Podle véty 1 existuji s, t € Ztak, 7e a = sm—+1, b = tm+1.
Vynasobenim dostaneme vyjadfeni

ab=(sm+1)({tm+1)=(stm+s+t)m+1=qgm+r,

kde ¢ = stm + s +t, r = 1, které je podle véty 1 jednoznacné, a tedy
zbytek po déleni disla ab ¢islem m je jedna. U]

PouZiTi v PARI-GP. Vydélenim ¢isla 1234567890 cislem 321 se
zbytkem dostavame 3846005, zbytek 285 - jak vidime v PARI:

? divrem(1234567890,321)
%2 = [3846005, 285]~
nebo i jinak:

7 1234567890\321

%3 = 3846005

? 1234567890%321
%4 = 285

1.2. Nejvétsi spoleény délitel a nejmensi spoleény nasobek.

DEFINICE. Méjme celd ¢isla aq, as. Libovolné celé ¢islo m takové,
7e m | a;, m | ap (resp. a; | m, ay | m) se nazyva spolecny délitel
(resp. spolecny ndsobek) c¢isel aq,ay. Spoletny délitel (resp. nasobek)
m > 0 ¢isel ay,aq, ktery je délitelny libovolnym spolecnym délitelem
(resp. déli libovolny spolecny nasobek) ¢isel ay, as, se nazyva nejuétsi
spolecny délitel (resp. nejmenst spolecny ndsobek) ¢isel ay,as a znaci
se (a1, az) (resp. [ay, as)).

PozNAMKA. Piimo z definice plyne, 7e pro libovolné a, b € Z plati
(a,b) = (67 CL), [Cb,b] = [baaL (CL)l) =1, [CL, 1] = |CL|, (CL,O) = |CL|, [CL)O] =
0. Jesté v8ak neni jasné, zda pro kazdou dvojici a,b € Z ¢isla (a,b) a
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[a, b] viibec existuji. Pokud v8ak existuji, jsou urcena jednoznacné: Pro
kazda dvé cisla my,my € Ny totiz podle (4) plati, Ze pokud my | my
a zarovenl ms | mq, je nutné my = mo. Dikaz existence ¢isla (a,b)
podame (spolu s algoritmem jeho nalezeni) ve véte€ 2, diikaz existence
¢isla [a, b] a zptsob jeho urceni pak popiseme ve vété 4.

VETA 2. (Buklidiv algoritmus) Necht ay,ay jsou prirozend cisla.
Pro kazdén > 3, pro kter€ a,_1 # 0, oznacme a,, zbytek po délent cisla
(p_o Cislem a,_1. Pak po konecném poctu kroki dostaneme ap = 0 a
plati ar_1 = (a1, az).

DUKAzZ. Podle véty 1 plati ay > as > a4 > . ... ProtoZe jde o nezé-
porné cela cisla, je kazdé nasledujici alesponi o 1 mensi nez predchozi,
a proto po urc¢itém konecném poctu krokt dostavame ap = 0, pricemz
ap_1 # 0. Z definice ¢isel a, plyne, Ze existuji celd cisla g1, go, - . ., Gr_2
tak, Ze

a1 = g1 - az + as,

Az = @2+ a3 + a4,

(5)
Ak—3 = Qr—3 * Q—2 + Qp_1
Ar—2 = Gk—2 * Qp—1-

Z posledni rovnosti plyne, %e ag_; | ag—q, z predposledni, Ze ag_; |
ax—s, atd., aZz nakonec ze druhé ax_; | as a z prvni dostaneme ay_1 |
ay. Je tedy ar—1 spolecny délitel ¢isel aq,as. Naopak jejich libovolny

spole¢ny délitel déli i ¢islo az = a; — qras, protoiay = as — ¢qoas, ..., a
proto i ag_1 = ap_3— Qr_3ap_o. Dokazali jsme, Ze ap_ je nejvetsi délitel
¢isel ay, as. ]

POZNAMKA. Z poznamky za definici, z véty 2 a z toho, Z%e pro
libovolna a,b € Z plati (a,b) = (a, —b) = (—a,b) = (—a, —b) plyne, Ze
existuje nejvétsi spolecny délitel libovolnych dvou celych ¢isel.

VETA 3. (Bezoutova) Pro libovolnd celd ¢isla a1, ay existuje jejich
nejuétsi spolecny délitel (aq, as), pritom existugi celd cisla ky, ko tak, Ze
(al, a2> = klal + kgag,

DUKAz. Jisteé staci vétu dokdzat pro aq,as € N. Vsimnéme si, ze
jestlize je mozné néjaka ¢isla r, s € Z vyjadrit ve tvaru r = ria; + rqaq,
s = s1a1 + Sgag, kde 11,79, 51, 82 € Z, mlizeme tak vyjadrit i

r+s=(r 4+ s1)a; + (ro + s2)as
a také
c-r=(c-r)a+ (c-r3)as
pro libovolné ¢ € Z. Protoze a; = 1-a; +0-aq, az = 0-a; + 1 - as,
plyne z (5), Ze takto miZeme vyjadfit i as = a; — qraz, a4 = ay — ¢aas,
cevy Gp_1] = Qg_3 — Qr_30k_2, €OZ je oviem (ay, as). O
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PouzZiti v PARI-GP. Vypocet nejvétsiho spoleéného délitele po-
moci Euklidova algoritmu je s vyuzitim vypocetni techniky i pro rela-
tivne velka ¢isla pomérné rychly. V nasem pfikladu to vyzkousime na
2 ¢islech A,B, z nichz kazdé je soucinem dvou 101-cifernych prvodisel.
Viimnéme si, Ze vypocet nejvétsiho spoleéného délitele i takto velkych
¢isel trval zandbatelny cas.
p=nextprime(5%107100) ;
g=nextprime (3%*107100) ;
r=nextprime (107100);
A=pxq;

B=gx*r;
#

timer = 1 (on)

? gcd(A,B)

time = O ms.

%19 = 300000000000000000000000000000000000000000\
000000000000000000000000000000000000000000000000\
00000000223

? bezout(4,B)

time = O ms.
%20 = [284455128205128205128205128205128205128205\
1282051282051282051282051282051282051282051282051\
282051358, -1422275641025641025641025641025641025\
6410256410256410256410256410256410256410256410256\
410256410256435, 30000000000000000000000000000000\
0000000000000000000000000000000000000000000000000\
00000000000000000223]

N R N R LY

PozNAMKA. Euklidiv algoritmus a Bezoutova véta jsou jedny z nej-

dtlezitéjsich vysledkli elementérni teorie cisel a tvori jeden ze zaklad-
nich pilitd algoritmt algebry a teorie ¢isel.

To, Ze znalost téchto zdkladu je obcéas duleZitd i v praktickém Zivote, do-

kazuje B. Willis a Samuel Jackson ve filmu Smrtonosnd past 3, kde maji
za kol zlikvidovat bombu pomoci 4 galoni vody, pricemzZ k dispozici maji
pouze nadoby na 3, resp. 5 galoni. Zde staci s vyuzitim Euklidova algoritmu
najit celd ¢isla k,1 tak, Ze bude platit 3k + 5l = 4.
Netroufam si turdit, Ze zminéni herci ovlddaji uvedené zdklady teorie cisel
(tuto konkrétni ulohu jisté snadno vyresite experimentdlné), nicmené pred-
chozi véty ddvaji ndvod, jak vyresit ulohu tohoto typu s libovolnymi zadangmi
parametry, coZ podrobné rozebereme v casti o diofantickych rovnicich.

VETA 4. Pro libovolnd celd ¢isla ay, ay existuje jejich nejmenst spo-
lecny nasobek [ay, as] a plati (a1, as) - [a1,as] = |ay - asl.

DUKAZ. Véta jisté plati, je-li nékteré z ¢isel aq, as rovno nule. M-
7eme navic predpokladat, Ze obé nenulova ¢isla aq, as jsou kladné, nebot
jejich znaménka se v dokazovaném vzorci neprojevi. Budeme hotovi,
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ukdzeme-li, Ze ¢ = a; - ay/(ay,as) je nejmensi spoleény nasobek &sel
ay, as. ProtoZe (ap, as) je spolecny délitel ¢isel aq,as, jsou ay/(ay, ag) i
as/(ay,az) celd ¢isla, a proto

4103 ay G2

¢ (alaa2> (CH;CLZ) 2 (alaa2> !

je spolecny nasobek ¢isel aq,as. Podle véty 3 existuji ki, ke € Z tak,
7e (a1,a2) = kiay + kaas. Predpokladejme, 7e n € Z je libovolny spo-
le¢ny nésobek ¢isel aq,ay a ukdzeme, Ze je délitelny c¢islem g. Je tedy
n/ay,n/as € Z, a proto je i celé ¢islo

n n n(kiay + ksas)  nlay,az) n
Sy LY _ _n
) ay Q162 a1Gz q
To ov8em znamend, %e ¢ | n, coZ jsme chtéli dokazat. U

1.3. Délitelé a nasobky mnoha déisel.

DEFINICE. Nejvétsi spolecny délitel a nejmensi spoleény nasobek n
¢isel ay, aq, ..., a, € Z definujeme analogicky jako v 1.2. Libovolné m €
Z takové, ze m | a1, m | as, ..., m | a, (vesp. a1 | m,as | m, ..., a, | m)
se nazyva spolecny délitel (resp. spolecny ndsobek) ¢isel ay, as, . . ., ay.
Spolecny délitel (resp. nésobek) m > 0 ¢isel aq,aq,...,a,, ktery je
délitelny libovolnym spoleénym délitelem (resp. déli libovolny spolecny
nasobek) téchto ¢isel, se nazyva nejuétsi spolecny délitel (resp. nejmenst
spolecny ndsobek) &isel ay,ag, ..., a, a znad se (ay,as,...,a,) (resp.
[al, ag, . .. ,an]).

Snadno se presvédcéime, ze plati

(@1, o1, G) = (A1, ..., Gpo1), Q) (6)

[aly"'aan—lyan] = Haly"'yan—l]yan]- (7>
Nejvétsi spolecny délitel (aq, .. ., a,) totiz déli v8echna ¢sla aq, . . ., @y,
a tedy je spoleénym délitelem ¢isel aq, .. ., a,_1, a proto déli i nejveétsiho
spole¢ného délitele (aq,...,a,_1), tj. (a1,...,a,) | ((a1,...,@n_1), an)-
Naopak nejvetsi spolecny délitel ¢isel (aq, . .., a,_1), @, musi kromé ¢isla
a, délit i véechna ¢isla ay, ..., a,_1, protoze deli jejich nejvétsiho spo-
lecného délitele, a proto ((ai,...,an-1),a,) | (a1,...,a,). Dohromady

dostavame rovnost (6) a zcela analogicky se dokédze (7).

Pomoci (6) a (7) snadno dokdzeme existenci nejvétsiho spolecného
délitele i nejmensiho spole¢ného nasobku libovolnych n ¢isel indukei
vzhledem k n: pro n = 2 je jejich existence ddna vétami 2 a 4, jestlize
pro nékteré n > 2 vime, Ze existuje nejvétsi spolecny délitel i nejméensi
spolecny nasobek libovolngych n — 1 ¢sel, podle (6) a (7) existuje i pro
libovolngch n ¢isel.
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1.4. Nesoudélnost.

DEFINICE. Cisla a1, as, ..., a, € Z se nazivaji nesoudélnd, jestlize
plati (ay,as,...,a,) = 1. Cisla ay,as, . .., a, € Z se nazyvaji po dvou
nesoudélnd, jestlize pro kazdé 1,j takové, ze 1 < ¢ < 57 < n, plati
(ai,aj) = 1.

POzZNAMKA. V pripadé n = 2 oba pojmy splyvaji, pro n > 2 plyne
z nesoudélnosti po dvou nesoudélnost, ne vsak naopak: napiiklad ¢isla
6, 10, 15 jsou nesoudélnd, ale nejsou nesoudélna po dvou, nebot dokonce
7adna dvojice z nich vybrana nesoudélna neni: (6,10) = 2, (6,15) = 3,
(10,15) = 5.

PRIKLAD. Naleznéte nejvétsl spolecny délitel ¢isel 20% — 1 a 291 — 1.
RESENI. UZijeme Euklidiiv algoritmus. Plati
291 1 = 9220 _ 1) 4 0% 1,
209 1= (2% 4y 2T)(2% _ 1) 427 — 1,
28 _1=(2" 42" 2" (2" - 1).
Hledany nejvétsi spolecny délitel je tedy 27 — 1 = 127. O

VETA 5. Pro libovolnd prirozend cisla a, b, ¢ plati
(1) (ac,bc) = (a,b) - ¢,
(2) jestlize (a,b) =1 a a| be, pak a | c,
(3) d = (a,b) prave tehdy, kdyZ existuji q1,q2 € N tak, Ze a = dq,
b=dg a(q1,q2) = 1.

DUKAZ. ad 1. Protoze (a,b) je spole¢ny délitel ¢isel a, b, je (a,b) - ¢
spoleény délitel ¢isel ac, be, proto (a,b)-c | (ac, be). Podle véty 3 existuji
k,l € Z tak, ze (a,b) = ka+[b. ProtoZe (ac, bc) je spolecny délitel ¢isel
ac, be, déli i ¢islo kac + lbc = (a,b) - c. Dokazali jsme, Ze (a,b) - c a
(ac,be) jsou dvé piirozend disla, ktera déli jedno druhé, proto se podle
(4) rovnaji.

ad 2. Predpokladejme, Ze (a,b) = 1 a a | bc. Podle Bezoutovy
véty (véta 3) existuji k,l € Z tak, 7e ka + (b = 1, odkud plyne, Ze
¢ = c(ka + 1b) = kca + lbe. Protoze a | be, plyne odsud, Ze i a | c.

ad 3. Necht d = (a,b), pak existuji ¢;,¢9, € N tak, 7e a = dq,
b = dgo. Pak podle ¢asti (1) plati d = (a,b) = (dg1,dg2) = d - (¢1, 2),
a tedy (q1,¢q2) = 1. Naopak, je-li a = dgi, b = dgy a (q1,¢2) = 1, pak
(a,b) = (dq1,dgs) = d(q1,92) = d -1 = d (opét uzitim 1. ¢asti tohoto
tvrzeni). O
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2. Prvodéisla

vvvvv

Jeho dilezitost je ddna predevsim vétou o jednoznacéném rozkladu libo-
volného prirozeného ¢isla na soucin prvocisel, kterd je silnym a G¢inngm
nastrojem pii feseni celé fady uloh z teorie cisel.

DEFINICE. Kazdé pfirozené ¢islo n > 2 mé aspon dva kladné déli-
tele: 1 a n. Pokud kromé téchto dvou jiné kladné délitele nemé, nazyva
se prvocislo. V opaéném piipadé hovoiime o sloZeném cisle.

V dalgim textu budeme zpravidla prvocislo znacit pismenem p.
Nejmensi prvodisla jsou 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, ....
Prvocisel je, jak brzy dokazeme, nekonecné mnoho, méame oviem po-
mérné limitované vypocetni prostfedky na zjisténi, zda je dané ¢islo
prvodislem (nejvéts zndmé prvocislo 230192457 — 1 m4 pouze 9 152 052
cifer).

VETA 6. Prirozené c¢islo p > 2 je prvocislo, pravé kdyZ plati: pro
kazdd celd ¢isla a,b z p | ab plyne p | a nebo p | b.

DUKAZ. ,=“ Predpoklddejme, Ze p je prvocislo a p | ab, kde a,b €
Z. Protoze (p,a) je kladny délitel p, plati (p,a) = p nebo (p,a) = 1.
V prvnim ptipadé p | a, ve druhém p | b podle véty 5.

=" Jestlize p neni prvocislo, musi existovat jeho kladny délitel
rizny od 1 a p. Oznacime jej a; pak oviem b = £ € N a plati p = ab,
odkud 1 < a < p, 1 < b < p. Nagli jsme tedy celé cisla a, b tak, Ze p | ab
a pritom p nedéli ani a, ani b. U]

PRIKLAD. Naleznéte vSechna ¢isla k € Ny, pro ktera je mezi deseti
po sobé jdoucimi ¢isly k4 1,k + 2, ...,k + 10 nejvice prvocisel.

RESENI. Pro k = 1 je mezi na§imi ¢sly pét prvocisel: 2, 3, 5, 7,
11. Pro k = 0 a k = 2 pouze ¢tyfi prvodisla. Jestlize & > 3, neni mezi
zkoumanymi ¢isly ¢islo 3. Mezi deseti po sobé jdoucimi celymi ¢isly pét
sudych a pét lichych ¢isel, mezi kterymi je zase aspon jedno délitelné

tfemi. Nagli jsme tedy mezi ¢isly k+ 1, £+ 2, ..., k 4+ 10 asponl Sest
slozenych, jsou tedy mezi nimi nejvyse ¢tyfi prvodisla. Zadani proto
vyhovuje jediné ¢islo k = 1. Ol

PRIKLAD. Dokazte, %e pro libovolné ptirozené ¢islo n existuje n po
sobé jdoucich prirozenych ¢isel, z nichz zadné neni prvocislo.

RESENT. Zkoumejme &sla (n+ D)+ 2, (n + D!+ 3,..., (n+ 1) +
(n 4+ 1). Mezi témito n po sobé jdoucimi ¢isly neni Z4dné prvocislo,
protoze pro libovolné k € {2,3,...,n+ 1} plati k | (n + 1)!, a tedy
k| (n+ 1)+ k, a proto (n+ 1)! 4+ k nemiize byt prvocislo. O

PRIKLAD. Dokazte, Ze pro libovolné prvodcislo p a libovolné k € N,
k < p, je kombinac¢ni ¢islo (i) delitelné p.
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RESENI. Podle definice kombinaéniho Ccisla

ip\ - p\ =pe(p- 1) -k +1)

\K) K\{p-k)\ 12 k
a tedy k\ \ p  a, kde jsme oznacili a = (p —1) (p — k + 1). ProtozZe
k <p, neni zadné z Cisel 1, 2,..., k délitelné prvocCislem p, a tedy podle

véty 6 neni ani k\ délitelné prvocislem p, odkud (k\,p) = 1. Podle véty
5 plati k\ | a, a tedy 6= -| je celé &islo. Protoze (%) = ff = iA J° Cislo
(k) délitelné Cislem p. D

VETA 7. Libovolné pfirozené ¢Cislo n > 2 je mozné vyjadfit jako
soucin prvocisel, pficemz je toto vyjadfeni jediné, nebereme-li v Gvahu
poradi Ciniteld. (Je-li n prvocislo, pak jde o ,,sou€in" jednoho prvo-
Cisla.)

POZNAMKA. Délitelnost je mozné obdobnym zplisobem jako v 1.1
definovat v libovolném oboru integrity (zkuste si rozmyslet, proC se
omezujeme na obory integrity). V nékterych oborech integrity pFitom
Z24dné prvky s vlastnosti prvocisla (Ffikame jim ireducibilni) neexistuji
(napf. Q), v jinych sice ireducibilni prvky existuji, ale zase tam neplati
véta o jednoznacném rozkladu (napf. v Z(-V—5) mame nésledujici roz-
klady: 6 = 2-3 = (1+ i/—5) * (1— \f—5); zkuste si rozmyslet, ze vSichni
uvedeni Cinitelé jsou skute¢né v "Li\f—5) ireducibilni).

DUKAZ. Nejprve dokéaZzeme indukci, Ze kazdé n > 2 je mozné vyja-
dfit jako soucin prvocisel.

Je-li n = 2, je n sou€in jediného prvocisla 2.

Pfedpokladejme nyni, Ze n > 2 a Ze jsme jiZ doké&zali, Ze libovolné n',
2 < n' <n,jemozné rozloZit na sou€in prvocisel. Jestlize n je prvocislo,
je souCinem jediného prvocisla. Jestlize n prvocislo neni, pak existuje
jeho délitel d, 1 < d < n. OznaCime-li ¢ = », plati také 1 < ¢ < n.
Z indukéniho predpokladu plyne, Ze ci d je moZzné vyjadfit jako soucin
prvocisel, a proto je takto mozné vyjadrit i jejich soucin ced = n.

Nyni dokadZzeme jednoznacnost. Pfedpokladejme, Ze plati rovnost

soucinll pi  p; Pm = Qi *Q2 Qs, kde 'pi, ¢ e pn, qi,...,0s
jsou prvocisla a navic plati p\ < p, < eee< p, Qi< Q2 < oee<Qs
a 1l < m < s Indukci vzhledem k m dokdZzeme, zZe m = s, p\ =

yl) eeeiPm Qm-

Je-lim = 1 je pi = qi gs prvocislo. Kdyby s > 1, mélo by Cislo
P\ délitele g\ takového, Ze 1 < g\ < p\ (nebot’ g,q?>...qs > 1), coZ neni
mozné. Je tedy s = 1a plati p\ = q\.

Pfedpokladejme, Zze m > 2 a Ze tvrzeni plati pro m — 1. ProtoZe
Pi-p, Pm = Q\-02 s, déli py soulin gy gs, COZ je podle véty 6
mozné jen tehdy, jestlize p, déli néjaké % pro vhodné i E {1,2,..., s}
ProtoZe qi je prvocCislo, plyne odtud p, = qi (nebot p, > 1). Zcela
analogicky se dokaze, Zze gs = pj pro vhodné j E {1,2,..., m}. Odtud



