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I. Uréity integral

1.1. Existence urcitych integralu

e Zjistéte, zda existuji urcité integraly :

1
Priklad 1. / I3 4y
0 T + 1
Reseni : Ano existuje, protoze funkce f(z) = o] je spojitd na intervalu (0,1) .
]
10 22+ 3
Priklad 2. e e ],
la /1 R VR P
2 2
Resend : Neexistuje, protoze funkce f(z) = 3 *1:3;3— el @ _f 1—):3 Y neni spojita
v bodé z =4 (m € (1, 10)) a lim f(z) = too. [ ]
T4t
1 2z
-1
Piiklad 3. / c dz
-1
. 2r
Reseni : Integrél existuje. Funkce f(z) = sice neni spojitd v bodé z =0
2r __
(m € (-1, 1)) avsak hm f(z) = }:I_I)I;A) — = 2. ]
sin z2 sin 22 L
/ [ano , lim 22 =0} 5. / xe® dx [ano]
=0 T 0
1
/ 1- QCOSIE de [ne’zll»rgl-ltl-2cosz = oo}

I.2. Vypocet integrilu podle definice

e Piimo z definice integralu vypoctéte :

b
Piiklad 7. / e’ dr
a

Reseni : Zvolime déleni intervalu @ = 2o < 1 < 23 < ... < Zp = b, na n stejnych dili
b—
délky Az; = Az =

zvolime levé koncové body ¢dsteénych intervald (z;_y, x;), tj. & = zi-1 = a+(i—1)Az.
Vysetiujeme funkci f(z) = ef.

a tékze 1 = a+ Az, .7 = a+iAzx,z, = a+nlhz =b. Za §;



Potom pro integralni soucet plati s, = Z f&)Ar; = Z A = Z et Hi-DAz A p

i=1 =1 i=1
n
Zea . e("'l)Am Az =¢€*- A:I;(l + eb® + e2o® +..+ e("_l)Az) = (v zdvorce je soucet
=1

enAz -1 ea+nA1: —e° eb — e° b
geometrické fady) €® - Az———— = Az = Ar— . Nyni ef dr =
ent ert —1 a

-1 ebdz _ 1 T
. . Ax b b
= lim s, = lim —Z——-—(e" —e%) = e’ — €%, co7 je hodnota [ e® dz = [ez] =
n—oo Az—0 2T — ] o a
=eb—e°. n

P0zZNAMKA : Vzhledem k tomu, Ze integral existuje, nemize jiny zpiisob déleni intervalu
vést k jinému vysledku.

POZNAMKA : Pouili jsme vzorce : 1+ q+ g2 +... + ¢! = qq _11 a limoe z— L
- z—

Pi‘ﬂclad 8. / bw dz
Resend : Ho;noﬁy Az; a & zvolime jako v predchazejicim piikladé. Pak je f(z) =z, a
tedy s, = »_ f(&) Oz = ig,- Az = zn:(a+ (i—1)Az) - Az = (a+ (a+ Az)+
1 1 1a+(a+(n—1)A:1:)

+@+28z)+..+(a+ (n—1)Azx))- Az = 5 ‘n- Az =
b b— b2 — o2 2 _ 2
= *o. n- ¢ _ a ; lim's, = Y-a . MiiZzeme to porovnat s vysledkem
2 n 2 n—oo 2
b z21b b — g2
podle Newtonovy-Leibnizovy formule: / rdr= [?] =—3 ]
a a
POZNAMKA : Pousili jsme vzorec pro soucet aritxpetické fady a1 +a2 +... +an = @ -;—a,, .
I.3. Newtonova-Leibnizova formule
¢ Pomoci Newtonovy-Leibnizovy formule vypocététe integraly :
/4 12
Pitklad 9. / LAz 4
0 cos?z ,
. /4 _ 2 /4 /4
Redent : I=/ wc&:/ ( 2 -1) ds = [2tgz - 3| " =
0 cos? 0 cos? 0
T T s
=2tg-—--=2- —. ]
83" 1°%71 |
8
Piiklad 10. / Vi+zdz
3 -
8 2 8 2 38
Reseni: I= / (1+2)Y2 dz = §[(1 +:c)3/2]3 =3 (9v9 — 4V4) = 3
3 o

2z-3
Pi‘ﬂeladll./ —_— dz
0 $2+4



N 1 2 22 L | 1 2 3 772
Reseni: I=- dz — 3 =-[ 2 —-[ —] -
edent 2/0 i /0x2+4dx 2ln(a: +4)]0 zarctg2 .
1 3 1 37 |
—-2—-(ln8—-ln4)—5-arctg1—§-ln2——§. [ ]
. .
Piiklad 12. / el
2 T2+ -2

Resend : Integrovanou funkci nejdiive rozlozime na parcidlni zlomky a integral vypocteme :
ST +1 A B
= :A —
po 1 :v——1+:c+2’ Sr+1 (z+2)+B(z-1)
r=1:6=34 — A=2;, z=-2: -9=-3B — B=3
5 2 3 5
I = dr = - i =
/2 (w—1+x+2> x [2111[:1:’ 1}+3 n|31:+2|]2
=21n4+31n7—21n1—3ln4=3ln7—ln4;ln§—§§.

PozoR ! Tentyz integral na jiném intervalu {a,b) nemusi existovat, bude-li (a,b)
obsahovat aspon jedno z ¢isel £ = —2 nebo z = 1. [

n/2 z
Priklad 13. / cos? = dz
—7n/2 2

Reseni : Zde vyuzijeme, Ze funkce f(z) = cos® % je suda, tj./ f(z) dz = 2/ f(z) dz.
—-a 0
1 ]

7r/2 w/2 “/2
I=2/ cosQfdx=2/ 1—-’-—ﬂda:=[x+sinx] =E+ .
0 2 0 2 0 2

/2
Priklad 14. / z?sinz dr
—/2
. a
Reseni : Nyni vyuzijeme to, Ze funkce f(z) = z?sinz je lichd, tj. / f(z) dz =0.

—a

1
== dzx
5 cosx‘ T

Priklad 15. /
0

« 1 T
Reseni : Odstranime absolutni hodnotu: 3~ cost >0 prozé€ <§, 7r>

a % —cosz <0 proz € (0, -;E), takze pro dany integral plati :

I =//0‘"/3—(%—c0§$) dav+/7r7r (-12-—cosx) da; = [sinx—%x :/3+ [%x——sinx]:/a =

/3
\/5 ™ T T \/—3- ™
=T stz sta - Vte .
16 ! ! d 2In3 17 /1r sinz dx (3]
. e —_—_— . a n
—4Vz?+9 ? (23] 0o 2+cosz
1 T -1
€ - 2e 2 4
18./0 e’+ed$ ] 19 /_2 —— dz [2m3]



I.4. Véta o stiedni hodnoté integralu

e Pomoci véty o stfedni hodnoté odhadnéte hodnoty integrald :

P+iklad 20.
o /m

Resent : Pouzijeme Vétu o sttedni hodnoté : Necht funkce f(z) a g(z) jsou spojité v (a, b)
a necht g(x) md stdle 3te]ne znaménko pro véechna = € (a,b). Potom ezistuje ¢islo

c € (a,b) takové, Ze / f(z)g(z) dz = f(c )/bg(z') dz.
1 1

1 1
V nasSem piipadé I = / —-——/ 2 dr = - —, kde
prip \/1+x3 V14 Jo V1i+c 10
1 1 1
€ (0, 1), coz ndAm umoziiuje odhadnout < < —; ated
( 1) : J 10v2  10vV1I+3 10 y
——<I < = ]
1027 10
2 2
Priklad 21. / " dzx
0
v 2 2
Reseni : I=e°2-/ dr=¢€% -2, c€(0,2), tedy2<TI< 2 ]
0
1 n

Priklad 22. lim dz

n—oo Jq +x

Regent: = lim — [1'"“]1 1 1

nlg{ololﬁ—c'n-{-l = 0 pro vsechna c € (0, 1).

nsool+c Ln+1lo -
10 -2 )
€ e’ —1 e -1
23[ '? dz 10e1°0 <I< el0 ]
0.5
1 1 1
24/0. ﬁd{l) [TJT:_——WSISE]
4
Cos T 15
25./1 - dz << g]

1.5. Metoda per partes

e Vypoitéte integrdly pomoci metody per partes :
x/2 .

Psiklad 26. / |z| cos z dz
—-7/2

w/2 w/2
Reseni : Integrovana funkce je sudd. Tedy I = 2 / |z|cosz dx =2 / zcosz dx =
0 0 :

o



7I'/2 7r/2 m 7l’/2
=2[a:sinx] —2/ sinz dx=2-—+2[cosz] =7 -2.
0 0 2 0

u=gz, v =cosz
=1 wv=sinz

e—1
Priklad 27. / In(z + 1) dz
0

< ; u=In(z+1), =1 e—1 e-1 . '
Reseni: I=| ,__1 — _ |= [z]n(x+1)] —/ dz = (e—1)lne—
- .’L‘+l’ v= 0 0 .'E+1
e—1
z+1-1 e-1
—/ ————dxze—l—[x—ln(x+l)] =e—1—-(e—1—1Ine)=1.
0 r+1 0
u
w/2
Piiklad 28. / e?* sin r dr
0
Reseni - I = u=e**, v =sinz | _ 2 n/2 9 "2 2z dr =
esent s L = | 1 _9e2 4= _cosz |~ |€ coszT o + ; e““cosrdr =
u = e v’ =cosz /2 /2 ‘
=| /=2 y=sinz =1+2[62$sinx]0 —-4/ e sinz dz.
T 0
Dostali jsme rovnici I = 1 + 2¢™ — 41 , ze které 51 =1+ 2¢”.
Vysledek daného piikladu je I= %(1 + 2€™). n
w/2
Priklad 29. I, =/ sin” z dz
0
Resent :
n/2 T
xpron =0 je Io=/ dr = 7;
0 2
/2 /2
*xpron =1 je 11=/ sinzxdr = [—cosx] =1;
0 0
/2 /21— cos2 1 in 2z77/2
xpron =2 je 12=/0 sin"’az:alacz/0 ———%——xdx=§[z—sm2 x]o =%;
/2 w/2
xpron>3je I,= / sin" 2z -sinzdr = / sin" 2 (1 — cos’z) dz =
0 0
/2 . o n/2 2 u = cosz, v' =sin""2%.cosz
=/o sin a:d:z—/o sin""“z-cosz-coszdxr = W = —sinz, v=n_1sin""x =
cosz - sin™ ! z77/2 1 /"/2 '
= n—2"‘[ ] - sin" r dx.
n-—1 0 n—1J,
- 1 , , y n—1
Dostaneme rovnici I, = I,,_o — 0 — n——l-In, ze které vypocteme I, = I._s.
Provedemé diskuzi :
o n—1 2k—1 2k-3 1 k-1 «
=2kjel,=——I,_ 2= . e =lp = —————— - =
Pro { n=2kjeln=—ha= g Ty 30T Tt 2
-1 2k 2k-—2 2 2k
n=2k+1jel,,=fn—irn_2 I = 20

To%+1 2%k—1 3T @+
Tim jsme odvodili tzv. Wallisovy formule. o



/2 w/2 n/2
Tentyz vysledek plati i pro / cos” z dz, jelikoz / sin" xdzx = / cos" r dz.
0 0 0

. o2
30. /0 sin” z dz %]
" 5
32. /0 (‘:os6 zdz [E’]
34. /oﬁa:-arctgxdx %"—?]

1
36./ y-In(z +y)dz, (y >0)
0 N

1.6. Substituéni metoda

o Vypottéte integraly substitu¢ni metodou :

3
€ 1
Piiklad 37. —d
¢ ,/1 zvV1+Inz *
l+lnz=t

Reseni : Pouzijeme substituci |' = _ .

]
"/ 8 35
. iy
31. /:”/2 sin® z dx [m
/2
33. / sin® r dz (0]
—-7/2
¢ 2
35./1€Ilnx|dz [2_5]
[y(y+1)In(y+1) -y’ Iny —y]
e ;3 _ :; :i ] a dostaneme

. 4 :
dt 4
1=/—dt=2{\/i] —2.2-1)=2 .
1 \/Z 1 ( )
2/n 1
Piiklad 38. / —2-sin;dm
1/m
1 1
x ’ - =t == —tH=m
Resent : Po substituci { ® i l ;r jl obdrzime
= =dt o= —ty==2
2 2 2
T b d 2
/2 w ™
I=—/ sintdt=/ sint dt = [—cost} =1 ]
n w/2 . /2
1
Pi‘t’kla.d39./ dz
0 1+$4
Reseni : Po substituci [;;d:zt: a | :;z(l) :i:z?] ziskdme
1 [ dt 1 1 17 7
= - = - t t] = — e = == —,
I=3) 1v2 2[arcg 0 248 .

2
Prtklad 40. / V4 — z2dx
0



Resen{ : Pouzijeme substituci [ Z::Z;ic!:)i P B :g - :; - ?r /2 } a dostaneme
n/2 : /2 /2
I=/ \/4——4sin2t-2costdt=4/ cos2tdt=4/ 1—:—*-—c2()—82--t—dt=
0 0 0
sin 2t 7/2 s
=2 [t ] =2.2 1.
+ 2 1o 2 m ‘ [

2
T .
Piklad 4. | ———
lad 41 fl e

Resent : Zvolime substituci [ ;: ;::dtt l 2 i; Zg ] a potom
1 [8dt 1 (198 1 /1 1 3
I“§55“"5'[¥]5“'§'(§“5)‘§6' .
coszT -1 dz
—_—dx InVv3 Ll
/ Vsin’z +3 bava] 43. /_2 z2+4z+5 [4]
12 arcsm:r x AN -

1—.7:2 [75] 4.5./0 sin® z - cos T dz [48]

5 v 3
sin® z dz , [2—4] a1, /0 2V1 = 422 dz [é]

w/2 dzx v
2(2 - In2 49. — vir
/ \/2x+ +1 az (22 = 1n2)] ‘ /0 2+cosz I:9

I.7. Nevlastni integral
> t
Necht pro kazdé t € (a;b) ezistuje integrdl F(t) =, / f(z)dz. Potom symbol

(1) / f(z d:z;, resp. (2) /b f(z)dz, kde lim f(a:) = %00,

nazjvéme nevlastni mtegrdl vlivem meze, resp. ne'vla.stm integrdl vlivem funkce.
Integrdl (1), resp. (2) nazjvime konvergentni, jestliZe :

t ot
lim / f(z)dz, resp. Jlim / f(z)dz, je viastni.

t—+00

Je-li zminénd limita nevlastn? nebo neezistuje, pak nazgvdme integrdl divergenini.

e Vypodtéte nevlastni integrély :

o0
Priklad 50. f dz
0 1 + .'1:2

11



a

- d a
Redeni : Jde o nevlastni integrdl vlivem meze. I = - lim Y = lim [arctgx] =
a—o00 Jq 1+2z ‘a—00 0
m P , . .
alirrolo arctga 5 Nevlastni integral tedy konverguje a rovna se 7 [

) o0
Piklad 51. / zlnzdr
1

« . e u=Inz, v ==z 2 a a
Reseni: I = lim zlnzdz=1{ , 1~ 2 | = lim [—-lnx] —~ Hm rdzr =
a—oo f; - u = ;, v= 7 a—oo L 2 1 a-00 [y
. (a? 17 51° . (a? 1 , 1, 1 . a? 1
= lim (S ma=g[e])) = him (Fina- g a?+3) = 3+Jim 5 (ma-3)=
= 00. Dany integral diverguje. : ' |
0
Priklad 52. / ze*dr
—00
'3 0 U 0
Reseni : I = lim zetdr = ::,__z’ :::, = lim ([rzrez - e‘] ) =
a—00 -a g ] - a—>o0 -a/ .
= lim (-14+a-e*+e%)=-1+ lim atl |§§|l;1 -1+ lim —=-14+0=-1
a—00 a—00 e a—00 € -
Pi‘ﬂclad53./ S - N
o T2+ 2z +2

Resend : arctg(z+1)+C

[ e i
[w f(:r)d:z:=/_a f(:c)~d:v+/:of(:n)da:

I= hm / f(z) dz+ llm/ f(z)dz = hm [arctg (z+ 1)] + lim [arctg (z+ 1)] =

= arctg(a+1)-—t_l}£nw arctg(t + 1) + tBTw arctg (t + 1) —arctg(a+ 1) = — (—5) +—=

2
=mx. Integrél je konvergentm’. , [ ]
Pyiklad 54. [ (z —1)sinzdx
v . u—a:-—l, v =sinz
Regeni : =al_1_)r{.1°/ (‘”—l)smxdx— o1, vm-coss | =
= ..llff,lo (— [(w - 1)cosx]0 + [smz]o) = hm (- (a —1)cosa — 1 + sma)
Protoze neexistuje limita, integrdl diverguje. , [ ]
(3
Pitklad 55. / 4z
Cz-lnzx

Reseni : Tento integrél je nevlastni vlivem funkce . Tedy

I=lim / -y T [lnllnxl] = lim (lnlné;lh*ln(1'+ é))*:’

0+ i TInz 0+ e €0+

= - lirg}‘_ Inln(l1+¢€) =+00 . Dany integral tedy diverguje. B I
€~ )



dz

2 -1

1
Piiklad 56. / ’
*Jo

Reseni : Opét mame nevlastni integral vlivem funkce.

1 1-
dz ¢ dx 1, jz—1 ¢
=1 = 1 [-1[ H = lim ~Inl=
/01:2—1 e—ir(ﬁo -1 eorl2 Hzr1llo c—>o+21n 2-¢
=—00. Integrél diverguje. (Pouzili jsme vzorce E—;jﬁf—a—z =% lnlz 7 a| +C) u

Priklad 57.
asr. [

Reseni : Nejdiive spocitame neurcity integral / dz
: Fiv ta urcéi egr —_— =
[ VaTi=t | z=1+8] _ 2tdt . _
__[ g dx___tht]_/m—Qarctgt—2arctg\/x—l+0.

Dany integrél je nevlastni jak vlivem funkce tak i vlivem meze. Proto rozdélime
interval napt. (1, +00) = (1,2) U (2,00) a potom

2 t

I= / f(z dx—/ f(a:)dm+/ f( z)dx—el_l)r&r‘/l‘ﬁf(x)daﬁtlg_nw/z f(z)dz =
t

= €l_l)rgl+ [2 arctg vz — 1] e + t_l_}inoo [2 arctg vV — 1]2 = 2arctgl —/261_1’1& arctg e +

+2 lim arctgvt—1 — 2arctgl =7 . =
t—+00
0o R o 1 e ; )
58. / ze % dr [1/2] 59. / - (1/2]
0 oo T o
*® _dz ' ! arcsinz ~
60. 1 61. ——dzx 2/g
l z-In’z g /(; m [7*/8]
62 ® dx 1 k1 k<1i 4 d .
’ 1 F [k —pprok>liproks integr, lVergUJe]
w .
63. [ 0o 1:3 I-‘T-Il dz [oo , tj. integral diverguje]

1.8. Funkce definované Riemannovym integrdlem

o Urcete % pro funkei ®(z) :

92(z)
Priklad 64. (z) = / f(t) dt, kde proménna z probihd néktery interval I, na némz
91(z)
jsou funkce g;(z), g2(x) diferencovatelné a funkce f(t) je spojita
prot € {gi(z),92(z)) a provsechnaz €.

Reseni : Predpokladejme, ze existuje funkce F(t) primitivni k f(2),tj. F'(t) = f(t), pak



oz ’(‘ 1) dt= =[P = 2 (Flan(o) - Flar(e) =

= F'(g2(2)) - 5(2) — F'(91(2)) - 91(2) = f(92(2)) - g5(2) — f(91(2)) - 91 ().

V piipadé, ze g1(z) = a je % /ag(x) f(t) dt = f(g(z)) - g'(2)- ]

Piiklad 65. ®(z) = fo ﬂn—t dt, a >0
Resent : Podle predchoziho piikladu, kde g;(z) = 0, go(z) = g(z) = az, f(t) = smt
_x dx/ ﬂ dt () - g(x)] _ 312;1:1: a= smxax. .

z3 7 V ‘ 0
66. &(z) = / Intdt, z>0 [(92?-4z)lnz] 67. ®(z) = / V1+ttdt [—\/1 +z“]
z2 ; z

ve 2 1 1
68. &(z) =A‘z sint® dt, £ >0 [T\/:smz'+ nz—z]
T
69. ®(z) = / e dt,z>0 " - Ze"]
Inz

1.9. Plosny obsah rovinnych obrazciu

Je-li obrazec ohraniden pfimkamiy =0,z =a,z=> J ) y=fx)

a kiivkou y = f(x), kde f(z) >0 pro z € (a,b),
pak pro plosng obsah P tohoto obrazce plati :

P= / f(z)dz.

e Stanovte plosné obsahy obrazcii ohrani¢enych kfivkami :

Piiklad 70. y =2 -4z +3, =0, y=0

Regeni : Rovnici dané kfivky zapiSeme ve tvaru y = (1: - 1){z - 3).
Z obra.zlku je vidét, Ze obsah je

P=/ (x? — 4z + 3)dz =
0

3 1
; _ % o2 =1_ _4
_[3 2z +3IE]0—3 2+3—-3.



2 -2 ;.00
2 2 9
—2/ stdr=8[s] —2[%| = 32
= 0 0 31lo 3
]
-a®
Pi‘ﬂclad72.y=m, y=0, a>0
Resent : | o 5 oo
P=/ ——~—2a 2(i:c=2(13/ __da: =
o T2 +a o T2+a?
b v
d 1 b
= 2a® lim = T — 23 lim —-[arctg E] =
booo Jo z2 + a? b0 @ alo
= 24? lim arctg — = 2a% - T = a’n. v
b—ro0 a 2 -

Pi#iklad 73. z = a(t — sint), y = a(1 — cost), t € (0,27), y = 0. Redeno slovy : stanovte

plosny obsah obrazce ohrani¢eného osou z a jednim obloukem cykloidy.

Resent : Jelikoz kfivka je zaddna parametricky, pouzijeme nésledujici zapis :

2an ¥

2n
Potom P = / a(l — cost) - a(l — cost)dt = k
0

b t2
p= / ydz = / y(t) - #(t) dt, kde z(t)) = a,3(ts) = b.
a )

2T 27
1 2t
=a2/ (1—~2cost+cos2t)dt=a2/_ (1 —2cost++c¢) dt =
0 0
* 1 1sin2tq2n 3

— 2 — 3 — — - 2. P— = 2

=a [t 2smt+2t+2 2 ]0 a 5 2 = 3a°w. [
74. z = acost, y = bsint, te (0,2n) ' ‘ ‘ [wab]
75. £ = acos’t, y = asin®¢, te(0,2m) [%a’]
76.z=9y% zy=1, =4y 3 [1/6 +1n2)
TM.oy=2, y=21% y=8, (z20) [28/3 — In 16}

POZNAMKA : Plosnym obsahiim rovinnych obrazcd se budeme podrobnéji vénovat v kapitole pojednavajici

o dvojném integralu.

1.10. Objem a povrch rota¢nich téles

Méjme téleso vzniklé rotaci kolem osy z obrazce ohraniceného 0sou T, primkami
z=a, z= b akiivkou y = f(x), kde f(z) >0, z € (a,b). Potom pro objem V a plosny
obsah povrchu S tohoto télesa plat?

b b Fe
V=1r/ f?(z) dz, S=27r/'f(a:) 14 [f'(z)]? dz.



Piéklad 78. Soumérna parabolickd tse¢ se zékladnou a a vyskou h rotuje kolem zékladny
tj. tétivy paraboly. Stanovte objem vzniklého télesa.

Resent : ) . o .
y Parabolickou tse¢ umistime do soufadnicové soustavy tak,
A aby osou rotace byla osa z . Nyni sestavime rovnici této
paraboly : vrchol paraboly je v bodé [0, k] ,
tj. y — h = 2px? a parabola prochdzi bodem [%,O]. Z této
podminky vypoéteme parametr
x 2 —2h
[# o 3\ 0—h=2p- = —p=—".
b 4 a?
Tim jsme obdrzeli rovnici paraboly y = h — 4 — a: a hledany objem bude
-y 162¢
V=7r/ (h— .1:—27r/ h21——8—3—c— f)dz=
—a/2 a
8 =« 16 z%ye/2 8
_2h2[——— 27 = —mha.
T T 3 T e Bl Bl -

P#iklad 79. Obrazec ohraniéeny parabolami y = z2, y? =z se ot4éi kolem osy z.
Jaky je objem takto vzniklého télesa?

Resent :

0o 10

Pi*iklad 80. Obrazec ohranic¢eny jednim obloukem cykloidy dané parametrickymi rovnicemi
z =a(t —sint), y = a(l — cost) a osou z rotuje kolem osy z. UrCete objem
a plosny obsah povrchu tohoto rotaéniho télesa.

w_ (1—sin’t) cost) dt = 7 a® g o = 5n2g3

- 2
= na® (1 3cost+
.'i:=a(l‘—-cost), y =asint

27 :
S= 27’/ V )* dt = (&)? + () = a*(2 — 2 cost)

—27r/ a(l—cost)\/ia\/l—cos tdt =2v2d? 7r/ (1 — cost)
0

0

2 ty ..t
=2\/§a27r/ 2v/2 sin® —dt 8a 7r/ (1—cos2—)-sin—-dt=
0 2 2

LM

dt =

0

2:
3t]wzgaz’w. .

t 2
=8a27r[—2cos—+—cos - 3

2 3 2)o
Priklad 81. Obrazec ohrani¢eny jednim obloukem cykloidy a osou z rotuje kolem osy y.
Jaky je objem takto vzniklého rota¢niho télesa?



: N b
Reseni : Objem se v tomto ptipadé spocitd pomoci vzorce V, = 27 / rydzr =
a

2n
_ z = a(t —sint) dz = a(1 — cost)dt _ . 2 T
= [ y=a(l —cost) | 0<t<on ] _27T.L a(t —sint) - a*(1 — cost)” dt =

2 .
= 27ra3/ (t(l —cost)? — (1 — cost)? sint) dt = 2ma®(I, + 1), kde
0

u=¢t v =(1-cost)?

2
I =/ t(1 —cost)?dt =
0

v =1, }v:%t—2sint+8i!;2t = »
3 1 o 273 in 2t
= [t (Et_QSinH_Z sin 2t)]0 —/0 (§t—/2sint+s—":-l—) dt = %-4?r2-— 4n? = 372,
2 . . 1 ‘ 2r
I =— (1 — cost) sint,dtz—{—-(l—cost)s] =0
: 0 3 0
Po dosazeni je V, = 2ma®- (3n% + 0) = 6ma’. _ [

P#iklad 82. Oblouk OP kiivky y = V23 , kde O =[0,0] a P je jisty bod kfivky,
rotuje kolem osy r a potom kolem osy y . Jak je tfeba volit bod P,
aby objemy obou takto vzniklych rotacnich téles byly stejné?

Reseni : Oznacme soufadnice bodu P = [b, Vb3 ]. Potom

b b
szﬂ'/ y2dr=Vy=27r/ zydz,
0 0

' b 4 b
b .
y=x3/2, Vo=n| z¥dz=7—, V, =2n« z-zsf'2dx=27r-g-b7/2.
y :
0 7 4 0 7
. bt 4mbT/? .. 162 '
Z rovnice T obdrzime b= (7) . [}

e Stanovte objem a plosny obsah povrchu télesa vzniklého rotaci kiivky kolem osy z : '

o enddt 4 — asin " 32 g . 12,
83.z =acos’t, y = asin’t, te€ (0,7) [V—-ﬁra,s—«‘s—wa]
84. 2=z, 1<z<4 [v =L, 5= ZarviT-5v3

e Stanovte objem télesa vzniklého rotaci kolem osy y obrazce ohraniceného danou kiivkou
a osou .

85.y =sinz, z€ (0,7) , 277
86.y=1°—z, c€(l,2) | (B3]



II. Diferencélni pocet funkei vice proménnych

I1.1. Definiéni obor funkce dvou proménnych

o Uréete definiéni obor funkci a zakreslete jej :

2
Pidklad 87, z = &)

Reseni : Proménné x a y musi spliiovat sou¢asné tyto podminky :

2?y>0 — y>0,

z#0

y—z>0 — y>=zx

Dy = {[z,y] € B2 : <0,y > 0},

D, = {[z,y] € B> :z > 0,y > z}.
Pro defini¢ni obor dané funkce dostaneme D = D, UD,

]
y-1
Priklad 88. 2 = arcsin
Resens :

Proménné z a y musi spliiovat
soucasné tyto podminky :

_1Sy_~_}.
z

<1 a z#0.

—rz+1<y<z+1
—z+12y>2z+1

Takze plati: z>0: —-z<y—-1<z —

z<0: —-z2y—-12=x
D= {z,y) € E2: z <0,
D, = {[z,y] € E;: x>0,

—
r+1<y<1-z},

l1-z<y>z+1}
Pro definiéni obor dané funkce dostaneme D = D; U D;.

#z*+y* <l z29°)

16
90.2 = In ;§+—yz

[z +y* < 16, [z,y] #[0,0]]

91.z = 3-7In(z+Iny)

ly>e™ )

92.2 =2z +y — 4+/16 — 2% — ¢/

[2* +y® <16; y > 4 21]



llzl +1yl <1)

[zy > 4]

94. 2 =+/zy—4

I1.2. Limita funkce

e Vysetiete limity funkce v bodé :

: 2 2
Pifklad 95. lim Sn@+y)
[eyi-[00 2+ y?

Reseni : Vyuzijeme skutecnost, ze lim (22 +4*) =0 a provedeme substituci

[z,sé]—*[O,(g
. int
t = 2 + y%. Potom sin(z” +y7) = lim smb_ 1 . |
[zy={0,0) 2+ y? t—0 ¢ -

2 _ 2 2

Priklad 96. lim — -2
(z.9]-[0,0] z2 + y?

Reseni :  Pfipomeneme si zndmou vétu :

Eristuje-li dvojnd limita , pak existuji limity dvojndsobné a jsou si rovny.
lim f(z,y)=A = lim (lim f(z,y)) = lim (lim f(z,y)) = A
/Yo

[z,y]—[z0,y0] y—yo TITo Z—+To Y—
Odtud plyne
lim (lim f(z,y)) # lim lim f(z,y) == lim f(z,y) neexistuje.

TT0 Y—Yo y—Yo THTo [z,y]=[zo.vo]

Tedy konkrétné :

2 — 22 2
lim (lim __2_y) =lim=— =
z—0 "y—0 x + y? z—0 12 . A C .
2 — vySetfovand limita neexistuje .
-2 =2
lim (llm —2—— = lim =-2
y—0 20 I +y y—0 y2
]
-
Priklad 97. lim 4—— [,y € M, kde M = {[z,y] € E;; z —y # 0}
[z,y) 2 [1,1] T
[z,y)eM
Reseni : Jde o neugity vyraz ”?—, " ale nabizi se elementdrni uprava, kterou provedeme
— _ 2 2
_ lim x4 y? lim (z—y)(z +a:y2+y 2
Elo L1 2~ o1 (@ - YE+y)E 1)
[z, ] eM [z,y) e M
3 .
2 +zy+y° _ 9 -

[zyl—»[l ] (z+y)(z2+y2) 4
[z,y]eM

1Q



2

. lim Ty [neexistuje]
k00t +32
tg (2 + %) 1
100. 1 —_— =
T eaiolo0] 3(z% + %) [3]

I1.3. Spojitost funkce

99

] 2@ 4%
' [z,s}fffom 72 + y? @
Ty '

101. i —_—

' [z,y]l—rffo,o] |zy| [neexistuje]

1‘2 y2

T 0’ 0
Piiklad 102. Vysetiete spojitost funkce f(z,y) = { Vot +1-1 2] # 0,0

v bods [0, 0].

Regent : Funkce f(z,y) je spojitd v bodé [zo, yo], pravé kdyz  lim

.'L'2 y2

V nasem piipadé lim ———m
* PEP [z4]-00,0] /2292 + 1 —1
=2 = f(0,0) — dané funkce f(z,y) je spojita v bodé [0, 0]. [ ]

. 1
=lig
- 2Vit+1

103. Ukaite, ze funkce f(z,y) = {
: 0,
v bodé [0, 0).

] [m,y] # [Ov 0]

NEEw

2, [z, 4] = [0,0]

f(z,y) = f(any0)~
[I»U]"’[l‘o,yo] L

— ‘gl _ [ substituce ] _ 1- t l’ﬂ
0 t—0

neni spbjité.
[z,9] = [0,0]

[Ndvod : Pouzijte dvojnasobné limity.]

e Uréete mnoziny, na nichz jsou dané funkce definované a Spojité :

2?4z -12
104. Lrr--c
04 f($7y) x2+y4+1
105. f(z,y,2) = e’ .sin(z +y)
1
106. f(z’ y) - 2 — 2y
o2y
107. =0
T @) = m s

1

108. f(z,y,2) = o m
sin (z2 + y? + 2%)’°
x? 4y + 22
_ 1
|lzy| + |2]
y+4
2y — oy + 422 — 4z

109. f(z,9,2) =

110. f(z,y,2) =

111. f(z,y,2) =

(E2]

[Es]

[B: - {y= %)
1:2y2

[E2,lze dodefinovat £(0,0) = [wl]i_’m[o’o] e =0]

(Es — [0,0,0f y P+ +2=1)]
|E3, 1ze dodefinovat £(0,0,0) =0 ]
[Bs —{z=0}n {zy=0}]

[Bs—{z=0}U{z=1}]



11.4. Parcidlni derivace

o Najdéte parcidlni derivace prvniho fadu danych funkc1 podle jejich promennych

of _of
Pouzijeme oznageni : f, = 9z af,= '
Priklad 112. f(z,y) = (27 — 3y)*
Reseni: fl=4(2z-3y)*-2 , fi=4(2z-3y)’-(-3) .

Piiklad 113. f(z,y) = 5z*y* + g +22% = 3y

§ Reseni: fo=20z%*+-+4z , f,= 10z'y — _:% -3 -
E Yy Yy
£

Priklad 114. f(z,y) = v y>0 |
Regenz, N f; = y12+3 . lny 2z , f; —_ (1.2 + 3) . y$2+2 ' -

Piklad 115. f(z,y) =

Y
—_— ro |z| >
o pro |z| > |y|

Reseni: fl=y —2z = —zy
B T N R D RV T
V-l -y ——— , o
2 x?_y2_ x2_y2+'y‘2' _ . m2

z? —y? T (@) - (22— 1P /‘xz_y:'

Priklad 116. f(z,y, 2) = (z¥)°

Reseni :  f(z,y,z) = a¥*, f,=yza¥"}, f!’l =z¥*-Inz-z, fi=2%-lnz-y.

e
Il

- Piéklad 117. Urcete obor diferencovatelnosti funkee f(z,y) = zv/ z2 — 32,

< z —zy
Reseni : fl=V12-9y* + ——, fl = —.

z [x2 — 2 y /12 — Y2
7 teorie vime, Ze spojitost parcidlnich derivaci je postacujici
podminkou pro diferencovatelnost funkci. Tedy hledany obor
musi splﬁovat podml’nku

?—y*>0 — |y| <zl
Dx—{[w yl € Bz <0,y € (z,-a)},
—{[x,y]EEz.x>0,y€(—x,z)}.

Priklad 118. Je dana funkee f(z,y) = In(|z| +y) + _§—15__§ . Urcete
. Jo-2 -y

a) definiéni obor (vietné grafického znazornéni), b) hodnotu f(4),

kde A=[-1,2, © %(A).



a) lz] +y>0—y > —|z|
9—22 -2 >0 —z>+y* <9

b) f(‘112)=1“(|—1|+2)+ﬁ=1n3+%
of /iy _ (-z)' 2 _u

°) az(A)—(|x|+y 9 (g_xz_y2)3)|.4_ 24
.

119. Dokazte, 7e funkce z = f(z,y) = y?sin(z? — y*) vyhovuje diferencidlni rovnici
¥z, + zyz, = 22z pro véechna [z,9] € Es.
[Ndvod : Stati spo&itat 2z, z;, a do rovnice dosadit]

o Vypottéte parcidlni derivace dané funkce v bodé A :

120. 2= V22 - %, A=[20) | [(4) =1, 2,(4) = 0]

121- z= %, =[3,2] [24(4) = —2/9, 2,(4) = 1/3]
122. f = z%e¥sinz, A=[1,0,7/6] [fL(A) =1, fi(A4) = 1/2, fi(A) = V3/2)
123. f=In(z? —y+32), A=[21,1] [£4(A) = 2/3, f3(A) = —1/6, fi(A)=1/2]

11.5. Totalni diferencidl a teénd rovina

Piiklad 124. Je dana funkce f(z,y) = _?{ - 5 -Napiste totalni diferencidl df a urcete

obor diferencovatelnosti funkce f.

S ., s . _of of . _ Y 1 =z
Reseni : Totalni diferenciél df = F dr + 3 dy tj. df = (_F - —) dr + ( + ?) dy
je funkce, pro kterou musi byt splnény podminky z # 0,y # 0. Dostaneme tyto

mnoziny :

D, = {[z,v] €E:x<0,y<0}, D= {[z,y] € E;:z <0,y > 0},
Dy ={[z,y] € E;: 2 >0,y <0}, Dy={[z,y] € E2 :x >0,y >0}

Piiklad 125. Uréete totalni diferencidl a pfirdstek funkce z = % v bodé A =[2,1]
pro Az = 0.1 a Ay = 0.2 . Porovnejte je.

Reseni : Totélni diferencidl v bodé A je dz(A)‘= %(A) dz + g—s(A) dy
" Yy 1 1 1 . _ _
Piitom dz = -2 dr + s dy,dz(A) = -3 dr + 3 dy. Zvolime-li dz = Az = 0.1
‘ 1 1
a dy = Ay = 0.2, pak obdrzime hledany diferencial dz = ~1 0.1+ 3 0.2 = 0.075,

pfitems piirlistek Az = z(zo+Ay, Yo+ Ay) —2z(zo, o) = 2(2.1,1.2) —2(2,1) =0.071.
Cim vétaf jsou piiristky Az a Ay, tim vice se lisi dz a Az. =



Priklad 126. Pomoci totalniho diferencidlu vypoéitejte pfiblizny piirustek funkce

z=arctg§’_- pfizméné zodzy =1doz; =12 a yody, = -3
do y, = —3.1.
Reseni : Piirtstek pfiblizné nahradime diferencidlem tj.
Nz=dz= %(A) -dz + g—?zj(A) -dy, kde A[l,-3], dz =0.2, dy = -0.1.
Spotitame ' o
0z 1 Y 3 0z 1 1 1
-—-—A:: L Bed 1:—-—, —-——A:———y—-l:—.
63:( ) (14—(%)2 ( x2)> A 10 By( ) , (1+(¥)2 z) A 10
3 1

Potom dz= o -0.2+ 0 (—0.1) = 0.06 — 0.01 = 0.05. (]

Ptiklad 127. Vypotitejte pfibliznou hodnotu vyrazu ln(\/9 0 —+/0.99 — 1) pomoci
totdlniho diferencidlu.

Regeni : Polozme 2(z,y) = In( \/_—\/_ 1), o =9, yo = 1, pak dz = 0.03, dy = —0.01.
PouZijeme vztah '

. 0z 0z -
Az = z(z + Zo, ¥ + Yo) — 2(To, Yo) = = (T, Yo) - dx + = (%o, o) - Ay,
. oz dy

ze kterého dostaneme
. 0z 0z :
2(z + 2o,y + Yo) = 2(To, Yo) + £ (7o, Yo) - dz + By (%o, Yo) - dy.
Pfipravme si : '

: 0z 1 1 1
oo w0) =5~ VI-10=0, L= (e =) o5
0z 1 =1 1 , .. . '
B_y (A) = (\/_ A . 2\/@) I(g V= "o Nyni dosadime a vypoéteme hledanou
hodnotu - In(v9.03 — v0.99 — 1) = % .0.03 — % . (~0.01) = 0.025 . .

Priklad 128. Vypoéitejte pfibliznou hodnotu vyrazu 0, 98*% pomoci totalniho
diferencidlu. ‘

Resent : z(z,y) =2¥, xo =1, yo = 3, tj. A =[1,3], dz = —0.02, dy = 0.04, takze

, 0z 0z _
2(0.98,3.04) = z(A) + e (A) - dr + 3y (A) - dy =

0z 0z '
9z _ . 92 _ —=1+3-(=0.02) +0 = 0.94.
[6z 27, =2 lnx] 1+3-(=0.02) +0 .

Priklad 129. Najdéte rovnici teéné roviny 7 a normaly n plochy z = 212 — 4y?
vbodée A=1(2,1,7].
Reseni : Tetna rovina 7 ma rovnici
V 0z

T Z’—Zo=a—x(A)'(-T"xO)"'gz'(A)’(y“yO),

kde A = [z, Yo, 20), a’zo = 2(xo,Yo). V daném piipadé 20 =2-4-4-1=4 —>



A=1[2,1,4], g—z— (A) = (4z) = 8, g—; (A) = (-8y) A='—8 —_

T: z2-4=8z—2)—8(y—1) — 85 —8y—z—4=0.

Normala n je pfimka prochézejici bodem A, jejimz smérovym vektorem je normalovy
vektor roviny 7. Tedy n:[z,y,2] =(2,1,4] +¢(8,-8,-1). , [

Priklad 130. Najdéte rovnici teéné roviny 7 plochy z = z? + zy — y® + T + 3 rovnobézné
s danou rovinou g: 5z — 3y — 2 = 0.

-4 [Ys A a a v
Reseni : Musime najit bod A , v némz a—; =5, a—; = -3. Z toho dostaneme soustavu
rovnic { 2: i- g;':l _=35" Odtud zo = 1,yp = 2, 20 = 2(z0, yo) = 3, takze

A =[1,2,3). Rovnice tetné roviny 7: 5z —-3y—2+d=0, A€rT

— 7:52-3y—2+4=0. [
e Vypocitejte pfiblizné hodnoty danych vyrazti pomoci totdlniho diferencialu :
‘ , v0.97
131. V7.95 . /8.96 59742 132, ——————— 0.936
‘ { ] 1.023 - /0.99 [ !
133. v4.04-1n1.02 - arctg0.9 [0.0314]
o Najdéte rovnici tecné roviny 7 a normély n plochy z = f(z,y) v bodé A :
134. z=4y/22+y2, A=[3,4,7] [12z + 16y — 52 = 0; [z,y,2] = [3, 4, 20} + £(12, 16, —5)]
135. 2 =zy, A=[0,0,7] [z=0; [z,y,2] = £(0,0,1)]
1 2 2 2
=22 . cos = =12 =7 (y=2). =[12 T~ _
136. 2 ==z COSy, A—[l,ﬂ_,? [z— 1 (y w)’ [z,y,z]—[l,w,0]+t(0, T l)]
1 1 V2 v T —2/2y+z-m+2=0;
187. 2= - arcsing, A= [2,Y57] ‘
o ! 2 2 [ [£,y,2] = [%_\g__g%] +t(m, —2v2,1)

o Najdéte rovnici tecné roviny 7 plochy z = z(z, y) rovnobézné s rovinou g :

138. 2 =22 4% p:8—-6y—2-15=0 [r:82—6y—z+1=0]
139.z=ln(.1:2+2y2), 0:2x—245=0 [r:22-2-2=0]
140. z =2” -y’ + 62y + 22, @:4x+6y—2=0 [ridz+6y—z—1=0]

I1.6. Derivace a diferencidly vyssich fada

Priklad 141. Najdéte vSechny parciéglm’ derivace druhého fddu funkce
flz,y) =ay’ —y- eV



< 0
Reseni: fl = a—i = yd—y. "t fy= 3zy® —e* Y —y. €2V .2y = 3zy? — etV (1+242),
" Qif_ - a(%ﬁ) =—y z+y2
= fx? Oz !

= 6zy — 2ye”tV (1 + 2y?) — TV 4y = 6zy — €Y (6y + 4y°),

r

= —_— = L = 3y2 - ez+y2 — y€$+y2 . 2y = 3y2 - ex+y2(1 + 2?/2),

W Qzdy Oy
a(3L)
"no_ Oy — 2 z+y? 2
vz 5 3y — "V (1 + 2y°). N N
Vidime, ze pro uvazovanou funkci f plati ax—gy = 8y_8fx
ve vSech bodech [z,y] € Es. ™
Priklad 142. Ukaite, ze funkce u = arctg (2z — t) vyhovuje parciédlni diferencidlni rovnici
*f ,,f |
31'2 +261}6t =0v E2.
o ou 2 Pu -2 2(2:1: -t)-2 -8z —t)
Reseni : — = ——, Y )
dr 1+ (2z—1)? oz 1+ (2z —¢)?)? [1 + (2z — ¢t)?)?
FPu  —2-212z—t)-(-1) 42z —1)
oxdt ~  [1+(2z—-1t)22  [1+4(2z—t)2?
Po dosazeni je ziejmé, ze rovnice plati ve vSech bodech [z,t] € E,. =
Priklad 143. Dokazte, ze 1 (0,0) # —=— 82f (0,0), jestlize
PIOKAZIE I Bz oy By Oz )

z? - 292
f(z7y) — { Ty .'L'2 + y2 pro [xvy] # [03 O]
0 pro [z,y] = [0,0].
Reseni : Snadno se piesvédéime, Ze funkce f je v bodé [0, 0] spojité : o, l]m%0 ’ flz,y) =
=0 = f(0,0). Derivace f,(0,y), f,(z,0), fz,(0,0), f,;(0,0) vypotitdme pomoci
piislusnych definic :

b

[
&
&
£
E‘}} :
L

2_9,2
R i
;;(0,0)_1, £=(0, ’“)kfz(ﬂ 0)_116‘*0 —:k o
00 B0
2,(0,0) # £,,(0,0). .

ajdéte diferencidly uvedeného fadu :

Priklad 144. z =sin(2c +y), d*2=7



Resend : Diferencisl n-tého fadu d"f = (da: 589—; +dy- %)n f, potom

0 I\2 &z, ., 0%z %z ,, s
d*z = (dxéz-i-dy%) z= b?(dx) +28x3yd$dy+5,;ﬁ(dy) =
= —4sin(2z + y) (dz)? — 4sin(2z + y) dz dy — sin(2z + ) (dy)? =
= —sin(2z + y) (2dz + dy)*. .
Pitklad 145. z =28 — P —zy + 3%, dz=7
< 3z 0%z 2%z 3z
Resend d’z 323 (dz)° +3 9520y (dz)*dy + 3__833 B dz (dy)” + o (dy)
L =3z — v, 7, = —3y> —z + 2y,
2, = 6,

"o_ _ "o_ _

2y, = —6y +2, Zgy = —1,
mo_ moo_ m "
Zyzz = 6, zyyy - —67

ey Zoyy = 01

3z = 6(dz)® — 6(dy)*.

]
Priklad 146. u = e2-%, 2u(4) =7, dPu(4) =7, d"u(4) =7, A=0, 0]
Reseni : d*u(A) = (62"3”(2(13: - 3dy)2) ‘A= (2dz — 3dy)?,
d*u(A4) = (eh‘sy(2d:z - 3dy)3) L= (2dz — 3dy)?,
d"u(A) = (e2x‘3y(2dx - 3dy)") ‘f (2dz — 3dy)™. »

Diferenciély lze pouzit v dilezité Taylorové véteé : Necht f(z,y) je funkce (n + 1)-krdt
diferencovatelnd v kaZdém vnitrnim bodé obdélnika M se stiedem v bodé A = (%o, Yo)-
Potom ke kazdému bodu (z,y) € M ezistuje bod (§,n) € M takovy, Ze

faw) = )+ + B D R
ke () = df (2o, 30) = L (4) - (2 = 20) + A) - (= w0,
2 2 2

£108) = ZLa) (a0 42 o (A)- (= 20)- (4= 0 + () (= )

PID =Y () o) (=20 = )™
k=0
Rpy = -Gz—%mdnﬂf(& n)-

Pidklad 147.* Napiste Tayloriiv rozvoj funkee f(z,y) = 2° — 3xy? +y? + 4z — 5y
v okoli bodu A = [2,—1] a vysledek vyutijte k vypoctu hodnoty funkce f
v bod¢ (2.1,—1.1).

Resent :
f(A)=16, dr=z—-To=2—2,
F1(A) = (322 — 32 + 4)|A= 13

} — dz(A) = 13dz + 5dy = 13(z — 2) + 5(y + 1),
f1(A) = (~6zy +2y ~ 5)lf 5

dy=y—yp=y+1,



. (4) = (6z)| =12
" (A) = (—6z + 2)|f 10
(4) = (~6y)| =6

zy

22(A) = 12 (dz)? + 12dz dy — 10 (dy)? =
=12(z - 2)> +12(z - 2)(y + 1) = 10(y + 1)? ,

m (A)

TT 6

" (A) = —6 — d*2(A) = 6 (dz)>—18 dz (dy)? = 6(z—2)°—18(z—2)(y+1)%,

yyz

n(A) = fim(4) =0

= Jyyy

flz
R4 =

,y) = 164+13(z—2)+5(y+1)+6(z—2)*+6(x—2) (y+1)—5(y+1)*+(z—2)°-3(z—2) (y+1)?,
0,
f(21;-1.1) =16 +13-0.1+ 5(-0.1) +6-0.12-6-0.12—5-0.12 4+ 0.13 - 3. 0.1* =
=17.3 — 0.552 = 16.748. | "

Priklad 148.* Napiste Tayloriv rozvoj ¢tvrtého stupné funkce f(z, y) = cos(z? + y?)
v okoli bodu [0, 0].
2 4

Reseni : Pouzijeme Tayloriv vzorec pro cosz =1— %— + v do kterého dosadime
: 2 1 ,2)2 2 ,2\4
g I § cos(x2+y2)il—(x "2"?!) +(x ‘Z'y);
‘ ) ! !
Ti(z,y)=1— -2—(:::4 + 227y + o). .
e Najdéte parcilni derivace druhého faddu dané funkce :
_ 3 "o_ 38(2t—33) "o -1 "o __ o1 —382
149 ¢(3, t) —_— ln(s + t) [¢ss - (.93 +t)2 ) ¢tt - (83 +t)2| ¢at - ¢ta - W)_i]
2
cos T -1,
150. ¢(z,t) = 7 [q&',’, = 71(412 cosz? + 2sinz?), ¢, = t—23—cos:c2, ou = %s‘mzz]
151. f(z,y) = % fio=a%e® Y, = b2ttt fI = abe® ™
¥y v

e Rozlozte funkci f(z,y) podle Taylorovy véty v okolf bodu A pron=4:

152.*% f(z,y) = 2° + 522 — 6zy + 2%, A =[1,-2]
[ flz,y) = 26 + 25(x — 1) — 14(y + 2) + 8(z — 1)* ]
+2y+2)?-6(z-1)(y+2) +(z-1)°

_ 2 e iy f@,y) = (@ -2 +3u+1) + (& -2+
153.* f(z,y) = 2" + 3oy —y* + 1, A=[2,-1] 43y +1)2 +3(z - Dy +1) - (y+1)°

I1.7. Gradient. Derivace ve sméru

o Uréete odchylku gradienti danych funkei v bods A :

Pidklad 154. f(z,y,2) = o¥ +yz, g(z,y,2) =sin(z2) + T +y — g ~1, A=[1,1,0]



of of of
\9z’ 9y’ 8z
grad g = (z cos(zz) + 1,1+ %,mcos(mz) - %) — grad g(A) = (1,1,0)

Reseni : grad f = ( ) = (yz¥ !, 2¥Inz + 2,y) — grad f(A) = (1,0,1)

Ozna¢me ¢ = <(grad f(A),grad g(A)). Potom
1
_1,01) 1LL0 1 (ng_ .

V2 V2 o2
Priklad 155. f(z,y) = arctg g, 9(z,y) =yvz, A=1,1]

cos

| Regend : grad f(A) = (%, —%), grad g(A) = (%, 1),
cosp = (%’\}? \(/%é Y = —2\\//55. — @ = arccos (~§)

Priklad 156. Urcete, ve kterych bodech je gradient funkce f(z,y, 2) = 2% + y? + 2% — 2zyz
- roven nulovému vektoru. ‘

Reseni : grad f = (22 — 2yz, 2y — 22,22 — 2zy) = (0, 0,.0) — z—yz=0

y—zxzz2=0
z—zy=0
Je ziejmé, ze jeden z bodi bude bod A; = [0,0,0]. Dalsi spocitame ze soustavy :
T =yz A2=1,1,1, A3=“’1,1,—1,
{y—yz2=0—+z=:l:1}—;A_{_1 _]1 . A—{l ’ _1}
z2—ylz=0—0y==l1 s =[-1,-1,1, A5=1[1,-1,-1].

Priklad 157. Urcete, ve kterych bodech m4 gradient funkce f(z,y, 2) = (22 + y?)%/?
velikost 9.

Resdent :
|grad f| = |(3z/7? + y2,3y\/2? + ¥?)| = \/92%(2? + y?) + 9% (2% + y?) =9,
92%(z% + 9?) + 9y%(2? + y?) = 81,

@+’ =9 — 2" +4° =3
Hledané body lezi tedy na kruznici o poloméru v/3. [ ]

e Vypoitéte derivaci funkce f ve sméru §v bodé A :

Priklad 158. f(z,y) =2z* +zy +¢®, §=(3,—-4), A[L,2]

Resent :

?_‘f. = . i — 3 2
- Af v _apy . (3—4) _30-—52 22
grad f(4) = (10,13), 7=(4) = (10,13) - —= — =5 =% .

Priklad 159. f(z,y,2) = 2° + 4 + 23 — 3zyz, A =[1,-1,2]; §je jednotkovy vektor
uréeny svymi smérovymi dhly 7/3,7/3,y, « € (0,7/2). '

Reseni : 5= (cosa,cos 3, cos7), kde cos? o + cos? B + cos?y = 1, 3] = 1. Tedy



1\2 1\ 2 s 2 1 _m
(5) +(—2-) +cos“y=1— cos 7—§—> ’Y——"€<0,7f/2)-

6f(A) grad f(A) - §= (32 — 3yz, 3y* — 3zz, 322 —3zy)| (5 %’g) =
IR .

P#iklad 160. f(z,y,2) = % + 2y% — 22, A =[-3,2,4]; smér 5 je smér vektoru AB
kde B = [-2,4,2]. |

- of ’ § (1,2,-2)
Reseni: 5= AB = (1,2,-2), = 2z, dy, ~22)| o = (~6,8, ~8) ——mt =
(W22 gl =tinty ’Am%( F
== 1 6
3( -6+ 16 + 16) = 3 ; [ ]
P#iklad 161. Uréete derivace funkce z = 22 + In(z + 4?) v bodé A = [3,2V/3] ve sméru
teény k parabole y? = 4z. Uvazujte vektor svirajici ostry thel s vektorem i
Regeni : Soufadnice smérového vektoru teény ziskdme z jeji smérnice
-
’ s y=2E V== ki=y(4)= o =tga
Ly \/5’ A Yy 3 g
v h a=l gt _T_T
A 6 "2 6 ¥
a : - o V3 1 _
— - s—(cosa,cosﬁ)—( 5 ,2), 5] =1
Nyni si pfipravime grad 2(A) = (2x + v y2’ m)l = (%, 4—1?), takz
hledand derivace bude
0z § (91 43\ (V3 1\ 95V3
a5\ A) = grad f(4) - 7z = ( 15)(2 3) = N .

Priklad 162. Uréete v jakém sméru je derivace funkee f(z,y) = 23y + ad +2y
' v-bodé A = [-1,1] maximélni a vypotitejte tuto derivaci.

Resent : Z obecné teorie vime, 7e derivace je maximalni ve sméru gradientu

grad f(A) = (3z y+£— z —z—+2)| (4,3) — §=(4,3).

P#iklad 163. Je dana funkce z = /2= + y, bod A = 1, 2,?], vektor §= (—1,1). Urcete
a) ve kterych bodech je funkce z diferencovatelna, b) %Z;(A), »
c) teénou rovinu ke grafu funkce z v bodé A. ’
< 1 1
Reseni: a) 2z, = =

- —, = — 2z4+y>0—y> -2z,
V2e+y Y 22z +y y vz

b) A=[1,2,2], g%(A) (; }1) (-1,1) -1

V2 4W?



1 .

—(y —2).

4(y ) : u

Priklad 164. Urcete vektor &, v jehoz sméru je rychlost zmény funkénich hodnot funkce
f(z,y,2) = 2% +y* + 2% — 2zyz v bodé A = [1, -1, 2] maximalni a tuto
maximalni rychlost vypocitejte.

c) T:Z—2=%(.’L‘—1)+

Bedeni : Funkce maximalné roste, resp. klesa, ve sméru 3, resp. (—3), kde

. — (6 oo s _L-L1)

s—gradf(A)—(G, 6’6) — l-‘l \/S ’

of , v _ (1,-1,1) _ 18

354 = (66,6 === =7 =6v3 a T _,)(A) —6V/3. ]

Piiklad 165. Urete, ve kterych bodech je gradient funkee f(z,y,2) = 2% + ¢ + 2% — 2zyz
kolmy k ose x.

Resent : i = (1,0,0) je smérovym vektorem osy , grad f = (2z—2yz, 2y —27z, 22 —2zy),

i1l gradf znamend i-gradf=0. Odtud 2z —2yz =0
takZe hledané body lezi na plose z = yz. ]

Pitklad 166. Urcete tihel vektord grad f(A) a grad g(B), kde f(z,y) = z — 3y + /3zy,
A=1[3,4],9(z,y,2) = z/22 + y? +zyz, B = [3,4,0].

Resent : gradf(A) 1 + = \/— -3+ \/3; (A) = (2, ——) € V(E,)

gradg(B) = (\/_2_+_y_ \/_____ —Ttz2,\/2?+ Y? + :ry)
= (0,0,17) € V(E3).
Vektor {2, 2 € V(E,) doplnime na (2, -—g—),O € V(E;). Nyni
4 4

(2,-2,0)-(0,0,17) _
|(2,-— 0)I (0,0,17)]

. ™
cosp = =73 ]

9
137 7 3
[v bodeen [-3, 3] = [5.-3]]
168. Ve kterém bodé je gradient funkce f(z,y,2) = 22+ -2 +2y+3y+82

a) kolmy k ose z; b) rovnobézny s osou 2; c) roven nulovému vektoru?
a) v bodech roviny z = 2 tj. [z,¥,2]

b)vbodechpnmkyz-—l, y=1,z=t
1
of-312]

-1, y # 0, v bodech

1 1
167. Ve kterych bodech je gradientem funkce f(z,y) =In (a: + a) vektor (1, ———6) ?

169. Naleznéte thel ¢ gradienti funkce f(z,y) = arcsin z
A=[1,1,B= (3,4]. ‘ | [cosv:%]

e Je déna funkce f(z,y), bod A a vektor 8. Urcete, ve kterych bodech je funkce f

diferencovatelnd, spocitejte 53—,(A) a napiste rovnici te¢né roviny ke grafu funkce f
v bodé A : "



170. f(a:,y) = le+y, A?[I,O,?], §= (—1,1) [x#0, %(A):O,z-#—y-zzo]

171. f(z,y) = 2 + 3y + 3%, A=[1,0,7], §= (‘1,2) (Ea, %(A):%, 2 +3y—2—1=0)

172. Uréete v jakém sméru je derivace funkee f(z,y) =In z + Z, v bodé A = [3,0]

maximalni a vypoéitejte tuto derivaci. [§= grad f(A) = (0, g), %,(A) = %]

z,y) = 22 — y? v bodé A = [2, 3] ve sméru §, svirajici

(a= % je smérovy ihel) [%(A) =2- 3\/5]

—~

173. Uréete derivace funkce f
s vektorem 7 thel a =

N

174. Uréete derivace funkce f(z,y,2) = 22 — 3zy + y?z — 5z v bodé A = [1, -2, —1]

o - . < . . . T _ 3r T af 7+V2
- ve sméru §, jehoz smérové dhly jsou o = 3 B = Rl € (0, —2-) 354 = _2_.]

I1.8. Derivace slozené funkce

e Vypotitejte derivace danych slozenych funkci :

P#iklad 175. 2 = e®*Iny, = =wucosv, y=usinv, — =7, — =7
v Ou ov

Resent : Zavislost mezi proménnymi zndzornime orientovanym grafem, ze kterého ses-

tavime vzorce pro jednotlivé derivace.
4

0: 02 02 0 0
/\ ou Or Ou 08y ou’

x y 0z 0Oz a_x + _8_2 oy
l><1 v Oz Ov OBy Ov
Nyni tyto derivace vypoéitdme :
M "y :
0z e . 0z - . € o
—= =¢€®lny-cosv+ —sinv, — = —€"lny-usinv+ —ucosv. [ ]
ou Y ov . Yy

POZNAMKA : V tomto jednoduchém piikladé bychom mohli dosadit za z a y. Pak
derivace funkce z = e*°*In(u sinv) by se dala spotitat pfimo, avSak nasim ikolem
je procviéeni derivaci slozenych funkci. :

1 ‘ E 0z 0z
_ 2 .2 — 2 — 2 - —
Pritklad 176. z =In(z* + y +t—2-), z=u "+t y=u"—u, 55—?,5;_?
- Resend : R
0: _0: 0x 0 Oy 0:_0: bz T
: du Or Ou Oy Ou Ot 9z ot Ot
X t y (Derivace s pruhem %; je pomocné oznaceni a odpovida
\u/ piimé sipce od z k t, kdezto % je celkova derivace
z podle t.) :
0z 2z 2y

2
=g T Nt 5T = ————(2zu + 2yu — y),
ou $2+y2+217 w2+y2+;§ $2+y2+212_( Y y)



0z 2z 1 2 2 1

— = .1+ —_—— )= —— T - — ). a
ot x2+y2+;15 .’L'2+y2+?1g( t3) :L.2+y2+t%( t3)

1 du 1 Ou 1 Ou

— f(h o o 4 e .
P_i‘ﬂclad 177. u= f(z* +y" — 2z ). Spotitejte vyraz V = 5z T 1oy + Pl

Rese Oznacmet—a: +y*— 224 Paku= f(t) a
ou du Ot 3
i‘ | rrialrA b AU
, du du Ot
/i\ gy—dt'@—f(t)-‘ly,
ou du Ot _
X y z = Q.3
Po dosazeni snadno spotitame, ze V = 0. =
‘ 0%z 0%z
P#iklad 178. z = uwv?, u=zlny, v=ylnz, 3_3-3—y=?’ 5@72:?
Reseni
/\ Nejdfive spocitime — a potom ——— Pz 92—2
u v 3y 8 By 6y2
Q-z-—-aﬁ-?ﬁ-{—%-a—v—vz-—-*r?uv-lnz
gy oOu Oy Ov 8y Y '

B , ‘o . 0z
Nyni zndzornime zavislost derivace - na u,v, %,y :

9y
O’z %) a(%) 4 a(%) Ou + (%) ov _

dzdy = O oz ou Oz ov Oz

2
‘A\ v—+2—zg+2vlnx lny+(2—y——+2ulnx)

X4e—Uu Vv—>by Y

"/ o _0%) G 05 ou 0&) ov_

8y~ Oy Oy ou Oy v Oy

vz

=-—— +2vlnz: —+(——+2ulnx) ‘Inz. [
y? Y (/] :
179. Presvédéte se, ze funkce y = f(z + at) + g(Z — at) vyhovuje parcidlni diferencidlni
02 002
rovnici —at—g —as g = 0. Predpokldddme, ze f a g jsou dvakrat diferencovatelné
funkce. [Névod: u=z+at, v=c—at, y= f(u)+g()]

Presvédéte se, ze funkce z = f (2) spliiuje rovnici z - _(')_z +y- _B_z = 0. Pfedpo-
T oz Oy

kldddme, ze f je diferencovatelna funkce.

181. Jsou dény funkce z = f(u,v), u= z? — g%, v = e*¥. Spotitejte d1ferenc1alm vyraz
kde f je diferencovatelnd funkce. [W (1: +y%) e = of ]

182. Je d4na funkee f(z,y) = ¥, kde z = u? + v?, y = uv + v®. Spotitejte g—i— a —g%

Wyg+xay

v bodé A, jehoz soufadnice jsou u =1, v = —1. [%(A) = %%(A) <=v-ln2]



I1.9. Funkce definované implicitné

Priklad 183. Dokaite, ze rovnici 23 + y* = 22° + 2y — 1 = 0 je implicitné definovdna
jeding funkce y = f(z) v okoli bodu A = [1,0]. Urcete f'(1) a f"(1)..
Reseni : Oznatme F(z,y) = z° + y® — 22% — zy + 1 funkci, ktera je spojitd v E> a ma
spojité parcidlni derivace. K existenci a jednoznatnosti implicitni funkce y = f(z)
nyni stadi, ze F(A) = F(1,0) =0 a F, = (3y* — x) = —1 # 0. Déle spoéitdme

) 2 — Ax — 5
f@=-F=-Tmet FO=rw=- =1
w_ df'(@)  (6z—4—f)(By*—z)— (322 -4z —y)(6y-f 1)
file)=——7—=~- e ‘
f”(l) — f"(A) _ __(6 -4+ 1)(-—1]). - (3 - 4)(—1) 4 i

Priklad 184. Napiste rovnici teCny ¢ a normaly n‘ kfivky definované implicitné rovnici
F(z,y) =2y +y’r + 2%y —3=0v bodé 4 =[1,1].
Reéen{, Jelikoz F(l, 1) =0a FyI(A) — (-’113+3y2x+x2) L =5 # 0’ je rovnici F(.’L‘, y) =0

]

skuteéné definovana kfivka y = y(z), kterd prochazi bodem A.

F! 3r2y + y® + 2zy 6

! = ——= A = = ——
Y4 =~ () ( |,

T 23+ 3%z + 22 5
t: y—yo=v(z0)(z—x0), kde A = [z0, %), y-1= —g(x—l) — 6z+5y—11 =0,
n: y—l=‘%(z-1)—)5x-—6y—1=0. [ ]

Priklad 185. Rovnici In /22 + y? = arctg % je ddna logaritmicka spirala.
Stanovte 3’ a y".
. F’
Reseni : Mtizeme pouzit zndmy vzorec 3’ = —F’,, F, # 0 nebo miizeme danou rovnici
‘ y
piimo derivovat a pfitom si pamatovat, Ze y je zdvislé na z tj. y = y(z).
Derivujme pfimo :

1 2z + 2yy' 1 yr—y z+yy yYr—y
. = . -—-—-) -
VIE+y? 22+ 1+(8)?2 0 2P 2+y2  z2+y?
T+
sy =yr-y —rty=y(z-y) — M=x_; T#y

Druhou derivaci spo¢itdme podobné :
(z+yy=(1+Mﬂx—w—%x+wﬂ—yﬁ_z~y—w—y+dw—y+x+y):

T—y (x—y)? (z —y)?
b “2+2y  “WH2- T 22’ +yY) .
(x —y)? (x —y)? (z —y)?

Priklad 186. Ukaite, ze rovnici x2 + 2zy + y? — 4z + 2y — 3 = 0 je implicitné urcena funk-
ce y = f(x), jejiz graf prochazi bodem A = [0, 1] a zjistéte, zda je f(r)
konvexni v okoli bodu A. NapiSte rovnici tetny ke grafu funkce v bodé A.

Reseni : F(z,y) = x° + 2zy + y* — 4z + 2y — 3 je diferencovatelnd v Ej,



F(A) = F(0,1) =0, F'=Q2zx+2y+2)| #0,
y A

o F,  2z+2y—4 _ z+y—2 v 1
y__F,;__za;+2y,+2’_m+y+1—’y(A)‘E’
w_ (1+Y)E+y+) - (@+y-2)0+y) _ 3(1+9)
N « (z+y+1)2 T (@+y+1)
y"(A):—M——=—2<O Funkce y = f(z) je v bodé A konkdvni, jelikoz
‘ (0+1+1)2 8 ’
y"(A) < 0. TeénavbodéAmérovniciy—1=%x——>3¢—2y+2=0. .

Piklad 187. Dokaite, ze vztahem F(z,y,2) = 2% + 32%z — 22y = 0 je definovana jedind
funkce z = f(z,y) v okoli bodu A = [-1,~2,1]. Urete grad f(A).

Beseni : Funkce F ma spojité parcidlni derivace v okoli bodu A4,
F(A) = F(-1,-2,1) =0, Fi(A)=(32%+ 3:v2)|)4= 6#0. Tim je existence

a jednoznatnost funkce z = f(z,y) v okoli bodu A prokdzéna.

Nyt je grad £(4) = ( S2(4), 5-(4) ) ke

0z F, 6rz2—-2 _8z,,, 1
% F - 3E+a Fra i
0z F, -2z 0z 1
9y F!  322+3z22 — _EE(A) X
1 1 1 A
grad f(A) = (g, —5) = 5(1’—1)- =

Priklad 188. V okoli bodu [2, —2,1] je ddna funkce z = f(z,y) v implicitnim tvaru

In z + z2yz + 8 = 0. Urcete g%,lA, kde §= /ﬁ, A=[2,-2],B=[3-3]

Resent : Oznaéime F(z,y,z) =Inz + 12yz + 8. V bodech, kde F(z,y,2) =0
a F,(z,y,z) # 0 plati :

0z F, 2zy2 0z 8 0z F, 2’z 0z 4
_— _ —_ = —_——, — = _— A) = -
Oz F! L2y — ax(A) 7’ Oy F! Ly a2y - ay( ) 7
0z § 8 4y (1,-1) —12  —6v2
—(A) = d e = [ —— =] - = = .

S(4) = grad f(4) - 1z = ( =3 s =i 7

P#iklad 189. Napiste rovnici te¢né roviny 7 a normaly n k ploSe definované implicitné
rovnici F(z,y,2) = 2 +y? +2* — 25 =0, v bodé A =[3,0,4].

Reseni : Vime, Ze normélovy vektor k plose md vyjadieni
02 0 F R I
i (Z )= (BB ) —am
Je-li plocha vyjddfena v implicitnim tvaru, pak posledni zépis je vyhodnéjsi. Tedy
il = (2z,2y,22) ~ (2,9, z)l = (3.0,4),
T:3(:1:—3)+0-y+4(z—4)=0—-)3$+4z—25=0,
n:[z,y,2] = [3,0,4] +#(3,0,4). =



Piiklad 190. Napiste rovnici tecné roviny k plose F(z,y, z) =z(y+2)+22-5=0
rovnobézné s rovinou g : 3z — 3y + 6z = 2.

Reseni: #i=(3,-3,6)~(1,-1,2)
i=(F,F),F})=(y+zz,z+22) =k(1,-1,2)

y+z=k _
{ z=—k } a z této soustavy musime uréit soufadnice dotykového bodu A.
. T+22=2k '
k 3
Vychdzi z = -k, y= —5 2=3 k. Vime, ze hledany bod musi lezet na dané

plose, proto dosadime do F(z,y,z) =0 a urc1me konstantu k , a tim i soufadnice
hledaného bodu. Dostdvdme postupné

kK 3.\, (3 _ 2, 9,9 2 _
7k(--2-+5k)+(§k) =5, —K+ k=5 k=4 k=2
Al = ['—2,3, *‘1],142 = [2, —3, 1],
n:rt—-y+22+7=0, m:z—-y+22-7=0. ]

Piiklad 191. Urdete rovnici teény v bodé A = [-2,1, 6] ke kiivce v E3, dané
rovnicemi 2z2 + 3y% + 22 = 47, 22 + 2y% = z.

Resens : Snadno uréime teénou rovinu v bodé A k prvni plose 7y : —4z+3y+62—-47=10
a’te¢nou rovinu ke druhé plose 7, : —4z +4y — 2 — 6 = 0. Smeérovy vektor hledané
teény je § = iy x fip = (27, —28, —4) ~ (27,28,4) a rovnice tecny

: [z,y,2] =[— 216]+t(2728 4).
Uvedeme dalsi mozny postup. Pfi daném vyjadreni kiivky jako primniku dvou ploch
budeme piedpokladat, ze jedind nezévisla proménnd je z. Potom y a 2 budou funkcemi
proménné z, tj. y(z), 2(z). .
Hledany tecny vektor & bude (1,3'(z), 2'(z)). Proto danou soustavu zderivujeme .
podle z : ; ' '
Az + 6yy' +222' =0 . { 2r+3yy’' + 22/ =0
neboli
2z +4yy' =2 ‘ 2z + 4yy' = 2
N4s zajimé teény vektor v daném bodé, proto dosadime souradmce bodu A
~ a obdrzime postupné vzijemné ekvivalentni soustavy

4 6 )
y =4 ol _T-28_128

—4+3y +62=0 3y’ + 62 =4 H ff’ —27 27 |

- _4+4y'_’2’=0 ’ 4yl_2,=4 ,g 3 4 )
: : ; l 4 4 l —4 4
Zz = - =

58 4 \ -27 =27 27

Hledany teény vektor je 5= (1, 77 ﬁ) ~ (27,28,4). Parametrické vyjadieni
tecny je tedy opét  [z,y,2] = [-2,1,6] +t(27,28,4). ‘ ]

Priklad 192. a) Najdéte jednotkovy vektor 71° vnéjsi normaly v bode A [ -1,1]
plochy vyjadrene implicitné ve tvaru F(z,y,2) =22 +y* + 22-3=0.

b) Spocitejte %(A), kde f(a;,y, z) = zy?23.

Hesent : )n— (F i ) = (22,20,22) ~ (2,9,2), 7 = \}5(1 ~1,1)

— grad f(A) - ° = (1,2, 3) (1, \/1 D _ov3. -




e Napiste rovnici teény ¢ a normély n kiivky definované implicitné rovnici F(z,y) = 0
v bodé A :

193. F(z,y) = arcsinz + 2y =0, A=[0,2] . t:z=0n:y=2]
194. F(z,y) = 22y + 2y® — azy —a®* = 0, A = [a,q] try=-z+2,n:y=2a
195. Dokaizte, Ze rovnici In(z + y) + 2z + y = 0 je definovéna funkce y = f(z) spliujici

f(—1) = 2. Napiste rovnici te¢ny ke kiivce y = f(z) v bodé A =[-1,2]. :
[t:y—2=—-%(:c+l)]

e NapiSte rovnici te¢né roviny 7 a normaly n k plose F(z,y,2) =0 v bodé A :

196. 22 + 22 + 322 - 21 =0, A= [1,2,2]
' - [r:z+4y+62-21=0, n:(z,y,2) = (1,2,2) + £(1,4,6)]
197. 23+ + 23 +2yz—6=0, A= [1,2,-1]
: [r:z+11y+52—-18=0, n: (z,y,2) = (1,2,-1) + (1,11, 5)]

198. zyz? —z -y -2z =0, A—[l -1,-1]
[r:-22+2+43=0, n:(z,y,2)=(1,-1,-1) +(-2,0,1)]

e Napiste rovnici takové tecné roviny k plose F(z,y, z) = 0, ktera je rovnob&ina
S rovinou p. :

199. z2 +y2+22-1=0, 0o: x+2y+z—0
[z +2y+ 2% V6 = 0, body dotyku Ty 2 = [:l:%,:h?g,:tT]]
©200. 22 +2y +322-21=0, p: x+4y+6z =0 [+4y+62£21 =0, Ty 2 = [*1,+2,+2]
201. Je déna funkce z = f(z,y) v 1mphc1tn1m tvaru e* — zyz = e. Urcete f;(A), f,(4),
zy(A), kde bod A = [0,¢,1] [fe(4) =1, £,(A) = 0, fi,(A) = 1/e]
202. Jsou dany dvé plochy rovnicemi v implicitnim tvaru x +2y —Inz+4 =10

a zl-zy—-8z+ §z2 +5=0. Uréete vzajemnou polohu teénj’/ch rovin obou ploch

ve spoleéném bodé T = [2, -3, 1]. [z + 2y — z + 5 = 0 je spoletn4 teéna rovina)

I1.10.* Trans}formace diferencidlnich vyrazu

Necht platf :

1) G a B jsou oblasti v B,
2) zobrazeni g = th .-s9n) : B — G, spliiujici

[Z1,-- - 20) = |g1(U1, - s %)y ooy Gnlu, .. ,u,,)] pro vsechna [u,...,u,] € B,
je prosté a md spojité parcidini derivace v B,
0z oz,
a—u1 . aun
3) Jacobidn J=| # 0 v celé oblasti B.
0z, oz,
8u1 T aun




Potom zobrazeni g = [gy, . . ., ga] nazyvdme transformaci soufadnic [z1,...,2,) € G
do soustavy soufadnic [uy,...,u,] € B.

P#iklad 203. Je d4na tzv. Eulerova diferencidlni rovnice z2y"” + 2y’ — 4y = rlnz.
Proved'te jeji transformaci, jestlize z = €. ‘

Resend : V daném piipadé méme jedinou nezavislou proménnou z, z € G,, G = (0, 00),
y je funkce z. Transformacni funkce z = ¢: R — G, R = E;,G C E; je prostd

d
a jeji Jacobian se redukuje na jedinou derivaci et # 0 pro vsechna teR.

dt

o . d . dy . &
Spocitejme ferlvace y = % ay'= -(B—% pomoci der1va.c1. Y= d_ztl’ = dtg :
y':d_yzizy._—_y.e—t o

T dx & 3

dy’ ; ydi_t) Wt —t) L ot (s oY =2t
y'=_-= &= (y-e —-y-e )e =(j-9)-e
Po dosazeni do dané rovnice

X.o(j—7)-e+e-g-et—dy=¢e'-Iné
obdrzime transformovanou rovnici § -4y =t et. b_ _ ]
dz 0z . . -
Piiklad 204. Rovnici y - 6 —-z- 3y =0, (y > 0) transformujte do novych soufadnic

u =z, v=2%+ y? a ziskanou rovnici pak vyfeste.

Resend : Zde vime, 7e z(x,vy), u(z,y), v(z,y) a Jacobidn inverzni transformace je

1 0
-1
= 2z 2y

Ptistoupime k vypoctu derivaci :

l=2y¢0 pro y > 0,.[z,y] € R x (0,00) — [u,v] € R x (0, 00).

0: _0: du_ 0z 0v_0: 0
;az‘au dz  dv Oz Ou dv-

0s_0: 0u 9z 0v_0:  0:,
dy Ou 8y Ov 0y Ou v Y

Nym' dosadime do dané rovnice,takze postupné odvodime feSeni :

0z 0z dz dz 0z .
(c')u +a -2z )—;L‘-%-?y—o, y(%—o, 517—0 (protoze y > 0),
z(u) = konst., z = f(v), z= f(z®+y?). m
0z 02z\2 .
Priklad 205. Transformujte diferencidlni vyraz W = ( 6:1:) + (6_:5) do polarnich
soufadnic.
Regend : Transformaéni rovnice
T =TCOSY
) { y=rsingp }’

zobrazuji vzdy bod [r, ¢] do bodu [z, y], takze se oblast (0,00) x (0,27) zobrazi
cosyp —rsing

- 2 L2
sing _ reosy = r(cos? p+sin’p) =r #£0.

do mnoziny E, — [0,0]. pficemz J =

Podle pravidla o derivovéni slozenych funkci je



0z 0z O0r 9z dy¢

o) | 9z~ 0r 9z ' 0y 0%

0z 0z Or 0z Oy

8y or oy 9y oy

Zderivujeme soustavu (1) nejdiive podle z, potom podle y a pamatujeme, Ze
T a @ zavisi na z,y.

Derivace podle z :

3 1 -—rsing l
: | or _ 0 rcosyp _ T COS _
1= ar COS ¢ — T sIn (p—(p- ox cosyp ~—rsing cos ¥,
g";_‘. o gg —_— sing rcose
= — i — cosp 1 :
- Oz 1n<p+rcosqpax Op _|simp 0| —sing
) z T oo
Derivace podle y :
) 0 -—rsing ‘
Oéﬂcoscp—rsincp-a—(p ﬁ: L reesp | _TSIng = sin p,
0y oy —, Oy or r
or 6(,0 cosp 0
= —s1n<p+rcoscp dy sing 1 cos @
dy dy — = = .
dy r T
Dosadime ziskané derivace do (2) a soucasné do daného diferencidlniho vyrazu :
' 9z 0z sing 0z 0z cosyp
W-—-(—a-; coscp—% - ) +(6_ s1n<p+-5—<; - )
0z\2 0z 0z sinpcosyp 0z\2 sin’p 02\2
=(=Z) . 9.2 . 2.2 r7r == r (_)2
(ar) cos dr Oy r + (6<p) T2 + ar) " vt
0z 0z sm<pcos<p 0z\2 cos’yp 0z 0z\2 1 :
9.92 0% SInpcosy ( cos ¥ ( 9E\.
+ or Jdyp r aw) 2 Br) + (3<p) T2 "
Priklad 206. Pouzijte pfedchdzejici piiklad a transformujte diferencidlni vyraz
Pz &z
V=c—s+ —.
0x? * 0y?
8
Reseni: 02 %) _ D (8zy.5:, i(%) ¢ _
' 0z2 9z  Or\dz/ Oz Op\d dzr

0z 0z smcp)' s<p+—( Bz smcp) (—sincp):

=9 (— cos

“ar\ar “®? 5y r r

0z smcp az _sing

( TSy drde T ) cos o+
+( o8 0 — 0z sin o 82z . sm<p 0z coscp) (_singa) _

6<p6 Y~ or v 0p?2 T do r T

g’i cos? p—2- 622;(‘0 smcprcosga 32: sxr;2<p+gi smrcp .g_:'sini;:oscp‘
Podobnym zpiisobem obdrzime ‘
Pz =z 8%z sinpcosp 8%z cos’p Bz cosy

-sinp+2- . + . o ——
ay? ~or? ordep r op* 1?2 or T
9 0z smcpcos<p '

d¢ r2



=

Cm

3
:
b

Po dosazeni do ptivodniho vyrazu (pouzijeme cos® ¢ +sin® ¢ = 1) dostaneme

]}—?2_*_.6_2_2 l+_0_zl
T 9r? 9?2 9r r "

: . (. S 1 Y 0z 0z
207. Transformujte do polérnich soufadnic diferencilni vyrazy : -V =z 32 + o
, ‘ , o ”
W = z? 62z+ 2 a2z+2x ek (Pouzijte predch. dva piiklady a dopot
= o m— o — . . 311 3 3 [y ws = ,t -t
02 Yy F) y2 Yy 9z ay ouzijte pfedchazejici dva pii y a dopotitejte
.. 8%z ~ L 2 921
derivaci mg.) [v ra W= 6r2]

2 2
208. Transformujte diferencidlni vyrazy W = g +y- gz W, = .g.w_z +2. % . aaxay

do novych soufadnic u,v takovych, ze z = u, y = uv, kde [u,v] € (0,00) x R.
[W 9z W—Qi__ﬁ.azz]
PR TP T aur T w9t

209. Transformujte diferencidlni vyraz W = 4xy- ({f—;; —-2y- Z_y do novych

soufadnic u, v, jestlize z = uv, y = %, kde [u,v] € (0, 00) x (0, 00).

=i -5l
v
210. Transformujte diferencidlni rovnici : (1 — 2?)y" — zy’ + a’y = 0, jestlize z = cost.
2
(z(t) musi byt funkce prostd, proto t € (0, m).) % +a’y= ]
1"

211. Vyjadiete vzorec pro kiivost kiivky y = f(z), k= [1_‘*'1(%73 v polarnich
e 2 +2(r')2 = rr” ,_dr , _ dr
soufadnicich. [k L kder' = 2, 17 = W]

(7-2 + (.1")2) 3/2°
212. Transformujte parcilni diferencidlni rovnici (z+y)- g—; - (x—y)a—; = 0 do novych

soufadnic u,v takovych,ze u = In+/z? + 32, v = arctg % [g_z - g_z = 0]

I1.11. Extrémy funkc{

. Pitklad 213. Definujte ostré lokalni maximum a minimum: M4 funkce z = /72 + 92

v bodé A = [0,0] lokélni extrém?

- Necht je funkce f(X) definovand v mnozme D C E; abod A je vnitini bod
mnozmy D. Jestlize existuje okoli | J(A,7) C D takové, ze pro vSechna
X € (A, r) — A plati f(X) < f(A), resp. f(X) > f(A), pak ikdme, ze funkce f
mé v bodé A lokaln{ maximum, resp. lokdlni minimum.
Plati-li ostré nerovnosti, pak mluvime o ostrém lokalnim maximu, resp minimu.
V daném piikladé plati z(A) < 2(X) pro kazdy bod X z okoli bodu A, a tedy

v-bodé A nastdva ostré lokalni minimum.

I'd . x - . .y
0ZNAMKA : Derivace 7z, = ——, 2, = —7  vbods A neexistuji, a proto nelze

2 2,zy 2 2
VIt +y r°+y

pouzit grad z (4) = 0. ‘ [

ese



o Najdéte lokdln{ extrémy funkce :

Priklad 214. z(x,y) = 22% + zy® + 52% + ¢/

Reseni : Méame zde funkci dvou proménnych v explicitnim tvaru. Funkce z je diferenco-
vatelnd, proto nutné podminky existence lokalnich extrémi jsou : 2, =0, z, = 0.

{z’z=6x2+y2+10x — 622 +3y?+10z=0

z, =2y +2y — ylz+1)=0— bud’y:Onéboxz—jl
;=0— A1=[0,0]
y=0: 622+10z=0—> 5 5 71
A 552:—5——') A2=[——, ]

1. 24610 — 2 _ y=2— A3=[-1,2]
z=-1: y¥*+6-10=0—>y*°=4— y=-2— A =[-1,-2]

Nyni si pfipravime derivace druhého fadu :

_ ; A1 A2 A3 A4
25, =12z+10} 10 [ -10| -2 | -2
Z,=2c+2 | 2(—-35| 0] 0

Zgy =2y 0| 0| 4| 4
Pro A(4;) = %oz 2y { >0 existuje lokdlni extrém.
RN P <0 neexistuje lokalni extrém.

Pro A(4y) =| 10 0| > 0,22 >0 obdrzime lokéini minimum 2(4,) = 0.
10 0 |

Pro A(Ap) = 0 — 4|>0,2;, <0 dostaneme lokilni maximum 2(As) = —1;?5
3 ‘ .
A(4s) = | RL
Pro { _9 _4 — v bodech A3 a A4 lokdlni extrémy neexistuji.
A(A4)=|_4 0‘<o

Pritklad 215. Funkce y = f(z).je vyjddiena v imblicitnim tvaru o2 + 2zy — y* + 8 = 0.

Regent : Zderivujeme piimo danou rovnici podle z a spocitdme
y: 20+42y+22y -2y =0 — ¢y = ;jg
Polozime 3 =0, tedy r+y=0 — y= —z a dosadime do zad4ni, abychom
uréili soufadnice ptipadnych lokélnich extrémi ,
22-212—2248=0— 222=8-— 1z12=%2, y12=7F2.
Dostali jsme dva body A[2,—2] a B =[-2,2]. Nyni spocitdme
w_ (1+y)y-2)-(=+y)E' -1
y - ) 2 ’
(y - 2)

y'(A) = I—: <0— f(2)=-2 je lokdlni maximum a

pro x £ y.

takze

y'(B) = {16 >0— f(-2)=2 jelokdlni minimum.



Priklad 216. Funkce z = f(z,y) je déna rovnici 22 —3zyz=a’ a#0.

—-3yz yz
- . r — I
Reseni: z,=— 31y P—gy z, =

Tz

Poloz1me obe derwace rovny 0.
22— zy

Za predpokladu 2% — zy # 0 vychdzi { zi i g }, ‘coz je splnéno bud’ kdyi z2=0
nebo z=y=0, aviak z =0 nevyhovuje rovnici z* — 3zyz = a®.
Zbyvé piipad z = y = 0. Potom po dosazeni do vychoziho vyrazu ziskdme z = a.

Dostali jsme jediny stacionarni bod A = [0,0]. Nyni je
= (yz 2(22 = zy) — y2(227, — y)), —0

== (2~ ay)?
s (:L‘z 2 (2% = zy) — 72(222, — 7) )1 o,
vy (22 — zy)?
- _ 3
= ((z+yz )(z zy) — yz(2zzy z))‘ _a _1 .
hid (22 — zy)? A a* a
1

0 -
A(A) = (‘)‘ <0, takie vbodé A neexistuje lokdlni extrém. ]

a

Priklad 217.* f(z,y,2) =23 + y* + 2% + 12zy + 22

Resdent : ,
" " "
zzx Jzy Jzz f” "
_ 1 " " _ zz Jzy _ e
A3 = fy:: vy yz | A? - f” TE ) A1 = Jzzx
" " " yz vy -

2z zy zz

Podle Sylvestrovy véty o kvadratickych forméch plati :

A3(M) > 0,A1(M) > 0, pak f(M) je ostré lokdini minimum.
A3(M) < 0,A(M) <0, pak f(M) je ostré lokdlni mazimum.
Je-li Dg(M) < 0, pak v bodé M neexistuje lokding extrém. |

Je-li Dg(M) > 0, {

Vypoéet vypada néasledovné :
‘fa,: =322+ 12y =0 neboli 5‘32 +4y =0, pak z2-24x=0 —a
fy=2y+122=0 neboli y= -6z, ’ 2, =0, zo =24,
fl=224+2=0, neboli z= -1
A=10,0, ~1], B=[24,-144,-1]

" =6a, fi,=2f=2 f4=12 fL=0, f.=0.
Protoze Ag(A) = ’ 1(2) lg l < 0, v bodé A nenastivéd lokdlni extrém.
144 12 144 12 0
Protoze Ay(B) = =144>0, AN3(B)=| 12 2 0=288>0a
12 2 0 0 2

Ay(B) =144 > 0, je f(B) = f(24,-144, 1) = —6913 lokalni minimum.

Miizeme se téz piesvédéit piimo, ze kvadraticka forma d? f(B) je pozitivné definitni :

& f(B) = 144 (dz)* + 24 dz dy+ 2 (dy)? +2 (d2)? = (12dz + dy)* + (dy)* +2 (d2)* > 0
; _ -



L)
Priklad 218.* f(z,y,2) = y + m +- +z

Redeni : Za pi'edpolzdadu zyz # 0, polozime viechny derivace funkce f rovny 0.

==L t1=0 — (—3’—)2=1 takze bud 1) y = 27 nebo 2) y = —2z
* 4 2z ’ ’

2
' Y z
=2 _Z_ =90
(l) y gz %2 )
z
, T — — —
fz - y 22 - 0'
Piipad :
2
1) Nechf y=25. Pak fy=0-1-5=0, 2 =4’ =2 2="-20
4z 2 1 o 1
Pt021=2$, f;=0—)~2-5—m=0,2—-2—a;§=0, :E=Z.
1
Obdrzeli jsme staciondrni body A = [%,1, 1], B = [—-2—, -1, ——1]
—4z 2 1 2 1
Prom=-2s, fi=0—> 5 —3z=0"2755=0 #=77

tak7e neexistuje feSeni.
) ' z . ey -
2) Necht y = —2z. Pak f,=0 — -1- Z_IE =0 a feSeni neexistuje .

Tim jsme vycerpali feSeni soustavy (1) v oboru relnych &isel. Pristoupime k vypoctu
druhych parcidlnich derivaci :

n____yf_ n _ _ Y " _0
$$—2x3’ Ty 21:2’ zz —
1 222 2z 2 4
wmmte T RTyTE
' 4 -2 0
AQ(A)=|_3 _§‘=8>0, As(A) = -3 :; -2 —32>0, A(A)=4>0,
4 2l 4 2 0
AQ(B)=l 5 _3\=,8>0, Na(B) = (2)—3 2 = _32<0,

A(B)=-4<0. Je tedy
f(A) = f(%, 1, 1) =4 lokdlni minimum a

f(B) = f(—-;—, -1, —1) = —4 lokalni maximum. u

¢ Najdéte vazané (podminéné) extrémy danych funkef :

Piiklad 219. z = 2(z% + y?), jestlize z+y = 2.
Redeni : Geometricky se jedné o nalezeni extrémi z-ové soufadnice na prusecné kiivce
rotaénfho paraboloidu z = 2(z* + y?) s rovinou z+y = 2.
Z podminky z +y = 2 vyjédiime napt. y=2—-72 a dosadime do dané funkce
2 = 2(2? +y?). Tim dostaneme 2(z) = 2(z? + (2 —z)?), takze z(z) = 4(x? -2z +2).
Pro funkci z(x) hleddme lokéln{ extrém. Polozime tedy :

an




o Uréete globalni (absolutni) extrémy funkce z = f(x,y) na mnoziné M :

Piiklad 224. f(z,y) =22 +y*+zy—z—y, M ={[z,y] € B2:2 >0,y >0, z+y < 1}
Reseni : 1) uréime staciondrni body na M a jejich funkéni hodnoty :
fais2z+y—-1=0
fi,=2y+z-1=0
11

emrel

=3 em say=-3,

2) uréfme stacionarni body na jednotlivych strandch A OBC

OB:yzo—) hl(x)=$2——:l;,h'1($)=2$—1=0 ——)IIJ=%,

1 1
Ax = [5,0] €M, f(Az)——Z,

OC:z=0— hy(y)=y>—y, hy(y)=2y—-1=0 —*3/=%,
1 1
A; = [0,51 €M, f(As)—‘Z,

BC:y=1-z— hs(z) =2*+(1-2)*+z(l-2)—2—14+z=—-2% -1,

'  om 1. ___l 13

sz)=-2c-1=0 — z= 2,[ 22]¢M

3) uréime hodnoty funkee f(z,y) ve vrcholech O, B,C

f(0) = f(0,0)=0, f(B)=f(1,00=0, f(C)=f(0,1)=0.
' Ze vsech spoéitanych funkénich hodnot vybereme nejmensi a nejvetsi .
Globélni maximum nastéva v bodech O, B,C, fmax(O) = fmax(B) = fmax(C) =0

a podobné globdlni minimum v bodé A;, fmin(Al) = ——3‘—3. "

Piiklad 225. z = 2 +y*> — 6z + 6y, M = {[z,y] € B2 : z +y2<4}

Resend : gz 60 .
Zz =4 — 0= — T = _ _
2) Body na hranici mnoZiny M zapiSeme v parametrickém tvaru { :z gg?:: }

' ‘ d

Pak postupné z =4 — 12cost + 12sint, d—: = 12sint + 12cost =0,
3 7

Zﬂ', t2=:1-7r,

t = %7{ —» B=[-V2,V2], 2zB)=4+12V2 je globdlni maximum a

sint = —cost, t, =

t, = £n — C =[v2,-V2], 2(C)=4-12V2 je globdlni minimum.

(]
e Uréete lokdlni extrémy funkce :
226. z =In(zy) +2? +y* -4z —dy+7
lok.max. v bodé A; = [1 - —g,p [3],
lok.min. vbodéAg [ -—2—2-,1 —2-2- ,
dalélstacb A3— [l+-£ 1- \/_] Ay= [ —g,l-}-—zz]



227. 2= +y—zfy—6c+12 [2min(4,4) = 0]

228. 2 =12+ y? + 6z — 4y [2min(~3,2) = —13]
229. 2 = In(1 — 22 — ¢?) | | ' [omex(0,0) = 0]
230. 2 =2+ 8y —6zy + 5 [zmin (1, %) = 4, v bodé [0, 0] neex.extrém]
231. z = "2 (z + 1?) : [emin(~2,0) = ‘%]
232. 2z =1 +4¢° + gx2 ~3y—12z [ Zmin(1,1) = ”121’ (=4, =1) =58 |

2 : v bodech{l, —1], [~4, 1] neex.extrém |

233. 22+’ +22 -4z +6y—22+13=0 [2min(2, =3) = 0, Zmax(2,—3) = 2]

234. 22 +zy—22+24+y+5=0 [ ve stac.bodech [-1,2,3], [-1,2,~2] ]

neex.extrémy

235. f(z,y,2) =2’ +y* + 2> — 62+ 2y + 62 [f(2,~1,~3)) = 14, lok.min]
a2 2, .3 _ £(3,36,12) = —873, lok.min., ]
236. f(x’ Ys Z) =2 42 +2 12yz — 6z [ v bodé 3,0, 0] neex.extrém |

o Uréete globalni extrémy funkce z = f(r,y) na mnoziné M :

237. f(z,y) =zy(z —a)(y =), M= {[z,y] € E,: 0<z<a, 0 <y < b}
a?b? 1

[ ) 2’ 2) 16

glob.min. £(0,0) = f(a,0) = f(0,b) = f(a,b) =0 J

238. f(z,y) =zy(2-z-y), M= {z,y]€ E2:2>0,y>0, z+y <1}
[ glob.max. _f(2 5)— =
glob.min. f(z,0) = f(0,y) =

glob.max. f(

239. f(z,y) =22 +y* —zy, M ={[z,y] € B> : |z| + [y| < 1}
glob.max. f(1,0) = £(0,1) =

' =f(-1,0) = f(0,-1).= 1"

240. f(z,y) = 2?2 +y* —zy+z+y—-1), M={[z,y) € E,: 2 <0, y > 0,z — y+3>0}
‘ [ glob.min. f(—- 0)= =3

[ glob.min. £(0,0) =0 -

4
glob.max. f(O 3)=11 |

241. f(z,y) =2*+y, M ={[z,y]€ E2:2 >0,y >0, z+y < 6}

(242)f(@,y) =2* - *, M={lz,y] € Bp: 2 +¢? < 4}

glob.min. £(0,0) = 0
glob.max. f(6,0) = 36

o

glob.min. (0, +2) = —4
glob.max. f(+2,0) =4 ]

I1.12. Rotaéni plochy

Pitklad 243. Oblouk kiivky m (tzv. merididn) f(z,z) =0, y = 0, odpovidajici
z € {(a,b), (0 < a < b) rotuje kolem osy z. Napiste rovnici této rotacni
plochy.




z Zvolime libovolny bod M lezici na kfivce m :

[a0c] f(z,2) =0, y = 0, ktery pfi rotaci kolem
osy z opiSe kruznici o poloméru = v roviné

| o= kolmé k ose 2. Ozna¢me jeho libovolnou

—1 " otocenou polohu M a zapisme vse

v soufadnicich : :

Z=z, T+P =1 — 1=V + 7.

Oto&ime-li cely oblouk, pak plati f(£v/Z? +%%,%) =0 a po vynechani pruhi
obdrzime rovnici hledané rotaéni plochy

f(EVar+y%2) =0 (a? <2 +y’ <)

Otoéime-li oblouk f(z,2) =0, y=0, 0<c<z<d kolem osy z, pak analogickym
zpusobem odvodime plochu '

flo, 2V +22) =0 (<’ +2<d).
Rotaci stejného oblouku kolem osy y vznikne mezikruzi v roviné (zz). Nyni sestavime
formalni tabulku kfivek a ploch :

k¥ivka osa rotace | rotacéni plocha
f(z,2)=0 z f(EVz2+3%,2)=0
y=0 ' T flz, 2 /y?+22) =0
flz,y)=0 T fl@,£/y2+22) =0
z=0 Y f(EVz2+22,9) =0
fly,2)=0 y fly, £V22+2%) =0
z=0 z f(ExV/22+9%2)=0
| (]
e Napiste rovnici rotaéni plochy, kterd vznikne rotaci kiivky m kolem osy o :
Pitklad244. m: z=kz,y=0, o:o0saz, z€ (0,a)
Reseni :
z
Vime, Ze vznikne
rotaéni kuzelova plocha.
z2=k(xyz2+y?) —
22 = k¥ (z? + y?), kde
0<z2+y’<a?
.

Prtklad 245. m: 22+ (y—b)?=d® 2=0, b>a>0, o:0saz

47



Reseni : Kruznice, rotujici kolem piimky lezici ve stejné roviné a neprotinajici danou
piimku vytvoii tzv. anuloid, jehoZz rovnici odvodime :

y

22 + (£/y2 + 22 — b)? = a?,
(£Vy? + 22 — b)? = a® — 12,
y2+z2+b2¥2b\/7m=a2~x2,
(22 + 2 + 22 + % — a?)? = 40?(y? + 22).

[ |
Priklad 246. m:z=kz?>, y=0, o:0saz z € (0,a)
Reseni : Plocha je rotaénim paraboloidem
. . z
z=k(z*+9?), 0< 2> +¢y* < a?
0 a xy
[ ]
z? g
Piklad 247. m:a—z—ﬁzl,zzo, 01:08aT, O09:08aYy
Reseni : ,
Rotaci hyperboly kolem Roztocime-li tutéz hyperbolu
hlavni osy = vznikne kolem vedlejsi osy y, dostaneme
> < hyperboloid dvoudilny hyperboloid jednodilny
s y? + 22 2 P+ 22
— —Z =1 —_ —_— =
a? b2 a? + b2 1
[

e Je-li ddna rotaéni plocha rovnici F(z,y, z) = 0, urCete osu rotace a merididn plochy.

Priklad 248. 22 +y*+32—-9=0

Reseni : Zvolime-li rovinu z = konst. (pozor na existenci fezu), pak fez plochy touto
rovinou je kruznice se stfedem na ose z. Z toho usoudime, Ze osa rotace je osa 2.
Meridian dostaneme jako fez plochy rovinou obsahujici osu rotace.

Zvolime rovinu (zz2), tedy dosadime y = 0. Obdrzime meridian
2

r2432-9=0,%. z2=3— %—, coz je v roviné y = 0 parabola s vrcholem v bodé

V =[0,0,3]. Dan plocha je rotaéni paraboloid, osa 2z je osou rotace. [



Piiklad 249. Y+ 22 -22+4r-4=0

Reseni : y? + 22 = k? — osa rotace je osa z. Zvolime z = 0 (¥ez rovinou (zy)) :
y? = (z — 2)? — y = £(z — 2). Meridién je pfimka y =z — 2 v roviné z =0.

Dané plocha je rotaéni kuzel s vrcholem V = [2,0,0], 0sa z je osou rotace. [ ]
250.$2+y2+z3—8=0 [osa z, z= ¥/8—27
251. 4y + 422 = 2% + 1 [osa z, 4y®> —z* = 1, jednodilny rot.hyperboloid]

1.2 2 22 2 2
252. —4— + %‘ + Z =1 \ [osa w; % + %— =1, rot.elipsoid]
253. 22 = y? + 22 [osa z, y =z, rotatnf kuzel|

o Napiste rovnici rotaéni plochy, znate-li merididn m a osu rotace o :

254.m: 2z2=zx,y=0, z € (0,4), o:0sax, . [A(y? + 2%) = 27
255. m : z3 +y§ = a3, 2 =0 (asterioda) , 0:0saz [z} + Y + 22 =al)
266.m: 2=y+4, =0, o:0sa 2 [(z = 4)? = 22 + %]
257.m: z=1+2y% 2=0,0:08a 2 [z =1+2@°+2%)



III. Dvojny a trojny integral

II1.1. Existence

Priklad 258. Rozhodnéte, zda dany integrail / / dx dy existuje, jestlize :
1
a)D:z’4+(y—1)7%< 7
b)D:x?+y2< 1
¢)D:z*+(y-1)2<2
Reseni : Budeme vychazet z toho, ze dvojny a trojny integral je definovan pouze pro funkce
omezené na D a déle budeme pouzZivat vétu o existenci:
Necht D je méfitelnd (v Jordanové smyslu) mnozina v Es (: resp. Es) a funkce f je omezend
na D. Necht mnoZina bodi nespojitosti funkce f v D md miru 0. Potom f je mte-
grovatelnd v D, tj. integrdl

/ f(z,y)dz dy (resp. // f(z,y,2)drdydz) ezistuje.
D : D

Mnozina D je méfitelnd (je omezend a jeji hrani-

a) ce ma miru 0) a f(z,y) = Ty’" je spojitd a
omezend na D. Integral existuje.
Mnozina D je méfitelna, ale f(z,y) neni omezend
b)- v D, protoze [0,0] € D a [z,yl]iirfo,mm =

Integral neexistuje.

f(z,y) opét neni omezend na D ([0,0] € D),
integral neexistuje.

Priiklad 259. Je ddna mnozina D : 2 + y? < 4. Vy3etiete, zda existuji integraly :
sm(z +1?) zdzdy / / __dzdy
)// BEE Tt b)// x2+y2’ ° :v2+y2+1
d dz dy, e // dxd, // —dz dy.
)//Dl+wy Y ) v 0 plaryr W

Resent :




sin(z? + %)
al-00 124y2
X

b) neexistuje, li —_ =
) neexistuj [zl 100) 72 + 2
1

a) existuje,
m’

c) existuje, je spojitd v celém FE,

2+y?+1

N <

d) neexistuje, protoze napf. i | = :
) neexistuje, protoZe napf - Lr[rl N g 00, —
. i U L | ;
e) existuje, l% o 11/11’)1’(1] i 1, kde k € (—2,2)
1

f) neexistuje, protoze napt. lim —= =
) 1% P P [zgl=[1,-1] (z + y)?

Priklad 260. Vysetiete, zda existuji integraly :

d
/// _dwdydz o o r<o —1<y<0,—2<2<2,
1+z+2)3

b)/// (x +yz)drdydz, W:2°<y<2, z2>3,
w

1 . , , ,
c)./,//vv$2+y2+z2—gdxdydz’ W:l<az®+y®+2% <4

Resend :
. 1
a) neexistuje, protoze funkce m neni omezend v W, {l+z+2z =0}NW # 0,
b) neexistuje, protoze W neni méfitelnd v Ej,
c) existuje, z?2+y?+22-9#0vW. =
. - x
St V\Q ¥ = 1—-——1-—‘
II1.2. Fubiniova véta pro dvojny integral
e Vypotitejte dvojné integraly na danych obdélnikovych mnozindch :
Priklad 261. I = // y?sinrdrdy, D:0<z< g 1<y<2
D .
. /2 2 /2 1— 2 3.2
Regent : I =/ sin2xdx~/ y? dy =/ ST [Z—L] =
0 1 0 2 311
__l[z_sin2.7:]1r/2 (§ 1)_1 m 7 _In .
T2 2 Jo 3 3/ 2 2 3 12

: z?
Pmezadzsz.1=// Ve _drdy, D:0<z<2 0<y<3
DY +3

Resent :

2 3 2 4 3
— 22 . y = =t —-l t .l[ i ] =
I-/oxe dz /[; 7 3dy_[zzdx=dt]_2/oedt 2lnky 3'0—




1704 1 1,, 1,12 1, 1,,
= - .- 12 — = — _ - — - — = - .
2[e]0 2(mz 1n3) (e ;) Sl = (e~ Dind = (e 1)1:12II
| dz dy ‘
Priklad 263. I = ———— D:3<2<4,0<y<2
z2—2xy+y2
Zr -1 q4 LS| 1
d = ——— = ——— — =
I'= / (x y)2 y= /[w‘—y]ady /0(4-—y+3—y)dy
1
—-‘/(; (y—__—ll-—-y—_—?;)dy—[ln|'y—4|—ln|y——3|]o—ln2—ln1—ln4+ln3—
—ln&—:z—ln§ [
)
Piiklad 264. I f/ do dy 0<z<2,0<y<1
@ “ JJp (z-2y+3)% T=5E=Y
Redend

- _ . 1
=/[‘”—3;_+§]2d _/(5 12y 3—12y)dy=_/o(2y1—5 2y1 5) =

1
= [§In|2y—5l - 51n|2y—3|]0

1 In 9 | [ ]
25
‘e Mnozina D je omezen4 zadanymi kiivkami. Nacrtnéte ji a popiste pomoci nerovnic.

N

Pi‘ﬂelad265 2r—-y=1,2z-y=52=0, =2

Resent :
2r—-5<y<2zx-1
D:
0<z<?2
+ Sipka oznatuje mozny smér vnitini
integrace pfi vypoétu dvojného integralu
na D pomoci Fubiniovy véty.
1 .
Priklad 266. y =0, 2 =2y, =4
Resent :
2) —
z . ,
- SySE nebo y<zr<4
<zr<4 0<y<

Pitklad 267. y = 18 — 22, y = z?



Priklad 268. zy =4, y = z, y = 4z,

Resent :

o Zaméiite pofadi integrace :

18—1?=12 — 12=9 —

72 <y<18—1?

T
-3<z<3
(z20)
D=D1UD2
._)
Y<z<y
D]Z 4 Dgl
0<y<2

1 1-z
Priklad 269. ] = / ( f(z,y) dy) dz
0 0

Reseni :

0<y<l-z

0<z<1

I= /01( Ol—yf(z,y)da:) dy.

y

1 T
Piiklad 270. I = / ( / f(z,y) dy) dz
’ 0 z?
Resent : ,
y y=x
’<y<z y=x
1) — 11,1} 2)
STS
4 -
N
o X

T12 = +3

OIS
IN IA
<@ 8
IN A
L~ N



I= / / f(x y) da: dy ]

e
Piiklad 271. I = / / f(z,y)dy) dz
Viz—2z2Z

Regent : . . .
Mnozina D je omezena kiivkami :
Viz—ZZ<y<Viz y = V4z — 22 , coz je rovnice horni poloviny
1) -v kruznice (z — 2)2 + y% =4,
0<z<4 y = V4x , coz je rovnice horni vétve
t paraboly y? = 4z,
=4, z=0.

2) Ve sméru osy z rozdélime mnozinu D na tfi €asti tak, aby tyto ¢asti byly
elementirnimi mnoZinami.

— D=D,uDy,U D,
fy2
= <r<2—-y4-y?
D]Z{ 4 ~ - y
| 0<y<2
(.2
Yy
. <r<4
- D2:J 4— -
| 2=sy<s4
oo 2+ /i-y2<z<4

D3Z

I= /02(/;-\/4—7,{(:6,3/) d:c) dy+/24(/; f(z,y) da:) dy+/02(/;\/4_7f(x,y) da:) dy.

Tento piiklad ukazuje, Ze pivodni smér vnitini integrace byl mnohem vyhodné;si.
]

Pi‘ﬂcl@d 272. 1 = /: (/o% f(z,y) da:) dyﬁ-Ls( Os-yf(x,y) dz) dy

Resend :
D=D,UD, Novy smér vnitini integrace
0<z< y dovoluje vyjadrit celou
D, : 2 mnozinu D bez piedcha-
0<y<4 zejictho déleni :
2 : )
4<y<6 0s=x2

I= /0 2( " f(z,y) dy) dz. o .



¢ Rozlozte pomoci Fubiniovy véty dvojny integral / / f(z,y)dzdy na dvojnésobné
D

integraly, jestlize mnozina D C E, je omezena kiivkami :

Priklad 273.2 =0, y =2, z+y=2(z > 0)

Resent :

I
o\h‘
N
S
~,
~~
8
<
S
a
5]
N’
IS
@

+
’\N
N

(=]
N
|
<
[y
—
B
<
N
I>8
8
N’
W
<

+y=

x=0 ’ . .
[ ]

Priklad 274. z = y2 -4, r=-3y

< - rr=y*—-4
Reseni : VyieSenim soustavy { 4 3 dostaneme priiseéiky paraboly z = y% — 4
r=-3y
s piimkou o rovnici z = —3y. ,
1 -3y
S [ ([, r@udz)an=
x=y* : —4 -4
R ‘s, pvem
= [ ([ s wdy)dar
-4 N -vzHd
' 12, p-% _
+/ (/ fx,'y)dy)d.z‘.
[12,-4] R ( |

e Naértnéte mnozinu D a vypocitejte dané integraly :

2
Pi‘z’klad275.1=//§—2—dxdy,, D:zy=1y=4z,z=3
’ D

3 4z .2 3 z
/1/2(/1/z %dy) dw:/l/zzz[—%]:/zdx=
3 3
[ k[

Reseni :

y=dx
Pyiklad 276. I = // *y?dzdy, D:7*+y*=a’ =0 (z>0)
D

Resent :




/a(/mxgyzdx) dy'=/a yz[f]\/ﬂdyz

—a *JO —-a 4o
¢y 2_,2\2 1 )
=f 7@ -9 dy=z-2/ y*(a* ~2a°" +y*) dy =
-a 0
. 5 7
y y'1e 1 ,¢1 2 1 4 .
Loal L) (B d) -
2[“3 7T 3751 7) T 10s° .
dz dy
lad 277. I = ——2 D:y=2x-2% y=—
Piikla //;x2+1 y=2r—z° y z
Reseni: y=2z —x?neboli y—1=—(x—1)? je rovnice paraboly s vrcholem (1,1].
Priseéiky paraboly s piimkou y = —z najdeme tak, Ze zjistime jejich z-ové soufadnice :
y =2z — —z=2z-2> — x(z-3)=0
{ po dosazeni
y=-z —z;=0,29=3
y 3 2z —x2 d 3
Y 1 2
2 d = — =
/0(/_2F a:2+1) z /oz'~'+1(2x z°+z)de
_/3—z2+3xdx__/3x2+1—3z—ldz_
"o 2+1 Ty 2 +1 o
3 ..
T 1 3
= — 1- - ) =,,_[ —~In|z?2+1|-
/0( 3o mai) = pm gl
3
—arctg x] 0= g In10 + arctg 3 — 3. [ ]

Pi‘ﬂclad278.[=//(x+y)dxdy, D:y*—22<1,y>0, z€(-2,2)
D

Reseni : y? — 22 = 1 je rovnice hyperboly .

/2(/0m(m+y)dy)dx=‘/_22[my+y;]mdx=

-2 0

2 1+ z? 2
=/ (xv1+a:2+ )dz:/ zV1+22dr+
-2

2 2

=0 (lic;l:i funkce)
312 14

= 2 f? 2 z
+§/O(L+,x_ldx‘[“’+?]o 3

sud4d funkce

Priklad 279. I=//(l+z)yd:cdy, D:y=1z~4,y=-3z,z=0(z <0)
D /
Reseni : Stanovime z-ové soufadnice prisecikii paraboly s pfimkou :

Po dosazeni

{y=z2—4 224+32-4=0
y=-3z T, =1,19=—-4



-4

Pi‘ﬂdad280.'f/(z+1)dmdy, D:y=2z, y=1zx,y=2
D

/_i(/zr:(l +x)ydy) dx =—;—

=~% / (14 2)(922 — (2 — 4)2) dg = % /_ (=2® — zh+

f.

Pi‘t’klad281./‘/$dxdy,. D::cy=i, y=x,z=4(>0)
D

Redent :

xy=1 ] x=4

u=lnz, v =1

1
u=- v=z
z

282.//—M— D:z=3,z=4,y=1,y=2
D :

(z+y)*
283.//cos(x+y)dzdy, D:z=0,y=m,y=1z
D ;
284.//(x2+y2)dxdy, D:y=0,y=1-z,y=1+zx
D
285. //(:c+2y)da:dy, D:z=y*—4,z=5
D

286.//:1:yd:vdy, D:y=xz-4, y*=2z
D

287.// 1 dz dy, D:x=0,y=2,y=4,y2=x
Dy+1
288. //%dmdy, D:y’=z, =4z, y=2

D

289.//(xy+y)dxdy, D:z=1,z=2,zy=4,y=0
D

(1+2) [y2] dzr =

z2-4

4
6 5

[ T T 17z*

+172° + 172% — 16z — 16) dz = %
1728, o 1376
+—— 8" - 1fiac]_4 =1

65 a4

(x+1)dz)dy=---=8.

' = /:(/;;j—dy) dx=/14[ln|yl]:/zd:z=
=/14(lnx—ln-;?)dx=2‘/;4lnzdx= (per partes)

= 2[xlnx—:r]: =8Iln4 —6.

5

[-2]

)
[50,4]

[90]
o
B

[4+8m2]



II1.3. Fubiniova véta pro trojny integral
e Vypoéitejte trojné integraly na danych mnozinich W C Ej :
Pi‘ﬂclad290.1=/// g(z+1)2da:dydz; W:0<z<1,1<y<e?, 0<2<2
w
Reseni :

= [ vl bl (5

-2 (9—-)- 'l

5
Pfﬂclad291.1=/// (x? +¢y®)dzdydz; W:0<2<z+y, 0<y<3,0<z<2
w

Reseni :

= (e a)ae= [([ e[ a)e-
= /02(/3(x2+y2)(x+y)dy) dz = /:(/03(553 +x2y+zy2+y3)dy) dz =

2 2 9 81
=/0 [a:y+%+——+ ] dx—/; (3x3+§z2+9z+z)d:v=
3a:4+3:1: +9x2+8—1] —1—6—5-
Y 2 2 15T 2

Pfﬂclad292.1=///_ Pysinzdrdydz; W:0< z<sinz, 0 <y <sin’z, 0<z <
w

01

Resend :

I -/0~1r/2 (‘/()‘Sinaz(‘/()\Sinz ySin $,23 dz) dy) o — /0~‘n'/2 (Avsinzz ysing. I:—z;_] (s)inz dy) o =

1 /2 sin? z s 1 7 /2 5 y2 sin2 z 1 /2
[r— 1 = - 1 o | = d = — in® d =
4‘/0‘ (/o ysmzdy)d:v 4/; sin® x [2]0 z 8/0 sin® r dx
1 8-6-4-2 16
(podle Wallisovy formule viz pf. 29 ) = =39 7353 =38 i
Piiklad 293. Vypotitejte / / / nggdi, kde W je étyfstén omezeny rovinami

z+2y+32=6,z=0,y=0, 2=0.

Reseni :




6, %, (55 | P S Sxs-iy
,’=fo(fo (/ (Tfss—;:?dz)dy)d”:%fo(/o el )%=
6 = _ 2z
=.11’;/0‘ (/(; (2(7—$1—2y)2+%) dy) d.z‘=l o (/o‘ (1_ (7—.7:1— 2y)2) dy) dz =

6
1 [® 1 &= 1 [%/6—-z 1 1
”é/o[y“zw—x—zy)]o dw‘éfo( 2 —§+2(7—z))d"“

=—L 06(5-m—$1 7)dx=-1—[5x—%i—lnlm—7l] == =1+

Priklad 294. Vypocitejte / / f y - cos(x + z) dz dydz, kde mnozina W je omezena
w

plochami y = /z, y =0, 2=0, x+z=7§r.

Resent :

IA
N

IN
13

o o (=]
IN A
8 <
INIA
E) )
N

2
2

I= i (/ﬁ (/%—z y-cos(z+2) dz) dy) dz = /1/2 (‘/Oﬁy{sin(:c+z)]§"ac dy) dz =
0 0 0 0
=‘/0"/2(/0ﬁy(sing - sinx) dy) dr = foﬂﬁ(/oﬁy(l - sinz) dy)vda: =

/2 21V /2 1 2 /2 w/2
=/ (l—sinx)-[-y—] “dz = lf (1-sinz)rdr = [?—]“ —l/ rsinzdzr =
0 0 0 2Jo

2 2 2l2 o
_|v=n V=sis —Wz 1[ xcosx+sin:c]7r/2—ﬁ_l
“luw=1 v=-cosz| 16 2 o 16 2

e Vypotitejte integraly na danych mnozinach W :

295./// (z +y+ z) dz dydz, W:x=1,y=0,y=x,z=0,z=\/§ [1+‘/§]
W N

2
296./// zdzdydz, W:z=0,y=02=02=2y, 2+y=1 [516]
%
297./// Pyldrdydz, W:z=zy,y=1,y=12=0 [%Z]
w

298.// (z + y) dz dy dz, W:z=(),y=0,z=0,ﬂlc=a,y=a,z=¢12—.'z:2—3,/2
w 5

5]

299./// rzdrdydz, W:z=0,y=0,z=0,m+y=1,z=x2+y2+1 [éﬁ]
w



III1.4. Substituéni metoda pro dvojny integral

Priklad 300. Rozhodnéte, zda integral f / arctg % dz dy, kde D = {[z, y] € E;:
D =
2?2 +y? <1, y > 0} existuje a v kladném piipadé jej spocitejte.

Funkce f(z,y) = arctg% je nespojita na ose y

(tj. z = 0). Nicméng, mnozina D je méfitelnd a
funkce f je na D omezend, nebot

larctg %I < g pro viechny body [z,y] € E.

Proto dany integril existuje. Vime, ze

/ /; »f(x, y) dzdy = / /B - £ (2(w,0),y(w, ) )| du do.

Zde pouzijeme transformaci do polarnich soutadnic.

T =TCcosy 0<r<1 x 1 .:
// arctggdzdy= y=rsing | 0<p<m - =/ (/ qp-'_rdr) dp =
D z J=r . 0 o .

- [lose [rar= [T L -

e Vypotitejte integraly :

Priklad 301. // VI +y?dzdy, D= {[z,y] € Ey: 2> +y* - bx <0}, b>0
b ,

Redend :

- 2 +y* <bzr —r? <brcosy

// \/x2+y2da:dy= y=remy I 05r5bcos¢——+cos<p20 =
D .

J=r ™ L
» —3S¢s3
x/2 bcos ¢ /2 r3qbcosy 1 /2 .
= rerdr dcp=/ [—-] d<p=—/ b% cos® pdyp =
—1r/2(-/(; ) Joappt 3o R —
2., [ 4 2.3 4.3
= - = — ¢—1==0°.
3b/o cos”pdp =36 375 9

' Priklad 302. // In(1+2® +y?)dzdy, D:2*+y* <a? <0
, D

Reseni :



T =TCcosy 0<r<
<

// ln(1+x2+y2)dxdy: y=rsing | %5«,0
D
J .

=r

3n/2 : 3m/2 a : 1+r2=t
=/ / In(1+7%) -rdrdp = / do- 1n(1+r2)rdr=[ }:

/2 0 2rdr =dt

o
3
n

1 1+a? 1+a2
=7r.§./l lntdt—z[tlnt—t] g((1+q2)ln(1+a2)+l).
‘ [ ]
Priklad 303. / / z3 dz dy, kde D je mnozina ohranicena kiivkami zy = 1, zy =3,
D
y= % y = 22”.
Resent :
y \ yr2x? 2yms?
' TY=1u -
Pouzijeme transformaci { y . Potom mnozina D
22
=3 bude mit vyjadieni 1< u <3, l <v<2
xy=1 2
[0

Nyni spoéitdme z a y pomoci v a v a déle Jakobidn

u u /
y=;,y=vx2, x—vx — z° -—-—, x—\/é—>y—v \/qu,
1 1

dr Oy lu_gv_% 1% -4
_|du du|_|3 “3" 12 a1
T=1os oy | 7| 2,4 L1790 T80 T3 -
v Ov 3 3 ’

Uzitim véty o substituci dostaneme

[ ea= [ spayan3 [ [Peoe=3 0, (o1 -
13

—3—42 ]

Priklad 304. //(2x—y)d:vd_y, D:z+y=1,z+y=4,y=2,y=>52
D

Resent
y
y=5x ,
yox Nejvhodnéjsi substituce bude nésledujici
TH+y=1u
Y ’ 1§US4,1$1)55
X Z =9
xﬂ\_l x+y=4 1’
= u 1 —u
1+v 1+v (1+0v)? u uv Uu
P J = = -+ — .
otom _ uv ) v u (1 + ,U)a (1 + ,U)g (1 + v)2 :)é ’
Y= 1% 1+v (1+v)?



//(2z—y)dxdy /(/ (1+v 1+'u)(1+v ) =/l4u2du-/15(12_::)3dv=

5 —
—[?]1[ %dv_m /( 1+'v 1—311)3)(10:

=2 [1+v (131;)2]1 21(1_;‘l+i)=0' "

Piklad 305. f V1+4z2 +9y2dzdy, D: 42> +9y° < 36, y > 0
D

2 2

Reseni : Mnotzina D je vnitiek elipsy %— + % <1 lezici nad osou z.

Pouzijeme transformaci do zobecnénych poldrnich soufadnic (eliptickych) :

{ T = 3rcosyp

, J=3:2.10<r<,0<p<.
y=2rsing

T 1
/ \/1+4:172+9y2dzdy=/ (/ \/1+4-9r2cos2cp+9-4r2sin2<p-6rdr)d<p=
213/211
=/ do- / VIF36r2 - brdr=rm-— [(—l”’f—”] = L(TVET - 1).
0

‘12 5

306. / (x—2y+3)dzdy, D:2*+y*<a’ [3ma?]

D ‘

~1)2
307. // T dz dy, D:(x—2)2+% <1
(Poutijte soufadnice £ =2 + rcosyp,y =1+ 2rsing.) [4=]

308. / Vri+y2dzdy, D:2*+y* <2z %]

D

309._/ (z% + y) dz dy, D::z:y=1-, zy=4,y=z,y=9z
D

sijte soufadaice ay = w, ¥ = _1 1
. (Poutzijte soufadnice zy = u, = v.) [J =5 3]

II1.5. Substituéni metoda pro trojny integral

e Spotitejte integraly substituci do sférickych soufadnic :

= rcos@cosﬂ 9 Or 6Oz
y = rsinpcosd gf‘ %p gﬂ .
= rsi ' | %Y %Y %Y |_,2
z =rsind i i J 5 dp 39 r“cos ¥
r>,0;0$gp<27r;—5<19<§; B_z 3_2 iz.
| Or Op 09

2?2+’ +222=r%;

Pi‘ﬂelad310./// V2 +y? + 22dedydz, W+ +22<9, >0, y<0
w

Ho



Resent :

0<r<3
/// Vrt+y?+22dedydz = %Svs% =
v Tco<t
2="=73
/2 2w 3 /2 27 3
=/ (/ (/ 'r-rzcosﬂdr)dcp)dt9=/ cosﬂdﬂ-/ dcp-/ r3dr =
—x/2\J3x2 VN Jo -2 3n/2 0 :
_p.r 81 8
21 1 .

Pi‘t’klad311./f/ (22 +y?)dedydz, W:1<22+y*+2°<9,9>0,2<0
w : , :

/// 12+ y*)drdydz = 0
T
2
0 x, 3 0
——-/ (/ (/ rzcoszﬁ-rzcosﬂdr) d<p) d19=/ cos 19d19/ de- / ridr =
-n/2Jo 1 —n/2

/2 r513 2 242 484
— 3 el =%.7. -
/0 cos’ddyp -7 [ ]1 37 =

Redeni :

5 5 .15
2 oy 2
Priklad 312. /// zydzdydz, W:T+-9—+z§1, z<0,y>20,22>20
w
Resend : _
.
T = 2rcosypcosd 0<r<t
/// zydrdydz = y=3rs?nvc°w I gS‘PS‘K =
w z=2rsind ; x
J=12r%cos?d 05'955
5, (%, 1 : - o Cy ’
=/ (/ (/ 6rzsin<pcoscpcos219~12r2c0519dr) d(p) dd =
0 = MJo ‘ ,
r591 rsinfp17 12 24
G B -
2l Tz 3T | -
e Spoéitejte integraly substituci do cylindrickych soufadnic :
T =TCOSY oz oz ?ﬁ
— rsin ‘ ar dp Ov
2= 3 or Op Ov
r>0; 0<¢p<2m; 0z 0z 0z
2?24y =12 or Op Ov !

Priklad 313. //f (2% +y?) dzdydz, W:z*+y*<az, 2z<4q, (a>0)
w

(-]



- W je cast vnitiku rotaéniho paraboloidu :
2

,
?+y?<az—r*<av— —<v<a,

z=a:x2+y2=a2———+r2=ag,
0<r<a, 0<L¢p<2n.

Sl dwdldz=/f"</;‘</f > dr> /f(/;‘ [l ) o=

2 a 2 a® 5 5
3 T 2r-a° T7a
-/0 d<p/0r‘(a a)r 7ra 6) 12 5
V tomto piikladé jsme moh;i pOSQtupovat i bez pouzxtl cylindrickych soufadnic. Mohli

z°+y

jsme vyjadfit z pfimo : < z<a apotom vzit v ivahu prumét télesa

a
do roviny (zy), coz je fez télesa rovinou z =a tj. r2 +y% < a?. Tedy

/// (2% + y?}) dzdydz = // /, (z% + ¢? dz)dxdy=

z2+y?<a
= // (x2+~y2)[z]22+2dzdy= // (:E2+y2)(a——a-)dxdy=
z?+y?<a ¢ z24y2<a
T =TrCcosy 0<r<a “hm pa 9 5
= | y=rsing | 0<p<2r =/ /T2(a—%)rdrd<p=%. n
J=r '
Priklad 314. /// Vz2+y2dedydz, W:z24+12<2<6—122—y?
w

Redend :
z = y/z%? + y? je rovnice rotacni kuzelové plochy s vrcholem
v pocatku; '
z =6 — z% — y? je rovnice rotaéniho paraboloidu.
Obé plochy maji spoleénou osu rotace z, a proto se protinaji
- v kruznici, jejiz polomér dostaneme ze soustavy :

— 2 a2
{z—:z; +y Tedy 2=6—22, 22 +2—-6=0,
z2=6—12%—9y%
(z—2)(2+3) = 0. Uloze vyhovuje feseni z = 2 — z2+3? = 4.
r<v<6-r?
Pouzijeme cylindrické soufadnice a uréime pfislusné meze : { 0<r<?2
V ' O<p<2n

JJf, esase= ([ e

3 5 4

=/0‘2”(/02r2(6—r2-—r)dr)d<p=27r- %—%—%]: (16—-3—52—4) 56T7r

Piiklad 315. Vypotitejte integral /// Adrdydz, kde W : 2 <0, y>0, 2> 0,
w

z2

E§+

2 2

Y+ %2- <1 (elipsoid).

»”



Reseni : Pouzijeme zobecnéné sférické soufadnice :

z = arcospcosd 0<r<1
s

y = brsin pcos? ‘ . J = abcr? cos ¥, g Sesw

z =crsind 0.<_19$'72£

/// z dxdydz—/%(Lﬂ(/olcsrssinsﬂ-abcr2c0§19dr)dcp) dd

2
6

N . . ' s _ 4Sin419%'z T_l_‘abcw
_/0 sin 19cosz9d19/%d<p/0rdr—abc[ 1 ]0 5 [6]0_ T ]

o Vypoditejte integraly :

dedydz, W:z?+42+2°<1,y>0,2<0

[w(% +161n3))

ate. [ _
w VIt +y?+ 22—

317./// ydedydzs, W:z<4—a2>—y% y>0,2>0 | %2.]
w
2
318. /// (v + 2%) dz dy dz, W:4x2+y2+%$1 [dn]
x4 22+ 9 v
319. /// VEAP 242 e Wen 492+ 22 <2,25<0,y<0,2>0
Va2 + i+ 22 .
[w(«i—ﬁ)]
320. // (22 + 9> + 2 dzdydz, W:2? - 22+ 4 <0,-1<2z<1 %x]
w
321./// zydrdydz, W:0<22+2°<4,0<y<4-22-2%,22>0
w
(Ndvod : cylindrické soui.a::rcosw,y:h,z:rsinw) [%)2;-]

II1.6. Aplikace dvojnych a trojnych integrala

o Urcete plosny obsah rovinného obrazce D ohraniceného danymi kiivkami :

Priklad 322. y =122, 2 +2y=3,y=0

Re§em’:y
3-2y l'
//dxdy /f dx)dy:/(3—2y—\/§)dy=
0

=[u-v-2, -5

y_.._—-

N

x+2y=3 B
]



Pitklad 323. zy =1, 2y =4, y=1z, =8

Reseni : \ . .
P:/\/l;d:z:dy=/l(/l dy)d.’;r:+‘/(‘/¥z dy)dx:

z

[ [[E-Be -l

8 1 3 83
+3[ln|xl]2—2—1n2—-2-+3(ln8 In2) =3 +In5—5 =
=g+ln32. (]

Pitklad 324. Uréete plosny obsah rovinného obrazce omezeného osou z a jedﬁim oblou-
kem cykloidy o parametrickjch rovnicich z = a(t — sint), y = a(1 — cost).

Jeden oblouk cykloidy opise bod kruznice, ktera se
kotéli po piimce y = 0, tj. t € (0, 27).

3 27 2r
/ yd:z::/ yidt——-/ a(l — cost) - a(l — cost) dt =
T 0 0 :

2% 2r 27"1 2t
=a2/ (1—2cost+cos’t) (it=(12[t—2sinr§]0 +a2/ —-ﬁ;—s—dt=
0 0 ’ ‘

a’

=a2-27r+5[t+

Pi‘ﬂclad 325. Uréete plosny obsah rovinného obrazce D omezeného asteroidou
2213 4 23 = o2h3,

P= // dz dy
D

Pouzijeme transformace do soufadnic : {

sin 2t
2

2n i
] = 2ma? + a’r = 3ma’. ]
0

Resent :

z=rcosdp

y =rsindp

2/3 23
(r cos® go)‘ + (r sin® <p) 2/3 —r 2/3 = g?%

cos®p —3rcos’ psing

= 3rsin? pcos? ¢ + 3rsin® pcos? p =

0<r<a J=
0<p<2n sinp 3rsin’pcosy
= 3rsin’pcos®p.

2% a 5 ) a
=/ / 3rsin2<pcos2<pdr) do =4/ sinchcoschdcp-B/ rdr =
0 0

sm2<p r21e [71—cosdp _32_32[ sindp15 _
de 3[] /0 A i S i 4]0_

o

s

rﬁlw

oolc.o
=}
a

N|=i

e Uréete plosny obsah rovinného obrazce omezeného uzavienou kiivkou :



2
Priklad 326. (x2 + y2) =d*(z* —y*) (Bernoulliova lemnisk4ta)

T =TCOSp
P= // dxdy— y—rsmga

J=r

Resenit :

Po dosazeni do zadani dostavame postupné : r* = a?r%(cos? p—sin® ), r2 = a® cos 2¢,

0<r<ay/cos2p —cos2p >0, ¢€/0, )U(?ﬂr 57r> (“‘2)

z

r a COS
P=4/ (/ rdr dcp 4/ [ d<p=2/ a’cos2pdyp =
0 0 0

— 942 [sm22<,o]§ Y | .

o

. 2
Priklad 327. (3:2 + 9y2) = 2%

r*=r2cos?yp- T sin
m—rcos<p ¥ 3 ¥

Reseni: P = [/dxdy— y—gsmv 0<r<%cos2<psin<p
J==r
3 coslpsing>0—0< <

§cos psiny 2 lcos2 ‘
P=/ (/ lrdr d(p— / ’I‘ 3 ‘Ps""l’d(p:
) 0 0 3

1 /"1 1
== hut = _—.9. - =
6,/0 9cos psin pdp £ /0 cos? p (1 — cos <p)d<p

/(cos cos® o) d (Wallisova formule) = 1(3 1r_ 531 7r) T
_ Sova 99l T
T 7 ¢ wloe= va formule) = o7\4-2 2 6-4-2 2

Priklad 328. (z° +y°) = 3azy  (Descartestiv list)

Resent : B
: J ‘ z=rcosy 0<r<r(p)
P=// drdy = y=rsing | p1 <9< =
D
Y2

J=r

(o) 1 1% »
‘=/ (/ : rdr) d<p=-—/ r2(¢) dep.
1 0 2 Y1

Nyni urcnme r(cp) a dosadime do posledniho integralu.
3

P +yd= 3a:cy — - rdcos’y + r3sin p= 3ar?cospsingp, takze

3acospsinp 7r n
=7 F  0<¢p<-, =r(=)=0.
r(¥) cos3 p + sin® ¢’ =v=9 ( ) T( )

/ 3acos<psm<p ) do = 9a® % cos? psin? p _dp =
3 Y~ o -
~ 2 cos3 p +sin® ¢ 2 Jo (cos3cp +sin (p)

( Citatel a jmenovatel vydéhme cos®y )

_ 94 -/5 tg2p o dp [ . tg<p=u} _9a® /°° 3u? du =
= . = =
2 Jo (tg3<p+1) cos? ¢ oy G = du 2-3J (u¥+1)2




3, ¢ 3 3a2
=2¢ Cl—lg-loo/(; (u3+1)2du- 2 CL+oo[’u,3+1] 2/{)+co(03+1 )

_3

5 u

Priklad 329. Urcete plosny obsah rovinného obrazce omezeného kfivkami
22+ +1r=022+y°+42=0,y==zx, y=0.

Resend :
1\ 2
2+y+z=0— (x+§) +y? =

2+ +42=0— (z+2)2+9y’ =

z=rcosy 2?2 +y’+z=0—r=—cosp

' . 2,2
=rsin z°+y " +4z=0— r=—4cosy
P= dzdy=| Y o =
D J=r —cosp <r<—4cosp

1rs<psg1r

_ /I%n(/_«—«icos(ﬂrdr) dp = %/I%r [72] :i(c:: do = %[f" (1600S2<p—- cos? <p) dyp =

cos ¢
15 [ir 15 7 1+ cos2p 157  sin2p37
"'2'/, cos” pdyp = - ; 7 4["’+ 2 ],
_ 15(5ﬂ+ sin 27 oy sin27r) _ 15(7r 4 1) _15(7+2)
T 4\4 2 2/ 4\4 72/ 16
Priklad 330. Je ddna parabolick use s tétivou kolmou k ose. Délka tétivy je a, vyska
usece h, a hustota o = 1. Urcete :
a) moment setrvatnosti isece vzhledem k tetlve, b) tézisté dsece.

Analytické vyjadient této paraboly bu;ie y — h = p2?.

Pouzijeme-li bod { 3 ], pak —h = pi— —rp= _a_4h —

=h—- =22
o)

2= =2
1 [3% 4h - h® [3 47%\3
dx=§/_%(h——2 ) dz = 3/1(1-—2—) dz =
227 48z 64x°v) 4o — ﬁ[z_ 42®  48z° 641:7]% _
at 8 3 a?  5a*  7ab lo
a)_@@_l):lﬁh“a
14 3\5 7 105
M, \




Pi‘t’klad 331. Uréete té7isté rovinné desky omezené kiivkami z2 + y? — 2x = 0
2+ y? — 4z = 0, je-li p = 10.

Resent :
2+y’-2r1=0—0 (z-1)2+¢y* =1
2?2+ —4z=0— (z-2)%2+y*>=4
M,
T= [SL'T,O], zT =‘_ya
m

m=10-P=10(7r-22—‘7r-12)=307r

‘ 22492 > 22— r>2cos¢p
T =rcosip

L : . 4y2 <4 <4 ,
My=// 10z dz dy = y=rsing | Fryaf s 1Sdme -
D

2cosgp <r< 4cos<p

J=r <p<
. """2' vs 5
3 4cosy 3 3.4 :
L= 10/2 (/ T coscpdr) d(p"lO coscp-[r—] cow : 10/ 56 cos? pdyp =
-z 2co8 ¢ -z 3 2cos¢ z
20 L 1120 3-1 =
_3.56/0 cos <pd<p_—3 .rz‘.g_?oﬂ,‘ o - |
70m 7 '
o T=[5.0]
T < 30n 3 « .

Priklad 332. Urcete soufadnice tézisté kruhové vysete (viz obrazek), je-li ¢ = konst.
Resent :

o 7ra2
T,= xT,O] m=——- 2ap= a? ag,

X* ' M // xgdxdy—

T =rcosyp 0<r<a a a 3 4
i 2 . rvjle . a
- y=rsing —a<p<a = g/ (/ T cos<pdr) do = g[—] .[sm<p] =
—aVJo 3o —-a
J=r
= - pa’sinc, ': Tr = 2 asia =
—39 ) T—3 a .

Priklad 333, Urcete moment setrvaénosti vzhledem k potatku soustavy soufadnic homo-
genn{ rovinné desky omezené kiivkami 22 +y?> =1, 22 +y?* =4, p=k.

Reseni :



N

Ioo =k / / (2® + y?) dx dy =[polérni souradnice] =
D
2 2 )
=k/ /r:*drdgp:l?-kﬂ. ]
o N1 2

Piiklad 334. Urcete polohu tézisté obrazce omezeného kardioidou r = a(l + cos ),
p€{0,2r), a>0, p=1.

Resent :

' 1 [*,
T=[xT,O],m=PD=// dxdy=§/ redy =
D P1

(viz pi. 328 )

1 2n
(1+cosep d<p=§a2‘/O (1+2cosp + cos?p)dy =

o 1 2 9
=la2[<p+2sin<p] +—a2/ 1tcoszp Y dp = a?r +a’Z =
2 0 0 2 2

3
2
2 a(1+cos )
M, = / / rdrdy = [polérni souf. ] = / ( / r’ cosgodr) dp =
D 0 0

1 27 a3 27
=3 / cos p-a®(1+cos p)3 dp = 3 / (cos +3 cos? p+3 cos® p+cos? (p) dp =
0 0

_sa

5

3

a’m; Tr [

o

e Vypoéitejte objem télesa W omezeného plochami :

Piiklad 335. 2 =2 +y* +4, r —y =2, £=0,y=0,2=0

Resdeni :

W je édst trojbokého hranolu
se zdakladnou v roviné z = 0.
Hranol je shora omezeny
rotaénim paraboloidem.

W 0<z<z>+y* +4

V=/‘//vdxdydz= z-2<y<0
w 0<z<2

32 2
=/02(-/;0_2(/0 o dz)dy) d:c=/o2( zo_z(z2+y2+4)dy)dx=

2 3 0 2 —-92)3
_ 2,0 ¥ o 4, - P Gk} - =
—/0 [z y+3 +4yL_2da:— /0 (:1:2(.1; 2)+ 3 +‘4(:1: 2)) dx
32

2
2 _ ¢
2z S_x]o 3" [}

4 23 _24
gt 2 (=2

4 3 12



Piiklad 336. z = 2(z% + y?), 2% = 16(z? + y?)

Resent :

| % = / / dzdydz = (pouiijeme cylindrické soufadnice)
w

z=rcosp | Azl +y?) <z2<4/T2+ 2 — 2r°<v<4r

y=rsing 2r? < 4r ‘ 05¢$21r _

z=v } r<2-— 051‘52 -
J=r ‘

27 2 4r . 27 2 4 27,
=/ (/ (/ rdv)dr)d<p=/ d<p-/ r(4r — 2r®)dr = 27 - [ 7"3———— =
0 0 ‘Jor2 0 0 3 4 lo

16 -
= ?ﬂ'. n

Priklad 337. 2 =1—22 —4y% 2=0
Reseni : Plocha z = 1 — 22 — 4y? je eliptickym paraboloidem s vrcholem v bodé [0,0, 1].

V=///dedydz=_ // (/()1z2—4ydz)dxdy— /f 1x»4y)dxdy—

z244y2<1 z2+4y2<1
z s 2n 1 2 4
r. T 2w r il
- y=c-sing | 0<p<2n = (/ 1_,,.2 _d)d =_._[_____] = —,
2 /0 L) gdr)de =5~ 7l T 1
J==
a

Piiklad 338. z =12+ 4%, 2=z +y

Resend :
V=/// dxdydz:[ = +y “““’] =
() e{z®+y’ <z+y}

/ / / dz dzdy =
z24y2

P q z24+y2<z+y

= // (x+y—x2—y2>dxdy,_—.{””'zz"”z:%—(z—' ’(”_%)

z2+y’sw+y—*( ) (y") %]z

Z

z2+y2<z+y

Priklad 339. Uréete hmotnost a z-ovou soufadnici tézisté télesa omezeného rovinami
t=0,y=0,2=0,z+y+2=1, jeli hustota o=1.

Resen? : Hmotnost télesa pii ¢ =1 se rovna objemu.



IT

- N e M,,,:/// vdedydz =
[l(/1 /_z ya:dz)dy)d Ll(/ol—zx(l—x~y)dy)uz

=/0:z [a- x)y—— i / (1- )2—(1_2x)2)d:1:=%le(lfx)zdxz

441
1 Nap= L[ _ 2. 2] 1 =1
/(a: 272 +:v)d.r 2[2 3Tt 7, S w gr=,. ®

Priklad 340. Urcete hmotnost koule, jestlize hustota g je rovna étverci vzdéalenosti
od stiedu koule.

Reseni : Zvolime poétek soustavy soufadnic ve stfedu koule. Pak koule je popséna
nerovnici 22 + y? + 22 < a® a hustota p = z? + y? + 22.

m=/// gdxdydzz/// (z® +y? + 2?) dzdydz =
w w

z = rcospcos? 0<r<a

_ y:rsimpcos#’ 0<p<2n _ 27 3 a 4 _
= o raing I megeT _/0 (/_*(/0 r cosz?dr)dﬂ)dcp_
2 - 2
J =r?cos?d
x 5 5

. 2 rvie 4ra
—27r[sm19]_%- [—5—]0—-—5 [ ]

Priiklad 341. Urcete tézisté télesa omezeného plochami z = 22 + y?, z = 2, je-li hustota

Téziste T = (0,0, 2r), kde 2r = AZ:” m=V =
=//f drdydz = // / dz)da:dy—
z24y2
xy z24+y2<2

_ .22 _ | z=rcosp | 0<r<V2 _
_ // @y dndy = [ 2270 10ET T
r249y2<2

=/°2"(/ﬁ( —rz)rdr>dcp 27 - [r —2—4];/5=21r.

Mg, /// zdrdydz = // / zdz dz dy §7r, T=[0,0,é].
:z:2+y2 3 3

z2+y2<

Priklad 342. Uréete tézisté télesa W : 22 +y2 +22<a?, 2>0, p=1.

Resent :



Mg,

Teziste T = [0,0, z7), kde 21 = =V,

V—% %wa:*, M,y = /// zdxdydz—

z =rcospcost

0<r<
. z 2 a
= J 05 $27' 2 H (
| pmrsmeems 0ses2 | PO g cos0dr) dp) do =
z=rsind 0<9< 0 0 0

J =r2cosd

4

N M O Ho SRR LTS :

réete tézisté kuzele se zdkladnou z2 + y% < 16 a vrcholem v bodé [0, 0, 4],

je-li hustota o =1.

T= My LY g
_ T = 10,0, 27, kde zr = -~ ,m= V\w4 = ?r.
M,y=ﬁ/ zdrdydz ’
/'/ W

Uvazovany kuzel je rotacni, osa z je jeho osou rotace. Merididnem tohoto rotaéniho
kuzele je éast piimky z+z2=4— 2= 4 # z. Potom rovmce kuzelové plochy

Jez—4—-\/12+y

4- zz-o-y2 22+y
M,y = // / zdz dzdy = // dzdy =

z24y2<16 z24y2<16
1 z=rcosp | 0< <27
=§ // $2+y2) drdy= | y=rsing 0<r<4 =
22 +y?<16 J=r :
= %/02” ‘/04(4—r)27"dr dyp = %-271’-[04(16r—8rz+r3) dr = 1r[8r2—§r3+§]: = %éﬂ,
T=1001 .

P#iklad 344. Uréete moment setrvacnosti vzhledem k bodu [0, 0, 0] télesa W

2 2
W={[$,y,2]€Ea; Z ;y _<_ZS\/3—:v2—y2}, o=1

Iip0,0) = /// (% + y* + %) dxdydz = '
. w ,

2 2
z=rcosy T<hSVI—E— F VI —r<4@-r) —
4

y=rsing +4r2-12<0— (PP -2)(r* +6) <0 — r’<2—
z=h 0<r<V2 0<p<2m
J=r




/O%(/Oﬁ(/gm(rz+h2)rdh) dr) d¢=2w./0ﬁ[ 3h+r%i];dr=

6
=z7rjo (T E R Ve R AR e
+21r/0 (r\/g—_r’+§r3\/3——ﬁ)dr—27r( 182 2116.38)—
-w/ﬁ\/fs——?(ugr?)(—zr)dr:[ 3-rt j‘t . ”_zo'”l:_?’ ]:
0 ~2rdr = dt re=vV2 -t =1
=—gw—n’/sl\/i(l+g(3—t))dt=—gw+7r/3(3\/z—gt\/i)dt=
='%"+”[2.§tal2'§ \2t;/2]1=_g"+”( 3‘/5__ 9v3 - 2+15)
=7r(18;/— 2(7))-3002 .

Prtklad 345. Uréete moment setrvacnosti vzhledem k ose z télesa W,

W = {[z,y,2] € EB5; V2> +y*<2<2}, o=1.

Redeni

I, =// (% +y*) dxdydz =

// (z® + 9% / d:::dyz
z’+y2
z24y2<4 i
T =rcosp | 0<r<2
= // (z2+y2)(2—\/x2+y2)dmdy= y=rsing 0<p<L2r | =
z24+y2<4 J=r

4

[ -yl S-S - 2) -

0

Pitklad 346. Uréete staticky moment M,, (vzhledem k roviné (yz)) télesa omezeného
rovinamiz =0, y=0, z=0,z+y=aqa, y=h, (a>0,h>0), jeli
hustota ¢ konstantni.

Res’em’:
“z yz—Q /// .’L‘dl‘dydz_
[ : 0<z<a—z]
y = Os:z:sa =
W
0<y<h
’ ' " * " 2 z3qe
__Q/‘; (‘/o (/0 xdz)dy)dz—g/o (/0 x(a—x)dy)dx_g.h[a.?_?]o_

_gha"’

6 n

Pitklad 347. Uréete moment setrvacnosti I, (vzhledem k roviné (zy)) télesa W,
W = {[r,y,2] € BE3;z? -2z +y* <0, -1<2<1}, ¢=1.



Resend : Téleso W je rotacni vélec s osou rovnobéznou s osou z. -

Iy = ///zda:dydz— /f /zdz)dqu= // [-z;]l_ldxdyz

(z—1)2+y2<1 (z-1)2+4y2<1
2
=2 d =Z.q7:-1==n.
3 zdy = 3" 1 3 1 [

(z-1)24y2<1

Priklad 348. Vypoditejte integral a pomoci vzorci stanovte jeho mozny fyzikdlni vyznam:

/// V2 +y?+ 22dzdydz, W:V\/x2+y2§z§ Va-z2—y%, y>0.
w : : ‘

W 2% = 1%+ y? (rotaéni kuzelova plocha)

22 =4— 22 — > — 2% + y? + 22 = 4 (kulové plocha)

xy
T =rcospcos? 0<rs?
y = rsinpcos¥d | 0<psm
z=rsind (y>0)
J=r2cos? n m
‘ | 159<3 |
z s 2 4,2 z )
I= (/ (/ r~r2cos19dr)d<p) dﬂz[r—] . sinﬁ]2°n=47r(1—l/——),.
0 0 40 L - % 2

%
Vyznam : 1) I je celkovd hmota télesa pfi hustoté o = /2?2 + y2 + 22,
2) I je staticky moment télesa vzhledem k bodu [0, 0, 0] pfi hustoté ¢ = 1.
=

Pi‘ﬂelad 349. Vypocitejte hmotnost kuzele s polomérem podstavy a =1 a vyskou
= 4. Hustota se linedrné meéni v zavislosti na vzdélenosti bodu télesa
od podstavy. Ve vrcholu je g =1 a ¢ = 5 v kazdém bodé podstavy.
Resend :
Zvolime soustavu soufadnic s po¢dtkem ve vrcholu kuZele, osa 2
bude osou rotace, merididnem bude &ast pfimky z = 4z, y =0,
0 < z < 1. Potom kuzelové plocha bude mit rovnici

z = 4+/%2 + y2. Uvazované téleso W zapiSeme pomoci nerovnic.
W: 4yr2+y?<z2<4

22+y2<1

0
" Pro hustotu plati : o(z) = ki(4 —2) + k2 : 00)=1—  1=4k+k;

04)=5— 5=k — k=-

— o(z)=—-(4-2)+5=2+1

m= /// odzdydz = /f Am(z+1)dz)dzdy— :1; [ ]

z24+y2<

o Uréete plosny obsah P rovinného obrazce D ohrani¢eného danymi kfivkami :

-



350.z=1y% 8z=y% y=5 [875]

24

351 y=1? c—y+2=0,2=0,z=1 | [5)

352.z=y% zy=1, =4y [%*’“2]
) ,

353. (4x2+%—)2=:1:y [§

3b%4.y=lnz, z-y=1,y=-1 [%‘E]
z? 8 ' .

35.5. Y= V=1 (=~ 3)]

o Urcete hmotnost m rovinné desky omezené kiivkami :

356. y = 2%, T — y + 2 = 0, je-li hustota o(z,y) = Ty [%é]
357. 22 + 9% = 2az, je-li o(z,y) = V22 + 92, a >0 [%aa]
358. r=19% zy =1, z =4, je-li o(z,y) = 22 [25‘1]
359. 2+’ =1, z+y > 1, jeli o(z,y) =y [5]
360. 22+ 9> —2r =0, 22 +y* -4z =0, y = z, y = 0, je-li hustota o(z,y) v libovolném

bodé rovna vzdalenosti tohoto bodu od poéatku soustavy soufadnic. [-72;2]
e Urcete téZisté T rovinné desky omezené kiivkami :

— 2 il _ 11
361.y= 23? -3z%, y=—z,jeli o(z,y) =1 [T_ [5,_3]]
362. y =sinz, y =0, z € (0,7), je-li o(z,y) =1 [r=[53]]
363. y =4z + 4, y’ = -2z + 4, je-li o(z,y) =1 [r= [%,0]]
364. :II% + y§ = ag, z2>0,y2>0,jeli Q(.’E, y) = 1 (jde o &tvrtinu asteroidy lezic v I. kvadrantu,

‘ ouzijte soufadnice z = r cos® =rsin® ) [z =yr= —2—§-6—?—]

pouij P Y= ¢ : T=VT = 3i5r
e UrCete moment setrvaénosti :
365. kruhu o poloméru a vzhledem k jeho teéné, o(z,y) = 1, [gwa‘]
366. elipsy 422 + y? < 1 vzhledem k ose y, o(z,y) = v, [515]
367. ¢tvrtiny kruhu o poloméru a vzhledem k jeho ose soumérnosti, o(z,y) = 1,

. 4

(Zvolte polohu tak, aby osa z byla osou soumérnosti.) [a (7; 6_ 2)

368. ¢tverce o strané a vzhledem k jeho vrcholu, o(z,y) = 1, [%a“]

369. éasti mezikruzi z2 + y% = 1, 22 + y? = 4, omezeného piimkami y =z, y =0
v I. kvadrantu s hustotou o(z,y) = k, (k > 0) vzhledem ke stiedu mezikruzi.

15kn

5



e Vypotitejte objem V télesa W omezeného plochami :

370.z=0,y+z=1,y=lnx,y=ln2z | [3e — 8]
371.2=0, z=a*—2°, 2’ +y* =d° [%m‘]
372. 22 + ¢y  + 2% = d?, 2+ <b’,0<b<a V o [%n(aa— (a? — b?)3 )]
373. (w+y)2+2z=l, z>0,y>20,22>0 _ [%(&/5—1)]
374. 1+ 22 +y? =22 2=5-22—¢% (2>0) } [‘%’]
375. %+%2-+Z—Z=1 [$vabd]

e Uréete hmotnost m télesa W :

376. W:0<z<a, 0<y<b, 0<z<c, jestlize hustota o(z,y,2) =z +y+ 2.

[—-—(a +b+ c)]
377. W je koule o polomeru a, jestlize hustota je rovna ¢tverci vzdalenosti od prumeru
(Zvolte kouli se stfedem v poGatku soufadnic a primér leZici na ose z. ) [Era ]
378. W je omezené plochami o rovnicich: 2 =0, 2z +y + z =4, =0, y=0, 52
je-li o(z,y, 2) = 4z. ]
379. W je omezené plochami o rovnicich : z = 2+y2+4, z2=3-22 -y 2+ =1,
— 497
je-li o(x,y, 2) = 22(z® + %) [

o Urcete tézisté T télesa W omezeného plochami :

380.W:2=0, 2=x22+y% z+y=5 =0, y=0,0(x,y,2) =1

frene ]

[r=[oo 55 5]]

382. — + = + Z =1,z=0, y=0, z=0 (v prvnim oktantu), olz,y,2) =1

b2 c?
=555

381. W:2:=22+y2 22 +y2+22=3, 220, o(z,y,2) =1

e Urcete moment setrva¢nosti télesa W :

383. 22 + y? = 2z, = +y = 2z vzhledem k osdm soufadnic; je-li o(z,y,2) = 1.

[I::y = ZW,'I:; = Illz = %7",]

384. 22 + y? + 22 = 2, 22 +y? = 22, (z > 0) vzhledem k ose 2, je-li o(z,y, z) =1
[r. = —1r(4\/- )]
385. rotaénfho vélce s polomérem podstavy a a vyskou b vzhledem k pfimce p, ktera

se dotyka plasté valce a Je rovnobéznd s osou rotace.

(Zvolte vélec (z —a)? +y2 < a?, 0 < z < b, piimka p pak bude osa . ) [gwa"b]

-



IV. Krivkovy integral

IV.1. Parametrizace kfivek

Necht P(t) = [x(t),y(t), z(t)} je zobrazend intervalu (a,b) do E3. Plati-li :

1) P(t) je spojité a je prosté na (a,b) (k prostosti staci, aby aspori jedna ze sloZek
z(t), y(t), 2(t) byla ryze monotdnni na (a,b)),

2)P (t) = (:1: (t),9 (t), 2 (t)) je omezené a spojité na (a, b),
3) P (t) # 0 pro vSechnat € (a,b).

Potom mnozinu ¢ = {X € E3; X = P(t), t € (a,b)} nazveme jednoduchou hladkou
kivkou v E3 a zobrazeni P jeji parametrizaci.

Analogicky definujeme i parametrizaci kiivky v E,.

Rekneme, ze kiivka c je orientovdna souhlasné, resp. nesouhlasné, s parametri-
zaci P, jestlize poédteéni bod této krivky je P(a), resp. P(b).

Kiivka ¢ v E3 (té% v E; ) se dd orientovat pomoc? jednotkového teéného vektoru T

| P(t
v bodé P(t). Je-li 7= |P§t;| pak 7ikdme, Ze kfivka c je souhlasné orientovina s parame-
oy R -1() o : L ,
trizaci P. Je-li T=— |P(t)| pak Fikdme, Ze kiivka c je nesouhlasné orientovdna s para-

metrizaci P.

P0ozNAMKA : Jednoduchd uzaviend po ¢astech hladka kiivka c se nazyva kladné, resp.
zéporné, orientovana, jestlize pohyb v pfedepsaném sméru je proti sméru ” hodinovych
rucicek ”, resp. ” ve sméru hodinovych rucicek.”

Priklad 386. Je ddna kiivka c = {[z,y] € Ea;y = 2%,z € (—4,4)} s potitetnim bodem
A = [—4,16]. Zjistéte, zda zobrazeni P(t) = [:c(t), y(t)] je parametrizaci
jednoduché a hladké kiivky c, jestlize
a) P(t) = [t,t?], te€ (—4,4), D) P@)=[3t"], te(-22),
¢) P(t) = [Vt t], te(0,16).

v . —
g

Resent:
a) P(t) = [t,t?],t € (—4,4) spliiuje viechny pozadované podminky definice,
a proto P(t) je parametrizaci kfivky c. Orientace kfivky je souhlasnd -
s parametrizaci, jelikoz P(—4) =[—4,16] = A . '
b) P(t) = [t2,t%],t € (—2,2) neni prosté zobrazeni. Napi. P(—1) = P(1) = [1,1],
takze P(t) neni parametrizaci kiivky c. Kromé toho z = t? > 0, kdezto
bod A mé z-ovou soufadnici —4 < 0.

. 1
¢) P(t) = [v%,1],t € (0, 16) téZ neni parametrizaci, protoze P(t) = (572, 1)

neni omezené na (0, 16). [



Priklad 387. Je déna pulkruznice ¢ = {[z,y] € Ey; 2* + y? = a%,y > 0} s poéatetnim
bodem A = [—a,0]. Zjistéte, zda zobrazeni P(t) je jeji
parametrizaci, jestlize a) P(t) = [acost,asint], t € (0,7),

b) P(t) = [t,Va® — t?],t € (—a,a), c) P(t) = [\/li—f-_ﬁ’ \/lafi-_ﬁ

],teR.

Resend:
a) Ano, P(t) je parametrizaci , protoze P(t) vyhovuje podminkdm definice. Orientace
kfivky je nesouhlasnd s parametrizaci, protoze A = P(n) = [—a,0)].
. -t .
b) Neni parametrizaci, protoze P (¢) = (1, ————) neni omezena na {(—a,a).
; 0= (1 =
c

Ano, je parametrizaci. Ovéiime, ze plati 72 + y? = a® :

( at )2+( a )2_a2(t2+1)_a2f
V1+t2 vi+e) o 1+8 ’

at

lim z(t) = lim +a, lim y(t) = lim = 0 — orientace

t—3o00 t—+oo /1 + 2 - t—+o0 t—+oo 1 + 12

kiivky je souhlasnd s parametrizaci. Zde se snadno ovéii spojitost pro P(t) a P (t).
-a

Protoze je z (1) = ———————— > 0 pro vsechna t, je funkce z(t) monoténni
s =ravize P Je fonkee () m |
a zobrazeni P(t) je prosté. P (t) = (:c (t), ¥ (t)) £(0,0) & D+PA0 —
9 242 2 v : '
a + ot = a 5 #0. [

+ep  1+epf (1+8)

e Najdéte parametrizaci kiivky ¢ s pocdtecnim bodem A a rozhodnéte o jeji orientaci
vzhledem k parametrizaci :

Priklad 388. Kiivka c je tsecka s po¢atecnim bodem A = [4,-1,3] a koncovym
B=[3,1,5].

Reseni: Napiseme rovnice ptimky AB tak, Ze pouzijeme bod A a smérovy vektor
r=4-1

—AB=(-1,2,2), c¢:{ y=-1+2 .Usetku AB obdrzime prot € (0,1),
z2=3+2t

bod A odpovidé parametru ¢ = 0, takZe orientace kiivky je souhlasnd s parametrizaci.

@)

Priklad 389. c = {[z,y] € Ea; (z +3)2+ (y — 2)* =9,
Resen:
. {x=—3+3cos<p e m §7£>
' y=2+3siny , 2727 é“m,\

orientace kiivky je nesouhlasnd s parametrizaci.

(z—1)*

Piiklad 390. 1

y:

Reseni:



=1+ 2cos
c: { Y, pen),

y=3cosyp
. orientace kfivky je souhlasna s parametrizaci.

|
Priklad 391. c = {[z,y,2) € E3;22 + y* =4z, y+2=0, 2 >0}, A=]0,0,0]
Reseni: Kfivka c je fezem vélcové plochy z? + y? = 4z rovinou y + 2z = 0.
?—-4z4+y*=0— (w—2)2+y2=4§',[z;§;,yg,j;20 —
z=2+2cosp ‘
c: y=2sinyp
2 z= —2sing ) — —2sinp > 0 —> sinp < 0 — ¢ € (m, 27)
A=1[0,0,00 — 2+2cosp=0 — cosp=-1
sing=0 — sinp=0
pa = ™ — orientace kiivky je souhlasnd s parametrizaci. [ ]

Piiklad 392. ¢ = {[z,y,2] € E3;2* +y*> + 22 =a?, =y, z > 0}, A=[0,0, —a]
Reseni: Jde o fez kulové plochy rovinou prochdzejici stiedem kulové plochy . Pouzijeme
sférické soufadnice , v nichz r =a,p = %; 9 oznalime jako parametr ¢ .
7r 2 T
a:=acoszcost=aTcost —»z>0— cost>0— t€<_§’§>
y= 2sin%cost _ a72 cost t= —g : A =10,0, —a] — orientace kfivky je

) souhlasna s parametrizaci.
z=asint

o Rovinng kiivka ¢ je ddna v parametrickém tvaru. Najdéte jeji implicitni rovnici a poj-
menujte ji : ’ '

Priklad393.c: z =2t+1, y=3—t, te€ (1,4), orientace jesouhlasnd s parametrizaci.
Resend: Jde o usetku s po¢steénim bodem A = [3,2](t = 1) a koncovym bodem
B =[9, —-1](t = 4). Vyloutenim parametru ¢ obdrzime :
t=3-y — z=28-y)+1 — z+2y=7 - |

Pitklad394.c:z=t* -2t +3, y=t*—2t+1, te€(0,3), orientace kfivky je nesou-
hlasnd s parametrizaci. :
Resend: Po odeéteni dostdvame z — y = 2. Opét mame tsecku s pocateénim bodem
A =16,4](t = 3) a koncovym B = [3,1}(t = 0). =

Piiklad 395. c: z = 2sin’t, y = 4cos®t, te€ (0, g), orientace c je sou-
hlasna s parametrizaci.
Resend: Seéteme ;-{-i]— =sin?t+cos’t — 2z+y = 4 . Znovu mame dsecku s pocdteénim
bodem A = [0, 4](t = 0) a koncovym B = [2,0](t = g) [




Piiklad 396. Kiivka ¢ budiz ddna poldrni rovnici 7(¢) = 4sinp, ¢ € (%, ),

orientace kfivky je nesouhlasnd s parametrizaci.
Resend: .

£ =rcosp=4sinpcosy pot.bod A =0,0],(p =)

y=rsing @ " konc.bod B = [0,4], (¢ = 7/2)

22 + 4% = (4sin pcos p)? + (4sin® p)? = 16 sin? p(cos’ ¢ + sin® ) = 4 4y,

?+yi=4y — o+ (y - 2)? =4 (kruznice)

y PEAS
y=2+2siny 2" 2
]

P . . z = 2cos T 3n
Tutéz kruznici jsme mohli parametrizovat i jinak : { v —)

Orientace je nesouhlasnd s parametrizaci.

o QOvéite, Ze c = Uy Je jednoduchﬁ uzaviend po &astech hladka kiivka. Najdétete
parametrizace kfivek c;,cy, nakreslete je a rozhodnéte o jejich orientaci, jestlize A je
potateénim bodem c; a téz koncovym bodem c; :

Piiklad 397. c1,c2 C By, A=[0,0; ci:2®+y* =42, y>0; c2:y=0,7T€ (0,4)
‘Resent: ‘
T =2+ 2cost
clz(m—2)2+y2=4—)c1:{ !
y = 2sint

t, € (0, ), orientace c je nesouhlasna s parametrizaci,

{ T =1 t, € (0,4), orientace c je
Co .

) ’ . ’
y =0  nesouhlasnd s parametrizaci.

[
Pi#iklad398.c,,c; C By, A=[1,8); ci:zy=8,z€(L,4); c2:y + 2z = 10,
z € (1,4)
Resend ,
T=1% t, € (1,4), orientace c je 1" (18
C . y
y= 28— souhlasnd s parametrizaci,
1
z=ty t, € (1,4), orientace c je ' &
o { - ‘
y=10- 2t " nesouhlasnd s parametrizaci. e
' [
399.¢,, a C By, A=[1,1); c:y=+v2,2€(0,1); ¢y =2z%z € (0,1)
t, € (0,1) t: € (0,1)
=1t z=12 . .
e { _ I orientace ¢ je nesou- | e2: { _p |  orientace c je sou-
yv="h hlasna s parametrizaci y="h hlasn4 s parametrizaci

400. ¢, ¢, C E3, A=1[3,0,2); ci:2?+y*=9,2-2=1Ly20; cp:z—2=19y=0



ts € (=3,3)

z = 3cost; 1 € (0,7) T =t
a: { y = 3sint; | orientace c je sou- | { y=0 | orientace ¢ je sou-
z=3cost; —1 hlasnd s parametrizaci z=1t2~1 hlasnd s parametrizaci

o Navrhnéte parametrizaci kfivky ¢ s po¢ateénim bodem A :

401.cC E;:3z+y=1,z€(-1,2); A=][-1,4]
te(-1,2)
z=1t
c: { | orientace ¢ je sou-
y=1-3t
hlasnd s parametrizaci |
402.cCE3:2z-y=2,z+2=3,y€(0,2); A=][221]
z=t te(1,2)
c: { y =2t —2 | orientace c je nesouhlasni
z=-—t+3 s parametrizaci ]
403.cC E3:422+22=4,y+2=0,y<0; A=[-1,0,0]
z = cost t e (0,m) 1
¢:{ y=—2sint | orientace c je nesouhlasnd
z = 2sint s pa.fametrizacf ]

IV.2. Kfivkovy integral skaldrni funkce
(Kfivkovy integral prvniho druhu)

e Vysetfete existenci ‘kf‘i.vkového integralu / fds a v kladném piipadé jej vypocitejte :
. (4

Priklad 404. / z -2y ds, c je usecka s krajnimi body A, B , kde
‘ a) A=[1,-2],B=[3,0,, b)A=[1,-2],B =34

Resent: Integrovana funkce je definovana a spojitd v E; s vyjimkou piimky z — 2y = 0.
V okoli této piimky neni funkce f omezena.

Integral existuje, protoze funkce je na tsecce AB
z

spojita.

TELNR TR = _/‘ 2v2dt
0

1
ds = =-2+2t | =
/cx—2y :Ie(o 1) = VE+4dt =2v2dt 142t —2(-2+2t)

—2\/_/ ——-dt —\/-/ 2dt——\/§[In|5—2t|];=—\/5-(ln3—1n5):
=\/§-ln§.




z—2y=0 vbode [2,1] a

r+2

Reseni: Integrovans funkce je definovand a spojitd v E, — [0, 0].

Pr'iklad 405. ds, a)c:z’+y’ =4z, b)c:

x+2
a

[z,y]—>[0 0] \/:1:2 + y?

b) [0,0] € c, takze integral existuje.

a) Bod [0,0] € ¢

T+2 ds z = 2cost ds= /22 + g2 dt = 2dt
———— = C:
c‘/x2+y2 y = 2sint t € (0,2x)

1 » 27
/ M-2dt=2[sint+t] = 4r.
0 2 0

lz,yl—»[z 117 -2y

Integral neexistuje, protoze usetka AB protind pfimku

neexistuje.

22+y?’=4

= 00, takZe integral neexistuje;

|

= ]
Priklad 406. /r2 ds, c:y=Inz, z€(l,3)
Reseni: Je ziejmé, ze integral existuje :
c: y=hz = ST ) de = l“'d=
/xzds— rze(1,3) | Tt +(‘”) * =
‘ - vz2 +1 dz
T
m2+ 24+1=t t € (2,10)
\/3:2 l-zdr = | =
2z dz = dt
1263210 1
* Vidt = —[ ] = -(10V10 - 2\/5). .
2L 3 J2 3
72
Priklad 407. /—3;— ds, c:y®=2z, ye (V2,2
c
Resent: Integral existuje :
2 _y - dz\2 .,
T Y R S
c¥ y€(v2,2) =/ITody
2 4 2
Y 1 9 Vi+yr=t  2ydy=2tdt
/ﬁ4y Ty 4/\/§y vy [ 1+y° =8  te(V3,V5) }
V5 5 3
1 15 3qv6
== t2—1)-t-tdt=-|— - = 25v/5 — 6v/3). "
4_/\/5 ( ) 4 [5 31lvs ( Vs \/—)
Piiklad 408. | (22 + y® + 2%) ds, c je prvni zavit Sroubovice T = acost, y = asint,

[
z = bt.
Reseni:



Integral existuje :

/(x2+y2+22)ds=
[4 . ) .
| ds=VE1+E)?+(Edt= | de= Vaa ¥ Bdt |
= +/a?sin®t + a2 cos? t + b2 dt t € {0,2m) B
X
27 ) 27
= (a%sin?t + a®cos® t + b*t?) - Va2 + B2 dt = Va? + b2/ (a® + b*t*) dt =
0 0
Va2 2 2 b3 2 2 2 2, 82 3
=+va2+b -[at+——3—]0 =vVa +;b-(27ra +§b;7r). ]
1 | | |
| s as, a)c:T=T—9,Yy=9—1, U {i4%); neexistuje
409 /cm2+y2ds ) b—3,y=3—t te (1,4 [ncexistuie]
b) c:z*+ y2 =d. [existuje, gal]
1 ; ' ’
410. _/xz' ” ds, a)c:y=2z,ze€(l,3); [neexistuje]
LTy
b) c:y=9,z¢€ (0,2). {existuje, - ?]
3

‘ﬂll. fxyds, c:?+yt=a%1<0,y>0 ' [_%.]
c .

1/ 412. /\/23/ ds, c:z=a(t—sint), y=a(l —cost), t € (0,2n) (oblouk cykloidy)
[
v

/& 413. /\/Eds, c:y=+z, z€(1,2) ) - ' [27—5\/5']

12
414. / zds, c¢:z =tcost, Iy =tsint, 2 =t, t € (0,m) (kuzelové sroubovice)
) [L(@+)vEFe-2v3)]
415. /(z +y)ds, c:z? +1?+22=a’, y=1,220,y>0,2 > 0 (Pouzijte paramfexizaci
c

2 pikladu 392.) [t € (o, g) az\-/il

2
416./xyzds, c: P +y? + 22 =d°, $2+y2=%,:1:20,y20,z_>_0 (¢ leti v rovine
c

4
— av3 —e — g -~ raV3n
z=%, pakz = §cost, y = §sint.) [ 5 ]

IV.3. Aplikace kiivkového integrilu prvniho: deubu
o Vypotitejte délku ¢ kiivky e, jestlize :

Piiklad 417. c:y =2 —In(cosz), x € (0, %)



Reseni: Délka £ se vypocits podle vzorce £ = / ds . V daném piipadé ¢ : y = f(z) a

c

t= [ VIFT@ s v = e et
1 ‘

cosz’ eo - ¥

/4 : 9- /4 1 / /4 /4 )
o [ B e [ e [ e [ e
0 cosZT o COST o COs*T o 1—sin®z

T V2/2 ; ™ N

_ sinz =t ) dt 1 14+tv22) 1 1+ ¥ :
f[coszda::dt]i‘/‘; ~1f—t2—,§[ln‘1~:£lgf i §(ln1—§_lnl)—
e 1

=5ln(———:’—i)—=§-1n(3+2\/§). .

3 '
Priklad 418. c: © = t2, y=t—%, tG(—\/g,\/g)

Reseni: Jde o délku smycky, jelikoz 2(-v3) =z(V/3)=3 a y(—V3) = y(v/3) =0.
\/_ - - y .
0= /cds = /_;\/(1)2 + (y)“'dt.=
V3
= / V@' + (1 - t2)2dt = 0
Vi ,

2,

3

V3 V3 V3
=[ \/472+1—2t2+t4dt=/ \/1+2t2+t4dt=/ (1+t3)dt=
-3 RV -3
V3 3.v3
=2-/ (1+t2)dt=2[t+%-]o =2(\/§+\/§)=4‘/§- [ ]

Pitklad 419. c: z = acos’t, Yy = asin®t; t € {0,2m)

Reseni: Jde o asteroidu, skladajici se ze &tyf stejné dlouhych oblouki. Proto

/2 - X /2
L= / ds = 4‘/ v (ar:)2 + (y)2 dt = 4/ \/(T?)a cos?tsint)? + (3asin’ tcost)? dt =
c 0 0 '

sin? t]r/2 _
5 =

/2 - - /2 i
=4 / \/ 9a? sin? t cos? t(cos? t + sin® t) dt = 4/ 3asintcostdt = 12a[
; 0 0 /

= 6a.

H Piiklad 420 c je ¢ast logaritmické spirdly r = ae*®, lezici uvnitt kruhu o poloméru
vl V=g, k>0,a>0.

Regeni: Kiivka ¢ je zaddna v polérnich soufadnicich r = (). V kartézskych soufadnicich
bude vyjidiena : '

= r(p) cos @ z=r'cosp—rsing
| |
y =r(p)sing

Potom ds = \/ (55)2 + (1})2 dy = \/ZT" cosp — Tsin @) + (r'sinp + 7 cos @) dp =
d | |
= +/(r')? + 1% dp, kde r = a—;

y=r'sing+rcosp




Z podminky |ae*®| < a plyne ¢ < 0. Tedy

! L
= / \/(ake""’) + (aek?)dp = aeVk2+1dp= Blim avk? + 1/ e dp =
—-—00 B

ekB V2
=aVvk?+1 lim —] =avk?+1 llm (———)=a——,f—+—1. u
B——ool k N k
cosz
Priklad421.c: z = / / sin z dz, t € R. Stanovte vzdalenost od po-
1
¢atku soura.dnlc do nejbhzs1ho bodu, v némz je teéna rovnobézna s osou y.
t
Reseni: Tetna je rovnobéind s osou y, kdyz £ =0 — & = %— —rty = g, ti=1.

il

(]

i:;-f E—/ds—/ \/ +(y dt—/ —dt ln|t|

'wla

e Vypotitejte obsahy danych &asti valcovych ploch omezenych soufadnou rovinou (zy) a
zadanymi plochami :

~ Piiklad 422. v =4z, z=2Vz — 12
Reseni: Parabolickd vélcova plocha rovnobéznd s osou 2 je shora omezené plochou

z = f(x,y) =2Vz — 22 . Obecné P = /f(a:,y)ds =

c:yl=dz,c = caUc, ca:y=2/7

ciy=-2VT
£1 z+1
ds=1/1+ ()’ dz= H(ﬁ) do =4[ =do

z=2/z — 22 —-)z(l—::)>() — z €(0,1), /fds—/fds
/2\/$ - z2 - f l1-z)(z+1)dr =4 [\/1—x2dx—

, - ﬂ/2 /2 27 7/2
=[ = =sint ] =4/ cos tdt=2/‘ (1+cos2t)dt=2[t+Sm ]0 =7.
0 0 ,

dz = costdt 2
]
1
Pﬁ’klad423.x2+y2=z, z=zy, >0, y=>0
1
z=5co89 ds = = d
Regeni: P J[a:yds- z+y=%___,{ % s 2:’
¢ y=gsing <p€(0,-2—)
ED U 1 1sin 172 1
—/0 Zsm<p-cos<p-—2—d<p—§[ 5 ]o =16 -

e Vypoététe hmotnost m kiivky c pfi délkové hustoté ¢ = o(z, y), resp. o(z,y, 2) :

Pi‘ﬂclad424.c:x2+y2=a2, >0, y>0, o(z,y)==<



Resen /gds—-/xds—[c: w=acst ds = adt ]:
=asint t € (0,7/2)

n/2
= / acost-adt = a’ [smt] = a°. ]
0 0

Piiklad 425. c:z =at, y = —\;—5 t27 z= % t3, te (0,1), Q(a’:,y,z)= V?'ag

Resent: m = /gds—/\/ ds =

—i=a ds = J(£)? + ()% + (2)%dt =
- y=fﬁt2 —§=V2at | =a/iF22 +t0dt = =
z= %ts — i =at? =a(l+¢")dt
1 [9q42 1 ' 2t 3\4/5
= —a-(1 t2dt=42‘/ t(l+t)dt=aV2|=+—| =——a.
L\/aﬂa(+) V2. | at(l+t) 2[5+ 7l = e

Priklad 426. Kiivka c je prvni zavit sroubovice z = acost, y = asint, z = at a hustota
se rovna ¢tverci vzdalenosti od osy z .

T =acost t € (0,2m)
Resent: m=/gds=/(x2+y2) ds= | y=asint | ds= @2 +Q@7+@)rd | =
¢ ¢ z=at ds=aV2dt

2T
=/ a2~a\/§dt=a3~2\/§7r. (]
0

Piiklad427.c =c;Ucy; ¢ 22 +y?=2az,y>0; c:y=0,7€ (0, 2a),
a>0, olz,y)=1>+y’

Reseni:
. y

m=/gds=/ gds+/ pods =

c c1 c2
=/(x2+y2)ds+/(x2+y2)ds=

c1 c2 20 *
{z2+y2—2az=0—+(z—a)2+y2=a2——) z =a+acost ds=adt

a:

= ' y20 y = asint | tel{o,m) =

cz:y=0-—>ds=dx,ze(0,2a)

) ™ . 2a 1r 2312

=/ (a2(1+cost)2+azsin2t> -adt+/ x2dx=a3/ (2+2cost)dt+[—] =

0 0 0 3Jo
4 3 8 3 :

=2a3[t+sint] §-C-L—=2a37r+—(—l—. n
0 3 3

o Urcete téziste T kiivky ¢ pii hustoté o(z,y), resp. o(z,y,2) :



Piiklad 428.c: x> +3y* =1, y2>0, o(z,9)=a(l-y),a>0

Reseni:

T = [0,yr), kde yr = 2=,
m

(Vsimnéte si, ze hustota nezélez{ na z &ili hmotnost

levé a pravé &tvrtkruznice je stejné.)
z = cost ds=dt
c: { ) |
y =sint te(0,x)

m=/gds=/a(1—y)ds.=/ a(l—sint)dtza[t+c0s<t]"=a(7r-—2)
it . o 0

" ™ . . _
Mz:/y9d8=a/ (l—sint)sintdt=a/ (Sint-— I__M) dt
c 0 | 5

1 1, d 7r
’—a[—cost—§t+ Zsm2t]o —a(2—§)

_a(2-%) _ 4-r
yT—a(7r—2) T 2(m—-2)°

Piiklad 429. ¢ : = = a (t — sint), y = a (1 — cost), »a>0,‘ t € (0,2m) , o=1

Resent: y

¢ je prvni oblouk cykloidy, T = [ra,yr), ; :
L P / s N
Yr = ma m=£c= . $

[ a 2an *

z = a(t —sint) z = a(l — cost) ds=\/:i:2+gzdt=a\/l—2cost+cos2t+sin2tdt

y=a(l —cost) | y=asint | ds=ay2 = 2costdt=av2v/1— costdt
t € (0,2m) '

2n 2 t 2
m=a\/§/ \/l—costdt=aﬁ/ \/§sin§dt=2a[—-2cos%]:=8a;
0 0

. 27 : ) 27
Mz=/yds=‘/” a(l—cost)oa\/§\/1—costdt=a2\/§/ (1—cost)3/2dt=
Je o , : 0 :

21!" t 2n t t co £=z
=a2\/§/ 2\/§-sin3—dt=4a2/ (1—cos2-—)sin-dt= 1.t .2 =
0 ‘ 2 0 2 2 —ignnidt‘=dz
341 2. 2
z_] .=16a2-—=£(1—;
3o

-1 1 F
-="—4a2-2-/ (1-—z2)dz=8a2/ (l—zz)dz;16a2[z— .
« : » 3773

—32a2—4a T-—[ﬂ'aéa] .

=38 3% ~~U"3%

Piiklad430.c=c, UcyUcs, ¢ :22+y*=a? 2=0,22>0,y2>0, e 22 + 22 = a?,
‘ y=0,2z>0,2>0, c:y*+2>=a*2=0,9y20,220,a>0, ¢=1

Reseni: Kiivka c je je symetrick4 vzhledem k osdm z,y, 2 tedy 7 = yr = zr . Omezime se

1
naxT—_—AzzZ, M=Z=3.Z.27r=g7ra,




‘Myz=/xds=/xds+/a:ds+/:z:dsz
c Ja c2 €3
4 -

z=acost, z= 0, ds=adt
y=asint t € (0,7/2)

Ci @

z=acost, y=0, ds=adt
Ca
z=asint te(0,w/2)

y=acost, =0, ds = adt
c3:
z=asint te(0,7/2)

/2

w/2
=/ a’costdt +
0

QszyTzzT:———z——.
%'na 3

w/2 /2
a’costdt + / 0dt = 2a° [sin t] . = 2q°
0
- 2a®2  4a

o~

Priklad 431. Uréete moment setrvacnosti vzhledem k soufadnicové roviné (yz)
prostorové kiivky c: z = acost, y = asint, z = bt t € (0,2m),
je-li o=1x%+42

Resent:
ds = Va2sin?t + a2 cos?t + b2 dt =
Iyz=/Q-z2ds=/(x2+y2)x2ds: =
[ c =+aZ+b%dt

27 ’ 2
1 2t
=/ a2-a2cos""t-\/a2+b2dt=a4\/a2+b2/ i(;()S—dt=
0 0

4 2 2 i 2
“,Vaz“’ [t+s“;2t]0 V@ TR

Priklad 432. Uréete moment setrvaénosti vzhledem k ose z kiivky ¢ C Ej3 :
22+ y?=2,z+2=1, jeli p=2.

Reseni: c je tez eliptické valcové plochy rovinou z + z = 1.

I, = /(:E2 +y%)ods = /(:v2 +y%)zds =

z = cost — & =-—sint ds = \/sin?t + 2cos? t +sin® tdt =V/2dt
=|c:{ y=v2sint — y=+v2cost | =
z2=1—-cost — z=sint t € (0,2m)

27
= (cos t + 2sin? t)(l—cost V2dt = \/_/ (1 +sin®t)(1 — cost)dt =

21r 1 2t ‘
- \/'/ COSQt - cost—sinztcost) dt = \/§[t+ 3t Su; —sint—

2n
_sm t] =\/§-§-27r=3\/§7r.
3 Jlo 2

e Urcete délku ¢ kiivky c:

1 .
433.y=§$\/5, z € (0,5)

434. 7 =3t, y=3t%, z =23, t€(0,1)



435. 7(p) = a(1 +cos @), € (0,7), @ > 0 (horni polovina kardioidy) [4a]

436. r(yp) = sin® -‘g—, @ € (0, 3m) [% w]
/2

437. y = [ Vcosz dx [4; pouzijtecosz >0 — z € <_§’ -125)]
-n/2

o Urdete plodny obsah P valcové plochy omezené rovinou z =0 a plochami :

438.y2=x,9:c—4=0,z=2y, y=>0 [g—?]
439. 22 +y*=d* z2=2, >0,y>0 ’ [a?]
440. 2% + y2 = a2, z=1z°+ y2 [27 a®; 1ze vypotitat i bez pouziti integralu]
441. Vypottéte moment setrvaénosti vzhledem k ose soumérnosti homogenni pilkruznice

o poloméru a. [“2—"]

442. Uréete moment setrvaénosti vzhledem k ose z ésti asteriody lezici v prvnim
kvadrantu (tj. kiivky = = acos®t, y = asin’¢, ¢t € (0,7/2)), pfi hustotéo =1 .
3a3}
8

o Urcete t&zisté T kiivky c pii délkové hustoté o(z,y,2) :

2

z .
443. p = T+ ,kde c:z =acost, y=asint, z=at, a >0, te€ (0, 27)
3
[m = 8\/?;'” y Mgy = W2, T = [0,0, %mr”

444. p=1,c=c1Ucy, cC Ey; ¢ :y =6z, z €(1,6); ¢y =—6x, T € (L,6)
[m=10, M, =35T= [%0”

o Uréete hmotnost m kiivky c pfi délkové hustoté o(z,y) :

445. p=z(y*+2%), cCE3:y*+2%=4,2=222>0 [E'f’sii
446. p=z(y+2), cCEy:2’+y*=4,2>0 [16]
447. o=z +y*®, ¢ C E,:z=acos’t, y = asin’¢, t € (0,7/2) ot]
448. p=eVZPV' | cCEy:2?+y*=4d* 22>0,y>0 [e“-a--‘gq

IV.4. Kiivkovy integral vektorové funkce
(Kfivkovy integril druhého druhu)

e Vypotitejte dané kiivkové integraly po orientované kiivce ¢ s pocatecnim bodem A :

Priklad 449. /zd:c —y?dy, c je tsecka spojujici body A = [1,-2], B=3,2] .

c



x , z=1+2t, . dz =2dt
Resent: [c:{ ST teqo, ) | ' ]

y=—2+4t, dy = 4dt

1 ’ : 1
/:z:dx—y2 dy =/ ((1+2t)2—(4t—2)2-4) dt = 2/ (1+2t—-2(16t2—16t+4)) dt =
c 0 0 '

1 o |
=2/ (‘7+34t—32t2)dt=2[—7t+ 17t2_§.2_t3] .- .
0 3, 3

Psiklad 450. / (z? - y¥)dz, c:y=z" zboduA=[0,0] dobodu B = [3,27].
[

:c7]3 2124
0o 7

_ -
Rv ': 2‘— 2 Z/ 2— 6d = — — —
| esend [(x y)dz i (z° — 2°) dzx [3 Z

Priklad 451. /-—-z cosy dz+ysin x dy, c je isecka z bodu A = [0,0] do bodu B = [m, 2]

c

Reseni: c:y = 2x,dy = 2dz,z € (0, ), orientace kiivky je souhlasnd s parametrizaci ;

I=/ (—xcos2x+4xsinz)dx=/ z(4sinz — cos 2z) dz =
0 . 0

n L i
= —[4xcosx+;sin2z]o+,/ (4cos:c+.sm2$) dz =
: 0

u=z, v =4sinz—cos2z
, sin 2z

=1 v=—4cosc— 3 2
’ cos 227"
=47r+[4sina:— 0 x] =4m. . .
4 Jo
: . — 112 y2 :
Piiklad 452. [ (-y,z) - ds, c:—a—2+b—2=1, r>0,y>0, A=][a0].
: i c . .
' c:x =acost dr = —asintdt
Resent: /—ydz+.7:dy = { y = bsint I dy = bcostdt ‘ } =
¢ t e (0,7/2) orientace kiivky je souhlasnd s parametrizaci
n/2 ) ‘ w/2 o ab7r ’
=/ (bsint-asint+acost-bcost)dt=ab/ dt=—2— . =
0 0 . )

Piklad 453. / zdy, c je obvod trojihelnika vytvofeného pfimkami =0, y=0
c

a 2z + Ty = 14 pfi kladné orientaci .

Reseni: y '

¢c=A4B + BC +CA

) [=[+[+[

A=[0,0] ; B=[7,0]
AB:y=0,dy=0, z €0, 7), orientace kiivky je souhlasnd s parametrizaci,
14-7 . . . i
BC .z = 5 ,y’ y € (0,2), orientace kiivky je souhlasnd s parametrizaci,

AC :z=0,dz =0, ye€(0,2), orientace kiivky je nesouhlasna s parametrizaci ;

' 214 -7y 1 Ty212
/cmdy_o+/0 . dy+0—§[14y——2—]0—7. .




466f—M c:z?+y =a% a>0,z>0, y>0zbodu [a,0
= ¢ y*=a*,a>0,22>0, y >0z bodu [a,0

do bodu [—a,0] . [-5 9]

467. f = (y,2), c je uzaviend kiivka tvofend poloosami a ¢tvrtinou elipsy z = 2cost,
y = sint, nachdzejici se v prvnim kvadrantu. Orientace je zaporna. [27]
468. f = (x+y,2z), c:z=acost, y=asint,t € (0,27), orientace je kladns. ([ra’)

469. f = (y,2,%), cje tsetka s potitetnim bodem [a, 0,0] a koncovym bodem [a, a, a].

3
[ 7]
470. f = (y,2,z), c je priseénice ploch z = zy, > + y* = 1 z bodu [1,0,0]
1 =
do bodu [0,1,0}. [§ -3
471. f= (yz,2/R? — y%,zy), c:z = Rcost, y= Rsint, z= %, a>0, R>0,
t € (0,27), orientace kiivky je souhlasnd s parametrizaci. 0]
472. f = (z,y,22—y), c:z =1t y=2t, z =4t t € (0,1), orientace kiivky
je souhlasnd s parametrizaci. [-g-]
473. f = (z,y,2), c je ctvrtina elipsy 22 +y%> =4, + 2 =2 z bodu [2,0,0]
do bodu |0,2,2]. [2]
474. f= (¥?,2%,2%), c:z=>5,y=2+4sint, 2= —3+4cost, t € (0,27), orientace
kiivky je souhlasna s parametrizaci. [967]

IV.6. Potencidln{ vektorové pole

Vektorové pole f = (f1, f2, f3) je potencidlni v oblasti G C E3, jestliZe existuje skaldrni
funkce ¢ v G takovd, Ze f = grady v oblasti G. Skaldrni funkci v(z,y,z) nazjvdme
potencidlem vektorového pole f.

Necht f = (f1, f2, f3) je diferencovatelné vektorové pole v oblasti G C E3. Potom vek-
torovou funkci

S A
- a a0 0
rot f = 5-:”- -ag 5;
h o fs
nazijvdme rotaci vektorového pole f.

Plati véty : ‘
- - —>
Vektorové pole f je potencidini v G prdvé kdyz / f - ds nezdvisi na cesté

v oblasti G . Je-li kiivka ¢ v G s poidtecnim bodem M a koncovym N, pak plati

. N
[7-@= [ rady @ = p¥) - v(a0).

M

- -
Specidiné f gradi - ds =0, kde c je uzaviend kiivka v G.
c

94



Necht vektorovd funkce f md spojité parcidini derivace v hvézdovité oblasti G C E,
‘anecht rot f =0 v G. Potom vektorové pole f je potencidlni v G.

¢ Budiz ddno vektorové pole f :  a) ovéite, ze f je potencidlni v G, b) stanovte jeho

B
: o .. - =
- potencidl, c) vypoctéte / f-ds, jestlize :

- Pitklad 475. [ = 3%y - 3%, 2° —6y), A=[1,3,B=[21, G=F
Re§em a) Jelikoz funkce f; a f jsou spojité a diferencovatelné v celém E; je G
jednoduse souvisla oblast v E, (hvézdovita v Ej3), pak k ovéfeni, ze f je potencidlni

ofi _0fa
v G C E, stagdi zjistit, zda 9y~ oz’
% = 32? — 6y, % =3z% — 6y. Ano, f je potencidlni v E,,
Jy oz
P _ (91 Oy
[e¥] , (=4l 5 P (9]
/ f-ds=/ awld +~¥dy / dy = ¥(z,y) — P(zo, W) -
[xowyo] [zo,uo] z [30,3/0] .
[z.y]
Zvolime (zo,y0) = (0,0) : ¥(z,y) = / (3z%y — 3y®) dz + (z® — 6zy) dy =
[0,0]

( vime, Ze integral nezdvisi na cesté, proto zvolime i

x.y}
¢ lomenou &ru  [0,0] — [z,0] — [z, y]) :
[ [0,0) — [z,0] : y=0,dy=0 ] .
(0.0] [ o] *
[z,0] — [z,y] : z =konst.,dz =0
[z,0] [z.y] T v
/ / =/ 0d:10+/(9v3—6:::y)dy=.'1:3‘y——3:1r:y2 —
0,0 [0 0 0
¥(z,y) = 2’y — 3zy” + C,
2] P |
¢) .45 = 9(2,1) — %(1,3) = (8 — 6) — (3 — 27) = 26. .
(1,3}

Priklad 476. f = (2zcosy, —z’siny), A=[2,0], B= [4,1r/2], G=E,

Reseni: a) Oblast G je opét jednoduse souvisla oblast a plati

0 7 o1
oh = —2zsiny, Ofz = —2zrsiny — f je potencidlni v Ej .
dy or

[z,] [=,0) z,y)
b) ¥(z,y) = / 2z cosydz — x2sinydy = /
0,0] (0,0] [x,0]

0, ,0]:y=0,dy=0 T v . y
= | PO By =0d =/ 2xd.r——/ x2smydy=x2+x2[cosy] =
[z,0) — [z,¥] : £ = konst.,dz = 0 0 0 ]

=z2+2%cosy—22 — Y(z,y) =z%cosy+C.



[4,7/2) - =) : . T )
c) / f-ds=1/1(4,7r/2)—t[1(2,0)=16cos§—4COSO'= -4 . ]
[210] ' ' ’

Priklad 477. f (8z%y — 22 + 22,2% + 2y2 - 3,%° —2:1:z+2m+5) A=1]0,1,1],
=[3,0,2], G=E;

Reseni: a) Oblast G je hvézdovitd v Ej,

: j k
. > 9 S e
ot f = 5 3y 5 =

3x2y—z2+2z P +2z-3 y?-222+20+5

=(2y—2y,—22+2+22—2,32% - 322) =0 —  fie potencidlni v E3 .

b) ¢(x, Y, z) =
[z,y,z]
=/ (3z%y — 2% + 22)dz + (2 + 2y2z — 3) dy + +(¥* — 232 + 2z + 5)dz =
[0,0,0]

/[zto 0] /[z’yvol /[x,y,z] [x,y,z]
[0,0,0] [,0,0] [z,,0)
[0,0,0) — [2,0,0) : y = 0,dy = 0,2 = 0,dz =0
[z,0,0}] — [z,¥,0):dz=0,2=0,dz=0
[z,y,O] — [z1yyz] 1dz=0,dy=0
[z Y z ‘
=/0d:1:+ (a:3—3)dy+/(y2~2xz+2x+5)dz=
0 0 0
=23y -3y +y’z— 222 + 222+ 52+ C,

[0,0,0

[x,0,0]

3,02 _
c)/ Fedb=(3,0,2)—(0,1,1) = 7.

[0,1,1]

P 1 -
P#éklad 478, Urtete oblasti G C By, v nichz je pole f = (~y- — Y oy 5) T+

1
+(; - +2r+ 11) J potencidlni a stanovte Jeho potencial ¥(z,y),
y?

splitujici podminku %(—2,2) = 0.

Regend: G ={[r,y] € E2;2>0,y >0}, Gy={[z,y] € Ey; <0, y>0},
G3 = {[:z:,y] € E?; z> Oa y< 0}7 G4 = {[Il,‘,y] € E2; T < 0’ y < O}

1 1 oo .
Plati %zgﬁ—————+2, tedy je f potencidlniv G;,t=1,2,3,4.

oy 0z  y* x?
Déle je ¥(z y)-—/[m’(1 5 +2y — 5) d.r+(l_—+2x+11) dy =
’ 1Y y?
Vybirdme cestu od [-1,1] do [z,y] v G2, ; ) ’
protoze dany bod [-2,2] lezi v G . {

[ 1] —[x1]: y=1,dy=0 } [x.1] -1.1)

[,1]] — [z,y] : z =konst.,dz=0

| x



t @ 1 Y1 o 172
g =/ (1——2—3)dx+/' (--Z+2w+1)dy= [—2x+—] +[2+ 2+ 20y+
-1 z Ji \T Y L7zl oy
L Y 1 . C

. +11y]1=—2$+;—2+1+%+§+2my+11y-—;——-x—2a:—11=

=£+g+2wy—5z+11y+0'

y :
¥(=2,2)=0: —1+1—8+10+22+C‘ 0o “—> C =-22
Y(z,y) = 5 + +2zy -5z + 11y —22 ° pro [z,y] € Gs. o =

2
Yy . L eire
~=,4 x) spojita
. - —
a rozhodnéte, zda | f - ds nezavisi na cesté v G. V kladném piipadé

I Priklad 479. Urcete oblast G C By, v niz je vektorova funkee f =

, [4-2)

vypoctéte / f- d_.)s'
["1!2]

Reseni: G = {[z,y] € Es,z > 0} .

> =

i f -‘ds nezavisi na cesté, ‘protoie %—2— = %z —2\/% .

[4a"2] - = [4 2] [4 2] [4 2]
/ f-ds= dm+4y\/_dy— /

(1,2] (1,2] \/_ [1.2] (4,2]

» I: 1,2 —[4,2] : y=2,dy=0,z€(1,4) orientace tsecky je souhlasnd s pa.rametrizaci :|

[4,2) — [4,-2]: z=4,dr=0,y€(-2,2), orientace usetky je nesouhlasni s parametrizacf

. | :[4%dx+/2—24y-2dy=[8ﬁ]:+[4y2]—2=§ | | : .

Pitklad 480. Je dana funkce ¥(z,y) = 23y + z2y% Uréete a) silové pole f, jehoz
potenciélem je funkce ¥(z,y); b) précisily f pii pohybu z bodu

=[1,1] do bodu N = [-2,3]; ) précisily f podél kiivky
c:r?+ 4y =4.

Resem a) f=grady — f = (3z% + 2zy% 7° + 22%);

b) A / f ds = (integra! nezdvisi na ceste) = Y(M) —¢y(N) =
=(-24+36)— (1+1) =10

c) A.=}{f_’-¢?s=0. ' n

3 N

E - — -

i Priklad 481. Vypottéte / f-ds, kde M =[1,0,¢], N = [2,~1,€?], vite-li, Ze pole f je
M

potencislni v oblasti G C Ej, jehoz potencial je funkce %(x,y,2) = zy’lnz.

Urcete téz oblast G. '

b Reseni: G = {[z,y,2] € E3;2> 0}; / f-d_;=1[1(M)—w(N)=2lne2—0=4.
- M



o Necht je ddno vektorové pole’ f Ovéite, Ze je pole potencidlni v E,, resp. Ej, stanovte

B, 5
jeho potenciél a vypoctéte / f-ds:
A

482. f = (ze¥, (2 + 1)e¥), A=[1,0], B=[3,1] [ = 5(* + e +C; 5¢ - 1]
483. f= (3$2y - 2:z:y2,x3 - 2m2y)’ A= [la 1]’ B = [2a "1] [v= 23!1—1'21[2 +C; -12]
@= (cos2y +y+z,y — 2zsin2y +z), A=[0,7], B=[1,0]
N 2 2
= %—+4y2—+zcos2y+zy+0; -23)

485. f = (a® - 2yz,9® — 222,27 — 27y), A=0,0,3], B =[3,3, 0]
. [v= %(x3+y3+z3)—2:cyz+0; 9]

486. f= (2y+ 25,2z +1,222+2), A=[0,1,1], B =[3,0,2]
[ =2zy+y+z22+2:+C; 13

7. f= (mrmrp mrasr ) 4= 100, B=[o,11

[¢=%ln(zz+y2+l)+z2+0; 1}

488. Ovéite, Ze pole f = (y%, 2zy) je potencidlni v E, . Stanovte potencial ¥(z,y),
splitujici ¥(—4,3) = -9 . [ ==zy* +27)
.y = 1 yz =z T
489. Stanovte potenciél pole f = (1 — 5 + o ;+ 55, 2z — z—g) naGCE;:y>0, 2>0.
[¢=z—§+zz—y+z2+0]

490. Najdéte praci silového pole f, jehoz potencidl je funkce ¢(z,y) = arctg%
pii pohybu  a) z boduM = [1,v/3] do bodu N =[v/2,v/2]; b) podél kiivky

(z — 2)®2 +y? =1 v kladném sméru. [ - 50 b o]
e Vypoitéte :
(1.2} -
491. / y—dx—,zm—dy- [—E, integral nezavisi na cesté]
Ry 7 | 2
[x/6,1) . : ) 3
492. / 2ysin 2z dz + (1 — cos 2z) dy [—5
[r/4,2] ‘
493. f(2.1: +y)dr + (z +2y)dy, c:z°+y’=a’ , ]
[4

o Uréete oblasti G, v nichz je vektorové pole f potencialni a stanovte potencidl :

494. f = ($3y2 + z, y2 + yz4) [G = 0, f nenf potencialni]
GiCE;:y>0,z>0
G2CE:y>0,2<0

ey ev¥ :c)
e!l
Y= z +zlny+C



496.f=( z ,—z——’ln(g;_y).g._l_) GCE3:z>y,2>0
' - Yp=zln(z—y) +2/z+C

IV.7. Greenova véta

Necht : 1) vektorovd funkce f (f1, f2) md spojité parcidlni derivace v oblasti G C Es,
' 2) kiivka ¢ C G je jednoduchd uzaviend kladné orientovand po édstech hladkd,
3) intc C G. Potom

if“-&?:f;fldﬂf;dy://m %’%—%) dz dy.

‘ 1
Duisledek : P= dxdy = 3 f—y dz + z dy,
:~ int ¢ c
kde P je plosny obsah rovinného obrazce omezeného uzavrenou kitvkou c.

: Piiklad 497. Pomocx Greenovy véty spoctéte cirkulaci vektorového pole
= (2z + 3y, 5z — y — 4) po obvodu AABC ve sméru A — B — C,
kdeA (1,0,,B =11, -3], C = [-3,0].

I|<

Resem Cirkulace I' = ff ds = f(2x +3y)dz + (5z —y —4) dy

|Z§| |4C|

=—// (5-3)drdy= -2 / drxdy=—-2-Pp =-12
int ¢ AABC

(orientace kiivky c je zdpornd, proto pied dvojnym integralem je znaménko mmus)

I SRR

Pi‘ﬂclad 498. Vysetiete existenci integralu f (ln (z* + y?), —2arctg 2) . % a rozhod-

néte o moznosti uziti Greenovy vety k Jeho vypoétu, jestlize ¢ C E
je kladné orientovand kfivka a) ’+y*=1, b) ( 12+y2=1,
o) (z-2?%+y*= 1, d) ¢ je obvod &tverce s vrcholy A = [1,0],

=10,1,C = [—1, 0], D =[0,-1]. V kladném pfipadé vypoltéte
integral pomoci Greenovy véty. '

§ Resem Integral f (In (2? + y?), —2arctg ) dé existuje v E; — [0,0], protoze

funkce In (22 + y?) je definovdna jen pro 224+942>0 a 1]1m g In (2% +¢°%) =

funkce arctg Z neni definovdna pro z = 0, ale je omezend (|arctg l < )

Greenovu vetu lze pouzit za piedpokladu, ze c, znt cC E,—[0,0] .

y

a) - Integral existuje, ale nelze pouzit Greenovu vétu .




¥y
- b) h - Integrél neexistuje a nelze pouzit Greenovu vétu .

y
[ /‘\( Integral existuje a lze pouz1t Greenovu vétu.
Provedme tedy vypocet

?_f_’z_f?ﬁ _ .___%v__ o
ffldwzdv //,,.,c ) e [ (s meg) 4

// Odzdy 0.
int ¢

I

d) 3 <> 1 Integral existuje, ale nelze pouift"Greenovu vétu . -

a
Pitklad 499. Je dano vektorové polé f= _(%a;y) v G=E;—[0,0].
a) Ovéite, ze plati %—3 = %{}Z vG. b) Vypoétem integrlu f d_g, ‘

c
kde ¢ je zdporné orientovand kruznice 'S = [0,0],r = 2, se pfesvédite,
Ze pole neni potencidlni v G.
s o ofi 3f2 22 +4°
' 9y T (B + )

b) Cirkulace ' = ff. ds = (z-y)de+ (x+y)dy _
' [

e . x4y
c: z=2cost, ~  dr=-2sint t € (0,2nm)
= y=2sint | dy=2cost | kiivka je nesouhlasné =
o orientovand s parametrizaci '
_ /.2" —4(cost — sint) sint + 4(cost + sint) cost gt = 2n g —
e 4 b

Pole f neni potenciélni, protoze f f- ds #0.

K vypoctu tohoto mtegralu nelze’ pOllth Greenovu vétu, jelikoz bod
nespojitosti [0,0] € int ¢ = {[z,y]; x> + y? < 4}. ‘ [
Priklad 500. Urcete cirkulaci vektorového pole f = —yi+zj po kladné orientované
kiivcec=c;Uca, kde ¢;: 22 —-22+3°=0,y>0; c2: y =0, z € (0,2),
a) pfimym vypoctem, b) pomoci Greenovy véty.

Reseni:

a:(z—-1)2+y2=1y>0
c:y=0,z €(0,2)




a) ff?i—) }{ydx+xdy—/ /

z=1+cost dr = ~sintdt t € (0, )
y=sint -  dy = costdt souhlasn4 or." .
c2: y=0,dy=0, ze (0,2) souhl.or.

n 2 s ‘ Cooa
'=/ (sin?t+(1+cost)cost)dt+/ de—/ (1+cost)dt=[t+sint]0=7r.
0

b) f—ydﬁmdyc"" // (1+1)dzdy =2
int ¢

Pi‘t’klad 501. Vypoc1tejte pomoci krlvkoveho integralu plosny obsah vnltrku asterlody
2/3 + y‘2/3 _ a2/3 (a S 0)

T=Tm. n

er—l

Reseni: Pouzijeme znimou parametrlzacx asterlody

r=a-cos’t | d:c_-3a - COS t-smtdt I) tG(O 2.,.»)
y=a-sin®t . y=.3a~sin2t'costdt
1 1 2 2 2 s 4 2 .2 4
P = 3 —ydr+zdy = 2 (3a* cos® tsin® t + 3a®sin® t cos t)dt =
c 0
2

2 p2m o2 27 .
t —
3a sin‘ 2 d = g o2 / 1 —cos4t dt =

2 )
ta2
= — sin“t - cos“ tdt =
/o 2 )y 4 2

in 4127
a2[t—SH:1 ]0 =ga27r. ' ]

. . ’ 1 _-) ~ ~ . e rd
502. Vysetrete existenci integralu ]{ (- = 2z)-ds arozhodnéte o moznosti uziti Greenovy
c

véty, jestlize ¢ C E, je kladné orientovang kiivka : a) 2%+ y2 =1,
b) 22+ (y—-2)°=1, «¢) (z—2)®+y?= 1.V kladném piipadé vypoctéte integral
pomoci Greenovy véty.

a) neexistuje, nelze

b) neexistuje, nelze

c) existuje, lze; 27

QO& Pomoci Greenovy véty vypoitéte cirkulaci vektoru f = (y, (x - y)2) po zéporné

" orientované kivee ¢: (z — 1)2 +y% = 1. (-]
504. Vypoctéte cirkulaci f = (y—’ﬂﬁ)— po kladné orientované kiivce c: 2 + y? = 16.
Lze pouzit Greenovu vétu ? [—47, nelze]

505. Vypoctéte pomoci Greenovy véty i pfimym vypoctem f (1-z®)ydz+z(1+y?) dy,
(44
kde c je kladné orientovany obvod &tverce (0,2) x (0, 2). [16)
2,2
506 Odvod'te pomoci kiivkového integralu vzorec pro plosny obsah elipsy :1:2 Z,_, <1
[ ab]



507.

508.

509.

510.

Uzitim kfivkového integrilu vypocététe obsah obrazce omezeného obloﬁkem
cykloidy z = a (t —sint), y = a (1 — cost), t € (0,27) a tsetkou z bodu [0, 0]
do bodu [27 a,0]. (3ma?]

Necht ¢, je tisetka z bodu [0,0] do bodu [1, 1] , ¢, je &dst paraboly y = z2 opét
z [0,0]do [1,1] a I} = / (z+y)idr—(z—y)°dy, I, = / (x+y)%dr—(z—vy)dy.

c1 c2
Uzitim Greenovy véty vypoctéte I; — Is.
Névod: f = / - / (zép.orient.)
ﬂ:l. c1Ucg cy c2
nebo f = / - / (klad.orient.)
ci1Uc2 c2 c1

) dy,

Pomoci Greenovy véty vypoctéte integral f ze ¥ dz + (-—ar:zye"‘2 + 21
kde c je kladné orientovany obvod &tverce s vrcholy [1,0], [2,0], [2,1], [1,1].
|
[zoscte 3 - 7]
Pomoci Greenovy véty vypoététe integral f (v%® — y3) dz + (2ye® — 3) dy,

(4
kdec=ciUcy; ¢ :x2=0, y€(-2,2), co:42%+y? =4, >0, piitemz [0, 2]
je pocatecni bod kfivky c;. [37]

1nn



V. Plosny integral

V.1. Parametrizace ploch

Necht oblast Q C E;, P = P(u,v) je zobrazeni 22 do E3, I CQ je jednoducha’
uzavrend po édstech hladkd kiivka a B =T U intT. Plati-li :

a) zobrazeni P je spojité a prosté v B;

b) P md omezené a spojité parcidlni derivace P, a P, v B — K, kde K je mnoZina
koneéného poétu bodu lezicich na T

¢)P,xP,#0 v B-K,

potom mnozina Q = {X = P(u,v) € Ej3;[u,v] € B} se nazjvd jednoduchd hladkd
plocha v Ej3 , zobrazeni P jeji parametrizaci a mnozina ¢ = {X = P(u,v) € Ej;
[u,v] € '} jeji okraj. Vektor i = £ P, x P,,[u,v] € B — K nazjvéme normélovym
vektorem plochy, pfiéemz znaménko + , resp. - , odpovidd souhlasné, resp. nesouh-
lasné, orientaci plochy Q s jeji parametrizaci P. Jednotkovy vektor normdly oznaéme

—,

ne.

—
n(A)
Rikdme, ze plocha Q a jeji okraj ¢ jsou souhlasné
orientovdny, jestliZe pro smér kitvky ¢ a normdlu 7
¢ plochy plati pravidlo pravé ruky.

POzZNAMKA : V geometrickych a fyzikdlnich aplikacich se Gasto pouzivé tzv. radiusvektor
7= (z,y,2) bodu X = [z,y,2]. Potom vektorové rovnice 7(t) = (x(t),y(t),z(t)),

t € I vyjadiuje kiivku c: z = z(t), y = y(¢), 2 = z(t), t € I a podobné

(u,v) = (m(u,v),y(u, v), z(u,v)), [u,v] € B C E; vyjadiuje plochu

Q:z=z(u,v), y = y(y,v), z = 2(u,v), [u,v] € B.

Pitklad 511. Je déna polovina kulové plochy Q:z?+y?+22=a% a >0, (2 >0)
orientovand normalovym vektorem 7 = (ny,ns,n3), kde nz > 0.
Rozhodnéte, kterd zobrazeni P(u,v) jsou parametrizacemi plochy Q.

a) P(u,v) = [u,v,\/a2 —u? — v2], kde [u,v] € B : u? +v% < @2,
2a%u 2a%v 2a3
b) P(u,v) = 2. 2 2 24 2 2 2 1.2
a2 +ut+va?+ul+val+ut+v
B:u?+1v? < a?

¢) P(u,v) = [acosucosv,asinucosv,asinv], kde [u,v] € B = (0,27) x (0, g)

al, kde [u,v] € B,

Resend : Dosazenim se muizZeme snadno presvédéit, ze ve viech piipadech plati rovnice



Resent :

4y 422 =a
a) Funkce P, = (1, 0,

_¢J,2——\/————h) N Pv = (0, 1, TS{:‘-’I;) nejsou SpOjité
a nejsou omezené pro u? + v% = a?, coz je celd hranice I'p ( m4 nekoneény pocet
bodi). Z toho vyplyva, ze dané zobrazeni neni parametrizaci. :

b) P(u,v) je spojité, prosté zobrazeni v B. Snadno se pfesvédéime, ze na B
skuteéné vychdzi z > 0:

_ 2a3 _a(a® —u® —v?)
TErwre YT T rwrror ,
B:ul+v®<a®> 9 a®-u?—12>0—2>0.

Nyni spoéitdme P,, P, a normalovy vektor

- - -

i J ' k
- 2a%(a? — u? +v?) —4a%uv —6a3u
=P, xP, = (a? + u? +v2)? (@® +u? + v2)2 (@®+u2+02)2 | =
 —4a%uv 2a%(a? +u? —v?)  —6adv
(@ +ut+02)?2 - (a? +u?+v2)?2 (e +ul 4 v2)?
= —4(14——(3au(-a2 +u? +v2), 3av(a? + u? + v?), a* — (u? +\'02)v2) £0
'(a2 + u2 + v2)4 ’ [ ‘

pro viechna u%+v? < a?; n3 = a*—(u240?)? = (a2+(u2+v2)) - (a2—(d2+v2)) > 0.
Dané zobrazeni je parametrizaci plochy @ . Orientace plochy je souhlasns s danou
parametrizaci.

c) Zobrazeni vychézi z popisu kulové plochy ve sférickych soufadnicich. Vime, ze
toto zobrazeni je prosté a spojité pro u € (0,27) a v € (0, g) Navic jeho parcidlni
derivace P, a P, jsou spojité viude v E; a

i j E
i = | —asinucosv acosucosv 0 | = (g2 cosucos®v,a?sinucos?v,a’sinvcosv),

—acosusinv —asinusinv acosv
|73} = a? cosv # 0 pro viechna u € (0, 2ﬁ,), v € (0, -g) Na hranici mnoziny B, kde u
je libovolné a v = '121’ jei=0.To znamens, Ze na hranici I'p je 7 = 0 v nekoneéném
pocétu bodi a z toho vyplyva, ze dané zobrazeni neni parametrizaci plochy Q.

e Navrhnéte parametrizaci plochy @, jejiZ orientace je uréena normélovym vektorem fig.
Zjistéte, zda plocha @ je orientovana souhlasné ¢i nesouhlasné s navrzenou parametrizaci :

Priklad 512. Q je rovnobéznik s vrcholy A =[1,1,1], B = [1,4,4], C = [0, 5, 6],
D=[0,2,3], ig-% > 0.

Snadno se pfesvédéime, ze Z—B) = lﬁ =(0,3,3) a
D C AD=BC=(-1,1,2)..
/ / Q je ¢ast roviny urcené bodem A a vektory @’, E
: ‘ Rovnici roviny napiSeme v parametrickém tvaru X =
A ‘ B A+ uﬁ + vXB.
Za parametrizaci plochy Q zvolime P(u;v) = A + u;l—g + ’U/TB.

1N4



z=1 —v . kde[u,v]e(O,l)x(O,l)‘

y=1+3u+v | : ;7R ,
2=1+3u+2v A=P,xP,=ABxAD =| 0 3 3|=(3,-33)
‘ ‘ -11 2
Z podminky 7ig - k= (3,-3,3)-(0,0,1) = 3 > 0 vyplyva, Ze orientace plochy
je souhlasna se zvolenou parametrizaci. , ' .
Priklad 513. Q je kruh v roviné z = 2 se stfedem v bodé [2, —1, 3] a polomérem 4,
iig = (—1,0,0). ,
Resent : Plocha Q je popséna rovnicemi (y + 1)2 + (2 — 3)? < 16, z = 2.
Nyn{ navrhneme zobrazeni X = P(u,v) :
a) z=2 " [u,v] € B=0,4) x (0,2m),
y=—-1+ucosv | =P, x P, = (u,0,0) =0pro u=0
#0 pro u #0.

z=34usinv

Toto zobrazeni neni parametrizaci plochy @, protoze je P, x P, =10
v nekoneéném poétu bodu lezicich na hranici mnoziny B .

b) =2 mnozina B : u? +v? < 16
y=-1+u | i =P, x P, = (1,0,0) # 0 pro viechny [u,v] € B.
z2=3+v
Toto navrzené zobrazeni je parametrizaci plochy Q a orientace plochy @ je nesou-
hlasnd s touto parametrizaci, protoze fig = (—1,0,0) = — Py X P,. ]
Pitklad 514. Q : 2 +y2 =2, ¥y >0, 2 <1, 17ig([0,0,0]) = (0,0,-1)
Reseni : Jde o &ast plasté rotacniho paraboloidu
a) Zvolime zobrazenf :
T=1u B:u?+1v?<1
y=uv |  A=PyxP,=(~2u,—2v,1)
z=u?+v? 7i#0 v celém B,

—2u, —2v,1 '
= “—_——;@% °([0,0,0]) = °(u = v = 0) = (0,0,1).

Navrzené zobrazeni je parametrizaci. Plocha @ je nesouhlasné orientovand s touto

parametrizaci, protoze ii° = —fiq.

b) Z = ucosv [u,v] € B =(0,1) x (0, 27)
y=usinv | PyxP,= (—2u? cos v, —2u’sinv, u)
z = u? ii=0prou=0.

Zobrazeni neni parametrizaci plochy Q.

515. Plocha Q = {[z,, 2] € E3;22 +y*> = 4,2 > 0, z € (1,4)} je orientovana tak, Ze
vektor normély 7ig v libovolném bodé spliiuje podminku fig-i>0. a) Ovéite,




7e zobrazeni P(u,v) = [2cosu,2sinu,v], [u,v] € B,B = (——g, g) x (1,4) je para-
metrizaci plochy Q a rozhodnéte o orientaci plochy vzhledem k této parametrizaci.
b) Zdivodnéte, pro¢ zobrazeni P(u,v) = [m, u,v] , [u,v] € B,

B = (-2,2) x (1,4) neni parametrizaci plochy Q.

a) orientace plochy @ je souhlasnd s parametrizaci ,
b) P, je nespojité v nekoneéném poétu bodi mnoZiny B. |
516. QC E3, Q: 22 +y*=4,2>0,0< 2<4, 179([2,0,2]) =(1,0,0)
z=2cosu fu,v] € (-3, %) x (0,4)
y=2sinu | orientace plochy Q je
z=v souhlasnd s parametrizaci |
517.Q:z=1xy, 22 +y2<@a* a>0, 7ig-k>0
T =ucosv [, v] € (0,a) x (0,27) ]
y = usinv | zobrazenf nen{
2z =u’sinvcosv parametrizaci ]

518.Q:£y—;ﬂ—+z =1, z € (-1,3), g([0,0,1]) = (0,0, 1)

T=u [u,v] € (—1,3) x (0,2)
y=1+2cosv | orientace plochy Q je
z= sinv souhlasnd s parametrizaci |
519. Q: 2.'1:+3y+z—6 z>0,y>0, 2>0, ig = (n1,nz,n3), N1 >0
T=u 0<v<6-2u,0<u<3 |
y=v . | orientace plochy @ je
z2=6—-2u—-3v souhlasnd s parametrizaci |

V.2. Ploény integrdl skaldrni funkce
(Plosny integral prvniho druhu)

Necht Q je jednoduchd hladkd plocha v E3 s parametrzzacz X = P(u,v), [u,v] € B C Es.
Necht f je skaldrni funkce definovand a omezend na plose Q. Rikdme, Ze f je inte-

grovatelnd na Q, jestlife dvojny integrdl // f(P( u,v )) - |Pu(u,v) X Py(u,v)|dudv
B
eristuje. V tomto pripadé pokldddme

//fdp=/ f P(U,v) -!Pu(u,v)va(u,v)ldudv.

Je-li plocha Q C E; jednoduchd po édstech hladkd, Q je sjednocenim jednoduchych
hladkyich ploch Qi,...,Qx a f je funkce integrovatelnd na kaZdé plose Q;,1 < ¢ < k,

pak je .
//Qfdp=i2=1:/Qifdp-

POZNAMKA : Vime, 7e ani existence ani hodnota dvojného integralu ([, f dudv nezévis



na "chovani ” funkce f na mnoziné miry 0. Z toho plyne, Ze lze poéitat fo f dp pouzitim
zobrazeni P(u,v), které sice neni parametrizaci plochy @, ale pozadované podminky na
parametrizaci jsou poruseny pouze na mnoziné miry 0 v B.

e Rozhodnéte o existenci plosného integralu a v kladném prlpade integral vypoéitejte,
plocha Q C Ej :

Priklad 520. //iylj—lxldp, kde Q:(z—-2)2+y?+22=1, (22>0)
Q

zy In |z|
z

Reseni : Integral neexistuje, nebot funkee f(z,y,2) = neni definovana pro z=0

a neni omezend v zadném okoli bodi s nulovou 2z-tovou soufadnici. ]

dp D2 2 2 _ 2
Pi‘z’klad521.// Py ey Q:r*+y*+(2—-3)*=a*a>0

Regeni : Pro existenci integralu je postacujici spojitost integrované funkce na plose Q.
Tato podminka je splnéna vzdy, kdyz Q je disjunktni s kulovou plochou
22 +y? + 22 =1, coz plati pro a € (0,2) U (4, 00).
Naopak, pro a € (2,4), integral neexistuje, protoze funkce f neni na plose Q
omezend. Nyni integral spocitdme pouzitim parametrizace plochy Q:

1

T = acosucosv v € <0’12r7r>1r Py e

y =asinucosv | ve (—5, —2-) I = a%cos? ucos? vtaZ sin’lucos’ v+(3+ﬁsinu)3—1 =

z=3+asinv |PuxPu|=azcosv ._._;!m!m,

27 2
a®“cosv

d P, xP dudv—/ (/ - du)dvz

//f P= f | o -z \Jo a? + 8 + 6asinv
6a cos v ma . |a®+ 8+ 6a

= 2m- dv = [ln a +8+6asmv] ——-ln‘————l.

Ga/ a? + 8+ 6asinv | | -z 3 la’2+8-6a

[ ]
e Vypotitejte integraly na plose Q C Es :

Pi‘z’kladSZZ.//xydp,kde Q:z2+y*=4, 0<2<1
Q .

Q je ¢ast vélcové plochy. Integrdl existuje, nebot funkce
f(z,y,2) = Ty je spojitd na Q. Pro vypocet integrdlu pouZijeme
cylindrické soufadnice s polomérem r = 2 :

z =2cosu, [u,v] € {0,27) x (0,1) dp = |Pu x Py|dudv
y =2sinu | P, =(-2sinu,2cosu,0) | = |(2 cos u, 2sin u, 0)] dudv
z=wv, P, =(0,0,1), = 2dudv

[fizvao= [([[ ssmoemnaagao e[S [0



Piiklad 523. //a:yzdp, Q:y*+922=9, 1<z<3,y>0,2>0
' Q
Reseni : ‘ L :
Jde o ¢&ast eliptické valcové plochy rovnobéiné s osou z.
~ Pouzijeme zobecnéné cylindrické soufadnice :
[u,v] € B=(1,3) x (0, 7)

r=u
y y=3cosv | |P, x Py|=](1,0,0) x (0, —3sin v, cosv)|
z=sinv S = 1/9sin® v + cos? v = v/8sin’v + 1

// :vyzdp=//u-3cosvsinv-\/8sin2v+1 dudv =
Q: . B o

. 3 CpE/2 v » 8sinv+1=t¢
=3/ ud'u,-/ cosvsinv - V8sinv+1dv = | 16sinvcosvdy =adt
1 0 ' te(1,9)

w3 1 [? 3 17263279 3 2
‘3[?]1*18[1 Vide=30-1) 5[5 =7 3@7-v=13 "

Pviklad 524. // zzdp, Q je AABC, kde A =[1,0,0}, B=10,1,0]aC =[0,0,1]
Q

Resend : Q je tést roviny z + y + z = 1. Primeét vyéetfovariého trojuhelnika do roviny
z = 0, je trojihelnik omezeny piimkami z +y =1,z =0, y = 0 v roviné (zy).
. ‘

z=1=-z~
f y [z,y)eD: 0<y<l-=z
0z\2 9z\?
dp—J1+(E) +(6_y) dzdy I 0<z<1
=\/§dzydy:_

:?/011:(1—2x+x2)dx=§[x2 2z3+$4]1 \/?_,(1_§+1) v3

2 3 4 o 2 2 4 24
P0OzNAMKA : Plochu @ jsme mohli téZ parametrizovat
T=u 0<v<l—u
{ y=v | 0<u<1
z=1-u-—v [P x Pyl =V3

Priklad 525. / / (zy+yz+z2)dp, Q:y=Vz?+ 22, lezici uvnitf plochy z2+ 2% = 2z.
Q

. Plocha Q je &4st plasté rotacniho kuZele (osa y je osou rotace),
lezici uvnitt valcové plochy z? + 22 = 2z.
Pouzijeme-li dané vyjadfeni plochy y = g(z, ), potom

dp = \/1 + (%)2+ (g—g)zdxdz.




Primét plochy @ do roviny (zz) jekruh D:22+22 <2z — (z—-1)2+22 < 1.
Nyni miZeme z ploSného integrdlu pfejit k dvojnému integralu :

‘ Q: y=vit+z? o
//(zy+yz+xz)dp= p =
Q dp—\/l+-—§—:_—z—2+m2+ 2d:cdz—\/-d::dz

T =rcosy 0
= // ((x+z)v:v2+22+wz)\/§dxdz= z=rsing |
2

(z-1)2+22<1 J=r

2cos¢ : z
—-\/_/ (/ r(cosp + singp) - r+rzsin<pcoscp)7”dr> d<p=\/§/2(cos<p+
% .

-Z
2

. . r4q2cosy 3 . . 4
+ sin p+sin g cos @) - [Z]o do =V? (cos p+sin p+sin @ cos p)-4cos® pdp =

-2

z ‘ ] oo
= 4\/5/ (cos5 <,o+\Sinc,ocos4 ¢ + sin ¢ cos® qp) dp = 42 (2/ cos® godcp+0+0) =
_=x o 0
2

liché funkce

=8\/§-§i§-1=641\5/§. .
526. //Q(x+y+z)dp, Q: 2+’ +22=0d%2>0,a>0 “ [ra?]
527.//Q(z2+y2)dp, Q:z2= x2+y?,0§z§1 [:gw]
528. //Qxdp, Q:z=\/m [0]
529. /dep, Q:2z=x2+y2, 0<z<1 [Izgw(1+6\/§)]

V.3. Aplikace plosného integralu skalarni funkce

e Vypocitejte obsah plochy @ C Ej :

Priklad 530. Q je ¢ast roviny 12z + 3y + 4z = 12 lezici v prvnim oktantu.

tesent :
R _12-12z -3y
=T 12c +3y <12, 220,y >0
0z\2 0z\2
= 1 -_— -
dp ¢+(3z) +(3y) dedy | D: 0<y<4-4z
=%dzdy 0<z<1

S= //dp //4“13 )d—1430(4 4z) dz =-14—3(4—2)=§. .

P#iklad 531. Q je ¢ast kulové plochy z2 + y? + 22 = 16 lezici uvniti vlcové
plochy 22 + 32 = 9.



Resent : Plocha Q je slozena ze dvou stejnych &asti Q@ = @, U Q..

Omezimesena 2 >0 — S=2 dp
(2]

@ 2=14/16—z2 ~y?

2 2
dpz\/1+ ATy L 4dz dy

16-22— 4 @ 16-2° J6-2—¢
D x2+y2S9 }
4dzdy FETos® 0<r<3 3 rdrdy
S=2 —_—————————— T y=rsing | —8 —_— =
D \/16 — 22 — 92 Ty 0<p<2n 0o V16 —12
3 .
=8.2r- [—-\/16—1"2]0 = 16m(4 — V7). .

Priklad 532. Q je &ast plochy z = 2zy lezici v prvnim oktantu uvnitf valcové
plochy z2 + 32 = a2. ,

Q: z=2zy
i dp = /1 + 4y? + 4z2 dzd
Q [z, y] € D: 22+’ <a?
z2>0,y20

T =rcosy 0<r<a 1/2
= | y=rsing 0<_ <™ / / V1+4r2-rdrdy =
J= =¥=3

1 [e 21 + 4r2)3/21°
-/ VITEE srdr = & |24 =-7—r—((1+4a2)\/1+4a2—1).
8 Jo | 16 3 ,

Priklad 533. Q je &ast kuzelové plochy z = /22 + y? leZici uvnitf vilcové
plochy z% + y? = 2z.

o[-

z=+/z? +y?
2
B dp=‘/+ 2 +y? x2+y2dzdy_\/_dmdy -
D: P4y’ <2 — (z-1)2+9><1
= \/5 / / dx dy =(integrél se rovna obsahu kruhu o poloméru 1) = \/i?l’ . a

(z—-1)2+y2<1



Piiklad 534. Stanovte hmotnost plochy @ : z° + y? + 2> = 9, z < 0, je-li hustota

Q(z, Y, Z) = m

e e e

Redent :

z = 3cosucosv n 3
g Sus 5 = |P, x P,yjdudv =
= y=3sinucosv | x " | o i
z=3siny "5SVS‘2'; = Jcosvaudy
*/2 3n/2 9cosv /2 Cos v sinv=t¢
= — 5 a d'U- d,v =T7-" - —:—2———dv = —
~%/2 /2 9sin“v + 9 —x/2 SIN” U +1 cosvdv = dt
=1 /l dt =7 [arct t]l =7 W—Wz ]
AT 8 T 3T 2

Piiklad 535. Stanovte moment setrvacnosti vzhledem k ose z plochy @ : z = /2% + 32,
0 < z < 2, je-li hustota konstantni (o = k).

Q: z= /22 +y?
I, = // (;1;2 +y2)gdp = dp = V2dzdy =
Q D: z2+y*<4

=k / / (.'122 + yz)\/i dx dy = (pouzijeme polrni soufadnice) =

z2+y2<4

2T 2 ,,.4 2
=\/§k/ / r2-rdrd<p=\/§k-27r[—] = 8V2km. "
0 0 4lo

Priklad 536. Najdéte tézisté ¢asti paraboloidu z? + y* = 2z omezené rovinou z = 1,
s hustotou ¢ = 1.
Reseni : .
Tézisté bude na ose rotace 2, tj. T = [0,0, 27},
Mz

T = ’
1 2 2
1 2= 3 (=" +y)
m=// dp = dp=+/1+2z2+y?dzdy =
? P4yt <2
/ V1+ 2%+ y?dz dy = (pouzijeme polérni soufadnice) =
z24y2<2
2n V2 2(1 + ,,,2)3/2
/ (/ vV1+r2. rdr)d<p-—27r / V1i+r?.-2rdr=m [———3—]0
0 0
—(3\/5 - 1),
Mg, = // zdp = // :C + y Wil+z2+y 2dx dy = (pouzijeme polarni soufadnice)
z2+y2<2

1 2 \/§ 1+r2=t2
5/ (/ 2ViT e rdr) z 27r / P21+ 7r2-rdr= | 2rdr=2tat | =
0 0 te(1,V3)



V3 5 3 » ~
. 2 g [V (9VE 1,1y _ 2 e
——7("/1 (t l)t dt—-ﬂ'[5 3]1 (5 3—5+§)—E(1+6\/§),

21(1+6v3)-3 _ 1+6v3

2y = [ ]

T 15 21(3vV3 - 1) 5(3f -1
e Urcete plos$ny obsah plochy Q C Fj : |
537.Q:z=22+¢% z*+y?°<1 | | ‘ [%(5«3—1)]
538.Q:3x+4y+'z=1 r20,920,2>0 : S AR ‘g—i_s]
539. Q je ¢ast kulové plochy z2 + y? + 2% = 12 lezici uvniti paraboloidu z? + y? = 4.

L [sn3-v3)
540.Q:z=4—\/2:2+y2, 0<2z<2 . [12v2n]
541. Q je ¢ast kuZelové plochy z = 41/22 + y? vytinané rovinami z = 0, y =0,

2z + 3y = 6. ' ' o [3\/1—7]
2 2
542. @ je ca.st roviny 2z +y — z = 0 lezici uvnitf eliptické vdlcové plochy %— + 111_6 = 1
[12v67]
543. @ je plocha dand parametnckym vyjaddienim z = u+v, y =u — v, 2 = 4v,
[u, 0] € (0,1) x (0, 1). | ' 6

544. Vypottéte hmotnost plochy Q : 22 + 2 + 22 = a2, z > 0 (a > 0) pii plosné hustoté

Q(xa Y, Z) = z. [77‘7'3]

545. Vypoctéte hmotnost plochy Q :z+y+2=1, £ >0, y > 0, z > 0 pfi plosné
« _ ' _1

hustoté o(z,y,2) = (ETET [\/5(1n2 2)]
546. Vypoctéte t€zisté casti kuzelové plochy z = /x2 + y? vyfiznuté vélcovou

plochou 22 + y? = az, (a > 0), je-li hustota konstantni (o = k) . [T = [%,0, g;—a]]
547. Vypoctéte tézisté plochy Q : x = \/y%? + 22, y > 0, 0 < z < 2 pfi plosné hustoté

T 33

oz,y,2) = z. =529
548. Vypottéte soufadnici yr tézisté T plochy Q : 22+ 22 =4, 2> 0, 2> 0, y € (0,3)

pfi ploéné hustoté o = zyz. 2]

549. Vypoctéte staticky moment vzhledem k ose rotace povrchu homogenni polokoule
o poloméru R, p = k. ‘ , [ @B+ 4)k R3]

550. Vypoététe moment setrva¢nosti vzhledem k ose z homogenniho trojihelnika

s vrcholy [a,0,0], [0,4,0], [0,0,a] (a >0, o= k). [‘/?5 a“k]

551. Vypoctéte moment setrvaénosti vzhledem k ose z homogenni plochy Q = Q; U @4,
kde @ : 2?2 +y2 <16, 2=0, Q2:2=4—/z2+y% 2>0, (0=k).
[128 kn(1 + V2))

552. Vypoctéte moment setrvacnosti vzhledem k ose 2 homogenni plochy

h2
Q:22= F(rﬁ +94%),0<2<h, (0=k). [gaak\/cﬂ +h2]



Va4, 'I“’loén)"tintegrél vektorové funkce
~ (Ploény integral druhého druhu)

Necht Q je orientovand ]ednoducha hladkd plocha s jednotkovym vektorem normdly 7i°.
Nech? f je vektorovd funkce omezena na Q a necht skaldrni funkce f i je zntegrovatelna
na plose Q. Potom fikdme, Ze f je integrovatelnd na @ a znacime

[ f[7-me

Je-li X = P(u,v) parametrizaée plochy Q de’ﬁnovand na mnoziné B C E,, pak plodny
integrdl vektorové funkce f lze spocitat vzorcem :

//f dp = :!:/ 7 PxP)dudv,

pficemZ znaménko vybirdme podle toho, zda plocha Q Jje souhlasne, resp. nesouhlasné,
orientovand s parametrizaci P(u, v)

PozNAMKA : Casto se pouzivé i jiné znageni : Je-li f= (f1, f2, f3), pak plosny integral
vektorové funkce f se d4 zapsat : 3 B

//Qf‘-!?l;=//Qfldydz—l-fzdx’dz-kfa,dxdy

- =
e Vypocitejte dané plosné integraly / f - dp na plose Q C Ej :
. JJq ' ,

Piiklad 553. f = (xz"’,yz"’, (z? + y2)z), Q:z=ucosv, y=usinv, z=bv
(Sroubové plocha), [u,v] € (0,a) x (0,27) (a > 0,b > 0), orientovdna
normalou 7 = (ny, ny, n3), kde nz > 0.

/ [ (22,922, (2 + 1)) - dp =
Q N

Q: P. = (cosv,sinv,0)

P, = (—usinv,ucosv,b)

Resent .

=P, xPy = (bsinv,-bcosv,u) — nz=u>0 —

Y
::';":,',‘,'},‘,’,5',2}5‘5}/"

—» orientace plochy je souhlasni s parametrizac{
f-(Py xPy)= (ucosv-b*v? usinv-b*v?,u?bv) - (bsinv, —bcosv,u) =

= b3uv? sin v cos v — b3uv? sin v cos v + bulv = budv

/ / bu vdu)dv=b["—f1—] [ }2" %W?a‘*b. | "

Piiklad 554. f = (~y, ©, 2%y%2 2), Q: 2+ +22=a% 2<0,a>0,
1°([0,0, —a]) = —k. : :

Resent ( ) ( )
-0 __ T,Y,2 — Y2

oy T @ n—\/’2+3’-2+z2; ¢ -

Q(~y,x,z y°z)-dp= #([0,0, —a]) = (0,0,-1) -

orientace plochy je souhlasna s 7i°



Q: z__/az_,;z_yz
= az _ a

B: 7 +y2$a

1
== // %2 (a2 —y?)- ,___.____dxdy— // r*y?Va? — 2% -y dzdy =
32+y2<a2 - y z2+y2 Saz :
z=rcosyp 0<r< o
= | y=rsing | 0<p<2n / / r*sin? ¢ cos <p\/a2——r2 rdrdy =
J=r

2 @ a2z
T e R el B
0 0

—rdr =tdt

x/2 0 '
. 4/ (sin® ¢ — sin* ) do - / (a? —t3)%t - (=t)dt =
} 0 a

1 = ?_‘_17" 4 2,2 | 44\42 Wt o the _
4(2 5”12 3 /O(a 2a°t* +t*)t°dt = 4[a3 2a5+7]0—
m(a’  2a" d 2 .
=155+ -m

PozNAMKA : V tomto piikladé lze pouzit také sférické soufadnice pro parametrizaci
plochy Q. Potom

27 0 4
// ?y?ldp=a f (/ sin? u cos® u sin® v cos® v dv) du =
—n/2

0
=a / sin? u cos®> u du - / sinvcos® vdv =
0 -n/2

/2 0
= 4a7f sin?(1 — sin® u) du - / (1 — cos® v) cos® vdv =( viz pf. 29)=
0

-n/2
. . 4. 7
=4a7(%"72£_4?22)(:;‘3.;;)="'=217;C; .

Priklad 555. f= (a: v,2), Q:z€(0,a),y€(0,a), z=a, (a>0) jeorientovana

n°
Resent : / / (z,y,2) - dp =
[u’ ’U] € (07 a’) x (0¢ a)

= ii=P,xP,=(0,0,1 e re
= V= i=PuxPo=( ) =/ /adudv=a3.

z=a Q je souhlasné orientovana s 7i°

(P, xP,) = (u,v,0)-(0,0,1) =a
[ ]

Priklad 556. Spocitejte plosny integral / / 22 dzdy, kde Q je plocha 2+ % + 22 =4,

z > 0 orientovana normalovym vektorem 7°([0,0,2]) =



Resen : Integral lze chdpat jako tok vektorového pole f = (0,0, 22) danou plochou.

Potom//z dzdy = //f dp = / f-idp=|i° ‘(x’éﬂ|=’%%/fqz3dp=

z-—2cosucosv 0<u<2r
= y = 2sinucosv | OSvSE =
z = 2sinv [Py X Py| =4cosv
1 27 1!'/2 . Sln v 1r/2 ‘
= — 8sinv - dcosvdudy = 16 - 21 [ ] = 8. n
2 0 0 4 0

o Urcete tok ® vektorového pole f plochou Q C E; orientovanou normaélou 7 :

P#iklad 557. f = (y,—z,2), Q:z=4—1°—1y% 22>0, jejiz normalovy vektor
spliiuje podminku 7 - k£ > 0.

Resent : Podle definice se tok ® vektororového pole f plochou @ vyjadii integrdlem

//f dp. Pouzueme//f dp = //f 70 dp =

z=4-22—y% 220 —z?+y?<4

~, 0z 0z _ .

_ ii= i(ax e 1) = £(-22,-2y,-1) _
7 k>0 __.)nz(zz,zy,l),rf:M
\/4x2+4y2+

(2z,2y,1) //
\/4m2+4y +1 \/4x2+4y +1
B dp=\/1+(g;) +(g—;)2dzdy = /4% + 4y? ¥ ldz dy

[z,y]eD: 22+y*<4

= // 1-2 -y -1+ 422 + 4y dzdy = // (4-22—yH)dzdy =
Vaz? +4y?2 +1 : :

z2492<4 z24y2<4
. 2r , 2 ) r2 ptq2
= (polérm soui'a.dmce) = A (/0 (4 -T )T dT) dp =27 [45 — Z]O = 8. [ ]

Pitklad 558. f = (z,y,2), Q:22+9%=9,0<2<4, #°(3,0,0])=~7

Reseni :

[[[7-B= [[ 7@ xp) aua-

Q: z=3cosu
P, x P, = (—3sinu,cosu,0) x (0,0,1) =

y=sinu
= (cosu,3sinu,0)
4 Z2=v =
7([3,0,0]) = fi(u = 0,v = 0) = —(1,0,0)
B: o<u<2n "
— 7t = —(cos u, 3sin u, 0)

0<v<4




2w
=—/( (3cosu,sinu,v)-(cosu,3sinu,0)du) dv =
| ,, oo
=-—/ ( (3cos? u + 3sin? u)du)dv-——3 27 -4 = —24nm. n
0

P#iklad 559. f = (z,y — 2, 2z2), Qje trojﬁhelm’k o vrcholech A, B, C, kde
A=[3,0,0, B=10,2,0], C =[0,0,6], 7-7<0.

Q je Cast roviny, jejiz rovnici napiseme v tisekovém tvaru :

-+y+——1—-—->2x+3y+z—6

Tok & = //f dp = //f i dp =

Q je rovina s normalou 7 = +(2,3,1)
- z podminky 7 - 7 < 0 plyne, ze & = -(2,3,1) | —
f° ii_ "'(2931 1) — —(2131 1)

7~ Va+9+1 V4
(z,y — 2,22) - (—2,\'/'1_341—1) dp= \/l_ﬂ_//c)(—2x—3y+3z~2z)dp=

Q:2=6-2z-3y D:

= = 6—2
(z—25—3y)dp = dp=VI+4+ +4»+_9dzdy Viddzdy 0sy< s z | _
[z,y] € D, kde D je primét AABC
do roviny (zy), coz je AOAB

6-2z

—\/1T_4- /13(6-—235—,33/—2x—3y)\/ﬁdxdy:/3(f0 ’ (é—4x—6y)dy)dx:

=‘/oa[6y—4xy—3y2]:—sh dx=/03( 4x+§m) z—[ —27? +4; =-6. =

Priklad 560. f (@ —y%y? =222 —12%), Q=QiUQ,, kde Q= {[z,y,0] € Ej;
T +y2<lw>0y>0} Q2= {[z,0,2] € E5;2° + 2> <1,z 20,2 2 0},
jednotkovym vektorem normdly plochy Q. je 73 = -7

V souladu s normélovym vektorem 73 = —j" bude
jednotkovy vektor normaly plochy @, 7=

_)
Tok & = //f-dp:/ 7 dp+// =
G10Q2 (2] Q2
=/ ﬁﬁ@+/ f-agdp=
(23] Q2
Qi: z2=0,/ =(0,0,-1) Q:: y=0,A3=(0,-1,0)
_ 2+’ <1,z20,y>0 | 2+2°<1,2>0,2>0 _
= f”ﬁ‘l’ (mz_yz y2 _zz) (00_1) f‘.ﬁg (1’2 __z2 22—$2) (0 _1 0) =
X ".'L'
// 2 dr dy + // 2drdz = // 2-r’drdy =
2+’ <1 22 +2%2<1 ?+y’ <1

z20,y20 220,220 z>20,y>0

118



. 7"/.2 1 ) . 441 1(/2
(polérni soutadnice) = 2 f ( / “r3cos?p dr) dp=2 [7‘_] . / 1—+—c—(£2£ do =
: “Jo 0 . /4 . 4 0 0 : 2 :

4

1[<p+sin22<p]ﬂ/2:g. o ‘A.

'561. Vypotitejte plosny integral / / dydz +2dzdy, Q:iz*+y*=22,0<2<1,
Q . . . . - :
fi svird tupy thel s vektorem k. , ;s [— -’25]
e Urcete tok ® vektorového pole f plochou Q C E3 orlentovanou normalou .

f (0,0,2), Qje trojihelnik o vrcholech A =[0,0,0], B =5,0,0], C = [0,4,1],

normala svird s vektorem k = (0,0,1) ostry thel. [20]
563. f = = (2,9,0), Q:2=9—-12%2—-¢2 2 > 0 norméla 7 = (n;, ny, ng) ma

soufadnici n3 kladnou. (81x]

2
564. f = (y, -z, 2), Q:'z=x2+%——4,y20,z50,fi-k<0, ' (2]
565. f = (z,y,2), Q:je &ast valcové plochy 22 +y2 =9, 0 < 2 < 4, @°([3,0, 0]) = —i.
[—72x)

566. f = (,9,-22), Q:y=9-V22+22, y>3,@:5<0 : [-1087]
567. f=(z,y,-2), Q:2>+y’*+22=4, 220, #((2,0,0]) = -7 [-3=
568. f= (2,22 +1%1), Q:22=22+y% 0<z<h @-k<0 [—h?a]
569. f = (z,y,22 +y2), Q je cast vélcové plochy 22 + 42 =b% 0< 2< h, y >0,

i°([b,0,0)) = 3. [6%hn)
570. f= (z,5,9), Qio+z=2 a®+4P <4 A= (1,01 S
571. f = (y,-2,2), Q:z2=4-22-¥ y>0,2>0,7-k>0 (2n]
572.f-‘=(:c,y,3z), Q:z=x2+y*+1,1<2<2, x>0 y>0,7-k<0 [%w]
573. f = 21— zj + yk, Q je rovnobéznik s vrcholy A = [0,0,0], B=0,3,3],

C =[-1,4,5], D = [-1,1, 2] orientovan normélou 7 = (1, -1,1). [12)

2 L2

574. f = (2%,4%,2%), Q je &ést valcové plochy 31/_6 + -24— =1,220,0<z<3,

°([1,0,2]) = —k. [~64)

V.6. Gaussova-Ostrogradského véta

M-li vektorovd funkce f = (f1, fa, f3) spojité parcidini derivace v oteviené mnoziné G C
Ej3, pak skaldrni funkci o |

div f(X) = %J%(X) oh 20+ af"’ hxy, xec



nazgjvdme divergenci vektorového pole f Pole f se nazyjvd solenoidalni v G, jestliZe
tok vektorového pole f kazdou jednoduchou uzavienou po édstech hladkou plochou Q C G
je nulovy.
Véta G.-O. : Nech?
a) funkce f = (fi1, f2, f3) md spojité parcidlni derivace v oblasti G C Es;
b) Q C G je jednoduchd uzaviend po édstech hladkd plocha orientovand jednotkovym
vektorem unéjsi normdly; :

c) intQ CG.
//c;fﬂ:jf divfdxdydz

Potom
int Q

Piiklad 575. Jsou dany skalérni funkce u(z,y, z) = ry? — y32? a vektorova funkce
f(z,y,2) = (zy? 2% + 22,3yz) v E;. Spocitejte div (grad u) a div (rot f).

Ou Ou au) = (v, 2zy — 3y?2%, —2y%2),

Resend : grad u = (55, B_y’ 72
div (grad u) = 0 + 2z — 6yz2 — 233

i 7 K i j k
- a a9 0 0 0 3}
I‘Otf = a a a = % » 55 & = (3Z -2,0,2z — 2xy),
fii f2 f Ty? 1% +2z 3yz
div (rot f) = 0. .

Priklad 576. Ovéite, Ze pole f(x, Y,2) = (% + 3y + 5,2z — z -3,1+ % - —2;23) je
solenoidalni ve svém definiénim oboru G C Ej.
Redend : Pro definiéni obor musi platit z#0 a y #0.
Dostaneme oblasti G;, t =1,2,3,4:
Gy = {[z,y,2] € E3:2<0,y<0}, G;={[z,y,2] € E3:2 <0,y >0},
Gs ={[z,y,2] € E3:2>0,y<0}, Gy={[r,y,2] € E3: x>0,y >0}.
Staéi ovéfit, ze hodnota toku vektorového pole f libovolnou jednoduchou uzavienou
po &astech hladkou plochou @ C G, intQ C G je 0. K vypottu toku pouzijeme
vétu G.-0., jejiz pfedpoklady jsou splnény :

//f"-&}:// div f dz dy dz,
@ nt Q
2

. 1 2 1
kded1vf=—g+§§+g—?=0. |

. p y (Z - Y, —.’E)
Pifﬂc!ad 577 . Je dano vektorové pole f(z,y,z2) = m
G C F; funkce f a ovéite, ze div f = 0 v G. Ve kterych z nasledujicich

o =
piipadi / / f - dp existuje a kdy lze pouzit vétu G.-O. ?
Q

. Uréete definiéni obor



a)Q:22+y*+22 -4z =0
b) Q je povrch kvddru: z= -1,z =3,y = -2,y =1,2 = -1,z = 1;
)Q: 22 +y*+22-6y+5=0.

Resen : Definiéni obor je E3 — [0,0,0]. Snadno se presvédéime, Ze div f=o0:

ey (2—y)-2z z-2y T2z
div f(X) T @+ +22)2 (2424222 (R+yP+22)?

8)Q: (2 —dz+4)+y?+22=4— (z—2)2+y?+22 = 22
[0,0,0 € @;
integral neexistuje a nelze pouzit vétu G. O

‘b) [0,0,0] € @ — integral existuje, ale [0, 0,0] € int Q@ — nelze pouzit vétu G.-O.
M . .

c) Q: x’—ij(y—3)2+zz=4; :
[0’ 0’0] ¢ Q"
[0,0, 0] ¢ int Q.

Dany integrél existuje a lze pouzit vétu G.-O.

//f dp = // d1vfdxdydz- |

int Q

e Uzitim véty G.-O. vypoctéte tok vektorového pole f vnsjsi stranou uzaviené plochy Q :

Piklad578. f = (Bz+y,2y—2z+5,2+2y+2), Q jepovrch télesa omezeného
rovinami z=0,y=0,2=0,z4+2=1, y=2.

Tok & = //f dp = ///dlvfdxdydz—

int Q

///(3+2+1)dxdydz—

int Q

= 6/ / / drdydz = ( / / / dz dy dz se rovnd objemu vnitfku

int Q
int Q

Reseni :

1-1
. plochy @Q, co? je objem trojbokého hranolu) = 6 —2- 2=6. [ ]

xyz,yzz,z:c"’), Q = Ql U Q? U Q37 kde Ql cz? + y2 + 22 = 17

P#iklad 579. f = (
220, Qu:22+y?+22=9,2>0; @Q3:1<22+942<9,2=0

Resdeni :



//f dp = // div fdz dydz =

int Q o .
///y + 2? +.1:2)d.1:dydz—
int-Q ;
intQ: 1<z +y +2°<9 _ T=rcosucosv . 1<r<3
_ _ z>0 y=rsinucosv - 0<u<2nr -
- ! z=rsinz} b 0<v< 3 -
, J=r?cosv 2+t +2t=r
1r/2 ’ /2 27 3 )
=/ / / 2 rzcosvdr)du)dvzf cosvdv-/ du-/ ridr =
0 - S 1
. n/2 573 4847
A EIR I S CEDEE T -

Piklad 580. Uréete tok & vektorového pole f = (z,y, —z) plochou Q : 22 + y% + 22 = 4,
z > 0, orientovanou normalovym vektorem 7°([2,0,0]) = —i.

Reseni : ‘

¥z Plocha @ je polovina kulové plochy s body majicimi z-ové

soufadnice nezdporné. Takto zadana plocha neni uzaviend.

Tok ® touto plochou miuzeme spocitat pomoci plosného in-

x  tegralu / / f dp Chceme—h pouzit vétu G.-O., musime

prldat jesté plochu @ tak, aby QU @, byla plocha uzavieni,
stejné orientovana. Tedy

) - //éf-z%+/0»f-¢75(—"—’éi // div fdz dydz

int (QUQ1)

Qi:z=0,5°+22<4

[ e o2 | w=wo0
. //;1f dp_//ql(a:,y, 2 dp= normaly ploch @, Gh

sméfuji dovnit

//Ql(xy, —z)-i°dp= // (0,9, -2) - (1,0,0) dp = 0

y2+z7<4
Vratxme se k (x) a pii pouziti véty G.-O. pamatujeme, Ze normaly sméfuji dovniti,
takze pfed trojnym integralem na pravé strané napiSeme znaménko minus.

//f dp+0=— /// (1+1~-1)drdydz= (} objemu koule) =

mt (QUQl)
16

_ 93 20 .
—2371'2 3 [ ]

e Uzitim véty G.-O. vypoététe tok @ vektorového pole f po ¢astech hladkou uzavienou
a orientovanou plochou @ :

581. f = (z,y,2), @ je povrch kuZele s polomérem podstavy a a vySkou b, orientace
vne3§1 normalou. [xa?b)]



582. f = (zy?, vz, z%z), Q je povrch dutého vélce omezeného plochami. Q; : z2+y% =1,

Qe:z’+y?=4,Q3:2=1, Q4:2=23, orientace vn&jsi normalou. - = [274]
583.f=(z3,y3,z3), Q=Q1UQ2 Ql:m?+y2+z2=1, 2<0, QZ:Z———O, .

z? + y? < 1 orientace je dovnit¥ plochy' ’ S [——w].
584. f = (z2,12,22), Q je povrch krychle 0 < z < a, 0 < y <a, 0 < 2 < a, orientace

vnéjsi normalou. [3a%]
585. f = (z,y,2), Q:z%+7y%+y®=a? orientace vnitinf normalou. .~ ' [-4na¥
586. f = (x"’; y%,2%), @ je kulova plocha se stiedem v bodé (1, —2,0] a polomérem

r = 3, orientace vnéjsi normalou. [~727]
587. f = (y, 2z, —z), @ je povrch télesa omezeného plochami @, : 2% + y? = a?,

Qq2:2=—a, Q3:z2=a (a>0), orientace je dovnitt plochy. : [27a®]
588. f = (22,1, 22), Q je povrch télesa omezeného —2 < z < 4 — 22 — 32, x2 +y% <4,

- orientace je dovnitf plochy. [—13—6 ]

589. f (z,y,2), @ je povrch télesa omezeného plochaml 2 =y? + z , T —3 |

orientace vnéjsi normalou. (277]
590. f = (z3,2,y), Q je povrch télesa omezeného plochami z =22+ 2, z =4,

orientace vnéjéi normaélou. : : , A [%n

. 22 g2 22 ‘ ~

591. f = (2zy, —- ~32,22), Q: T + y + 9= 1, orientace vnéjsi normalou. [327)
592. f = (z, y,w2 +4?), @ je povrch télesa omezeného ﬁlochami 224+y2 =0, 2=0,

z2=a, y=0(y >0, a>0), orientace vnéjsi normalou. o [b%an]

593. f = (z,9,2), @ je&ast valcové plochy 22+y? =9, 0 < z < 4 (plocha je oteviens),
7°([3,0,0]) = —i . Vypocet provedte a) piimo pomoci plosného integralu;
b) uzitim véty G.-O. (Plocha se musf uzaviit pomoci Q; : z =0, Q; : z = 4). © [=727]

594. f ($2 i i 3/_ 7 2+ z) Ve kterych nasledujicich zada',nich plochy @ lze

pouzit vétu G.-O.?7 V kladném pnpade vypocitejte / f dp a) Q:x?+y?+22 =4,

orientace vnéjsi normdlou; b) Q je povrch kvadru omezeneho rovinami £ = 0,
z=1y=1, y=3, 2z =2, z =5, orientace vnitini normalou. {a)nelze; b) lze; —6]

V.7. Stokesova véta

Necht :
a) vektorovd funkce f md v oblasti G C Es spojité parcidini derivace;
b) ¢ C G je jednoduchd uzaviend po édstech hladkd orientovand krivka;
¢) Q C G je jednoduchd po édstech hladkd plocha s okrajem c, kterd je souhlasné
orientovand s kiivkou c.

Potom plati
fra- s
c Q ’ :



o Uzitim Stokesovy véty vypoctéte cirkulaci I' vektorového pole f po kiivce ¢ oriento-
vané normalovym vektorem 7i roviny, ve které kfivka c lezi :
Pi‘ﬂclad595 f= (y+2z,z+2z,z+y), c jeuzaviens kiivkaz2+y?=a?, z+2=0
orientovand souhlasné s normdlovym vektorem 7 = (1,0,1).

Z

=4

Reseni :
Kf¥ivka c je fezem véalcové plochy
2 rovinou +2=0.

?+y’=a
Je tedy elipsou.
o - g f; g ~)
if-d8=//rotf-dp= .rot f = 7z 3y e = (0,0,0) =//O'dp=0,
intc y+z z+2z2 z+ intc ’ .

c: 2 +y%+ 22 = a?,2z — y + 22 = 0, orientace kiivky je

Pi‘ﬂclad596 = (-y, 2, 1),
souhlasna. s normdlovym vektorem 7 = (2, -1, 2)

Reseni : Kiivka c je fezem kulové plochy rovinou prochazejici stfedem této plochy.
b4
-

ff ds-//rotf dp = | :

dntec

i 7k
rotf=| 2 éﬂ é_;’. =(~1,-1,1)
/ (-1,-1,1)- (2, -1,2) dp =

= -y )
intc

2,-L2) _Llo 19

= —— L =
vi+1+4 3

intc:?+y* +22<a’ 2z -y+2:=0 |
1 1 1,
= dp = -3- -S (S je plo3ny obsah fezu) = - [ |
tntc
Pyiklad 597. f = (y%, 2%, 2?), ¢ je obvod trojihelnika o vrcholech A = [2,0,0],
=[0,2,0], C = (0,0, 2], orientace kiivky je souhlasnd s normélovym

vektorem i =(-1,-1,-1).

Reseni : ff ds = // rotf dp— // rotf i’ dp =

A ABC A ABC
i 7 K
7 a o o
rot f = 5 —a; 7 = (—22, -2z, -2y)
_ v 2z
—0 __ ("la —17_1)
" V3
(-1,-1,-1) _2x+2+2:
ot f- ii° = (—2z, -2y, -2z
| ® f (- Yy, —22) - 7 7 ]




AABC: z+y+2=2

2 z=2~z~y
= — d = =
V3 _/(x+y+z) P dp=VT+1+1dzdy
AABC  yleso4s R
g v
== 2. V3dzdy = 4P, =8. ]
\/5// vesa==taoan

AOAB

598. f = (z,y, 2), e y?+2%2 = 1, z+2z = 1, orientace kiivky je souhlasna s norméalovym

vektorem (1,0, 1). [0]
599. f = (z+1,7+y,1-22), cjeobvod A ABC, A = [3,0,0], B=[0,2,0], C = [0,0,6],

orientace kfivky je souhlasnd s normélovym vektorem 7 = (2,3,1). (3]
600. f = (yz,zz,zy), cje obvod AABC, A=[1,0,0], B= [0,2,0], C =1[0,0,2],

orientace kfivky je souhlasnd s normélovym vektorem 7 = (2,1, 1). [0
601. f = (y,~2,z), c:z?+y®+22=a? z—y=0, orientace kfivky je souhlasna

s normdlovym vektorem (1, -1,0). [V2ra?)
602. f = (-y,z,2), c:z’+y®=ad? 2z =5, orientace kiivky je souhlasna s jednotkovym

vektorem 7i° = (0,0, 1). : [27a?]
603. f =(2,2,5+2), c:2®+ 2> =a? y =3, orientace kiivky je souhlasns

s ©°=(0,1,0). [7a?)
604. f = (v,2,z), c:x*+y® =4, z+2z =0, orientace kiivky je souhlasnd s @i = (1,0, 1).

. S . ' (8]

605. f = (zy,yz,22), c: y’ +22=1, 2+ z =1, orientace kiivky je souhlasnd
sii=(1,0,1). | T e

606. f = (2 + 1,z —y,y), c je priseéna kiivka Kulové plochy : 22 + y? + 2% = a2

s rovinou z + y + 2z = 0, orientace kiivky je souhlasnd s normalou 7, svirajici ostry

thel s vektorem k. [V3#a?]
607. f = (x2_+yy2’ = f_ & 22+41), c¢:x2+y?=d? z=0b, orientace kiivky c je proti
hodinovym ruéickdm, divdme-li se z bodu [0, 0, 2b]. - : [0]

608. f = (2% + 2y,4° — 32,22 + 2z + 3y), c:2®+ 9>+ 2° =6,z = z* + 2, orientace
kiivky je souhlasnd s 7 = (0,0, —1). L [107]



Piehled pouziti integrili v geometrii a ve fyzice

I. Plosny obsah rovinného obrazce DC E, [P = / / dz dy
D

y

=fix)

) D.:{A¢ls¢‘s¢2 }
- p=p(9)

1 % :
P=3 [ s

1

z =z(t)
3) { y=y(t) }

T <t<t

to —_ t
P= [ yidtxde @ *®)

t1

4) szlfxdy—ydxaﬁﬂ'—"'
2 Jk

= / dx dy
intk

II. Objem télesa W C E; V= / / / dzdydz
w

1) W ={[z,y,2] C Es;[z,y] € B,0< z < f(z,y)}

v-| fB f@y)dzdy

| <z<b)
2) W je rotagni téleso vzniklé rotaci kiivky y = f(z) { 1273 }

flx) >0
b b
kolemosy z: V, = 7r/ f(z) dz, kolem osy y: V, = 27r/ zf(z) dr.

III. Délka ktivky c L= / ds

1) cCE; c:y=f(z), a<z<b

b
¢ = / VIT @) dz



2 cCE, ciP@)=(zt)yt)), t<t<th

(= / VERET @) dt

3) cCE;, c:o=0(p), v1<e<
k v]_ Y2 ) '
t=5 [ Veé+()dy
L1 B |

4)  cCEs, c:P{t)= (w(t),y(t),z(t)), th<t<ty

= [ JEFT T @R

IV. Plosny obsah plochy Q C E3 S= / / dp
Q

1) Q22=f(17,y), [‘T:y]e_BvBCE?

S= //B \/1 + (g%)ﬁ (g—;)zdmdy
2) Q:P(uv)= (pl(u,_v),pg’(u, v), p3(u, v)), [u,v] € B ‘

S=// P, x Py|dudv
B

3) Q@ je rota¢ni plocha vzniklé rotaci kiivky c:y= f(x), z=0
a <z <b, f(z) > 0 kolem osy z o .

S=or / F@)VT+ (@) da

obecnéji S = 27r/y ds,c C E,

c .
4) Q@ je ¢ast vélcové plochy rovnobéiné s osou z, dané fidici kiivkou ¢ C E a
omezené rovinou z = 0 a plochou z = f(z,y)

5= [ fa@ys

V. Hmotnost m titvaru G C E»(resp.E;3), pfi hustoté o(X), X € G |m = / o(X)dX
‘ : G

" 1) G je rovinna deska D c E,y, m= // o(z,y) dzdy
D

2)Gijetéleso WC E3, m= /// o(z,y, 2) dzdydz ’
w
3) G je oblouk kiivky ¢
a)cCE, m= /e(x,y) ds



b) ¢ C Es, m=/g(:z,y,z)ds

4) G jeplocha Q C E3, m= // o(z,y,2)dp
Q

VI. Staticky moment M iitvaru G vzhledem k ose o (resp. k roviné o)
M, = /Guo(X)-g(X)dX,

M, = f(; Ba(X) - o(X)dX
kde pto(X) (resp. tta(X)) je vzdélenost libovolného bodu X € G od osy o (resp. od roviny a.)
1) G je rovinnd deska D C E,

Mz=/fby-e(x,y)dzdy, My=//x'e(w,y)d:vdy
D

2) G je téleso W C E;
a) vzhledem k ose, M, = / / / VY2 + 22 o(z,y,2) dz dydz; My, M, analogicky
W .

b) vzhledem k roviné, M., = f / / z-g(x; y,2)dzdydz; M., My, analogicky
. w :
3) G je oblouk kfivky ¢
a) c € B, Mz=/y-e(z,y)ds, My=/x-0(w,y)ds
c c

b)ce E;, M;= /\/ y2+22-o(z,y,2)ds ; M, M, analogicky
c

x M,y = /z -o(z,y,2)ds ; M,,, My, analogicky
4) G je plocha Q C E; ¢ ‘
a) vzhledem k ose, M, = / / \/yT—i-—z_2 - o(z,y,z)dp ; My, M, analogicky
Q

b) vzhledem k roviné, M, = / / z-o(z,y,2)dp; Mg, My, analogicky
Q

Myz M:cz sz
m m m

Téziste v B : T = [—, — Téziste v E3 : T = [ , ,

VII. Moment setrvaénosti I titvaru G vzhledem k ose o (resp. k roviné a resp. k bodu A)

-

Io=qu3(X)‘e(X)dX

kde po(X) (resp. pa(X) resp. pa ) je vzdalenost libovolného bodu X € G od osy o

(resp. od roviny o resp. od bodu A.)
napi. pro téleso W C Ej :

I =///w(x’+y2)'e(x,y,z)dzdydzf



o= [[[ @ eley.2) dwayaz
5 .

Iippo0 = /// (% + 2 + 2%) - o(z,y, 2) dx dy dz
w

VIII. Préace A sily f = (f1, fa, f3) podél orientované kiivky ¢ C Ej

A=/f“.d“s=/fldx+f2dy+f3dz

Cirkulace T je prace po uzaviené kiivce I' = ]{ f ds =
c

=]{f1dx+f2dy+f3dz Jelicc E,,pakje f3=0,2=0

IX. Tok ® vektororového pole f'=(f1, fa, f3) plochou @ C E; orientovanou jednotkovym

normalovym vektorem #ig. P = / f . d;)
Q

@:/f fldydz+f2dxdz+f3da:dy=// f-fiodp=
Q Q

== // f- (P, xP,)dudv, kde P = P(u,v) je parametrizace plochy Q.
B(u,v)
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