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Hodnoceni

Ustni/pisemna zkouska: 80 bodi
@ minimalni pocet bodi za zkousku: 40 bodd
@ otazky z nékolika rtiznych oblasti predmétu

@ zkousené znalosti budou vyzadovat porozuméni, orientaci a prehled
v problematice

Domaci tkoly: 20 bod
@ 2x tkol za 10 bodd
@ minimalni pocet bodii za domaci tkoly: 8 bodi
@ ukoly zadany na prednasce a mailem, reSeni do prednasky za dva tydny
@ postup fedeni musi byt soucasti odevzdaného tkolu

Bonusové body: az 2 body za aktivni G€ast na 1 videokonferenci
@ reakce na pfedem pfipravené i dalsi dotazy na videokonferenci
o diskuse/otazky studentii na videokonferenci

Hodnoceni: A 90 a vice, B 80-89, C 70-79, D 60-69, E 50-59



Zakladni informace

@ Web predmétu: interaktivni osnova na IS MU

e prisvitky + videa + dotazy k probirané latce
priibézné zvefejiiovany na webu predmétu

@ Shirka cca 240 vzorovych prikladii
e vcetné reseni vybranych prikladi
e poklad pro pfipravu na zkousku

@ Rozvrhovani a planovani v jinych prednaskach:
e V126 Uméla inteligence Il

e PA163 Omezujici podminky
o IA158 Real Time Systems



@ Michael Pinedo: Planning and Scheduling in Manufacturing and
Services, Springer, 2005.

o Philippe Baptiste, Claude Le Pape, Wim Nuijten: Constraint-based
scheduling : applying constraint programming to scheduling problems.
Kluwer Academic Publishers, 2001.

@ Michael Pinedo: Scheduling Theory, Algorithms, and Systems
Springer, 2008 (2012).



Elektronické zdroje

@ Michael Pinedo, Planning and Scheduling in Manufacturing and Services a
dalsi knihy https://wp.nyu.edu/michaelpinedo/books/

@ Sigurdur Olafsson, lowa State University, USA
http://www.stern.nyu.edu/om/faculty/pinedo/book2/dowload.html

@ Erwin Hans, Johann Hurink, University of Twente, Nizozemi
http://www.stern.nyu.edu/om/faculty/pinedo/book2/dowload.html

@ Roman Bartak, MFF UK, CR
http://kti.ms.mff.cuni.cz/ bartak/planovani/


https://wp.nyu.edu/michaelpinedo/books/
http://www.stern.nyu.edu/om/faculty/pinedo/book2/dowload.html
http://www.stern.nyu.edu/om/faculty/pinedo/book2/dowload.html
http://kti.ms.mff.cuni.cz/~bartak/planovani/

y prehled prednasky (I. ¢ast)

Uvod
o Priklady rozvrhovani v primyslu a ve sluzbach
@ Grahamova klasifikace rozvrhovacich problémi

Obecné resici metody
@ Presné fesici metody
e metoda vétvi a mezi
@ Heuristiky
o fidici pravidla (dispatching rules)
o paprskové prohledavani (beam search)
o lokalni prohledavani:
simulované zihani, tabu prohledavani, genetické algoritmy
o Matematické programovani: formulace
o linearni, celociselné

@ Programovani s omezujicimi podminkami



Predbézny prehled prednasky (1. €ast)

@ Planovani projektu: reprezentace projektu, kriticka cesta, kompromis mezi
Casem a cenou, pracovni sila.

@ Planovani aloh: Fidici pravidla, metoda vétvi a mezi & paprskové
prohledavani, matematické prohledavani.

@ Rozvrhovani montaznich systémd:
montazni linka s flexibilnim €asem, s fixnim Easem.

@ Rezervace:
intervalové rozvrhovani, rezervaéni systémy s rezervou.

@ Timetabling:
rozvrhovani s operatory, rozvrhovani s pracovni silou.

@ Rozvrhovani zaméstnancii: rozvrhovani volnych dnti, rozvrhovani smén,
cyklické rozvrhovani smén.

@ Univerzitni rozvrhovani:
teorie a praxe (rozvrhovani na Masarykové univerzité)



Uvod do rozvrhovani
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© Terminologie
© Klasifikace rozvrhovacich problémii
© Slozitost

@ Realné problémy



Definice pojmu rozvrhovani

@ Rozvrhovani

optimalni alokace/pfifazeni zdrojii mnoziné aloh v Case

e omezené mnozstvi zdrojil
e maximalizace zisku za danych omezeni

@ Stroj M;,i=1,...,m aloha T;,j=1,...,n

Strojové orientovany Ganttiv diagram
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Rozvrh:

@ dan umisténim aloh do konkrétniho ¢asu a na konkrétni zdroje,
kde maji byt alohy provadény
Uplny rozvrh:
@ v rozvrhu jsou umistény viechny tlohy ze zadani problému
Castecny rozvrh:
@ nékteré alohy ze zadani problému nejsou umistény/prifazeny
Konzistentni rozvrh:
@ rozvrh, ve kterém jsou splnéna vsechna omezeni
kladena na zdroje a umisténé/prirazené alohy, napf.
e Uloha je naplanovana v Case, kdy je dostupna
e na jednom stroji (s jednotkovou kapacitou) bézi nejvyse jedna dloha
Konzistentni Gplny rozvrh vs. konzistentni ¢astecny rozvrh
Optimalni rozvrh:
@ umisténi aloh na stroje je optimalni vzhledem k zadanému
optimalizanimu kritériu, napf.
o min Cpax: makespan (Eas dokonceni posledni alohy) je minimalni



Priklad: montaz kola

@ 10 dloh s danou dobou trvani
@ Precedenéni podminky

o (lohu lze provést az po provedeni
zadané mnoziny tloh

@ Nepreemtivni tlohy
e Ulohy nelze prerusit
@ Optimalizaéni kritéria
e minimalizace makespan
e minimalni pocet pracovniki
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Terminologie: scheduling vs. timetabling

Scheduling ... rozvrhovani/planovani
@ alokace zdroji za danych podminek na objekty umisténych
v Casoprostoru tak, ze je minimalizovana celkova cena danych zdroji
o diraz je kladen na usporadani objekti
e precedenéni podminky
e pf. planovani vyroby: stanoveni poradi operaci, dilezitost ¢asovych
navaznosti operaci
@ schedule ... rozvrh
e zahrnuje prostorové a ¢asové informace
Timetabling ... rozvrhovani
@ alokace zdroji za danych podminek na objekty umisténych
v Casoprostoru tak, Ze jsou co nejlépe splnéna zadana kritéria
o diraz kladen na konkrétni €asové umisténi objekti
@ Casto vymezen predem Casovy horizont (pocet rozvrhovanych slotii)
e pf. skolni rozvrhovani: predmétiim pfifazen ¢as a misto vyuky
@ timetable ... rozvrh
o ukazuje, kdy a kde se budou udalosti konat



Terminologie: planning

Planovani (planning) nékdy chapano v dlouhodobéjsim horizontu

o kratkodobé podrobné rozvrhovani + dlouhodobé obecné planovani

@ napf. planovani=vytvoreni vhodné mnoziny tloh
e tak aby bylo dosazeno zadanych cilt
rozvrhovani=pfifazeni tloh v ¢ase na zdroje
o tak aby byla minimalizovana cena

@ nebo dlouhodobé planovani zdroji
e tak abychom pokryli budouci potreby
vs. kratkodobé rozvrhovani tloh na zdroje
o tak aby byly splnény aktualni pozadavky



Terminologie: Al planning

Planovani v umélé inteligenci (Al planning)
@ vykonani posloupnosti akci tak,
abychom se dostali z pocateéniho stavu do koncového stavu
@ pr. planovani €innosti robota

e pocatecni stav v mistnosti, cilovy stav v mistnosti,
robot provede posloupnost akci (napf. premisti predméty) tak, aby se
dostal do cilového stavu

@ lze chapat jako vytvoreni vhodné mnoziny aloh jako u planovani
(viz predchozi prisvitka)

Prednaska 1V126 Uméla inteligence Il

@ zahrnut blok prednasek o planovani



Terminologie: sequencing, rostering

Sequencing ... sefazeni

@ za danych podminek:

konstrukce poradi aloh, ve kterém budou provadény
@ sequence ... posloupnost
e poradi, ve kterém jsou tlohy provadény

@ pf. poradi automobild na montazni linku
Rostering

@ umisténi zdrojd za danych podminek do slotii s pomoci vzori (pattern)

@ roster ... rozpis
e seznam jmen lidi, ktery urcuje, které Glohy budou provadét a kdy

@ pF. rozpis sester v nemocnici, rozpis fidicl autobusi



Ulohy, stroje

Stroje (zdroje, prostredky) i=1,..., m
Ulohy (aktivity) j=1,...,
(7,/) operace nebo prova dé ni alohy j na stroji i

@ Uloha se mize skladat z nékolika operaci
o priklad: dloha 4 ma tfi operace s nenulovou dobou trvani (2,4),(3,4).(6,4), tj.
je provadéna na strojich 2,3,6

Statické parametry alohy
@ doba trvani pjj, pj: doba provadéni dlohy j na stroji i
o termin dostupnosti j (release date) rj:
nejdFivéjsi Cas, ve kterém mize byt aloha j provadéna
o termin dokonéeni (due date) dj:
¢as, do kdy by méla byt aloha j nejpozdéji dokonéena (preference)
vs. deadline: ¢as, do kdy musi byt tloha j nejpozdéji dokonéena (pozadavek)
e vaha w;: dilezitost tlohy j relativné vzhledem k ostatnim tloham v systému

Dynamické parametry alohy
@ cas startu Ulohy (start time) S, Sj: €as zahajeni provadéni dlohy j na stroji i
@ cas konce tlohy (completion time) Cj;, C;: Cas, kdy je dokon&eno provadéni
tlohy j na stroji i



Grahamova klasifikace

Grahamova klasifikace a|(5]y
pouziva se pro popis rozvrhovacich problémi
@ «: charakteristiky stroje
e popisuje zpiisob alokace aloh na stroje
@ [3: charakteristiky aloh
e popisuje omezeni aplikovana na alohy

@ ~: optimalizacni kritéria

http://www.informatik.uni-osnabrueck.de/knust/class/

@ slozitost pro jednotlivé rozvrhovaci problémy

Priklady:

@ P3|prec|Cnax: montaz kola

e Pmirj| >~ w;C;: paralelni stroje


http://www.informatik.uni-osnabrueck.de/knust/class/

Vlastnosti stroje

@ Jeden stroj 1: 1]...|...
o Identické paralelni stroje Pm

e m identickych stroji zapojenych paralelné (se stejnou rychlosti)
o (loha je dana jedinou operaci
o Uloha mize byt provadéna na libovolném z m stroji

o Paralelni stroje s riiznou rychlosti Qm

e doba trvani tlohy j na stroji i pfimo zavisla na jeho rychlosti v;
° pjj = pj/Vi
o pr. nékolik pocitacid s riiznou rychlosti procesoru
o Nezavislé paralelni stroje s riiznou rychlosti Rm
e stroje maji riiznou rychlost pro riizné alohy
e stroj i zpracovava Glohu j rychlosti v;;
° pij = pj/vi
e pr. vektorovy pocitac pocita vektorové dlohy rychleji nez klasické PC



Multi-opera¢ni (shop) problémy

e Multi-operaéni (shop) problémy

e jedna dloha je provadéna postupné na nékolika strojich
o (loha j se sklada z nékolika operaci (7, )
e operace (i,j) alohy j je provadéna na stroji i po dobu pj;
o priklad: dloha j se 4 operacemi (1,/),(2,/),(3,/), (4,))

1.stroj 4.stroj

3.stroj 2.stroj
@ Multi-operaéni problémy jsou klasické
detailné studované problémy operacniho vyzkumu
@ Realné problemy ale ¢asto mnohem komplikovanéjsi

e vyuziti znalosti o podproblémech nebo zjednodusenych problémech a
jejich fesicich metodach



@ Flow shop Fm
e multi-operaéni problém s m stroji v sérii
o kazda aloha musi byt provadéna na vsech strojich
o (loha musi byt provadéna na vsech strojich ve stejném poradi
o nejdfive se Gloha provadi na 1. stroji, pak na 2., ...
@ Flexible flow shop FFs
e zobecnéni flow shop problému
o s fazi, kazdé fazi prislusi paralelni stroj
o priklad: paralelni stroj 1.faze: 14243, paralelni stroj 2.faze: 445, ...
e tj. multi-operaéni problém s s paralelnimi stroji
e (loha musi projit viemi fazemi ve stejném poradi
@ nejprve se Gloha provadi na paralelnim stroji 1. faze,
pak na paralelnim stroji 2. faze, ...
e na paralelnim stroji pfislusejicim dané fazi maze byt Gloha provadéna
na libovolném stroji

4.faze




Open shop & job shop a

@ Job shop Jm
e multi-operacni problém s m stroji
e poradi provadéni operaci pro kazdou tlohu je pfedem uréeno
o doba zpracovani tlohy na nékterych strojich mize byt nulova
o (i,j) — (k,Jj) urCuje, ze aloha j ma byt provadéna na stroji i dfive nez
na stroji k priklad: (2,/) — (1,/) — (3,)) — (4,))

@ Open shop Om
e multi-operacni problém s m stroji
o doba zpracovani tlohy na nékterych strojich miize byt nulova
e rozvrhovac urci, v jakém poradi je Gloha provadéna na strojich



@ Preceden¢ni podminky prec

o linearni posloupnost, stromova struktura
e pro ulohy a, b piseme a — b, coz znamenad S, + p, < Sp
o priklad: montaz kola
e Preruseni tlohy (preemptions) pmtn

e pri prichodu tlohy s vyssi prioritou je soucasna aloha prerusena
@ Vhodnost stroje M;
e podmnozina strojii M;, na niz Ize provadét alohu j
@ pfifazeni mistnosti: postacujici velikost ucebny
o hry: poéita¢ s HW grafickou knihovnou
@ Omezeni na pracovni silu W, W,

e do problému zavedeme dalsi typ zdroje
e stroje mohou potrebovat operatory a ulohy lze provadét jen tehdy,
pokud jsou dostupni W operatori
e mohou existovat réizné skupiny operatorii se specifickou kvalifikaci
W, je pocet operatorii ve skupiné /



Omezeni (pokracovani)

@ Smérovaci (routing) omezeni

e udavaji, na kterych strojich musi byt Gloha provadéna
e poradi provadéni tlohy v multi-operacnich problémech
@ job shop problém: poradi operaci predem stanoveno
@ open shop problém: poradi operaci alohy (route for the job)
stanoveno az pfi rozvrhovani

e Nastavovaci (setup) doba a cena Sijk> Cijks Sjk> Cjk
zavislé na posloupnosti provadéni

sijk €as nutny pro provadéni tlohy k po Gloze j na stroji i

Cjjk cena nutnd pro provadéni tlohy k po uloze j na stroji i

Sjk, Cjk Cas/cena nezavisly na stroji

priklady

@ plnéni limonad do lahvi
@ problém obchodniho cestujiciho 1|sjx|Cnax



Omezeni (pokracovani)

@ Vyroba na objednavku a na sklad

e vyroba zbozi na sklad, pokud je u né&j zaruka spotfeby
nutno uvazit cenu za skladovani

e vyroba zbozi na objednavku vynucuje Gvahu terminé dokonceni
vyprodukované mnozstvi zavislé na zakaznikovi

@ Skladovaci prostor a doba ¢ekani pfi vyrobé

e omezené mnozstvi prostoru pfi vyrobé

e horni hranice poctu aloh Eekajicich ve fronté na stroj

e blokovani: aloha je zablokovana na sou€asném stroji, protoze fronta na
nasledujicim stroji je plna



Optimalizace: vykon a makespan vy

@ Makespan C,,ax: maximalni ¢as konce tloh
Cmax = max(Cy, ..., Cp)
e Priklad: Cnax = max{1,3,4,5,8,7,9} =9

zdoji2z [ 2] | 6 |

zdroj1|1] 3 |4 5
LI

7
| | cas
| I B 1

T T

@ Cil: minimalizace makespan €asto
e maximalizuje vykon (throughput)
e zajistuje rovnomérné zatizeni stroji (load balancing)
o priklad: Gyax = max{1,2,4,5,7,4,6} =7
zooj2 2 [ 6] 5 |
Zdroj1|1| 8 [4]7]

I T T T T T T T T T

cas

@ Velmi ¢asto pouzivané a zakladni kritérium



Optimalizace: zpozdéni vy

e Zpozdéni (lateness) alohy j: Lji= C; — dj
@ Maximalni zpozdéni L ax
Lmax = max(Ly, ..., L,)

o Cil: minimalizace maximalniho zpozdéni

o Priklad:

g+ —
—
o
—
(63}

I
0

K—
X
WS

Lmax = max(Ll, L2, L3) =

max(C1 — dl, C2 — d2, C3 — d3) =
max(4 — 8,16 — 14,10 — 10) =

= max(—4,2,0) =2



Optimalizace: nezaporné zpozdéni

e Nezaporné zpozdéni (tardiness) tlohy j: Tj= max(C; — d;,0)
o Cil: minimalizace celkového zpozdéni

n
Z T; celkové zpozdéni
=1

o+ —
—
o
—
(6]

o Priklad: 0

Ti+4 To+ T3 = max(Cy —di,0)+max(Cy — da, 0) +max(C3 — d3,0) =
max(4—8,0)+max(16—14,0)+max(10—10,0) = 0+2+0 =2

@ Cil: minimalizace celkového vazeného zpozdéni

n
E w;T; celkové vazené zpozdéni
=1
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Optimalizace: skladovani pfi vyrobé

@ Cena za skladovani vyrobeného zbozi
@ Cena za skladovani pfi vyrobé
(Work-In-Process inventory cost)
o prilis velké mnozstvi pravé vyrabéneho zbozi mize zaplnit linku
o pfilis dlouho odlozené zboZzi mize byt znehodnoceno
o Délka skladovani pfi vyrobé svazana s casy konce aloh
= minimalizace souctu Cas konci tloh

n
>.G
i=1
= minimalizace vazeného souctu ¢ast konct tGloh
n
> wiC;
=1

celkova hodnota dana skladovanim pfi vyrobé



Dalsi optimaliza¢ni kritéria 0

@ Robustnost
o robustnéjsi rozvrh vyzaduje méné zmén pfi zméné problému (porucha
stroje, dopravni Spicka)
e Cena za nastaveni (setup)
e cena za pripraveni letadla na odlet
(Cisténi, zasobovani, doplnéni pohonnych hmot)
@ Cena za pracovni silu
@ cena za pfifazeni zaméstnanct na konkrétni sménu

V problému ¢asto rada optimalizacnich kritérii
@ multi-kriterialni rozvrhovani
o Pareto optimalizace
@ zadouci vztah mezi nimi nemusi byt jasné definovany
e co je dulezitéjsi?
@ ani samotna kritéria nemusi byt jasné definovana
e jak dany pozadavek reprezentovat kritériem?



Polynomialni a nedeterministicky polynomialni problémy

@ Polynomialni problemy
e existuje algoritmus polynomialni slozitosti pro feseni problému
@ NP a NP-uplné problémy
o fesitelné nedeterministickym polynomialnim algoritmem
e potencialni feeni lze ovéfit v polynomialnim Case
e v nejhorsim pfipadé exponencialni slozitost
(pokud neplati P=NP)
o NP-tplny problém
o libovolny problém v NP se na néj da polynomialné redukovat
o Priklady:
e Polynomialni
© 1f[Lmax Plpmtn|Coa 1| 2w G
o NP
o 1r|lmax  P2[[Crax P21 32 w; G



Realny problém: rozvrhovani sester v nemocnici

Jedna se o problém rozvrhovani zaméstnanci
Pozadavky na personal

@ odlisny pocet sester v pracovni dny a o vikendu
mensi naroky pfi obsazovani no€nich smén
dodrzeni pravidel danych ze zakona

preference zaméstnancil na pracovni dobu

Cil

urcit prirazeni sester na smény

@ splnéni pozadavki . : : : .
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Planovani nakladni automobilové dopravy

@ Problém smérovani vozidel (vehicle routing problem)
e pozadavky na doruceni/vyzvednuti/doruceni+vyzvednuti
o lokace, €asova okna, hmotnost, objem
e vozidla, ktera musi tyto lokace obslouzit
o kapacita/objem vozidel, jedno/vice depot vozidel
o stejnad/riizna vozidla
e optimalizace: poctu vozidel, vzdalenosti, ceny
@ Staticky vs. dynamicky problém
o problém dan predem vs. reakce na zmény problému pfi realizaci feseni

@ Spoluprace Fl s firmou Wereldo
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O © ~ \ > v,@’w
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@ @ 13,
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Z Google OR-Tools https://developers.google.com/optimization/routing/vrp


https://developers.google.com/optimization/routing/vrp

Univerzitni rozvrhovani predméta http://www.unitime.org

@ Nalezeni asu a mistnosti pro vyuku pfedmétii na univerzité
e omezeni kladena na umisténi predméti
o optimalizace preferencnich pozadavki na €as a mistnosti
o kazdy predmét ma uréeny své studenty (registrace, studijni obory)
@ minimalizace poctu prekryvajicich se predmétii pro viechny studenty

@ Navrh, vyvoj a pouzivani systému UniTime
e Fl spolupracuje na navrhu a vyvoji od 2001

e primarné vyvinuto a pouzivano na Purdue University, USA
o MU: pouzivano na 7 fakultach vcetné Fl

@ International Timetabling Competition ITC 2019
o realné problémy z 10 raznych univerzit po celém svété (UniTime data)



http://www.unitime.org

Ridici pravidla
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© Ridici pravidla



Ridici pravidla (dispatching rules)

Ridici pravidlo
@ urcuje poradi (prioritu), ve kterém maji byt alohy provadény

e pokud ma vice tloh stejnou prioritu, dlohy jsou sefazeny ndhodné
(nebo napf. dle &isla alohy)

@ jakmile se néktery stroj uvolni, je vybrana nejprioritnéjsi aloha

Priklad: pouzijte pro serazeni tloh nejdrivéjsi termin dostupnosti r;

rozvrhovani na jednom stroji

gohy 1 2 3 4 5 6
5 9 2 1 2 0 3
pp 1 2 1 1 2 2




Pravidla s terminy dostupnosti r; a dokonceni d;

o Nejdrivéjsi termin dostupnosti (Earliest Release Date first ERD)

o ekvivalentni nejdfive-pfijde-nejdfive-obslouzen (First-Come-First-Serve)
e minimalizuje odlisnosti v dobé cekani na stroji

o Nejdrivéjsi termin dokonéeni (Earliest Due Date first EDD)
e sméfuje k minimalizaci maximalniho zpozdéni mezi ¢ekajicimi tlohami
o optimalni pro 1||Lmax (v3echny alohy dostupné na za¢atku)
e pozor, i zde (zejména stejné jako u viech pravidel) musime brat v avahu
termin dostupnosti, tj. Glohu lze planovat teprve kdyz je dostupnalll

o pi.n=3,d> =5, r3=0,ds =6 — drive planujeme tlohu 3

alohy 1 2 3 4 5 6 o .
rozvrhovani na jednom stroji
r; 9 3 0 2 0 6
pj 1 21 1 2 2
d 10 5 6 9 2 8




Pravidla s terminy dostupnosti: minimalni rezerva

e Minimalni rezerva (Minimum Slack first MS)

o max(d; — pj —t,0)
e d; termin dokonéeni
e p; doba provadeéni
o t aktualni cas

o funkci max pouzivame, abychom neméli zaporné hodnoty pro alohy,

které uz to uré&ité nestihnou

e minimalizace kriterii svazanych s terminem dokoncenti,

tj. maximalni zpozdéni




Staticka vs. dynamicka pravidla

@ Staticka pravidla nejsou zavisla na probihajicim case
e poradi se spocita jako funkce zavisla na dloze a/nebo stroji
o poradi nam definuje prioritni frontu aloh
e pf. nejdFivéjsi termin dostupnosti

@ Dynamicka pravidla jsou zavisla na Case
e nutno zahrnout do vypoctu funkce i aktualni cas
e usporadani dloh zavisi na Case = v kazdém Ease je nutné urcit znovu
Glohu s nejvyssi prioritou a tu zpracovavame
e pf. minimalni rezerva



Pravidla s dobou trvani p;

@ Nejdelsi doba trvani (Longest Processing Time first LPT)
e sméfuje k rovnomérnému zatizeni paralelnich stroja,

tj. k minimalizaci makespan

o myslenka: kratsi tlohy Ize pozdéji vyuzit pro vyrovnani zatéze na konci;
jakmile jsou alohy pfifazeny na stroje, tak je lze pfeusporadat bez

zmeény zatizeni
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Pravidla s dobou trvani p;

@ Nejkratsi doba trvani (Shortest Processing Time first SPT)

e sméfuje k minimalizaci souctu ¢asti konci aloh,
tj. WIP (Work In Process, cena za sklad pfi vyrobé)

AEEE 2 1 oser

N t
}f‘:_s_,q;s?‘g\,,—?

: ¢ F‘ZI___I‘ LPT

4 3 U
o 4 L 3 ¢ F ¢ 3 ¢

@ Vazena nejkratsi doba trvani
(Weighted Shortest Processing Time first WSPT)
e navic w;j oproti SPT (fadim dle w;/p;)
e minimalizace vazenych souctu casii konci aloh, tj. WIP
e optimalni pro jeden stroj, kde jsou viechny dlohy dostupné na zacatku
(r; = 0 pro kazdou tlohu j)



Dalsi ridici pravidla

e Kriticka cesta (Critical Path CP)
e vhodné pro precedencni omezeni
o vybira dlohu, ktera je prvni v nejdel$im retézci
dob provadéni v grafu aloh daném precedencemi
e vede k minimalizaci makespan

o Nejméné flexibilni aloha (Least Flexible Job LFJ first)
e pfi zadani mnoziny vhodnych strojii
e vybira se tloha, ktera miize byt provadéna na nejmensim poctu strojdl
(tj. nejméné alternativ)
e vede k minimalizaci makespan

e Nahodné poradi (Service in Random Order SIRO)

e nahodny vybér tloh



R

s

ici pravidla: diskuse

Jednoducha na implementaci
Optimalni ve specialnich pfipadech

Zaméreny na jedno optimalizacni kritérium

Kombinovani nékolika fidicich pravidel: kompozitni fidici pravidla

Pouziti v praxi

e pro fadu probléma pfilis trivialni
o i tady lze napf. pouzit jako generator inicialniho Feseni
@ nebo jako metodu pro feseni podproblémii

e pouziva se pro slozité problémy s vysokymi naroky na propustnost
@ napr. pocet naplanovanych aktivit za vterinu

nebo pro problémy s vysokym stupném dynamiky
@ napt. planovani dloh na pocitace
(neznama doba trvani, prichody novych dloh, vypadky stroji)



Matematické programovani
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@ Matematické programovani



Matematické programovani

e Rada rozvrhovacich problémi miize byt formulovana
jako matematické programy
@ Linearni programovani, nelinearni programovani,
celociselné programovani
o Predméty na FI
e PV027 Optimalizace



Linearni programovani

@ Linearni program (LP)
Minimalizace c1x1 + coxo + - -+ + ¢pXp
za predpokladu
a11x1 + apxo + - + aipxp < by
az1X1 + anxs + -+ apXxs < by

am1X1 + amex2 + -+ 4+ amnXn < bm
xi>0proj=1,...,n
xi€Rproj=1,...,n



Linearni programovani: priklad

@ Vyrobce vyrabi 3 vyrobky A, B, C, na které spotfebuje
material M a pracovni dobu P
@ Maximalizujeme denni "Zisk"za predpokladu, ze plati:
zisk z 1 kusu A = 500 K¢, spotfebujeme 4M a 2P.
zisk z 1 kusu B = 800 K¢, spotfebujeme 1M a 5P.
zisk z 1 kusu C = 300 K¢, spotfebujeme 2M a 1P.
pritom plati denni omezeni materialu M<30 kust a
pracovnich hodin P<48 hodin (napf. 6 lidi pracujicich 8 hodin denné)
e Jak Ize pouzit obecny LP vzorec?
e max(Zisk) = 500*A + 800*B + 300*C (¢ = 500,x1 = A,...)
o 4*A + 1*B + 2*C < 30 (omezeni materialu)
e 2*A + 5*B + 1*C < 48 (omezeni prac. hodin)
o Jak bude vypadat vysledek? V jakych proménnych budeme mit
ulozenou odpovéd na nasi otazku? Co budou vyjadfovat?
@ Bude to pouzitelné v praxi?

@ Max vs. min neni problém, nebot plati:
max f(x) = —min(—f(x)) pro x € R"



Linearni programovani: metody reseni

@ Pro malé 2D, 3D problémy si Casto vystacime s grafickym feSenim
o cil je rovnice s parametrem = vrstevnice v plose
e omezeni jsou poloroviny
o oblast feseni je prinik polorovin (polyedr, tj. mnohostén)
e feseni je priinik rovnice s parametrem a vzniklého polyedru

I polyedr

@ Simplexova metoda
o efektivni nalezeni feseni N\
e vétsinou polynomialni ¢as
@ pouziti v praxi pro reSeni
rozsahlych problémi
o Elipsoidovad metoda

@ Metoda vnitfnich bodi




Celociselné programovani

Celogiselné programovani (integer programming IP)
o linearni programovani + vsechny proménné celociselné

Mixed-integer programming (MIP)
e pouzity celoCiselné i realné obory hodnot proménnych

Mnohem obtiznéjsi nez linearni programovani

Pro rozvrhovani mnohem uzitecnéjsi



Celociselné programovani a metody

@ Pracuje se s LP relaxaci celociselného programu,
tj. z celoiselného programu jsou odstranéna omezeni pozadujici feseni
z oboru celych Cisel
@ Metoda fezné roviny (cutting plane)
e generovana pridavna linearni omezeni (fezné roviny),
ktera musi byt splnéna v celoCiselném reseni
e pridavna omezeni zuzuji mnozinu pfipustnych feseni
pri zachovani celociselnych reseni
o feSeni LP relaxace celociselného programu s pridavnymi omezenimi
e pokud nenalezeno feseni celoCiselné, pridavame dalsi fezné roviny a
opakujeme postup
@ Metoda vétvi a mezi (branch and bound)
e vétveni na rozhodovacich proménnych
(xj = r v LP feseni pak pfidame x; < [r], x; > [r])
o relaxované linearni programy poskytuji hranice (meze)
@ Hybridni metody
e kombinace riiznych metod
e napf. kombinace metody vétvi a mezi a feznych rovin (branch and cut)



Priklad: 1| |77, w;C

e Proménné xj; =1 jestlize tloha j zaéne v Case t
=0 jinak
@ Formulace celociselného programu
Minimalizace

n Cmax—1 n
Do D wilt+p)xe 4.y wG
j=1 t=0 Jj=1

za predpokladu
xip € 0,1 Vj,t

kazda dloha pravé jednou zacne:

Cmax_l M
= Xt = 1 Vj

v kazdém case bézi prévé jedna dloha:
Z_/ 1 Zs max(t—p;,0) Xjs = 1 vt

(pro kazdé t bézi v intervalu (t — 1, t) pravé jedna uloha)



Priklad: 1| |77, w; G, v kazdém Case jedna dloha

@ Proménné xj; =1 jestlize tloha j zaéne v Case t

V kazdém case bézi prévé jedna aloha:

ZJ 125 max(t—p;,0 )XJs = 1 Vvt

‘&t=; -.Pr-a a’-g s=4 5.6
‘Lt-'f 3 PmJ’:Z s= 23
1 2 3

e —
v 3 )

041_’5456“?8
1

Y
7



Lokalni prohledavani
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@ Lokalni prohledavani obecné
© Tabu prohledavani
© Simulované zihani

@ Genetické algoritmy



Konstruktivni vs. lokalni metody

Konstruktivni metody

@ zacCneme s prazdnym rozvrhem

@ do rozvrhu pfidavame postupné jednotlivé alohy tak,

aby byl rozvrh stale konzistentni

Lokalni prohledavani

@ zacneme s Gplnym nekonzistentnim rozvrhem

e trivialné: s ndhodné vygenerovanym
@ snazime se najit lepsi ,,podobny” rozvrh lokalnimi zménami

@ kvalitu rozvrhu posuzujeme optimalizacnimi kritérii
e napf. makespan

@ optimaliza¢ni kritéria vyhodnocuji také konzistenci rozvrhu
e napr. pocet porusenych precedenénich omezeni
Hybridni pfistupy

@ kombinace obou metod



Algoritmus lokalniho prohledavani

lokalni optimum

@ Inicializace
e k=0
e vybér inicialniho rozvrhu Sg
e zaznamenani dosud nejlepsiho rozvrhu:
Sbest = So a best _cost = F(Sp)
© Vybér a aktualizace
e vybér rozvrhu z okoli: Sky1 € N(Sk)
o pokud kriterium prijeti rozvrhu nespliuje
zadny prvek N(Sk), pak algoritmus kon&i
o jestlize F(Sky1) < best_cost pak
Sbest = Skt1 a best _cost = F(Sk41)

© Ukonceni

o jestlize plati podminky ukonceni pak algoritmus konci
e jinak k = k + 1 a skok na krok 2.

globalni optimum



Jeden stroj + nepreemptivni Glohy

Reprezentace rozvrhu
@ permutace n aloh
o priklad se 3esti alohami: 1,4,2,6,3,5

Definice okoli
@ parova vyména sousednich aloh
e priklad: 1,4,2,6,3,5 se zméni napt. na 1,4,2,6,5,3
e moznych rozvrhii v okoli: n — 1
@ nebo vybér libovolné tlohy v rozvrhu a umisténi na libovolnou pozici
e priklad: z 1,4,2,6,3,5 nahodné vybereme 4 a dame ji jinam: 1,2,6,3,4,5
e moznych rozvrhii v okoli: < n(n—1)



Inicialni reseni & podminky ukonéeni

Inicialni reseni generujeme
@ nahodné

@ heuristicky napf. konstruktivnim algoritmem jako jsou fidici pravidla

Podminka ukonceni typicky
@ zadany pocet iteraci
@ omezena doba béhu
@ pocet porovnani ucelové funkce

@ zadné zlepseni neziskano po daném poctu iteraci



Vybér rozvrhu z okoli

@ Lokalni zména

e (prava rozvrhu vybérem rozvrhu z okoli

@ Vybér rozvrhu z okoli, tj. prohledani okoli a vybér vhodného kandidata
o nahodny vybér
o vybér nejslibnéjsiho kandidata
o vybirame rozvrh s nejlepsi hodnotou acelové funkce v okoli
e snaha o zlep3eni hodnoty acelové funkce



Kritérium vybéru rozvrhu

Kritérium vybéru rozvrhu =
kriterium prijeti/odmitnuti rozvrhu

@ akceptovat vzdy lepsi rozvrh?

@ nékdy akceptovat i horsi rozvrh?

Metody akceptovani horsiho rozvrhu
@ pravdépodobnostni
e nahodna prochazka: s malou pravdépodobnosti
(napf. 0.01) akceptujeme i horsi rozvrh
e simulované zihani
@ deterministicka

e tabu prohledavani: udrzujeme tabu seznam nékolika poslednich
stavii/zmén, které jsou pro dalsi vybér nepfipustné



sz 7

Tabu prohledavani

Deterministické kritérium pfijeti/odmitnuti rozvrhu
Udrzovan tabu seznam nékolika poslednich zmén v rozvrhu

@ tabu seznam = seznam zakazanych zmén
@ kazda nova zména je umisténa na vrchol tabu seznamu
e pf. uchovavané zmény: vyména uloh j a k
@ okoli omezeno na rozvrhy, které nepozaduji zménu z tabu seznamu
e zabranuje cykleni
e priklad trivianiho cykleni:
prvni krok: prohozeni tloh 3 a 4, druhy krok: prohozeni tloh 4 a 3
@ pevna délka seznamu (typicky: 5-9)
e nejstarsi zmény z tabu seznamu odstranény
o prilis mala délka nebezpeci cykleni
o prilis velkd délka: miize omezit prohledavani prilis
Aspiracni kritérium
@ urluje, kdy je mozné akceptovat i zmény v tabu seznamu

@ pf. zména z tabu seznamu povolena, pokud zlepseno F(Spest)



Algoritmus tabu prohledavani

(1) o k=1
e vybér inicialniho rozvrhu S; pouzitim heuristiky,
Sbest = 51
@ o vybér S, € N(Sk)

jestlize je zména Sy, — S. zakazana
protoze je v tabu seznamu
a neni splnéno aspiracni kritérium

pak béz na krok 2

9 o jestlize zména Sy — S¢ neni zakazana tabu seznamem

nebo je splnéno aspiracni kritérium

pak Ski1 =S¢
uloz reversni zménu na vrchol tabu seznamu
posun dalsi pozice v tabu seznamu o pozici nize
smaz posledni polozku z tabu seznamu

o jestlize F(Sc) < F(Spest) pak Spest = Sc
Q o k=k+1
o jestlize plati podminka ukonceni pak konec

jinak béz na krok 2.



Priklad: tabu seznam

e Uvazujte rozvrhovaci problém s 1{| >~ w; T;
o opakovani: T; = max(C; — d;,0)
aohy 1 2 3 4
pi 10 10 13 4
d 4 2 1 12
wj 14 12 1 12

@ Okoli: vsechny rozvrhy ziskané parovou vyménou sousednich aloh
@ Vybér rozvrhu z okoli: vybereme nejlepsi rozvrh
e Tabu seznam: pary tloh (j, k), které byly pfehozeny pfi poslednich
dvou zménach
S$1=1(2,1,4,3)
F(S1) =S w;T;=12-8+14-16+ 12124136 = 500 = F(Spest)
F(1,2,4,3) = 480
F(zaéa la 3) =436 = F(Sbest)
F(2,1,3,4) = 652
Tabu seznam: ((1,4))



Priklad: tabu seznam (pokracovani)

52 = ( 3 7 3) F(52) = 436
F(4,2,1 3) = 460
F(2,1,4,3)(=500) tabul

F(2,4,3,1) = 608

Tabu seznam: ((2,4),(1,4))

S3=1(4,2,1,3), F(S3) = 460
F(2,4,1,3)(= 436)  tabu!
F(4,1,2,3) = 440
F(4,2,3,1) = 632

Tabu seznam: ((2,1),(2,4))

Fa = (4,1,2,3), F(Ss) = 440

F(lv éa 23 3) =408 = (Sbest)
F(4,2,1,3)(= 460) tabul!
F(4,1,3,2) =586
Tabu seznam: ((4,1),(2,1))
(Sbest) = 408



Cviceni: tabu seznam

e Uvazujte rozvrhovaci problém s 1|| Y w; T;

alohy 1 2 3 4
pi 10 10 13 4
d 4 2 1 12
wj 14 12 1 12

@ Aplikujte tabu prohledavani pro inicialni feseni (2,1, 4, 3)

@ Okoli: vsechny rozvrhy ziskané parovou vyménou sousednich dloh
@ Vybér rozvrhu z okoli: vybereme nejlepsi rozvrh

o Provedte Ctyri iterace

@ Tabu seznam: pary aloh (j, k), které byly prehozeny pri

@ jedné posledni zméné vysledek: F(Spest) = 408
@ trech poslednich zménach vysledek: F(Spest) = 436



Simulované zihani: principy

@ Myslenka: simulace procesu ochlazovani kovii
e na zacatku pfi vyssi teploté atomy vice kmitaji a pravdépodobnost
zmény krystalické mrizky je vyssi
e postupnym ochlazovanim se atomy usazuji do ,,nejlepsi polohy”
s nejmensi energii a pravdépodobnost zmény je mensi
= na zacatku je tedy pravdépodobnost toho, ze akceptujeme zhorSovani
reSeni, vyssi
@ Aplikace u lokalniho prohledavani
o lepsi nebo stejné feseni akceptovano
e algoritmus umoziuje akceptovat horsi feseni, abychom unikli
z lokalniho minima
e pravdépodobnost prijeti horsiho feSeni se postupné snizuje



Simulované zihani: realizace

@ Parametr chlazeni t
e t je inicialné vysoké: hodné zmén je akceptovano
o t postupné klesa: horsi zmény jsou skoro vzdy odmitnuty

@ Rozdil mezi kvalitou nového a existujiciho feseni
o Ac= F(S,,ew) - F(So/d)

@ Metropolisovo kritérium
e predpoklad: minimalizace F
o lepsi nebo stejné feseni akceptovano: Ac <0, tj. F(Snew) < F(Soid)
e pravdépodobnostni pfijeti/odmitnuti rozvrhu:
horsi feeni (Ac > 0) akceptovano pokud

U< e Belt

U nahodné cislo z intervalu (0,1)



Metropolisovo kritérium

Horsi feseni (F(Spew) — F(Soid) = Ac > 0) akceptovano pokud

U< e Be/t

U nahodné ¢islo z intervalu (0, 1)
Ac>0,t. —Ac<O0

pokud klesa t nebo klesd —Ac, tak klesa i e
~10/100 ¢ ,—100/100 , ,—10/100 , ,—10/1

—Ac/t

@ pomdicka: porovnej e
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Algoritmus simulovaného zihani

(4] k=1
vybér inicialniho rozvrhu S; pouzitim heuristiky, Spes: = S1
nastaveni inicialni teploty tg > 0

vybér funkce redukce teploty «(t)

vybér Spew € N(Sk)
jeStliie F(Snew) < F(Sbest) Pak Sbest = Snew: SI<+1 = Snew
jinak
jestlize F(Spew) < F(Sk) pak Sk+1 = Snew
jinak
generuj ndhodné Cislo Uy
F(Sy)— F(Snew)

jestlize Uy < e ' pak Siy1 = Snew
jinak 5k+1 = Sk

t, = O[(tk)

o k=k+1

jestlize plati podminka ukonéeni pak konec
jinak béz na krok 2.

©



Priklad: simulované zihani

e Opakovani: T; = max(C; — d;,0)
e Uvazujte rozvrhovaci problém s 1{| > w; T;

glohy 1 2 3 4
pi 9 9 12 3
d 10 8 5 28
wp 14 12 1 12

Pouzijte simulované zihani
s inicialnim rozvrhem (3,1, 4, 2)

Okoli: vsechny rozvrhy, které dostaneme sousednimi parovymi
vyménami

Vybér rozvrhu z okoli ndhodné

Zvolte o(t) = 0.9 x t

tp = 0.9

Pouzijte nasledujici ndhodna ¢isla: 0.17,0.91,. ..



Priklad: simulované

Sbest = Sl = (371747 2)
F(S1)=>wTj=1-7+14-11412-0+ 1225 = 461 = F(Spest)
to = 0.9

Snew = (1» 3947 2)

F(Snew) =316 < F(Sbest)
Sbest = (17 37 47 2)
F(Sbest) =316

52 = (17 37 4‘7 2)
t=09x09=0.381

Snew = (1» 37 27 4)

F(Snew) = 340 > F(Spest) = 316
F(Snew) > F(S2) =316

Up = 0.17 > ¢—(340-316)/0.81 _ 1 35 1013
53 - 52 = (173747 2)

t =0.729

5new = (17 47 37 2)

F(Snew) =319 > F(Sbest) =316
F(Snew) > F(S3) =316

Us = 0.91 > ¢ (319-316)/0.720 _ ( 016
Sa =53 =1(1,3,4,2)

t = 0.6561




Praktické Gvahy

@ Inicialni teplota
e musi byt ,vysoka”
o kritérium prijeti rozvrhu: 40%—-60% vykazuje dobré vysledky v mnoha
situacich

o Parametr chlazeni

e nékolik zmén pri dané teploté
e jedna zména pri kazdé teploté
t=axt a typicky v intervalu [0.9,0.99]

t= 1+tﬂt B typicky blizké k 0




Genetické algoritmy

Srovnani
@ simulované zihani, tabu prohledavani
e jedno feSeni je prenaseno z jedné iterace do druhé
@ genetické algoritmy
e udrzovana populace (nékolika prenasenych) Feseni
Genetické algoritmy
@ rozvrhy jsou jednotlivci (chromozomy), ktefi tvofi populaci
rozhodovaci proménna (napf. Cas jedné dlohy) je gen
hodnota rozhodovaci proménné (napf. konkrétni ¢as) je alela
kazdy jednotlivec je vyhodnocen kritériem vhodnosti (fitness)

néktefi jednotlivci mutuji

jednotlivci jsou vybrani k reprodukci kfizenim a

maji déti tvofici nasledujici generaci

nejvhodnéjsi jedinci preziji do dalsi generace



e Krizeni (crossover): kombinovani posloupnosti operaci na jednom stroji
v jednom rodicovském rozvrhu s posloupnosti operaci na jiném stroji
u jiného rodice
@ Operator jednoduchého kfizeni neni uzitecny!
bod fezu
P1=[213|456 7] 01=[2132576]
P2=[431(2576] — © 02=[4314567]

o (Castecné mapované krizeni

bod rezu 1 bod rezu 2

P1=[16[345]2] 01=[35126 4]
p2=[43l126|5] T 02=[213456]
Konstrukce O1: 126 dam misto 345, 3 dam tam, kde byla 1;

4 dam tam, kde byla 2; 5 dam tam, kde byla 6
Mame néjaky problém? Jak krizit P1=[12|465|3] P2=[34|216|5] ?



PMX ¢astecné mapované krizeni: priklad

1. Rodié 1:
Rodi¢ 2:
Potomek 1:

2. Rodic¢ 1:
Rodi¢ 2:
Potomek 1:

3. Rodic¢ 1:
Rodi¢ 2:
Potomek 1:

4. Rodic 1:
Rodi¢ 2:
Potomek 1:

5. Rodic¢ 1:
Rodi¢ 2:
Potomek 1:

6. Rodic 1:
Rodi¢ 2:

Potomek 1:

8473625190
0123456789
36251
8473625190
0123456789
36251
8473625190
0123456789
36251
8473625190
0123456789
436251
8473625190
0123456789
7436251
8473625190
0123456789

0743625189

kopirujeme nahodny pas alel
z rodi¢e 1 potomkovi

4 je prvni hodnotou v pasu rodice 2,
ktera neni v potomkovi, nalezneme 6
6 stale v pasu => pokracujeme s 6
6 odpovida 5, 5 stale v pasu
pokraCujeme s 5

5 odpovida 2, 2 neni v pasu
na pozici 2 dame 4 (z 2.)

7 je dalsi hodnota v pasu rodice 2,
ktera neni v potomkovi, nalezneme 1
1 neni v pasu, na pozici 1 ddme 7

na zbyvajici pozice potomka

dame alely z rodice 2



PMX ¢astecné mapované krizeni: algoritmus

@ Nahodné vybereme pas alel z rodi¢e 1 a okopirujeme ho do potomka
@ V segmentu odpovidajicich pozic rodice 2 vybereme postupné
hodnoty, které jesté nebyly zkopirovany do potomka
Pro kazdou z téchto hodnot A:
@ Zapamatujeme si index této hodnoty v rodi¢i 2. Nalezneme hodnotu V
z rodie 1 na stejné pozici.
® Nalezneme V u rodice 2.
© Pokud patfi index hodnoty V v rodici 2 mezi indexy uréujici ptivodni
pas, pokraCujeme krokem 2.1 s pouzitim této hodnoty.
@ Pokud index hodnoty V neni ¢asti pivodniho pasu, pfidame hodnotu A
do potomka na této pozici.

© Zkopirujeme zbyvajici pozice z rodice 2 do potomka

2.Rodi¢1l: 8473625190 4 je prvni hodnotou v pasu rodice 2,
Rodi¢ 2: 0123456789 ktera neni v potomkovi, nalezneme 6
Potomek 1: = 36251 6 stale v pasu => pokracujeme s 6

Cviceni: urcete potomky pro [12]465|3] a [34|216]5] ... Fe3eni: 324651,542163



e Mutace umoznuje genetickému algoritmu prohledavat prostor
nedosazitelny operatorem kfizeni

@ Parova vyména sousedil v posloupnosti
[1,2,...,n] = [2,1,...,n]

@ Mutace vyménou: zména dvou nahodné vybranych prvka permutace

@ Mutace posunem: pfesun nadhodné vybraného prvku o ndhodny pocet
mist doleva nebo doprava

@ Mutace promichanim podseznamu: vybér dvou bodi v fetézci nahodné
a ndhodna permutace prvkii mezi témito dvéma pozicemi



@ Ruletové kolo
@ 3ance na reprodukci jsou proporcionalné zavislé na vhodnosti jedince
o velikost kazdého dilu ruletového kola
zalezi na vhodnosti konkrétniho jedince
o pf. kritérium vhodnosti pro 6 jedinci: 5,7,1,3,3,3
prvni dil ma velikost 5, druhy 7, tfeti 1, ¢tvrty 3, paty 3, Sesty 3

vybrany jedinec dil pro 1.jedince

dil pro 2.jedince

@ Kroky pro ruletové kolo
@ secti vhodnost vsech jednotlivcl generace: TF
o pf. TF=5+7+1+3+3+3=22
@ generuj nahodné Cislo m mezi 0 a 22
© vrat prvniho jednotlivce generace do jehoz dilu spada m
@ ¢im vétsi vhodnost jedince, tim vétsi pravdépodobnost,
Ze se na néj strefime



Vybér (pokracovani)

Turnajovy vybér
© vybér jednoho jedince
e nahodné vyber skupinu t jedinct z populace
e vyber nejlepsiho jedince

@ pokud potfebujeme vybrat k jedinci, pak postup opakujeme k-krat

Jak garantovat, ze nejlepsi €len/Elenové generace preziji?
Elitarsky model:
@ nejlepsi Elen generace je vybran jako ¢len nasledujici generace
nebo

@ nejlepsi potomci a rodice jsou vybirani do nasledujici generace



Implementace genetického algoritmu

o k=1
o vyber N inicialnich rozvrha S11,..., 51 n
pouzitim heuristiky

e vyhodnot jednotlivce generace

© o vytvof nové jednotlivce spojenim jednotlivc
soucasné generace pomoci kfizeni a mutace
e smaz Cleny existujici generace,
aby udélali misto novym jednotlivcim
e vyhodnot nové jednotlivce a
pridej je do populace Sky11,..., Sk+1.n
Q o k=k+1
o jestlize plati podminka ukonceni
pak vrat nejlepsiho jedince jako feseni a skonCi
jinak béz na krok 2.



Priklad: genetické algoritmy

e Uvazujte rozvrhovaci problem s 1| | > T;

aohy 1 2 3 4 5
pi 4 3 7 2 2
d 5 6 8 8 17

@ Velikost populace: 3
o Vybér
e pro reprodukci je pouzita parova vyména sousedil vybranych nadhodné
e pocet moznych potomkii: 4
kazdy vybran s pravdépodobnosti 1/4
e potomci se mohou reprodukovat
jako ostatni jednotlivci populace

@ Inicialni populace: nahodné posloupnosti permutaci



Priklad: genetické algoritmy (Feseni)

Generace 1 Jedinec 25314 14352 12345
Cena 25 17 16
Vybrany jedinec: 12345 s potomkem 13245, cena 20

Generace 2 Jedinec 13245 14352 12345
Cena 20 17 16
Vybrany jedinec: 12345 s potomkem 12354, cena 17

Generace 3 Jedinec 12354 14352 12345
Cena 17 17 16
Vybrany jedinec: 12345 s potomkem 12435, cena 11

Generace 4 Jedinec 14352 12345 12435
Cena 17 16 11
Vybrany jedinec: 12435 — optimalni feseni

Nevyhoda takto jednoduchého nastaveni algoritmu:
vybér nejlepsiho jedince zpiisobuje opakovanou reprodukci nejlepsiho jedince,
dokud neni nahrazen lepsim potomkem



Praktické Gvahy

@ Velikost populace

e mala populace riskuje pfilis malé pokryti prohledavaciho prostoru
o velkd populace ma velké vypocetni naroky
o dle empirickych vysledka

o velikost populace kolem 30 Casto adekvatni
o velikost populace 20-100 je bézna

@ Mutace:

obvykle pouzita s velmi malou pravdépodobnosti



Omezujici podminky

13. kvétna 2021

@ Problém spliovani podminek
@ Rozvrhovani jako problém spliovani podminek
@ Podminky pro zdroje

@ Globalni omezeni

@ Rozvrhovaci strategie



Omezeni (constraint)

@ Dana

e mnozina (doménovych) proménnych Y = {y1,..., vk}
o kone¢na mnozina hodnot (doména) D = D; U...U Dy
Omezeni ¢ na Y je podmnozina Dy X ... X Dy
e omezuje hodnoty, kterych mohou proménné nabyvat soucasné
o Priklad:
e proménné: AB

e domény: {0,1} pro A {1,2} pro B
e omezeni: A#B nebo (A,B) € {(0,1),(0,2),(1,2)}

@ Omezeni ¢ definovano na yi, ...y je splnéno,
pokud pro di € Dy, ...d, € Dy plati (di,...dx) € ¢

o priklad (pokracovani): omezeni splnéno pro (0,1),(0,2),(1,2), nenf
splnéno pro (1,1)



Problém spliovani podminek (CSP)

Dana
@ konecna mnozina proménnych V = {vy,..., vy}
@ konecna mnozina hodnot (doména) D = Dy U...U D,
@ konecna mnozina omezeni C = {ci1,...,Cm}

e omezeni je definovano na podmnoziné V
Problém spliovani podminek je trojice (V, D, C)
(constraint satisfaction problem CSP)
Priklad:
e proménné: AB,C
e domény: {0,1} pro A {1} pro B {0,1,2} pro C
@ omezeni: A#B, B#C
Reseni CSP
@ prifazeni hodnot viem proménnym, které spliiuje vSechna omezeni
o (di,...,dp) € D1 x ... x D, jerteseni (V,D, C)
o pro kazdé ¢; € C na v, ...v, plati (d;,...d;) € ¢



Filtrace domén

o Priklad:
o D,={1,2},D, =1{1,2,3}
ea<hb
= hodnota 1 mize byt z D, bezpecné vyrazena

@ Podminky se pouzivaji aktivné pro odstranéni nekonzistenci
z problému
e nekonzistence = hodnota, kterd nemiize byt soucasti zadného Feseni
(nespliuje néjakou podminku)
@ Tato tzv. filtrace domén je realizovana procedurou REVISE,
kterou ma kazda podminka



Hranova konzistence (arc consistency AC)

Rikame, ze podminka je hranové konzistentni, pokud
pro kazdou hodnotu kazdé jeji proménné
existuje kombinace hodnot pro dalsi proménné v podmince tak,
ze je podminka splnéna
Rikame, Ze hodnota je podporovana/ma podporu.
REVISE procedura pro hranovou konzistenci odstrani z domén
proménnych viechny hodnoty, které nemaji podporu

o Priklad: A=B+C je hranové konzistentni pro B,C € {1,2}, A € {2,3,4}
(hodnota 3 proménné A ma napf. podporu (3,1,2) pro (A,B,C))
A+#£B je hranové konzistentni pro A € {0,1}, B € {1,2,3}
A=B neni hranové konzistentni pro A € {1,2,3}, B € {1,2}

(hodnota 3 proménné A neni podporovana)

CSP je hranové konzistentni, pokud jsou viechny podminky hranové
konzistentni.



Zajisténi hranové konzistence

o Jak zaridit hranovou konzistenci v CSP?
o Kazda podminka musi byt zrevidovana
o Priklad:
Xinl.6,Yinl.6,Zin 1.6, XY, Z<X-2
X<Y Z<X-2 X<Y
Xin1..6 Xin1.5 Xin [4,5] Xin [4,5]

Yin1..6 Yin2.6[—Yin2.6 Y in [5,6]
Zin1.6 Zin1..6 Zin[1,2] Zin[1,2]

@ Stadi to?
= Nestadi ale zrevidovat kazdou podminku pouze jednou

@ Revize je potfeba opakovat, dokud se méni doména néjaké proménné
(algoritmus AC-1)



Hranova konzistence prakticky

e Pouzijeme frontu proménnych se zménénou doménou.
e uzivatelé mohou pro kazdou podminku specifikovat, kdy se ma provést
jeji revize v zavislosti na typu zmény domény
@ Vychazi z algoritmus AC-3 (pracuje s frontou podminek k revizi)
a je nazyvany AC-8 (pracuje s frontou proménnych)
@ procedure AC-8(V,D,C)

Q:=V
while Q neprazdna do
vyber vz Q

for ¢ € C takovou, Ze v je omezeno ¢ do
D' := c.REVISE(D)
if (libovolna doména v D’ prazdna) then return(fail,D")

Q:= QU {ueV | D', #D,}

D:=D
return(true,D)
end AC-8

@ Poznamka: do fronty vkladame jen ty proménné, které tam jesté nejsou
e revize se pro né provede, protoze uz ve fronté jsou



Priklad: sudoku

2 5
9 7|3
2 9 6
2 4 9
7
6 9 1
8 4 1
6|3 8
6 8

Prifrad prazdnym polim ¢éisla tak, ze:
Cisla odlisna na radku, ve sloupci a v bloku



Prohledavani/prifazovani

Konzistenéni techniky jsou (obvykle) nedplné
= potfeba prohledavaci algoritmus, ktery vyresi "zbytek"
o pf. Xin1.2,Yin 1.2 Zin 1.2, X£Y, Y#£Z, X+£Z
AC neodstrani zadnou hodnotu ale problem je nekonzistentni

Prifazovani (labeling)
@ prohledavani do hloubky (DFS/BT) /
e prifad hodnotu do proménné /\
o propaguj = udélgj
problém lokalné konzistentni
e vrat se v pfipadé neispéchu

O OO OO OO O
e Xinls = X=1VX=2VX=3VX=4VX=5

Obecné: prohledavaci algoritmus fesi zbylé disjunkce
o X=1V X#1 standardni prifazovani
@ X<3 Vv X>3 déleni domén
o XY Vv X>Y usporadani proménnych



Kostra ohodnocovani

@ Prohledavani do hloubky je kombinovano s AC, které omezuje
prohledavany prostor

@ Technika pohledu dopredu (MAC)

@ procedure labeling(V,D,C)
if (vSechny proménné z V pfifazeny) then return V
vyber dosud neprifazenou proménnou x z V
for (kazdou hodnotu v z D) do
(TestOk,D") := consistent(V,D,CU{x=v})
if TestOk=true then R := labeling(V,D’,C)
if R#fail then return R
return fail
end labeling

o Pred labeling je spustén inicialni béh konzistenénich algoritmii, aby
byla zajisténa inicialni konzistence



Zplsoby vétveni

Jaka proménna ma byt ohodnocena prvni?
@ princip prvotniho netspéchu (first-fail)
e preferuj proménnou, jejiz pfifazeni je nejobtiznéjsi
e napf. proménné s nejmensi doménou:
doména se snadnéji vyprazdni
e nebo proménné s nejvice podminkami: pro proménné s vice podminkami

@ definuje tvar prohledavaciho stromu

@ vybér proménné s malou velikosti domény: malé vétveni na této arovni
e vybér proménné s velkou velikosti domény: velké vétveni na této Grovni

Jaka hodnota ma byt vyzkousena prvni?
@ princip prvotniho aspéchu (succeed-first)
o preferuj hodnoty, které nejspise pati do Feseni
e napf. hodnoty s nejvice podporami v okolnich proménnych
e tato heuristika je obvykle problémové zavisla

@ definuje poradi prochazeni vétvi



Rozvrhovani jako CSP: ¢as

Aktivita A: entita vyzadujici prostor (zdroje) a ¢as

Proménné a jejich domény pro Casové prifazeni aktivity
e start(A): startovni Cas aktivity
o aktivita nemize zacit pfed svym terminem dostupnosti
o est(A) = min(start(A)), earliest start time/nejdFivéjsi startovni Cas
@ end(A): cas skonceni aktivity
o aktivita musi skoncit pred svym deadline
o Ict(A) = max(end(A)), latest completion time/nejpozdéjsi koncovy €as
@ p(A): doba provadéni aktivity
o start(A) = {est(A), ..., (Ict(A)-p(A))}
o end(A) = {(est(A)+p(A)), ..., lct(A)}

— A —

T p(A) T
est(A) Ict(A) time

0123456 7 89 101112 13 14 15 16 17 18 19 20




Rozvrhovani jako CSP: zakladni omezeni |.

o Neprerusitelnd aktivita: zadné preruseni béhem jejiho zpracovani
o start(A) + p(A) = end(A)

| A

T p(A) A
™ |
start(A) end(A) time
0123456 7 8 910

@ Prerusitelna aktivita: miize byt prerusena béhem svého zpracovani
o start(A) + p(A) < end(A)

(A AR (AB]| Al

T T

start(A) end(A) time
0123456 7 8 9101112

P(A) = p(A[1]) + p(A[2]) + p(A[3]) + p(A[4])




Rozvrhovani jako CSP: zakladni omezeni Il

@ Serazeni A<<B aktivity A,B
(také: precedencni omezeni mezi aktivitami A,B)

o end(A) < start(B)

| A | |B| time
0123456 7 89 10

@ Disjunktivni omezeni: neprekryvani aktivit A a B
neprerusitelné aktivity

o A<<B or B<<A

e end(A) < start(B) or end(B) < start(A)

e viz dale unarni zdroje



Rozvrhovani jako CSP: zdroje

Doménové proménné pro zdroje:

@ cap(A): pozadovana kapacita zdroje aktivitou A
o unarni/disjunktivni zdroje
o v daném case miize byt zpracovana maximalné jedna aktivita
e kumulativni zdroje
o nékolik aktivit se mze zpracovavat paralelné, ovsem za predpokladu,
Ze neni prekroCena kapacita zdroje
e produkovatelné/spotfebovatelné zdroje
o aktivita konzumuje (snizuje) nebo produkuje (navysuje) aktualni
mnozstvi zdroje
@ na zdroji musi zbyt néjaka minimalni volna kapacita a maximalni
kapacita zdroje nemiize byt prekrocena
o priklad: reservoar

e resource(A): alternativni zdroje pro A

e pro zpracovani A vybereme jeden z alternativnich zdrojii
e jednotlivé hodnoty z domény resource(A) odkazuji na konkrétni zdroje



/naceni

Ist(A) ICt(A)

I |

I |

est(A) ect(A)

est(A) nejdrivéjsi startovni Cas aktivity A (earliest start time)
ect(A) nejdFivéjsi koncovy Cas aktivity A (earliest completion time)
Ist(A) nejpozdéjsi startovni Cas aktivity A (latest start time)
Ict(A) nejpozdéjsi koncovy €as aktivity A (latest completion time)
Q je mnozina aktivit

P(2) = > aca P(A)
est(Q) = min{est(A) | A € Q}
let(Q2) = max{lct(A) | A € Q}



Unarni zdroje

@ Aktivivity se nemohou prekryvat
e v daném &ase bézi maximalné jedna aktivita, proto se témto zdrojiim
fika unarni
e Grahamova klasifikace: jeden stroj
o Predpokladame, ze aktivity jsou neprerusitelné
e neprerusitelna aktivita zabira zdroj od svého startu az do ukonéeni
@ Jednoduchy model s disjunktnimi omezenimi

o A<<B VvV B<<A
end(A)<start(B) Vv end(B)<start(A)
e témto zdrojiim se proto nékdy fika disjunktni

D | B time
9

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

|
6 7 8

o
=
N L—
w
N
(8]



Hledani hran (edge finding)

o Baptiste & Le Pape (1996)
@ Co se stane, pokud nebude aktivita A zpracovana jako prvni?

16
— B

—_ e 1°

@ Pro A,B,C neni dost ¢asu, a tedy aktivita A musi byt prvni

4HAEH 7

sb——{_ B@ |t
(5) 15

e



Hledani hran: priklad s odvozovacimi pravidly

o Ict(QU{A}) —est(Q) < p(QU{A}) = A<< Q

16
1 1
4 Q={B,C}
5__Ba | |16

o A<< Q= end(A) < min{lct(Q) — p() | C Q}

vsechny podmnoziny Q musi stihnout své zpracovani




Hledani hran: vsechna odvozovaci pravidla

e Odvozovaci pravidla: pro end(A)
(co se stane, pokud nebude aktivita A zpracovana jako prvni?)
o Ict(QU {A}) — est(Q) < p(QU {A})
=A<< Q
e A< Q=
end(A) < min{lct(Y') — p(') | Q2 C Q}

@ Symetrickd odvozovaci pravidla: pro start(A)
(co se stane, pokud nebude aktivita A zpracovana jako posledni?)
o Ict(Q) — est(QU{A}) < p(QU{A})
= Q<< A
e D<< A=
start(A) > max{est(Q') + p() | Q¥ C Q}

e V praxi:
o celkem existuje n-2" pard A,Q (pfilis mnoho!)
o Carlier & Pinson 1994, Vilim & Bartak & Cepek 2004
algoritmus s €asovou slozitosti O(nlog n)
(je nutné kontrolovat pouze nékteré pary A,Q)



Ne-prvni/ne-posledni (not-first/not-last)

@ Torres & Lopez 2000

@ Co se stane, pokud aktivita A bude zpracovana jako prvni?

6|A@) |16
I -

! 1
i C(4)i

@ Pro B a C neni dost Casu, a tedy aktivita A nemize byt prvni

4




Ne-prvni/ne-posledni: pf. s odvozovacimi pravidly

o p(QU{A}) > Ict(Q) — est(A) = -A << Q

6|AQ) |16

T BB |15

I 16

41 : { C(4).

o A << Q= start(A) > min{ect(B)|B € Q}

Q=1{B,C}

8| A@) II {16

~
ﬁ
P
a
-
N
)]




Odvozovaci pravidla pro ne-prvni/ne-posledni

@ Ne-prvni pravidla:
(co se stane, pokud aktivita A bude zpracovana jako prvni?)
o p(QU{A}) > lct(Q2) — est(A)
=A<< Q

e "A<<Q
= start(A) > min{ect(B)|B € Q}

@ Ne-posledni (symetricka) pravidla:
(co se stane, pokud aktivita A bude zpracovana jako posledni?)
o p(QU{A}) > Ict(A) — est(Q)
=N <<A

o N<< A=
end(A) < max{/st(B)|B € Q}

e V praxi:
o Vilim 2004: algoritmus s €asovou slozitosti O(nlog n)



Kumulativni zdroje

e Kazda aktivita vyuziva jistou kapacitu zdroje cap(A)

@ Aktivity mohou byt zpracovany paralelng, pokud neni prekrocena
kapacita zdroje
o Kapacita zdroje mize byt v case proménna
o takové zdroje Ize modelovat pomoci v ¢ase neménné kapacity, od které

se odecte kapacita pevné umisténych aktivit, ¢imz se v kazdém case

dosdhne pozadované kapacity g
pevné umisténé aktivity vytvori
kapacitni profil zdroje

g —7

S . .
& | = < T | pevné kapacita
g

\©

£

g ¢as




Agregované pozadavky

o Baptiste et al. 2001

o Kdy je dostateéna kapacita pro zpracovani aktivity?

]
|

kapacita zdroje

agregovane pozadavky

5
\\\\\\\\\\ éas

o Jak se konstruuje graf agregovanych pozadavki?

vyuzité kapacita

—

kapacita zdroje

agregované pozadavky
tady aktivita urcité pobézi



Podminka tabulky (timetable constraint)

@ Uvazujeme diskrétni ¢as

o Jak zajistit, ze v zddném Case neni prekrocena maximalni kapacita?
vt Z cap(A;) < MaxCapacity

start(A;)<t<end(A;)

e Tabulka (timetable) pro aktivitu A je mnozina boolovskych
proménnych X (A, t) udavajicich, zda A bézi v Case t

vt Z X (A, t)cap(A;) < MaxCapacity
Ai

Vt, i start(A;) < t < end(A;) & X(Aj, t)



Podminka tabulky: pf. s odvozovacimi pravidly

Pocatecni stav
Ist(A) Ict(A)

=

est(A) ect(A)
[ o ] {0,1} | o X(At)

Nékteré pozice zakazany vzhledem ke kapacité zdroje

Ist(A) Ict(A)
est(A) ect(A)
| o | {01y | o | {0,1} [ 0 | xAb
Novy stav
ISt(A) Ict(A)
est(A) ect(A)

0 ol o | xau




Podminka tabulky: odvozovaci pravidla

Ist(A) Ict(A)

B

est(A) ect(A)
| o | {0,1} | 0 | xan

Jak realizovat filtraci pres omezeni
Vt,i start(A;) < t < end(A;) & X(Ai,t) ?
Problém: t je zaroven index a také proménna
o start(A) > min{t| 1 € X(At)}
e end(A) < 1+max{t| 1e X(At)}

o X(At)=0 A t<ect(A) = start(A)>t
o X(At)=0 A Ist(A)<t = end(A)<t

o Ist(A)<t A t<ect(A) = X(At)=1



Cviceni: podminka tabulky

Mame zadany zdroj s kapacitou 2 a aktivity

j | cap(i) est(i) let() p()
Al 2 1 6 3
Bl 1 3 9 4
cl 1 0 3 2

e Jak jsou inicializovany proménné X(j,t)?

o Jak se jejich hodnoty méni pfi pouziti odvozovacich pravidel podminky
tabulky?

e Jak by mohly vypadat vysledné rozvrhy po aplikaci pravidel?



Unarni a kumulativni zdroje: shrnuti a mozna rozsireni

Disjunktivni omezeni

@ zname: unarni zdroje, neprerusitelné aktivity

@ rozsifeni: prerusitelné aktivity, kumulativni zdroje
Hledani hran

@ zname: unarni zdroje, neprerusitelné aktivity

@ rozsifeni: prerusitelné aktivity, kumulativni zdroje
Ne-prvni/ne-posledni

@ zname: unarni zdroje, nepferusitelné aktivity

@ rozsifeni: kumulativni zdroje
Podminka tabulky

@ zname: kumulativni zdroje, nepferusitelné aktivity

@ rozsifeni: prerusitelné aktivity



Alternativni zdroje

Jak modelovat alternativni zdroje pro danou aktivitu?
Pro kazdy zdroj udélame duplikat aktivity
o duplikat se Gc€astni pfislusnych zdrojovych podminek,
ale neomezuje dalsi aktivity na daném zdroji

e ,nedspéch” u duplikatu znamena odstranéni zdroje z domény proménné
resource(A) pfislusné aktivity
e odstranéni zdroje z domény proménné resource(A) znamena ,smazani’
odpovidajiciho duplikatu
@ pivodni aktivita se G¢astni precedenénich podminek
(napf. v ramci multi-operacni alohy)

@ omezeni Casii u duplikatu se propaguje do originalu aktivity a naopak



Alternativni zdroje: odvozovaci pravidla

Necht A, reprezentuje duplikat aktivity A na zdroji u€resource(A),
pak probihaji nasledujici propagace:

o ucresource(A) = start(A) < start(A,)
@ ucresource(A) = end(A,) < end(A)

start(A) > min{start(A,): u € resource(A)}
end(A) < max{end(A,): u € resource(A)}

nedspéch pro A, = resource(A)\{u}



Produkovatelné/spotiebovatelné zdroje

@ Zdroj = rezervoar
e Aktivita konzumuje né&jaké mnozstvi zdroje cap(A)<0 nebo
aktivita produkuje néjaké mnozstvi zdroje cap(A)>0

e Pozadovana minimalni kapacita zdroje (pfi konzumaci)
a maximalni kapacita zdroje nemiize byt prekrocena (produkci)

N

e Kumulativni zdroj miize byt chapan jako specialni pfipad rezervoaru
o kazda aktivita konzumuje cap(A) pfi startu
a produkuje cap(A) na konci



Relativni usporadani

@ Pokud je cas relativni (usporadani aktivit)
potom techniky edge finding a agregovanych pozadavkii nic neodvodi

o Porad ale mizeme pouzivat informace o usporadani aktivit a
spotiebé/produkci daného zdroje

o Priklad:

reservoar: aktivity konzumuji a produkuji zdroj

Ize odvodit nezbytnost pfidavné aktivity produkujici jednotku zdroje



Optimisticky zdrojovy profil (orp) Cesta&Stella 1997

orp(A): maximalni mozna Groven zdroje v Case, kdy se A zacne zpracovavat

Aktivity, které musi byt pfed A, se vezmou dohromady s produkénimi
aktivitami, které mohou byt pfed A

orp(A) = InitLevel + cap(A) + >_g..a€ap(B) + 35774 & cap(8)=0 €@P(B)

Priklad:

1 orp(A)

cap(B): all B with B??A and cap(B)>0

cap(B): all B with B<<A

) cap(A)

InitLevel

B??A znamena, ze poradi A a B jesté neni znamé



orp odvozovaci pravidla |.

orp(A) < MinLevel = fail
@ i kdyz je veskera produkce planovana pred A
neni dosazena minimalni pozadovana aroven zdroje

1 orp(A)
cap(B): all B with B??A and cap(B)>0

cap(B): all B with B<<A
y cap(A)

InitLevel

orp(A) = InitLevel + cap(A) + 3 - g 4 cap(B) + X pr74 & cap(s)>0 aP(B)



orp odvozovaci pravidla Il.

orp(A) — cap(D) = 3" p. g & B774 & cap(B)>0 €aP(B) < MinLevel
=D <<A
Uvazujme Casovy okamzik, kdy zacne aktivita A
@ pro libovolné D takové, ze D??A a cap(D) > 0:
pokud je produkce v D planovana za A a minimalni pozadovana
aroven zdroje neni dosazena, pak musi byt D pfed A

Priklad:
— k% Oorp(A) orp(A)
ﬂ cap(D)
cap(B): all B with B??A and cap(B)>0 MinLevel
cap(B): all B with B??A and cap(B)>0
and D<<B
\ cap(B): all B with B<<A
cap(A
}L InitLevel

InitLevel



Optimisticky zdrojovy profil: cviceni

orp(A) = InitLevel + cap(A) + >_g..a cap(B) + 3 _pr74 & cap(8)>0 €3P(B)

orp(A) — cap(D) — 3" p. g & B77A & cap(B)>0 €aP(B) < MinLevel

=D << A

Mame dany aktivity A, B, C, X, Y, Z

a jejich pozadované kapacity jsou po fadé 1,2,3,4,5, -1
Jsou dany precedence: A << B << C, X << Y
InitLevel = MinLevel =0

Jaka je hodnota orp(A)?

Mize byt X naplanovano po A?

Co se zméni, pokud bychom pridali aktivitu D s nasledujicimi
vlastnostmi?

o cap(D) = -2
e D<< A



Pesimisticky zdrojovy profil (prp) Cesta&Stella 1997

prp(A): minimalni mozna Groven zdroje v Case, kdy se A zagne zpracovavat

Aktivity, které musi byt pred A, se vezmou dohromady s konzumacnimi
aktivitami, které mohou byt pfed A

prp(A) = InitLevel + cap(A) + 3. acap(B) + X124 & cap(8)<0 €aP(B)

Priklad:

cap(B): all B with B??A and cap(B)<0

) prp(A)
cap(B): all B with B<<A

cap(A)

InitLevel



prp odvozovaci pravidla |.

prp(A) > MaxLevel = fail

@ i kdyz je veskera konzumace planovana pred A,
maximalni povolena kapacita zdroje je prekrocena

cap(B): all B with B??A and cap(B)<0

y prp(A)
cap(B): all B with B<<A

cap(A)

InitLevel

prp(A) = InitLevel + cap(A) + > g .4 cap(B) + > 5724 & cap(8)<0 €P(B)



prp odvozovaci pravidla Il.

prp(A) — cap(D) — > p<p & B774 & cap(B)<0 €aP(B) > MaxLevel
=D <<A

Uvazujme Casovy okamzik, kdy zacne aktivita A:
@ pro libovolné D takové, ze D?7?A a cap(D) < 0:

jestlize je konzumace v D planovana po A a je prekrocena maximalni
povolena aroven zdroje, pak musi byt D pfed A

Priklad:

cap(B): all B with B??A and cap(B)<0 cap(B): all B with B??A and cap(B)<0

and D<<B
MaxLevel
prp(A) @P® o
rp(A
cap(B): all B with B<<A PP
cap(A)
— P InitLevel

InitLevel



Globalni podminky

Pro reprezentaci zdroja vyuzivany v programovacich jazycich
tzv. globalni podminky
@ definované pro libovolny koneény pocet proménnych

@ komplexni podminky s vlastnim propagacnim algoritmem

Zakladni globalni podminky (pro rozvrhovani)

e piiklady z IBM ILOG OPL (Optimization Programming Language)
@ viechny proménné riizné

o allDifferent
@ disjunktivni zdroj

e dvar interval, dvar sequence
e noOverlap

@ kumulativni zdroj

e cumuFunction, pulse



Vsechny proménné riizné

Proménné v poli Array jsou riizné
@ reprezentace unarniho zdroje s jednotkovou dobou trvani vsech aktivit
@ dvar int Array[Intervall;

@ globalni podminka: allDifferent (Array)

Priklad: ucitelé musi uéit v rtizné hodiny uéitel | min | max

@ Jan = 6, Ota = 2, Anna = 5, Jan
Marie = 1, Petr € {3,4}, Eva € {3,4} Petr

Anna
Ota
Eva

Marie

HIWIN N W W
OO




Intervalové proménné

Intervalova proménna: pro modelovani €asového intervalu (alohy, aktivity)

@ hodnotou intervalové proménné je celociselny interval [start, end)
o priklad: dvar interval x in 0..1000000 size 100..200;

0 [100,200] 1000000




Disjunktni rozvrhovani

Sekvencni proménna p
@ definovana na mnoziné intervalovych proménnych x

dvar interval x[i in 1..n] ...;
dvar sequence p in x;
@ hodnota intervalové proménné p je permutace pfitomnych intervald
e pozor, permutace t jesté neimplikuje zadné usporadani v case

Omezeni noOverlap(p)
@ vyjadfuje, ze sekvenéni proménna p reprezentuje fetézec
neprekryvajicich se intervalovych proménnych
@ pro vyjadreni rozvrhovani na unarnim/disjunktivnim zdroji, kde se
intervaly/alohy neprekryvaji



Precedence, Gc¢elova funkce

Mezi intervalovymi proménnymi méizeme definovat precedencni podminky:

dvar interval i;
dvar interval j;

endBeforeStart (i, j);
startBeforeStart (i, j);
startAtStart (i, j);

Pro vytvareni G€elovych funkci nebo definici omezeni

start0f (x)
endOf (x)
sizeOf (x, V)

Priklad: minimalizace makespanu

minimize max(i in 1..n) endOf(x[i])



Priklad: rozvrhovani problému job-shop

‘ op11 H op12 H op13 |
| op21 H op22 H op23 ‘ DM1

[ m2
31 32 33
tuple Operation { | o H el H op ‘ ™3
int mch; // machine | op41 }_.| op42 }_.| 0p43 ‘
int pt; // processing time
};
Operation Ops[j in Jobs][p in Pos] = ...;
1 dvar interval op[j in Jobs][p in Pos] size Ops[jl[p]l.pt;
2 dvar sequence mchs[m in Mchs] in
3 all(j in Jobs, p in Pos: Ops[j][pl.mch == m) op[jl[pl;
4
5 minimize max(j in Jobs) endOf (op[j] [nbPos]) ;
6 subject to {
7 forall(m in Mchs)
8 noOverlap (mchs [m]) ;
9 forall(j in Jobs, p in 2..nbPos)
10 endBeforeStart (op[j] [p-11,0p[j] [p1);
11}

op[j] [p] odkazuje operaci ulohy j, ktera je zpracovavana v ramci Glohy jako p-ta



Kumulativni zdroj pomoci kumulativni funkce

Hodnota vyrazu kumulativni funkce reprezentuje vyvoj kvantity v ase, ktera miize
byt inkrementalné zménéna (snizena nebo navy3ena) intervalovymi proménnymi.

Intervalové proménné x[i] pfispivaji do kumul. funkce po dobu svého provadéni

int capacity[l..5] = [1,3,2,4,1];
cumulFunction y = sum(i in 1..5) pulse(x[i],capacity[i]);

pulse(x, 1)
1 0—W
O Y
::::g:::]i Time
Omezeni na vyrazech kumulativni funkce: pro omezeni kapacity zdroje
int h = ...
cumulFunction f= ...
f<=h

Priklad: job-shop a omezeni celkového poctu stroji

cumulFunction allMachines = sum(j in Jobs, p in Pos) pulse(op[jl[pl,1);
allMachines <= m;



Prohledavani/pfifazovani (opakovani)

Konzistencni techniky jsou (obvykle) netplné
= potreba prohledavaci algoritmus, ktery vyresi "zbytek"
Prifazovani (labeling)
@ prohledavani do hloubky (DFS/BT)
o prifad hodnotu do proménné
e propaguj = udélgj
problém lokalné konzistentni
e vrat se v pfipadé neispéchu
Jaka proménna ma byt ohodnocena prvni?
@ princip prvotniho netspéchu (first-fail)

e preferuj proménnou, jejiz pfifazeni je nejobtiznéjsi
(hrozi u ni nebezpeci failu)

Jaka hodnota ma byt vyzkousena prvni?
@ princip prvotniho Gspéchu (succeed-first)
o preferuj hodnoty, které nejspise patfi do feseni



Schémata vétveni

Vétveni = feSeni disjunkci
Tradiéni rozvrhovaci pfistupy

@ kriticka rozhodnuti se délaji prvni

o vyfes kritickd mista (bottlenecks), ...

e definuje tvar prohledavaciho stromu

o podobné jako princip prvniho neaspéchu (first-fail)
o preferuj alternativy s vétsi flexibilitou

o definuje poradi vétvi pro prozkoumani

e podobné jako princip prvniho Gspéchu (succeed-first)

Jak popsat, co je kritické a co je flexibilni?



Rezerva (slack) Smith&Cheng 1993

@ Rezerva (slack) je formalni popis flexibility

@ Rezerva pro dané poradi dvou aktivit
,volny €as pro posunovani aktivit"

[ A ] {

slack for A<<B

} L B ]

slack(A << B) = max(end(B)) — min(start(A)) — p(A) — p(B))

@ Rezerva pro dvé aktivity (bez urceni poradi)
slack({A, B}) = max(slack(A << B),slack(B << A))

@ Rezerva pro skupinu aktivit
slack(2) = max(end(2)) — min(start(Q2)) — p(2)



Vétveni usporadanim dvojic aktivit

A<<B Vv -A<<B

Jaké aktivity maji byt usporadany prvni?
o nejkritictgjsi par (first-fail)

@ par s minimalni rezervou slack({A, B})

Jaké poradi aktivit ma byt zvoleno?
o nejflexibilngjsi poradi (succeed-first)
e poradi maximalizujici slack(A??B)
e Priklad: vybereme poradi A << B

[ A ]

slack for A<<B
|

Bodii volby pfi n aktivitach: O(n?)

[ B ]



Vétveni prvni/posledni Baptiste at al. 1995

(A<<QV-A<<Q) vV (Q<<AV-Q<<A)

Mame hledat prvni nebo posledni aktivitu?

@ divame se na mnozinu moznych kandidatd na prvni aktivitu a
na mnozinu moznych kandidatu na posledni aktivitu

@ vybereme mensi z téchto dvou mnozin (first-fail)
e mensi pocet kandidati znamena, Ze je tézsi najit vhodného kandidata

Jaka aktivita ma byt vybrana?

@ pokud se hleda prvni aktivita,
potom preferuj aktivitu, ktera ma nejmensi min(start(A))

@ pokud se hleda posledni aktivita,
potom preferuj aktivitu, kterd ma nejvétsi max(end(A))

Bodii volby: O(n)



Zdrojova rezerva

Zdrojova rezerva je definovana jako
rezerva mnoziny aktivit zpracovavanych danym zdrojem

Jak pouzivat zdrojovou rezervu?

@ pokud volime zdroj, na kterém budou aktivity usporadany jako prvni
o vyber zdroj s minimalni rezervou (kritické misto)

@ pokud volime zdroj, na ktery alokovat danou aktivitu
e vyber zdroj s maximalni rezervou (flexibilita)



Omezujici podminky: shrnuti

Problém spliovani podminek
@ popis probléemu pomoci doménovych proménnych a omezeni
@ konzistence a propagace
@ prohledavani

Rozvrhovani jako problém spliiovani podminek
@ doménové proménné pro Cas a zdroje
@ propagacni algoritmy pro

unarni zdroje

kumulativni zdroje

o produkovatelné a spotfebovatelné zdroje
o alternativni zdroje

@ globalnich podminky pro zdroje
@ prohledavani

e pojem rezervy

o pristupy k vétveni



Planovani projektu

13. kvétna 2021

@ Uvod

@ Reprezentace projektu
@ Neomezené zdroje

@ Variabilni doba trvani

€@ Pridani pracovni sily



Problémy planovani projektu

@ Zprostiedkovani, instalace a testovani
rozsahlého pocitacového systému
e projekt zahrnuje

o evaluace a vybér hardware, vyvoj software, nabor a skoleni lidi,
testovani a ladéni systému, . ..

e precedencni vztahy

o nékteré alohy mohou byt provadény paralelné
o (loha musi byt realizovana az po dokonceni jinych aloh

o cil: minimalizovat ¢as na realizaci celého projektu
o Priklady dalsich probléemi
e stavba nemovitosti, konstrukce center elektraren, vojensky priimysl



Planovani projektu

@ Zakladni problém planovani projektu
e precedenéni podminky
o paralelni stroj s neomezenym poctem strojii
e minimalizace maximalniho ¢asu konce aloh (makespan)

o relativné jednoduché na reseni
-@-@;0
—>@—>
@ Rozsireni

e variabilni doba trvani (spojena s cenou provadéni)
o optimalizace: kompromis mezi cenou na ukonéeni projektu a cenou za
zkraceni délky dloh
e pracovni sila (skupiny operatort s odlisnou specializaci)
@ pfi sdileni omezeného mnozZstvi operatorii nutno uvazovat disjunktivni
hrany
= komplexni problém, jehoz feseni je velmi obtizné



Reprezentace projektu: Gloha jako hrana

o Uloha jako hrana mezi dvéma uzly

e prvni uzel reprezentuje Cas startu dlohy
o druhy uzel reprezentuje ¢as konce alohy

= Dvé alohy nemohou mit stejny startovni a koncovy uzel

Q*Qi:DLO

= Musime zavést pomocné (dummy) tlohy

QLQ}S\Q“O/;Q



Korektni vyjadreni precedenci

Je korektni tato reprezentace?

Uloha | Pedchidci A B E
A -

- O
C _

T ¢ ™0

E B,C

Neni: B nema predchiidce C

Musime uvazovat nasledujici reprezentaci




Reprezentace projektu: Gloha jako uzel

@ Reprezentace: tloha jako uzel

e hrany reprezentuji precedenéni podminky
e sit neobsahuje zadné orientované cykly

Uloha | Doba | Pedchidci
trvani
1 2 -
2 3 1
3 1 1
4 4 2
5 2 3
6 1 4.5
7 3 4,5

@@

OROO)



Vyhodnéjsi reprezentace

@ Bézné pouzivana reprezentace tloha jako hrana
e Vyhodnéjsi ale aloha jako uzel
o nejsou nutné redundantni hrany (pomocné dlohy) pro korektni
vyjad¥eni precedenci
o (loha jako uzel lze prevést na Gloha jako obdelnik

@ horizontalni strany obdelniku pouzity jako asové osy odpovidajici dobé
provadéni alohy

uloha j

|—" uloha k




Popis problému

@ Popis problému
e m paraleln& zapojenych strojii
e n uloh s precedenénimi omezenimi
o doba provadéni p;
e objektivni funkce: minimalizace maximalniho €asu konce dloh
(makespan)
@ Puo|prec|Cmax (a m > n) polynomialni slozitost, metoda kritické cesty
Pm|prec|Cmax 2 < m < n NP aplny problém

@ Znaceni

o 5/ nejdrivéjsi startovni Cas Glohy j
C; = S; + p; nejdFivejsi koncovy dlohy j

° ij’ nejpozdéjsi startovni €as tlohy j
C/’ nejpozdgjsi koncovy cas dlohy j

o Prec; (pfimi) predchadci dlohy j
Vk € Prec; vsechny tlohy k, které predchazeji alohu j
Vj : k € Precj viechny ulohy j, které nasleduji alohu k



Metoda kritické cesty

@ Popis algoritmu pro nalezeni kritické cesty
e dopredna procedura
@ start v case 0
@ vypocet nejdrivéjsiho startovniho casu kazdé alohy
o cas dokonceni posledni tlohy je makespan
@ zpétna procedura
@ start v Case rovném makespan
@ vypocet nejpozdéjsiho startovniho Casu, aby byl realizovan tento
makespan
e Uloha s rezervou (slack job)

@ jeji startovni €as miize byt odlozen aniz je navysen makespan
@ (loha, jejichz nejdrivéjsi startovni Cas je mensi nez nejpozdéjsi startovni Cas

o Kriticka aloha
@ Uloha, ktera nesmi byt odlozena
@ (ulohy, jejichz nejdrivéjsi startovni Cas je roven nejpozdéjsimu startovnimu Eas

o Kriticka cesta
@ retéz uloh zacinajici v €ase 0 a koncici v ¢ase Cpmax
@ v grafu miize existovat vice kritickych cest
kritické cesty se mohou Castecné prekryvat
@ graf kritickych cest Gep: podgraf dany mnozinou kritickych aloh a kritickych cest



Kriticka cesta: zadani prikladu

j [1/2|3|/4(5/6|7|8/9/|10(11({12|13|14

pj [5/6|9(12|7|12]/10(6(10{ 9 |7 |8 |7 |5

—®—®

2

\
(®)



Priklad: dopredna procedura

5+6=11

: @23+10 =33
\%1—9 =42
(19

114+12=23

43+8=51

04525 14+12 26 \@—>' 5145=56
\ 26+10 36

43+7=50

pj [5/6|9(12|7|12]/10(6{10{ 9 |7 |8 |7 |5




Priklad: zpétna procedura

12-6=6 24-12=12 34-10=24

—O—0
O
g @@

—=2-9=0

j [1/2|3|/4(5/6|7|8/9/|10(11({12|13|14

pj [5/6|9(12|7|12]/10(6(10{ 9 |7 |8 |7 |5




Kriticka cesta

\@ Cnag 56

o
heie g



Algoritmus pro nalezeni kritické cesty

@ Dopredna procedura
o t=0
@ pro vsechny tlohy j bez predchidce: SJf =0, Cj’ = pj
@ vypocitej postupné pro vsechny zbyvajici tlohy j:

@ optimalni makespan je Cpax = max(Cy, ..., C})
© Zpétna procedura
o t = Cmax

e pro véechny tlohy j bez naslednika: Cj” = CmaX,SJV = Cmax — Pj

e vypocitej postupné pro vsechny zbyvajici tlohy j:

()
Cj// - szjngilg:»eck Sli/u SJ// — CJ// —p;

®  S-.mx G G=S+p

J VkePrec;

o ovéf, ze 0 = min(Sy,...,S))



Kompromis mezi ¢asem a cenou

@ Lze uvaZovat variabilni dobu trvani aloh

e za predpokladu vyssi ceny lze zkratit dobu provadéni
@ Linearni cena
@ Doba trvani pJf"i” < pj <P

@ Marginalni cena: cena za zkraceni doby trvani alohy o 1 ¢asovou

jednotku
c? — C.b
a L J )
Cj G = pmax _ pmin
J J
b
Cj

doba provadéni

o pf. p" =10, p"™ =15, ¢ =10, ¢¢ =20, ¢ =2

= cena provadéni tlohy j po dobu p;: Cj!" + cj(pj”"X - pj)



Cena za provadéni projektu

o Fixni rezijni naklady co celkem: Chaxco
na casovou jednotku doby provadéni projektu
e Cena F(pj) za provadéni projektu
o pfi dobé provadéni aloh p;
uréena jako soucet

e ceny za provadéni viech aloh
e fixnich rezijnich nakladd

F(Pj) = GCnaxCo + Z (CJb + Cj(pjmax - pj))
j
o Cil: ¥j nalézt p; a S; tak, aby byla F(p;) minimalni

a prostfedky (penize)
2

doba provadéni




Variabilni doba trvani: metody reseni

@ Objektivni funkce: minimalni cena projektu
@ Kompromisni heuristika mezi ¢asem a cenou
o dobra kvalita rozvrhu
e pouzitené i pro nelinearni cenu
@ Formulace linearniho programovani

e optimalni rozvrh
o nelinearni verze obtizné fesitelné



Opakovani: Rez, minimalni rez

@ Orientovany graf G = (V, E)

e Pocatecni uzel: zdroj s € V

e Koncovy uzel: stok t € V

o Rez: ... také mluvime o vrcholovém Fezu
mnozina uzld V’, jejiz smazanim z grafu se rozpoji zdroj a stok
e E’ mnozina hran incidentnich s V’

tj. v G'=(V-V',E-E’) neexistuje orientovana cesta z s to t
@ Minimalni rez: fez U takovy, ze neexistuje fez W C U

e tj. vraceni libovolného uzlu z U do grafu znovu spoji zdroj a stok

ey x A= A
minimalni fez _." 7 . Y,
—7 " bl
" 1

OJ*Q
zd rol E stok

rez L.

1 -
_"\__’



Rez, minimalni rez II.

Uvazujme orientovany graf Gy = (Vo, Eo)
Do grafu pfidame zdroj:
e novy vrchol s a
e hrany S vedouci z s do vSech vrchold Gy bez predchidci
Do grafu pfidame stok:
e novy vrchol t a
e hrany T vedouci ze viech vrcholti Gg bez nasledniki do t
Novy graf G = (V, E): V=WU{st}, E=EFEUSUT
Budeme hledat fezy a minimalni fezy zsdo t v G
pf. graf ma 4 minimalni fezy

" - __-‘-..
minimalini fez ,.-' s '

foX
/ \'\
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Kompromisni heuristika: priklad

c}’ 20(25|20(15|30(40(35|25|30|20|25|35|20|10

G |[7(2|/4|3|4|3|4(4(4|5|2|2|4|8

fixni rezijni naklady na casovou jednotku cp=6



Priklad (pokracovani): maximalni doba provadéni




Kompromisni heuristika: priklad

i |1/2(3|4|5/6|7|8|9 10/11|12(13|14
p"™ |5 |6|9|12| 7[12(10/6 (10| 9 |7 (8|7 |5
Q=6 | pm™" |3|5|7|9|5/9|8|3|7|5|4|5|5]|2
P [20]25/20|15|30|40|35|25(30|20| 2535|2010
G |7]2|4]3|4|3|4]4|4|5|2(2|4|8

Naklady na provedeni projektu pfi maximalni dobé trvani tloh
Fo™) = Goaseo 3 (S + 567 — ™) =

CmaxCO + Zj CJb =

56 x 6+ 20425+ 20+ 15 4 30 + 40 + 35 + 25+

+30+20+25+35+20+10 =

= 336 + 350 = 686



Podgraf s kritickou cestou (Gcp)

o Kandidati na redukci: uzel 11 a uzel 12, vybereme uzel 12

C1:7 0152 leS

O ARSI @—1)

cx4 C1F 2 .
Rezy: {1},{3},{6}.{9} redukce doby provadeni
{11},{12},{14} ulohy 12z8na7

e Fixni rezijni naklady se redukuji z 56 x 6 na 55 x 6 = 330
@ Cena za provadéni aloh naroste o ¢1» = 2, tj. 350 + 2 = 352
@ Celkova cena klesla z 686 na 330 + 352 = 682



Podgraf s kritickou cestou (Gcp)

c=7 Ci72 C 8
C()=3 09=4

Cs3= 4 CiF 2 CiF 4
minimalni fez
Rezy: {1,{316}.{9) T\ minimaini
{11}’{12’13}’{14} S nejnizsi cenou

]
redukce doby trvani ulohy 11 ze 7 na 6

@ Fixni rezijni naklady se redukuji z 55 x 6 na 54 x 6 = 324
@ Cena za provadéni aloh naroste o ¢;; = 2, tj. 352 + 2 = 354
@ Celkova cena klesla z 682 na 324 + 354 = 678



Podgra1c s kritickou cestou (Gcp)
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dalSi redukce: pro uzel 2 na5 a prouzel 11 nab, ...

@ Fixni rezijni naklady se redukuji z 54 x 6 na 53 x 6 = 318
@ Cena za provadéni aloh naroste o ¢ + ¢;1 =2 + 2, tj. 354 + 4 = 358
@ Celkova cena klesla z 678 na 318 + 358 = 676



Algoritmus kompromisni heuristiky

o o Nastav doby provadéni na jejich maximum: p; = p/™®
e Urci vsechny kritické cesty s témito dobami provadéni
e Zkonstruuj graf Gep kritickych cest

Q e Urci vsechny minimalni fezy v Gep

o pozn. pokud zkratime dobu provadéni viech Gloh v minimalnim fezu,
podafi se ndm i zkratit dobu provadéni projektul
e Najdi fezy, jejichz doba provadéni je vétsi nez jejich minimum:
pi > p" Vj € Gep
o Pokud takovy fez neexistuje STOP, jinak béz na krok 3
© o Pro kazdy minimalni Fez: spocitej cenu redukujici viechny doby
provadéni o 1 ¢asovou jednotku

o Jestlize je cena Fezu mensi nez fixni rezijni naklady ¢y za ¢asovou
jednotku béz na krok 4, jinak STOP
© o Redukuj viechny doby provadéni v minimalnim fezu o 1 €asovou
jednotku
e Ur&i novou mnozinu kritickych cest
Reviduj graf Gep a béz na krok 2



Linearni program

@ Heuristika negarantuje nalezeni optima
o Celkova cena je linearni

n
COCmax + Z (CJb + C:i(p}nax - pj)>
j=1

véimnéte si: stejna Gcéelova funkce jako cena za provadéni projektu

@ Linearni program: n ¢’ a ¢ pj
minimalizace:  ¢gCpax — g Cipj se neméni
j=1

za predpokladu:

Xk — Pj — Xj > 0 Vj € Precy
o< A
pi = PV
xi > 0 vj
Crmax — Xj — pj > 0 vj

kde x; je nejdFivéjsi mozny startovni Cas Glohy j



Pridani pracovni sily

@ Pracovni sila = operator = zdroj

@ Problém popsan v literature jako
problém planovani projektu s omezenymi zdroji
resource-constrained project scheduling problem (RCPSP)

e n uloh

N zdroji

R; kapacita zdroje i

pj doba provadéni alohy j

Rjj pozadavek alohy j na zdroj i

Prec; (pfimi) predchudci alohy j



Formulace celociselného programovani

e Pomocna dloha n+ 1 jako stok, pp4+1 =0

o xiy=1 aloha j je dokonéena v Case t
Xjt =0 jinak
o Kapacita zdroje i, ktery potfebuje tloha j — >
tpi -1 j o H
v intervalu [t — 1, t]: Rij Z Xju -1 t
t+pj—1 u=t

Z Xjy ...pocCita, zda Gloha j bézi v case [t — 1, ¢]
u=t
pf. tlohas S;=2,pj=2at=2,3,4,5 (xja =1, pro t = 3,4 (loha zapoéitana)
n

@ H jako horni hranice makespan: H= ij
j=1
H
@ Koncovy ¢as alohy j: G = Z t Xjt
t=1

H
o Makespan: Crax = Z t Xp41,t koncovy ¢as stoku
t=1



Celociselny program

H
Minimalizace E t Xn+1,t minimalizace makespan
t=1

za predpokladu

jestlize j je predchiidce k, pak C; < S, tj. GG < G —pi, tj. G+ p — G <0

H H
thj-t—i—pk—ZthtSO Vj € Precy
t=1 t=1

pro kazdy cas t: pozadavek na zdroj i nepreroste kapacitu i

n t+pj71
SR D xu| <R Vive
j=1 u=t

kazda tloha j skonci pravé jednou

H
D xe=1 Vi
t=1



Reseni celociselného programu obtizné

Pfi velkém poctu uloh a dlouhém Easovém horizontu
e pouziti heuristik

Lze pouzit programovani s omezujicimi podminkami
o kumulativni zdroje
e precedencni podminky

@ Probirané specialni pfipady problému

e job shop + makespan

e timetabling



Planovani projektu: shrnuti

e Zakladni problém s neomezenymi zdroji
e metoda kritické cesty

o Neomezené zdroje + variabilni doba trvani (linearni)
e kompromisni heuristika mezi ¢asem a cenou
o linearni programovani

@ Problém planovani projektu s omezenymi zdroji

e celociselné programovani
o heuristiky
e programovani s omezujicimi podminkami



Planovani aloh (na jednom stroji)

13. kvétna 2021

@ Ridici pravidla
@ Metoda vétvi a mezi

@ Paprskové prohledavani



Jeden stroj a paralelni stroj

e Dekompoziéni problémy pro slozité (flexible) job shop problémy
pouzivaji
e jeden stroj
o paralelni stroj
jako podproblémy pfi feseni
o Metody feseni:
e Fidici pravidla
e metoda vétvi & mezi
o paprskové prohledavani



Ridici pravidla pro jeden stroj: prehled

© Chaxarp=0,dj =00 (snadné: nezavisi na rozvrhu)
° > wjGar=0,d =00
e vazena nejkratsi doba provadéni (WSPT) je optimalni
@ rozvrhuje alohy v klesajicim poradi podle w;/p;
@ Lpaxarp=0
o nejdrivéjsi termin dokonceni (EDD) je optimalni
e rozvrhuje alohy ve vzriistajici velikosti d;
e minimalni rezerva (MS)
o pravidlo pfibuzné EDD ale dynamické
e max(d; — p; — t,0), kde je t aktualni as
@ Lpmax a rozdilné r;
o NP-tézky problém
o zakladni podproblém v ramci znamé heuristiky posouvani kritického
mista
e reSen pomoci metody vétvi a mezi nebo dynamického programovani
° > T X wiTj
e mnohem obtizné&jsi na optimalizaci
o kompozitni fidici pravidlo apparent tardiness cost (ATC) vyuzivajici
kombinaci WSPT a MS



Ridici pravidla a paralelni stroj: prehled

@ Cpax: dilezité kritérium pfi balancovani zatéze stroji
o NP-t&zky
o nejdelsi doba provadéni (LPT)
o kratsi alohy odlozeny, protoze je snadnéjsi je narozvrhovat
o nalezne feSeni s garanci rozsahu 33% optima

o> CGar=0
e nepreemptivni nejkratsi doba provadéni (SPT)
o nepreemptivni SPT minimalizuje Y G;
@ nepreemptivni SPT ziistava optimalni i pfi povolenych pferusenich
° > wiCar=0
o NP-tézky
o WSPT grarantuje Feseni v ramci 22% optima
° > wTj
o jeSté obtiznéjsi problém
o Ize pouzit ATC (apparent tardiness cost), ale kvalita feSeni nemusi byt
dobra



Vazeny soucet koncovych casii pro jeden stroj

o Ridici pravidlo vazena nejkratsi doba trvani
(weighted shortest processing time, WSPT)
je optimalni pro 1|| > w; ;.
o WSPT rozvrhuje tlohy v klesajicim potadi podle w;/p;
o Dukaz:
o predpokladejme, ze to neni pravda a ze S je optimalni

o pak existuji dvé sousedni dlohy, napf. Gloha j nasledovana tlohou k
W; Wi
j

takové, ze — < —, tj.prw;j < pjwi
pj Pk
e po provedeni parové vymény mame rozvrh S’
sso il ok |
>
sk ]
l+pj+&

o Prispévky do ucelové funkce pro j a k:

S (t4 p)wy+ (t+ pj + pr)wk = tw; + pjwj + twi + pjwi + prwi
S" (4 pi)wi + (t+ P+ pi)w; = twic + pewic + tw; + Pew; + pjw;
S w;Gpro S < > w;Cpro S spor s optimalitou S



Zpozdéni pro jeden stroj

e EDD optimalni pro 1||Lmax
@ Rozdilné terminy dostupnosti rj, tj. problém 1|rj|Lmax: NP-Gplny
problém

@ Proc je tento problém tak obtizny?



I I 3 |

o 5 10 15

t bt ot f

i 55 d 4 4,

Lmax = maX(Lla L2, L3) =

= max( C/l, C2 d2, C3 — d3) =
— max(4—8,10 — 14,15 — 10) =
= max(—4,—4,5) =5

Existuje lepsi Feseni?



Rozvrh se zdrzenim pro 1|rj|Lmax

Pozdrzime provadéni aloh:

+

L | 3 | 2 |
(:) —— 5 i
! Pt (R !
I p; 5 d 4 d,

max(Ll, L2, L3)

== max( dl, C2 d2, C3 - d3) =
= max(4—8,16 — 14 10 - 10) =

= max(—4,2,0) =

Problém je obtizny, protoze

optimalni rozvrh neni nutné bez zdrzeni



1|rj, prmp| Lmax

Preemptivni Glohy: je mozné prerusit jejich provadéni

Preemptivni verze fidicich pravidel:
o neCekdme az na dokonceni provadéné alohy
pro vybér dalsi ulohy k provadéni
o v kazdém casovém okamziku je nutné zvazit, zda neni k dispozici
o pokud existuje prioritnéjsi aloha,
prerusime aktualni dlohu a spustime prioritnéjsi ulohu

Cviceni: aplikujte preemptivni EDD na predchozi pfiklad

Preemptivni EDD pravidlo je optimalni pro preemptivni verzi problému

1{rj, prmp|Lmax

Preemptivni EDD je optimalni pro predchozi pfiklad



Metoda vétvi a mezi

@ Prohledavaci prostor se rychle zvétsuje se zvétsujicim poctem
proménnych
@ Metoda vétvi a mezi (Branch & Bound search, BB)
e zaloZena na myslence postupného déleni prohledavaciho prostoru

S=5USU---US, SSNSN---NS, =0

e potfebujeme spocitat hranici/mez na cenu Feseni
e Casti stavového prostoru, které davaji feseni horsi nez tato mez
nemusime prohledavat



Vypocet dolni hranice feseni

o Typicky zpiisob, jak zjistit hranice je
relaxovat (zjednodusit) pavodni problém

(napf. odstranénim nékterych pozadavkii)
na snadno fesitelny problém

o jestlize neexistuje reSeni pro relaxovany problém,
pak neexistuje feseni pro ptvodni problém
(vétev lze smazat)

o jestlize je optimalni FeSeni relaxovaného problému zaroven fesenim
ptivodniho problému,
pak je pro néj také optimalni

o jestlize optimalni feSeni neni feSenim pivodniho problému, pak dava
hranici na jeho feseni
(pdvodni problém nebude mit zcela jisté lepsi fesent)



Pravidla vétveni pro 1|r;|Lmax

Uroven 0

@ Rozvrh je konstruovan od €asu t = 0
@ Uroven 1:

n vétvi, ve kterych je kazda z n aloh rozvrhovana prvni
@ Uroveh k — 1:

alohy ji,...,jk_1 jsou rozvrhovany v poradi 1,..., k —1
@ Ulohu ¢ uvazujeme na trovni k (a odpovidajici vétveni) pokud:
e ][] e
re < mingey (max(t, n)+ p)) = PS t PS I Me

e J mnozina dosud nerozvrzenych dloh

o t Cas, kdy je skon€ena jx_; a lze rozvrhovat dalsi alohu

o pokud je ro > PS, pak je tfeba rozvrhovat tlohu minimalizujici PS
na pozici k a alohu ¢ na pozici k + 1 (nebo i pozdéji)
(toto usporadani aloh stejné viibec neovlivni €as dokonceni ¢)



Dolni hranice pro 1|r;|Lmax

@ Relaxace problému 1|rj|Lmax je problém 1|r;, prmp|Lmax
e neumoznéni pferudeni je omezeni pouze v piivodnim problému 1|rj|Lyax
@ Preemptivni EDD pravidlo je optimalni pro 1|rj, prmp|Lmax
= Preemptivni rozvrh (rozvrh bez zdrzeni) urcité nebude mit L. VELSi
nez ne-preemptivni rozvrh (rozvrh potencialné se zdrzenim)
= Dolni hranice na arovni kK — 1 miize byt zalozena na rozvrhu
zbyvajicich dloh podle preemptivniho EDD pravidla

+ Jestlize preemptivni EDD dava nepreemptivni rozvrh,
pak miazeme vsechny uzly s vétsi dolni hranici zrusit



Priklad: BB pro 1|rj|Lmax

Uohy 1 2 3 4

Pj 4 2 6 5

r. 0 1 3 5

d 8 12 11 10
~

uloha 1 muze byt
rovadéna pred ulohou 4

uloha 2 muze byt
rovadéna pred ulohou 3

LB=5

1,4,* * nema smysl prozkoumavat,
protoze uz v 1,3,* * mame 3anci na fedeni s minimani LB=5



Priklad: dolni hranice BB pro 1|r;|Lpax

(****)
L]

(3,*,*,*) (4,*,*,*)

uloha 2 muze | |uloha 1i2 muze
byt provadéna| |byt provadéna
pfed ulohou 3 | |pFed ulohou 3

(2,*,*’*)
2[1,3] Lg-9
1[37] Lg-1
4(7,12] Lg2
3[12,18] Ly=7

( ]
1[0,4] Lg-4
3[4,5]

4[5,10] L0
3[10,15] Ly= 4
2[15,17] L=5

|
(1,2,7) (1,3,5,%)
1[04] Le-4{]{1[0,4] Lg-4
[4,10] L1
[
[

2[46] Lx-6 Rozvrh: (1,3,4,2)

3
4[6,11] Lg1 | |4
2

10,15] L=5
3[11,17] Ly=6

15,17] [=5




s s

Paprskové prohledavani

e Metoda vétvi a mezi
e uvazuje kazdy uzel
@ pro n dloh:
na prvni Grovni n uzld, na druhé drovni n(n — 1) uzlg,
na tfeti arovni n(n — 1)(n — 2) uzlg, ...
= nl uzld na n-té arovni
e garantuje optimum
e obvykle prilis pomala
@ Paprskové prohledavani (Beam Search, BS)
e uvazuje pouze slibné uzly
o Sirka paprsku (beam width)
o udava, u kolika uzlé budeme na kazdé Grovni pokracovat v prohledavani
e negarantuje optimalni feSeni
e mnohem rychlejsi



Kriterium: 1[| >, w; T;

Uohy 1 2 3 4
pj 10 10 13 4
Nooo4 2 1 12
d 14 12 1 12

Problém:

Sitka paprsku 2:

-
- - -
-~

ATG pravidio|
(1,423) (24,13) (34,12 (4,123)
408 436 814 440



Paprskové prohledavani

-
-
~-

-
- -
- -



@ Kompromisy pfi implementaci:
o podrobna evaluace uzli (kvali presnosti)
o odhad evaluace uzlu (kvili rychlosti)
@ Dvoufazova procedura
e odhad evaluace
@ je provadén pro vsechny uzly na arovni k
e podrobna evaluace

o sirka filtru > Sitka paprsku
@ provadéna pro pocet uzlii odpovidajici sifce filtru



Planovani job-shopu

13. kvétna 2021

€ Disjunktivni grafova reprezentace
€@ Matematické programovani a job shop
€@ Metoda vétvi a mezi pro job shop

€ Posunovani kritického mista (shifting bottleneck)



Multi-operacni rozvrhovani:

job shop s minimalizaci makespan

n aloh
m stroj

operace (i,/): provadéni tlohy j na stroji i

Poradi operaci alohy je stanoveno:
o (i,j) — (k,Jj) specifikuje, ze Gloha j ma byt provadéna na stroji i dfive
nez na stroji k
@ pjj: trvani operace (i, )
@ Cil: rozvrhovat alohy na strojich

e bez prekryti na strojich
o bez prekryti v ramci tlohy
e minimalizace makespan C,ax



Priklad: job shop problém

Data:
@ stroje: M1, M2, M3
e dlohy: J1:(3,1) = (2,1) — (1,1)
J2:(1,2) = (3,2)
J3:(2,3) = (1,3) — (3,3)
@ doby trvani: p31 =4,p21 =2 pll =1
pl2=3,p32=3
p23=2,p13=4,p33=1

Resent:
M1 T ]
M2 1]
M3

0 5 10 12



Disjunktivni grafova reprezentace

Graf G =(N,AUBUP)
e uzly odpovidaji operacim N = {(i,)|(/,/) je operace} U {U, V}
@ dva pomocné uzly U a V reprezentujici zdroj a stok
@ konjunktivni hrany A reprezentuji pofadi operaci tlohy
o (i,j) — (k,j) € A<= operace (i,j) predchazi (k,;)
o disjunktivni hrany B reprezentuji konflikty na strojich
o dvé operace (i,j) a (i,/) jsou spojeny dvéma opaéné orientovanymi
hranami
pomocné hrany P

e hrany z U ke vSem prvnim operacim Glohy
e hrany ze vSech poslednich operaci tlohy do V




Pojmy:
@ Podmnozina D C B je nazyvana vybér, jestlize obsahuje z kazdého
paru disjuktivnich hran pravé jednu
@ Vybér D je splnitelny, jestlize vysledny orientovany graf
G(D) = (N,AU DU P) je acyklicky
e jedna se o graf s pomocnymi, konjunktivnimi hranami
a vybranymi disjunktnimi hranami
Poznamky:
@ splnitelny vybér urcuje posloupnost, ve které jsou operace provadény
na strojich
@ vztah splnitelného vybéru a (konzistentniho) rozvrhu?
kazdy (konzistentni) rozvrh jednoznac¢né urcuje splnitelny vybér

kazdy splnitelny vybér jednoznaéné urcuje (konzistentni) rozvrh



Priklad: nesplnitelny vybér

V grafu existuje v diisledku nevhodného vybéru hran cyklus:
° (1,2) > (3,2)
° (3,2)—>(3,1)—(21)—~(1,1) = (1,2)

= nelze splnit (k tomuto vybéru neexistuje rozvrh)



Priklad: vybér pro dany rozvrh

Naleznéte (splnitelny) vybér hran pro dany rozvrh:

M1
M2
M3

0 5 10 12

Konstrukce odpovidajiciho vybéru:
vybereme (jeden stroj po druhém) disjunktivni hrany,
které odpovidaji usporadani operaci na stroji v daném rozvrhu:

d




Priklad: rozvrh pro dany splnitelny vybér

Jakym zpiisobem nalézt rozvrh pro dany splnitelny vybér?

@/'%'(/

o
~ e

Tedy: jakym zptisobem lze nalézt tento odpovidajici rozvrh:

M1 [ T
M2 /T ]

M3 ____HN
| [ [

0



Vypocet rozvrhu pro vybér

Metoda: vypocet nejdelsich cest z U do dalsich uzli v G(D)
obdoba dopfedného zpracovani z metody kritické cesty
pro planovani projektu

Technicky popis:
e uzly (/,) maji ohodnoceni pjj, uzel U ma vahu 0
o délka cesty i1, b, ..., i, je soucet ohodnoceni uzld iy, ip, ..., 01
e spocitej délku /;; nejdeli cesty z U do (i,j) a V
© Iy =0 a pro kazdy uzel (i,j) s jedinym pfedchiidcem U: [; =0
@ vypocitej postupné pro vsechny zbyvajici uzly (i, ) (a pro uzel V):

li (It + par)

= max
V(k,1):(k,)=(i.j)

tj. projdeme viechny predchidce (k, /) uzlu (i,;)
délka cesty do (i,j) pres (k, /) je I + pu

zahaj operaci (i, ) v Case [;;
délka nejdelsi cesty z U do V je rovna makespan
e tato cesta je kriticka cesta



Vypocet rozvrhu pro vybér

e

uzeI ) (2,3) (2.1) (3.2) (1,1) (1,3) (3.3) V
dlka\o 0 0 4 4 6 7 11 12

Vypocet [



Disjunktivni programovani

@ Formulace disjunktivniho programovani
e nej€astéji pouzivana formulace matematického programovani pro job
shop bez recirkulace
(bez recirkulace: dlohy provadény na stroji nejvyse jednou)
e vychazi z disjunktivni grafové reprezentace

@ Disjunktivni programovani
e jedna se o matematické programovani
e omezeni rozdéleny do mnozin konjunktivnich omezeni

@ vsechna tato omezeni musi byt splnéna
o standardni matematické programovani: vsechna omezeni konjuktivni

a jedné nebo vice mnozin disjunktivnich omezeni

o z kazdé mnoziny disjunktivnich omezeni musi byt alespon jedno
omezeni splnéno



Disjunktivni programovani a job shop

yij znadi startovni Cas operace (/,/) alohy j na stroji i
Minimalizace Cax

za predpokladu

v

pij V(i,j) = (k,j) € A
Yi —Yi > pinebo yy—yi; >pi V(i 1),(i,)):
1
S

Ykj — Yij
Crmax — Yij

Y

v

@ Tato formulace ale nezajistuje existenci standardni fesici procedury
@ Problém velmi obtizny

o Ukazeme dalsi pristupy: enumeracni procedury (BB),
heuristiky (posunovani kritického mista)



Typy rozvrhi

@ Rozvrh je bez zdrzeni (nondelay), pokud zadny stroj neceka, kdyz
existuje dostupna operace

@ Rozvrh je aktivni, pokud nemiize byt zadna operace rozvrhovana drive
zménou posloupnosti tloh na stroji bez zdrzeni jiné operace
o redukce makespan aktivniho rozvrhu je mozna pouze zvysenim
startovniho Casu alespon jedné operace
e optimalni rozvrh je aktivni rozvrh



Priklad: aktivni vs. neaktivni rozvrh

Neaktivni rozvrh:

M1

v [ E—
va .
1 | |

0 5 10 15 20

Aktivni rozvrh:

v ¥ ] |
M1 ] " m
M2 T L |
M3 = e Tr‘



Aplikace metody vétvi a mezi na job shop

Vime: optimalni rozvrh je aktivni rozvrh

o Metoda reseni

e generovani mnoziny aktivnich rozvrh

e vybér nejlepsiho rozvrhu
Zlepseni

e pouziti metody vétvi a mezi pfi generovani
o Diisledek

e potfebujeme algoritmus pro generovani viech aktivnich rozvrhi

@ Znaceni

e : mnozina vsech operaci, jejichz predchiidci uz jsou narozvrhovani
o r;: nejdrivéjsi startovni Cas operace (i,j) € Q
e miize byt spocitano pomoci vypoctu nejdelsi cesty

o Q: podmnozina Q



Generovani mnoziny vsech aktivnich rozvrhi

@ Inicializace
o Q := {prvni operace kazdé alohy}
o r;j:=0 pro viechna (i,j) € Q
@ Vybér stroje
e spocitej pro soucCasny Castecny rozvrh

t(Q2) := min {r;j + pj
(@) = min {1y + by}

tj. kdy nejdfivé maze néjaka dloha z Q skoncit
e [* := stroj, na némz bylo dosazeno minima
© Veétveni

o Q= A{(i",j)Ir-j < t(2)}

e pro vsechna (i*,)) € &
pridej do rozvrhu (i*, ) jako dal3i operaci na stroji i*
smaz (i*,j) z Q
pridej nasledniky alohy (i*,/) do Q
béz na krok 2



Priklad: generovani aktivnich rozvrhi

e Ulohy: J1:(3,1) = (2,1) = (1,1)
J2:(1, 2) (3,2)
J3:(2,3) = (1,3) — (3,3)

o Castecny rozvrh:

S = M1
e nefeSime od zacatku,
zaneme fesit uz s timto rozvrhem, M2 -
aby byl postup demonstrativni M3

° 0= {(1,1),(3,2),(1,3)} 0 5
o pll=1p32=3pl3=4 rll1=6,r32=4,r13=3
¢ t(Q) =min(6+1,4+3,3+4)=7 napt. i* =M1
o Q' ={(1,1),(1,3)}
@ Rozsifené castecné rozvrhy:
M1 B v
M2 L] M2

M3

M3
0



Disjunkce vybrané pri vétveni

@ VE&tveni algoritmu voli disjunkce
e Predpokladejme vétveni Q' = {(i*,)), (i*, )}

— vybér (i*,j) pfi vétveni
pridani disjunkce (i*,) — (i*, k) pro vsechny dosud nenarozvrhované
operace (i*, k)

— vybér (i*, /) pfi vétveni
pridani disjunkce (i*,/) — (i*, k) pro vsechny dosud nenarozvrhované
operace (i*, k)

o Diisledek:
o kazdy uzel stromu je charakterizovdn mnozinou D’ vybranych disjukci



Vypocet dolni hranice

Predpokladejme uzel V' s vybranymi disjukcemi D’

@ Jednoducha dolni hranice

e spocitej kritickou cestu v G(D’)
dolni hranice LB(V)

@ Vylepsena dolni hranice
e uvazuj stroj i
e povolime prekryvani operaci na vsech strojich kromé i
e vyre$ problém na stroji i



Podproblém: 1|rj| Lmax

@ Vypocitej nejdrivéjsi startovni Cas rj; viech operaci (i, j) na stroji i
o nejdelsi cesta ze zdroje v G(D’)
e Vypocitej minimalni mnoZstvi casu Aj; mezi:
startem operace (/,/) (tj. rjj) a
koncem rozvrhu (nejdelsi cesta v G(D') z uzlu do stoku)
o Ziskame terminy dokonceni dij = LB(V) — Ajj + pjj
Ajj N

Pij |

I
' f |
! vy LB(V) time

o Vyres vysledny problém: 1|rj|Lmax
e viz drive




Vylepsena dolni hranice

o Vyres 1|rj|Lmax pro vsechny stroje
o Vysledek: Ly,...,Ln

LB"™"(V) = LB(V) + max L;

tj. vysledné feseni nemiize mit lepsi kvalitu nez nejlepsi mozné reseni
pro kazdy stroj zvlast, a proto zahrneme do dolni hranice nejhorsi
(nejvétsi) spocitané zpozdéni
@ Poznamky:

o 1/rj|Lmax je NP-tplny problém

e experimentalni vysledky presto ukazuji, Ze se vyplati Fesit
m NP-aplnych problémi pro kazdy uzel stromu

e 20 x 20 instance jsou uz obtizné fesSitelné metodou vétvi a mezi



Priklad: dolni hranice

Castecny rozvrh: M1
M2
M3

Odpovidajici graf:

-- - = par disjuktivnich dosud nevybranych hran
—» vybrané disjunktivni hranyi> konjuktivni hra

— hrany G(D)

—_—



Priklad: dolni hranice

Graf G(D') s dobami przvédéni:

LB(V)=1(U,(1,2),(1,3),(3,3),V)=38

modra ‘ zelena ‘ Cervena
r12:0 r13:3 r11:6
App=8 | Ai3=5|An =1

(vime: djj = LB(V) — Ajj + pjj)
Optimalni feSeni: Ly = 0,LB™Y (V) =8

v S

0 3 7 8

Data pro alohy na stroji M1:



Priklad: dolni hranice

Zménapllz1lna2: 4

LB(V)=1(U,(1,2),(1,3),(3,3), V)
I(U,(3,1),(2,1),(1,1),V) =8
modra ‘ zelena ‘ cervena
r12:0 r13:3 r11:6
App =8| Ai3=5| A =2

Optimalni feSeni: Ly = 1,LB™™ (V) =9

v —

0 3 7 9

Data pro alohy na stroji M1:




Posunovani kritického mista

(shifting bottleneck)

@ Uspésna heuristika
pfi feSeni problému minimalizace makespan pro job shop

o Zakladni popis
e iterativni heuristika
e v kazdé iteraci je urcen rozvrh pro jeden dalsi stroj
e pouzivana re-optimalizace pro zménu uz narozvrhovanych stroji

@ Rozsifitelnost: metoda Ize rozsifit
na obecnéjsi job shop problémy
o dalsi objektivni funkce
o flexible flow shop
(paralelni stroj misto samostatnych stroji)
e nastavovaci doba stroje



Princip algoritmu

@ Znaceni
e M je mnozina vsech strojii
@ Dano
e uren rozvrh pro podmnozinu My C M stroja
@ tj. je ur€en vybér disjunktivnich hran
o Akce pfi jedné iteraci
@ vybér stroje k, pro ktery jesté neexistuje rozvrh
@ tj. stroj z M\ Mo
@ urceni rozvrhu (vybéru disjunktivnich hran) pro stroj k
na zakladé danych (zafixovanych) rozvrhil pro stroje z My
© nové rozvrhovani (= pfeplanovani) strojii z My
na zakladé ostatnich danych (zafixovanych) rozvrha



Princip vybéru stroje a urceni jeho rozvrhu

o Myslenka:
@ vybér jesté nerozvrzeného stroje, ktery plisobi nejvice problémda, tzv.
kriticky (bottleneck) stroj
@ Realizace:
e spocitej pro kazdou operaci na nenarozvrhovaném stroji
@ nejdrivéjsi mozny startovni Cas a
o minimalni zdrzeni mezi koncem operace a koncem Gplného rozvrhu
zalozeného na
o zafixovanych rozvrzich strojti v My a
e poradi aloh
e spocitej pro kazdy nenarozvrhovany stroj rozvrh respektujici tyto
nejdrivéjsi terminy dostupnosti a zdrzeni
e vyber stroj s maximalnim koncovym casem a zafixuj rozvrh na tomto
stroji



Princip preplanovani strojt

o Myslenka:
e snaha redukovat makespan rozvrhu pro stroje v. My
o Popis:
e uvazuj stroje z My jeden po druhém
e smaz rozvrh vybraného stroje a spocitej novy rozvrh na zakladé
o nejdrivéjsiho startovniho €asu a
@ zdrzeni
vyplyvajici z
@ ostatnich strojii v Mp a
o poradi aloh



Planovani job-shopu: shrnuti

Modelovani a reprezentace
@ disjunktivni grafova reprezentace

e matematické programovani a job shop (+ feseni)
Reseni
@ metoda vétvi a mezi pro job shop

@ heuristika: posunovani kritického mista



Rozvrhovani montaznich systémi

13. kvétna 2021

@ Montazni linka s flexibilnim casem

@ Montazni linka s fixnim ¢asem



Montazni linka

Montazni linka
(flexible assembly system)
Job shop @ limitovany pocet odlisnych typi

) vyrobkii
@ kazda aloha ma jednoznacnou Y

identitu @ specifikovano vyrabéné mnozstvi

kazdého t
@ vyroba na objednavku, maly ’ -

objem vyroby @ systém pro manipulaci

s materialem

@ potencialné komplikovana cesta o startovni cas dlohy je funkci
systémem €asu dokonéeni na pfedchozim
stroji

o limitovany pocet aloh

o velmi obtizny problem Cekajicich ve fronté mezi stroji

@ masova produkce

@ jesté obtiznéjsi problém



Montazni linka s flexibilnim &asem

(unpaced assembly system)

Nékolik stroji zapojenych sériové (flow system)
Flexibilni ¢cas

e stroj mize stravit tolik Casu na Gloze, kolik je treba
@ Blokovani
e nasledujici stroj je plny a dloha na néj nemize byt presunuta

Fronty mezi stroji?
e bez Gjmy na obecnosti Ize uvazovat fronty nulové délky

o frontu délky n Ize simulovat n stroji, na kterych je doba provadéni
tlohy nulova

= budeme uvazovat fronty nulové délky

Limitovany pocet odlisnych typii vyrobki

Specifikovano vyrabéné mnozstvi kazdého typu

Cil: maximalizace vykonu
e vykon opét definovan kritickym strojem



Priklad: vyroba kopirek

Riizné typy kopirek montované na jedné lince

Odlisné modely maji obvykle spole¢ny zaklad
Odlisnost v ramci komponent
o automaticky podavac ano/ne, rozdilné optiky, ...

Odlisnost typti vede k odlisnym dobam vyroby na Jednotllvych strojich



Cyklické rozvrhy

@ Rozvrhy jsou Casto cyklické nebo periodické
e danad mnozina aloh rozvrhovana v urcitém poradi

@ jsou obsazeny vsechny typy vyrobki
o nékteré typy zde mohou byt vicekrat

e druha identickd mnozina rozvrhovana, atd.
@ Nevhodné pokud jsou dlouhé nastavovaci doby
o pak se vyplati dlouhé béhy vyrobku jednoho typu
o Praktické pokud nevyznamna nastavovaci doba
o nizké skladovaci naklady
e snadné na implementaci
e nicméné: acyklicky rozvrh muze davat maximalni vykon
o V praxi
o cyklické rozvrhy s malymi odchylkami zavislymi na aktualnich
objednavkach



Minimalni podilova mnozina (minimum part set)

Predpokladejme [ typii vyrobki
N, pozadovany pocet vyrobki typu k

z nejvétsi spolecny délitel

N*—(Nl,...,N')
z z

je nejmensi mnozina se ,spravnymi’ proporcemi

Potom

minimalni podilovd mnozina
(MPS, minimum part set)

/
1
@ Uvazujme alohy v MPS jako n tloh: n = = g Ny
z
k=1
o pjj jako drive

e cyklicky rozvrh je rozvrh urcen sefazenim tloh v MPS
e maximalizace vykonu = minimalizace doby cyklu



Priklad: MPS

@ Systém se 4 stroji

o Tri odlisné typy vyrobku, které musi byt vyrabény ve stejném

mnozstvi, tj.
N* = (1,1,1)
@ Doby provadéni

Ulohy 1 2 3
P1j 0 1 0
p2j 0 0 0 <« fronta mezi strojem 1 a 3
P3j 1 0 1
Pa;j 1 1 0



Priklad: posloupnost v MPS 1,2,3

Ulohy 1 2 3
Pij 0 1 0O
pj 0 0 0
P3j 1 0 1
P4j 1 1 0

stroje —

12 I = _3__[1:

2 N R
I

T 32 3 & 5 & 7 &
doba cyklu=3




Priklad: posloupnost v MPS 1,3,2

Ulohy 1 2 3
P1j 0 1 0
P2j 0 0 O
P3j 1 0 1
P4j 1 1 0

doba cyklu=2



Minimalizace doby cyklu

Heuristika padnouciho profilu (profile fitting heuristic, PF)
@ Vyber prvni tlohu j;
e vybér libovolné lohy nebo
e vybér tlohy s nejdelsi celkovou dobou provadéni

o Uloha generuje profil
i
Xijy = ) Py
h=1

o predpokladame, ze aloha j; pobézi bez blokovani
= Xjj, Cas odchodu: ¢as, kdy tloha ji opusti stroj /i



PF: urceni nasledujici alohy

Spocitej pro kazdou moznou tlohu
@ dobu, kterou stroje cekaji

@ dobu, kdy je aloha blokovana

@ spocitej as odchodu pro kandidata na druhou pozici (j2),

napf. pro alohu ¢
Xij, = max(Xij, + pic, Xo1)

Xi,jz = max(X;_lJz —I—p;C,X;+1J1) = 2,...,m— 1
Xmjp = Xm—1jo + Pme
1 1 4
2 1 4
3 1 4
T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11



PF:

urceni nasledujici tlohy

Spocitej pro kazdou moznou tlohu

dobu, kterou stroje cekaji
dobu, kdy je aloha blokovana

spocitej ¢as odchodu pro kandidata na druhou pozici (j2),
napf. pro tlohu ¢
Xij = max(Xyj; + p1c, X2)
Xijpp = max(X;_lJz —I—p;C,X,-+1J1) i=2,....,m—1
Xmj» = Xm—1jo + Pmc

neproduktivni doba na stroji i,
pokud je ¢ na druhé pozici: X;j;, — Xij, — pic

celkova neproduktivni doba (pfes viechny stroje) pro c:
m
> (Kijy = Xijy — pic)
i=1

aloha s nejmensi neproduktivni dobou vybrana na druhou pozici (pro
dal3i pozice opakuj totéz) ... myslenka padnouciho profilu



@ PF heuristika se chova v praxi dobre
o stale plati, ze pri pouziti heuristiky PF nehraji roli nastavovaci doby

@ Zjemnéni:
e neproduktivni doby nejsou stejné Spatné
na vsech strojich
e uvazuj kriticky stroj
e pouziti vah v souétu



Montazni linka s fixnim ¢asem

@ Popis modelu

e transportér, ktery se posunuje konstantni rychlosti
o vyrobky, které se vyrabi se posunuji mezi stroji pevnou rychlosti
e jednotkova doba cyklu:
uréena jako doba mezi dvéma po sobé jdoucimi tlohami na lince

o kazdy stroj ma danou kapacitu a omezeni
e cil: usporadat alohy tak, aby

@ nebyly stroje pretizeny a

o byla minimalizovana cena za nastaveni

e Priklad: vyroba automobilu

o rozdilné modely vyrabéné na stejné lince
e auta maji odlisné barvy a vybaveni
e vyrabéna auta usporadana tak, aby byla

@ minimalizovana cena za nastaveni a

@ stroje na lince byly rovnomérné vytizeny



Skupiny a distribuce

@ Atributy a charakteristiky kazdé alohy
e barva, vybaveni, ...

@ Cena za zmény pfi vyrobé
e vytvareni skupin vyrobki,
které maji vybrané atributy stejné
e napf. barva auta

o Casové naroéné operace
e distribuuj tlohy, které obsahuji tyto operace
e operace omezujici kapacitu (index kriti¢nosti)
@ operace s vyssim indexem jsou kritictéjsi
e napr. instalace posuvné strechy
kriti€nosti = 4/10
o sekce linky pro instalaci posuvné stfechy musi byt vytizena alespon
Ctyfikrat méné nez sekce pro automobily bez posuvné strechy, jinak
nebude dostatek ¢asu na instalaci posuvné strechy



Minimalizace celkové ceny na nastaveni

Splnéni termint dokonéeni pro vyrobky na objednavku
o celkové nezaporné vazené zpozdéni
e opakovani: T; = max(C; — d;,0)
@ Distribuce operaci omezujicich kapacitu
o 1;(I) znadi penalizaci, pokud stroj musi vyrabét dva vyrobky,
které jsou | pozic od sebe

@ Pravidelné tempo spotfeby materialu



Heuristika seskupovani a distribuce

(grouping and spacing)

@ Urci celkovy pocet uloh, které maji byt rozvrhovany
e vyssi pocet aloh na rozvrhovani umozni nizsi cenu,
ale snadnéji dojde k naruseni rozvrhu
e typicky jeden den az tyden

@ Seskup ulohy obsahujici operace s vysokymi cenami za nastaveni
© Usporadej skupiny podle nastavovacich cen a termind objednavky

@ Distribuuj alohy v ramci skupiny tak,
aby byly brany v tvahu operace omezujici kapacitu
o nejkriti¢téjsi operace distribuovany co nejlépe co nejdrive

a zohledni pfitom terminy objednavky



Jednoduchy matematicky model

@ 1 stroj, n dloh
e Kazda dloha: p; = 1, dj (mohou byt nekonecné), w;,
b atributti ajg,...,ajp
o 1. atribut reprezentuje barvu
e 2. atribut je 1, pokud ma aloha posuvnou strechu, jinak je 0
o ...
o Jestlize tloha j nasledovana ulohou k a aj; # a1, pak je nutna cena

na nastaveni cj
o Cjk je funkci aj1 a ax
o Jestlize ajp = axo = 1, pak je nutna penalizace 1)(/)
o pokud jsou tlohy j a k od sebe vzdaleny / pozic

Jestlize je Gloha dokonéena po terminu dokonéeni, uvazujeme vazené
nezaporné zpozdéni

o Cil: minimalizovat celkovou cenu vcetné

e ceny za nastaveni

e ceny za distribuci

e ceny za zpozdéni



Priklad: heuristika seskupovani a distribuce (zadani)

1 stroj, 10 dloh, p; =1

Atributy dlohy j: aj; a aj?
Cena za nastaveni s vyuzitim aj; pro alohu j:

o dvé po sobé jdouci tlohy maji aj; # ak1, pak cjx = |aj1 — ak1|
® ajp =ayp =1amezijakje(/—1) aloh, pak 1»(/) = max(3 —/,0)
o (lohy tésné po sobé (0 =/ — 1), pak je penalizace max(3 —1,0) =2
o jedna aloha mezi nimi (1 =/ — 1), pak je penalizace max(3 —2,0) =1
o vice nez jedna aloha mezi nimi (s), pak je penalizace max(3 —s,0) =0
o Neékteré ulohy maji kone¢né terminy dokonceni,
pokud prekroceny, pak w;T; brana v Gvahu

Uohy 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
aj1 1 1 1 3 3 3 5 5 5 5
aj o1 1 0 1 11 0 0 O
d; © 2 o oo oo oo 6 oo oo 0o
w; 04 0 0O 0O 04 0 0 O




Priklad: heuristika seskupovani a distribuce (feseni)

@ 3 skupiny dle aj;

@ Skupina A: dlohy 1,2,3 skupina B: alohy 4,5,6
skupina C: alohy 7,8,9,10

o Nejlepsi poradi skupin
vzhledem k cené za nastaveni A, B, C nebo C,B, A

@ Ale aloha 7 nebo 2 by nebyla dokonéena vcas a cena za zpozdéni
vysoka = vybér poradi A, C, B

o Ulohy s atributem 2 nutno distribuovat, optimalni posloupnosti
minimalizujici penalizaci v

e A: 213 atributy 10 1
e C:8,7,9,10 atributy 0100
e B:5,4,6 atributy 10 1

cena 3 (prvni-tfeti=1, tfeti-paty=1, osmy-desaty=1)
o Celkova cena: 64+340=9
(cena za nastaveni+cena za distribuci+cena za zpozdéni)



Montazni linka s flexibilnim ¢asem
@ pf. vyroba kopirek
o cyklické rozvrhy

@ heuristika padnouciho profilu PF

Montazni linka s fixnim casem
@ pf. vyroba automobild

@ heuristika seskupovani a distribuce



Rezervace

13. kvétna 2021

@ Uvod
€@ Intervalové rozvrhovani

€@ Rezervaéni systém s rezervou



Rezervacni systém

@ m stroji zapojenych paralelné

@ n dloh s
e dobou provadeéni py,...,p,
e terminy dostupnosti r, ...,
e terminy dokonceni dy, ..., d,
e vahy wy, ..., w,

o Uloha musi byt provadéna v ramci daného ¢asového intervalu
e termin dostupnosti a dokonceni nelze porusit

@ Nemusi byt mozné realizovat viechny alohy
e Cil: vyber podmnozinu dloh,

e pro kterou existuje konzistentni rozvrh

o kterd maximalizuje danou objektivni funkci

e maximalizace poctu provadénych aloh
@ maximalizace celkového mnozstvi provadéni
e maximalizace profitu realizovanych aloh (zadané vahy)



Zakladni modely

@ Systém bez rezervy
e (lohy trvaji od terminu dostupnosti do terminu dokonceni, tj.
pi = dj =1
e mluvime o pevnych intervalech nebo o intervalovém rozvrhovani
@ Systémy s rezervou

e interval mezi terminem dostupnosti a dokonceni miize mit néjakou
rezervu, tj. p; < dj —r;



Aplikace rezervacnich systémf

@ Pronajem aut

Ctyfi typy aut: subcompact, stfedni velikost, plna velikost, sportovni typ
pevné mnozstvi kazdého typu
stroj = typ auta
Gloha = zakaznik pozadujici auto
zakaznik maze pozadovat urcity(é) typ(y) auta
o (loha mize byt provadéna na podmnoziné stroji
v pfipadé nedostatku nékterého typu auta mize byt nabidnut
v nékterych pripadech silngjsi typ auta

@ Rezervace pokojii v hotelu

@ Rezervace stroji v tovarné



Intervalové rozvrhovani

@ m stroji zapojenych paralelné
@ n dloh, pro dlohu j zadan
termin dostupnosti r;
termin dokonceni dj
doba provadeéni p; = d; —r;
mnozina M; strojt, na kterych mize byt Gloha j provadéna
w;: profit z provadéni alohy j na stroji i
o Cil: maximalizovat profit z provadénych aloh
o wj = 1: maximalizovat pocet realizovanych aloh
e wj = w;: maximalizovat vaZeny pocet realizovanych tloh



Formulace celociselného programovani

o Casové periody 1,..., H
e J;: mnozina dloh, kterd potfebuje provadéni v case / (zname predem!)
@ x; = 1 pokud je uloha j provadéna na stroji i
xjj = 0 jinak
@ Maximalizace
m n
DD wii
i=1 j=1
za predpokladu:

iloha bézi nejvyse na jednom stroji
m

doxg<1l o j=1,...,n
i=1
v kazdém Case bézi na kazdém stroji nejvyse jedna aloha
doxg<1l o i=1,....m I=1,..H
J€J
provadéni alohy j na stroji ir  x; € {0,1}



Jednotkova doba trvani

o Kazda aloha je dostupna presné 1 €asovou jednotku

@ Co z toho plyne? Problém lIze rozdélit na nezavislé problémy
e vime presng, které alohy i jsou provadény v kazdé casové jednotce
o jeden podproblém pro kazdou ¢asovou jednotku

@ Vysledny problém pro €asovou jednotku /:

Maximalizace m n
E g WijXij

_i=1j=1
za predpokladu ZXU <1 j=1,...,n
i=1
d xp<1l o i=1,...,m
JeJ
Xjj € {0,1}

@ Jedna se o problém prifazeni (assignment problem)
e problém fesitelny v polynomialnim Case



Jednotkova vaha & identické stroje

e wj =1, M; ={1,..., m} pro vSechna i, j; obecna p;
e tedy stroje jsou identické a
cil je maximalizovat pocet realizovanych tloh
o nejednotkova p;, nelze tedy resit rozkladem v Case
@ Algoritmus davajici optimalni FeSeni
Predpokladejme: n <--- <r,
J=10 (J je mnozina uz vybranych dloh pro provadéni)
for j=1to ndo
if existuje stroj dostupny v case r; then
pfifad j tomuto stroji
J:=JU{j}
else urci alohu j* takovou, ze Cj+ = maxkey Cik = maxke(r + px)
if GG =rj+p; > G- then
nezarazuj j do J
else prifad j stroji j*

Ji=JU{NUT}



Priklad: jednotkova vaha & identickeé stroje

j |1 2 3 4 5 6 7 8
2strojea8ualoh: |, [0 1 1 3 4 5 6 6
d|5 3 4 7 6 7 9 8
M1 1 |
lterace 1: j =1 M2 | |
0 5 10
M1 1 |
Iterace 2: j =2 M2l [2 | | |
0 5 10
"
lterace 3: j =3,;* =1 M2 [2 ] | |
0 5 10
”
lterace 4: j = 4 M2 [ 2 | ‘I'r | |
0 5 10



Priklad: jednotkova vaha & identickeé stroje

j |1 2 3 4 5 6 7 8
2strojea8uloh: |, [0 1 1 3 4 5 6 6
d|5 3 4 7 6 7 9 8
Mi| | 83 | 5 |
lterace 5: j =5 M2l | 2 | ‘I'r | |
0 5 10
M| T8 5]
lterace 6: j = 6,j* =4 M2|_[| 2 | 6 | :
0 5 10
M1 [ 3 | 5 | 7 |
lterace 7: j =7 M2 [ 2 | 6 | |
0 5 10
M| T3 [ 5 8]
Iterace 8: j =8, =7 M2 [ 2 | 6 | |




Jednotkova vaha

a nelimitovany pocet identickych stroji

@ wjj = 1 pro vSechna i/,
@ Vsechny alohy musi byt realizovany
o Cil: pouzit minimalni pocet stroji
e Algoritmus davajici optimalni feseni
Predpokladejme: n <--- <'r,
M= (M mnozina pouzitych stroji)
i:==0
for j=1tondo
if stroj z M je volny v r;

then
pfifad j na volny stroj
else
i=i+1
M:=MU{i}

prifad alohu j na stroj i



Priklad: jednotkova vaha a

nelimitovany pocet identickych stroji

w N
B RlW
~N Wb
o MO
~N o1l o
O O
o O

M3
M2
M1

'\Q.“\\- .
o1 O

5 10

M3
M2
M1

5 10

M2
M1

1
7

mal 38 1
7




Priklad: jednotkova vaha a

nelimitovany pocet identickych stroji

i1 2 3 4 5 6 7 8
3 |0 1 1 3 4 5 6 6
M2l [2 ] 4 |
M1 1
0 5 10
maf L8 [ 5 |
M2l [ 2 ] 4 |
M1 1
0 5 10
M3l L8 |5 |
M2l [2 ] 4 |
M1 1 6 |
|




Priklad: jednotkova vaha a

nelimitovany pocet identickych stroji

j |1 2 3 4 5 6 7 8
10 1 1 3 4 5 6 6
d|5 3 4 7 6 7 9 8

m3] 8 [5T 7 1]

M2 [2 ] 4 |

M1 7 6 |

0 5 1|0

M4

Ml 8 [ 5T 7 1

M2l (2 | 4 |

M1 1 6 | .




Barveni grafu

Problém barveni grafu
@ Je mozné obarvit vrcholy grafu
s pouzitim n barev tak, aby zadné
dva sousedni vrcholy nebyly
obarveny stejnou barvou?

Chromatické ¢islo grafu
@ Minimalni pocet barev n nutny
k obarveni grafu tak, by zadné dva
sousedni vrcholy nebyly obarveny
stejnou barvou.

NP-aplny problem



Reformulace na problém barveni grafu

Problém s jednotkovou vahou a nelimitovanym poétem identickych stroji
Ize reformulovat na problém barveni grafu

@ vrchol = aloha

@ hrana (j, k) znamena, ze se tlohy j a k prekryvaji v ¢ase

@ kazda barva odpovida jednomu stroji

e prifad barvu (tj. stroj) kazdému vrcholu tak, ze dva sousedni vrcholy

(pfekryvaji se v €ase) maji riznou barvu (tj. stroje)

Poznamky:
@ obecny problém existence obarveni grafu m barvami je NP-uplny

@ uvazovany rezervacni problém je specialnim (jednodussim) pfipadem
problému barveni grafu

@ heuristiky diskutovany v kapitole o timetabling



Priklad: reformulace




Rezervacni systém s rezervou

@ Rezervacni systém s rezervou: p; < dj — r;
@ Trivialni pripad
e doby provadéni = 1, identické vahy, identické stroje
o reSeni opét dekompozici v Case
@ Maximalizace vazeného poctu aktivit
o NP-tézky problém =- feseni heuristikami
e kompozitni fidici pravidlo
e predzpracovani:
uréeni flexibility tloh a stroji
e algoritmus:
nejméné flexibilni Gloha na nejméné flexibilnim stroji prvni



Predzpracovani

@ v pocet uloh, které mohou byt prifazeny
na stroj i béhem intervalu [t — 1, t]
e mozné vyuziti stroje i v Case t
o &im vy3si hodnota, tim je zdroj i v tomto Case flexibilng;jsi

o |M;|: pocet stroji, které mohou byt prifazeny tloze j
o Cim vyssi hodnota, tim je Gloha j flexibilngjsi



Prioritni indexy

@ Prioritni index pro alohu j: I; = f(w;/pj, |M;])
e usporadani tloh podle: h < b <--- <,
o &im mensi je | M|, tim nizsi je lj
o &im vyssi je w;j/pj, tim nizsi je I
@ snazime se dat prednost kratsim L'Jlohém protoie maximalizujeme
[M;]
w;/pj

e napt. [; =

@ Prioritni index pro stroj
@ vybira stroj pro alohu
o jestlize uloha potrebuje stroj v [t, t + p;]
pak vybér stroje i zalezi na funkci s faktory ¥j ¢y1,. .., Yi t1p;, ti. Na
(Vi tr1s - Vitrp;)

e napr. g(’l/)i,t+1> ot t+p, <Z )i t+l> /PJ

nebo g(wi,t+1, ce aqpi,t—ﬁ—pi) = max(d}i,t—ﬁ-la oo 7wi,t+Pj)



Algoritmus maximalizace

vazeného poctu aktivit

Q0,=1

@ Vyber dlohu j s nejnizsim /; a
vyber mezi stroji a dostupnymi Casy zdroj a ¢as s nejnizsi
E(Wits1s s Virtrp;)
Zrus tlohu j jestlize nemiize byt pfifazena ani jednomu stroji
v zadném case

© Jestlize j = n STOP
jinak nastav j = j 4+ 1 a béz na krok 2



Cviceni: maximalizace vazeného poctu aktivit

o Naleznéte rozvrh pro dany problém

Ulohy 1 2 3 4 5 6 7
pj 3 10 9 4 6 5 3
w; 2 3 3 2 1 2 3
r 5 0 2 3 2 4 5
d; 12 10 20 15 18 19 14
M; {1,3} {12} {1,2,3} {2,3} {1} {1} {1,2}
]
@ pro [; = wi/p;
p:
Wittt Vierp) = (010 Yivert) /P

o Resent:

Ulohy 7 6 1 4 5 2

Stroje 2 1 3 3 1 2

(\fasy 11-14 14-19 5-8 11-15 2-8 0-10

tlohu 3 nelze umistit



Rozvrhovani jako timetabling

13. kvétna 2021

@ Uvod
€ Rozvrhovani s operatory

€ Rozvrhovani s pracovni silou



Rozvrhovani = timetabling

@ Doposud: rozvrhovani = scheduling
Nyni: rozvrhovani = timetabling

e diraz kladen na casové umisténi objektd

e vazby na Casové usporadani mezi objekty hraji malou roli
@ Omezeni operatorti/nastroji (operator/tool)
mnoho operatori
tloha potrebuje jeden nebo vice odlisnych operatori
Glohy vyzadujici stejné operatory nemohou bézet zaroven
mozné cile:
rozvrzeni viech tloh v ramci €asového horizontu H
nebo minimalizace makespan

@ Omezeni pracovni sily
e R identickych pracovnikii = jeden zdroj kapacity R
o kazda uloha potfebuje nékolik pracovnikii
o celkovy pocet pracovnikd nesmi byt nikdy prekrocen



Rozvrhovani jako

problém planovani projektu s omezenymi zdroji

@ Problém planovani projektu s omezenymi zdroji
resource-constrained project scheduling problem (RCPSP)
e n aloh
e N zdrojii
e R; kapacita zdroje i
o p; doba provadéni alohy j
o Rjj pozadavek tlohy j na zdroj i
Prec; (pfimi) predchadci alohy j
@ Rozvrhovani s operatory
e Ri=1provsechnai=1...N

@ Rozvrhovani s pracovni silou
o N=1
@ Oba problémy rozvrhovani stale velmi obtizné
o ipri pj =1 NP-tézké
operatofi = barveni grafu
pracovni sila = bin-packing



Rozvrhovani s operatory jako barveni grafu

Omezime se na problém s jednotkovou dobou trvani

Uloha = uzel

Ulohy potrebuji stejného operatora = hrana mezi uzly

Pfifazeni barev (= casu) uzliim
e sousedni uzly musi mit rtizné barvy
tj. dlohy se stejnym operatorem musi byt provadény v riiznych ¢asech

Problém existence reseni

e tj. zadan Casovy horizont H a hledam rozvrh v ramci horizontu
e mize byt graf obarven H barvami?

Optimalizaéni problém
e tj. minimalizace makespan
e jaky nejmensi pocet barev je tfeba?
e chromatické ¢islo grafu



Heuristiky pro barveni grafu

@ Stupen uzlu
e pocet hran spojenych s uzlem

@ Uroven saturace
e pocet riiznych barev spojenych s uzlem

@ Intuice
e obarvi uzly s vyssim stupném drive
e obarvi uzly s vyssi Grovni saturace dfive

@ Algoritmus

@ usporadej uzly v klesajicim poradi podle jejich stupné
@ pouzij barvu 1 pro prvni uzel
© vyber neobarveny uzel s maximalni Grovni saturace

v pfipadé volby z nich vyber uzel

s maximalnim stupném v neobarveném podgrafu

© obarvi vybrany uzel s nejmensi moznou barvou
© jestlize jsou viechny uzly obarveny STOP

jinak béz na krok 3



Priklad: rozvrhovani schiizek

Vytvof rozvrh pro 5 schizek se 4 lidmi
@ schiizka = uloha, ¢lovék = operator

e vsechny schiizky trvaji jednu hodinu

1 2 3 4 5
Joe 1 1 0 1 1
Lisa 1 1 1 0 O
Jane |1 0 1 0 O
Lasry |0 1 0 1 1

Mtizeme vybrat bud
tlohu 1 nebo alohu 2

Napf. vybereme 1 a obarvime
barvou 1




Uroven saturace = 1 pro véechny alohy
Vyber 2 vzhledem k nejvyssimu stupni

Uroven saturace = 2 pro viechny uzly
Vyber 4 vzhledem k nejvyssimu stupni

Uroveii saturace = 2 pro uzel 3
Uroven saturace = 3 pro uzel 5
Vyber 5 na obarveni

V poslednim kroku obarvi 3
stejnou barvou jako 4
=>celkem 4 barvy, tj. makespan=4



Priklad: rezervace vs. rozvrhovani s operatory

Predpokladejme, Zze mame rezervacni systém

Uloha

1

2

3

Pj
]

dj

2
0
2

3
2
5

1
3
4

Lze preformulovat na rozvrhovani s operatory

Uloha

1

3

Operator 1
Operator 2
Operator 3
Operator 4
Operator 5

O O O = =

== = O Ol

o = O O O

aloha 1 bézi v case [0,2]

aloha 2 bézi v Case [2,5]
aloha 3 bézi v Case [3,4]



Vztah k rezervaénim systémiim

@ Rozvrhovani s operatory blizké rezervacnimu systému bez rezervy
@ Oba problémy reformulovany na problém barveni grafu

e rezervace: hrana = dvé ulohy se prekryvaji v ase

e rozvrhovani: hrana = dvé dlohy pozaduji stejného operatora
@ Rozdil ve slozitosti

e rezervace: prekryvajici se ¢asové jednotky jdou po sobé

e rozvrhovani: tlohy Casto nevyzaduji pouze sousedni operatory

= rozvrhovani s operatory je obtiznéjsi problém



Rozvrhovani s pracovni silou: aplikace

@ Rizeni projektu ve stavebnim pramyslu

dodavatel ma realizovat n aktivit

doba trvani aktivity j je p;

aktivita j pozaduje pracovni skupinu velikosti W;
precedencni omezeni na aktivity

dodavatel ma W pracovniki

cil: dokoncit viechny aktivity v minimalnim case

@ Rozvrhovani zkousek

viechny zkousky maji stejnou dobu trvani

véechny zkousky jsou v mistnosti s W sedadly

pocet studentii pfedmétu j, ktefi skladaji zkousku, je W;

nékolik zkousek muze byt narozvrhovano ve stejné mistnosti, pokud je
postacujici pocet sedadel

e cil: zkonstruovat rozvrh tak, ze jsou vsechny zkousky narozvrhovany
v minimalnim case



Reformulace pomoci problému plnéni kosd (bin-packing)

@ Problém plnéni kosti
o kazdy kos ma kapacitu W
o predméty velikosti W;
e cil: naplnit minimalni pocet kosil
@ Uvazujme specialni problém rozvrhovani s pracovni silou
o predpokladejme jednotkovou dobu trvani
e nelimitovany pocet strojil
e minimalizace makespan
@ Rozvrhovani s pracovni silou jako problém plnéni kos
o predmét = aloha (s poctem pracovnikii W)
e kapacita kose = celkovy pocet pracovnika W
o 1 kos = 1 Casova jednotka
e minimalizace poctu ko3 = minimalizace makespan
@ Reseni probléemu plnéni kosii
o NP-tézky problém
e vyvinuta rada heuristik
e heuristika prvniho padnouciho (first fit FF) kose

vime, ze: Crax(FF) < 10 Crax(OPT) +2



Priklad: heuristika prvniho padnouciho kose (FF)

e Predpokladejme 18 aloh a W=2100
o (loha 1-6 pozaduje 301 jednotek zdroje
o (loha 7-12 pozaduje 701 jednotek zdroje
o (loha 13-18 pozaduje 1051 jednotek zdroje
o FF heuristika:
e prifadime prvnich 6 dloh na jeden zdroj (301x6=1806)
o pak prifadime vzdy dvé alohy na dalsi tfi zdroje (701x2=1402)
e pak pfifadime pravé jednu dlohu na kazdy zdroj

@ Velmi nekvalitni Feseni vzhledem k usporadani aloh



Heuristika prvniho padnouci kose se zmensovanim aloh

Zlepseni FF heuristiky
Usporadani dloh od nejdelsi k nejkratsi
Prvni padnouci kos se zmensovanim aloh
(first fit decreasing FFD)
Reseni prikladu:
e seradime Ulohy dle pozadovanych jednotek zdroje, tj.
13,14,15,16,17,18,7,8,9,10,11,12,1,2,3,4,5,6
o (lohy bereme postupné a davame je na prvni zdroj, kam se vejdou
13 ddme na zdroj 1, 14 dame na zdroj 2, ..., 18 dame na zdroj 6
7 dame na zdroj 1, 8 dame na zdroj 2, ..., 12 dame na zdroj 6
1 ddme na zdroj 1, 2 dame na zdroj 2, ..., 6 ddme na zdroj 6
Vime, ze 1
Cmax(FFD) < ijaX(OPT) + 4
FF i FFD mohou byt rozsifeny

o riizné terminy dostupnosti



@ Uvazovali jsme reprezentanty riiznych problémi
@ V praxi

o obecnéjsi problemy (kombinace viech uvazovanych ryst problémi
zaroven)

dynamickeé rezervacni problémy

uvazovani ceny (management zisku)

preruseni aktivit



Rezervace
@ Intervalové rozvrhovani (rezervacni systém bez rezervy)

o celociselné programovani
e jednotkova doba trvani: formulace problému pfifazeni
(FeSeni pro kazdou cas. jednotku zvlast)
o jednotkova vaha & identické stroje
(maximalizace poctu provedenych aktivit)
e jednotkova vaha & nelimitovany pocet identickych strojti
@ Rezervacni systém s rezervou
e kompozitni fidici pravidlo
Timetabling
@ planovani projektu s omezenymi zdroji (RCPSP)
@ rozvrhovani s operatory a barveni grafu
o heuristika pro barveni grafu
@ rozvrhovani s pracovni silou a problém plnéni ko

o heuristika prvniho padnouciho kose
o heuristika prvniho padnouciho kose se zmensovanim aloh



Rozvrhovani zaméstnanci

13. kvétna 2021

€ Rozvrhovani volnych dni
€@ Rozvrhovani smén

€ Cyklické rozvrhovani smén



Realny problém: rozvrhovani sester v nemocnici

Klasicky problém rozvrhovani zaméstnanci
Pozadavky na personal

@ odlisny pocet sester v pracovni dny a o vikendu
mensi naroky pfi obsazovani no€nich smén
dodrzeni pravidel danych ze zakona

preference zaméstnancil na pracovni dobu

Cil

urcit prirazeni sester na smény

@ splnéni pozadavki . : : : .
DH DH DH DH DH DH DH DH DH DH DH DH DH DH DH DH DH DH DH DH DH DH DH DH DH

HED WY HEE SEEEEmVV

am EEE EE vl EEN
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Rozvrhovani zaméstnancil

@ Jedna se o problém pripravy pracovnich rozvrhii a pfifazeni
zaméstnanch na smény tak, aby byly pokryty pozadavky na pocty
zaméstnancil, které se v priibéhu casu lisi

o Aplikace
e rozvrhovani zdravotnich sester v nemocnici
e rozvrhovani telefonnich operatori
e rozvrhovani policejnich zaméstnanci
o rozvrhovani v dopravé (posadky letadel, fidi¢i autobusi)
o .

e Uvazované problémy
o rozvrhovani volnych dnii (zakladni problém)
o rozvrhovani smén (obecny problém)
o cyklické rozvrhovani smén (specialni pfipad)



Problém rozvrhovani volnych dnt

Naleznéte minimalni pocet zaméstnanci R, ktefi jsou pozadovani na
pokryti 7-denniho tydne tak, ze plati
@ stanoven pozadavek na kazdy pracovni den n;,j =1...7
e np je nedéle, n; je sobota
@ kazdy zaméstnanec ma ky volnych vikendi
z kazdych ky vikendi
@ kazdy zaméstnanec pracuje presné 5 ze 7 dnii od nedéle do soboty

@ kazdy zaméstnec pracuje
nejvyse 6 po sobé jdoucich dnd



Dolni hranice po¢tu zaméstnanc

@ Omezeni vikendu
o z k2 vikendil kazdy zaméstnanec pracuje k2 — k1 vikendti

o n = max(n, n7)
o (k2 — kl)R Z k2n, tj.
k2n
>
R= [kz - kj
@ Omezeni celkového pozadavku
o 5R>Y"1 1.

1 7

@ Maximalni denni pozadavek

R > max(ny,...,n7)



Algoritmus a priklad (krok 1)

Den 1 2 3 4 5 6 7
Ne Po Ut St Ct Pa So
Zaméstnancil | 3 5 5 5 17 7 3

Zaméstnanec pozaduje volné 3 vikendy z 5: ki =3, ko =5
@ Spocitej minimalni pocet zaméstnancii

R je rovno maximu ze tfi omezeni dolni hranice

5-3
R>|—=| =
- Rz | 25] e

3+5+5+5+7+7+3} _ -
5 =

e R > max(3,5,5,5,5,7,7,3) =7
= R=8,n=3

- Rz |



Algoritmus a priklad (krok 2)

@ Rozvrhuj volné vikendy

@ prifad do prvniho volného vikendu prvnich (R — n) zaméstnanci
@ prifad do druhého volného vikendu dalsich (R — n) zaméstnanci
© opakuj tento proces cyklicky

@ zaméstnanec 1 je bran jako nasledujici zaméstnanec po zaméstnanci R

R—n=8-3=5

So| Ne Po Ut St Ct Pa So[Ne Po Ut St Ct Pa So[Ne Po Ut St Ct P4 So
1[X] X XX X
2| X | X X | X X
3| X| X X | X X
4 x| X X | X X
5/ X| X X | X
6 X | X X | X
7 X | X X | X
8 X | X X




Algoritmus (krok 3)

© Urci dodatecné pary volnych dnii
o celkovy pocet volnych dni: 2R (kazdy ma dva dny v tydnu volné)
o (R — n) volnych sobot a (R — n) volnych nedéli je uz uréeno (2R — 2n)
= 2n volnych dn& musi byt pfifazeno

° 5 prebytek zaméstnancil v j-tém dni

Si=R—n; proj=2,...,6
(od pondéli do patku zatim vsech R zaméstnancii pracuje)

51:n—n1 57:n—n7
(R — n zaméstnanc méa kazdy vikend zatim volno, tj. n zam. pracuje)
7 6

Sj:Z(R—nj)+n—n1+n—n7:
-1 j=2

= szj?zlnj+2n22n
. ) < 7

z omezeni celkového pozadavku 5R — Zj:1 n; >0

J



Algoritmus a priklad (krok 3)

Iterativné konstruuj seznam n pari volnych dni:
© vyber den k takovy, ze S = max(Sy,...,57)
@ vyber libovolny i # k takovy, ze S; > 0

jestlize S; = 0 pro viechna i # k, nastav i = k
© pridej par (k, i) do seznamu a sniz S; a Sk o 1

Opakuj tento postup n-krat
@ pary stejnych volnych dnii (k, k) mohou byt na konci seznamu

Priklad: Ne Po Ut St Ct Pa So
Den 1 2 3 4 5 6 7
S [0 3 3 3 1 1 0
2 2
1 2
0 1

seznam part volnych dnii (n = 3): (Po,Ut), (Ut,St), (Ut,St)



Algoritmus (krok 4)

@ Prirazeni part volnych dnii v tydnu 1
® rozdél zaméstnance do kategorii (i = 1)

Kategorie Vikend i Tyden i Vikend i +1
T1 volny nejsou treba volné dny volny
T2 volny 1 volny den potreba zaméstnany
T3 zaméstnany 1 volny den potreba volny
T4 zaméstnany 2 volné dny potreba zaméstnany

| T3]+ | T4| = n (plyne z vikendu i)
| T2| + | T4| = n (plyne z vikendu i + 1)
= |T2| =|T3| paruj T2 a T3

@ prirad pary volnych dni
nejprve prirad pary volnych dnii T4 zaméstnanciim
pritad T3 a T2: T3 je drivéjsi den paru, T2 je pozd&jsi



Algoritmus (krok 5)

© Prirazeni pard volnych dni v tydnu /
@ rozdél zaméstnance do kategorii
@ prirad pary volnych dnii
©® pokud existuje par stejnych prvki (k, k)
— tyden i je rozvrhovan stejné jako tyden 1,
nezavisle na tydnu (i — 1)
@ pokud jsou vsechny pary riizné
— vSichni zaméstnanci typu T3 a T4 v tydnu i jsou pfifazeni
stejnému paru volnych dna, ktery dostali od tydne (i — 1)
— T4 ma oba dny volné
— T3 dostane drivéjsi den z uréeného paru
— a na T2 zistanou pozdéjsi dny z paru



Priklad (krok 4+5)

Kategorie Vikend i Tyden i Vikend i + 1
T1 volny nejsou tfeba volné dny volny
T2 volny 1 volny den potfeba zaméstnany
T3 zaméstnany 1 volny den potreba volny
T4 zaméstnany 2 volné dny potreba zaméstnany

Seznam parii volnych dnii (n = 3): A:(Po,Ut), B:(Ut,St), C:(Ut,St)

So Ne Po Ut St Ct P4 So Ne Po Ut St Ct P4 So[Ne
1| X|T1| X X |T2| X A
2| X |T1| X X |T2| X B
3| X|T2| X A T3 A X| X
4 X | T2l X B T3 B X[ X
5| X |T2| X C T3 C X| X
6 T3 A X|T1| X X | X
7 T3 B X|T1| X XX
8 T3 C X|T2| X C




Priklad Il. (par stejnych volnych dnti)

Den 1 2 3 4 5 6 7
Ne Po Ut St Ct Pa So
Zaméstnanci | 1 0 3 3 3 3 2

Zameéstnanci pozaduji 1 volny vikend ze 3

3.2 B
LEIEIEE R[]
1 34342
ORZ[ +0+3+3+3+3+2] RZ[%ZL"J
5 j
e R >max(1,0,3,3,3,3,3,2) =3 R > max(ny,...,n7)

= R=3,n=2



Priklad I1. (dokoncen)

R — n=3—2 =1 vikendd volnych

So[Ne Po Ut St Ct Pa So|Ne Po Ut St Ct Pa So|Ne
1| X[ X
2 X| X
3 X| X
Ne Po Ut St Ct Pa So
Den 1 2 3 4 5 6 7
S; 1 3 0 0 0 0 0
0 2
1
0

Seznam pari volnych dnd (n

2): A:(Ne,Po), B:(Po,Po)

So Ne Po Ut St CtPaSo Ne Po Ut St Ct Pa So Ne Po
1| X|T2[ X B T4 A A T3 B
2 T3 B X|T2|X B T4 A A
3 T4A A T3 B X|T2[X B




Diskuse k algoritmu

o Kazdy zaméstnanec ma alespon k; vikendii z ko vikendii volnych

e Kazdy zaméstnanec pracuje presné 5 dnii v tydnu od nedéle do soboty

o Zadny zaméstnanec nepracuje vice nez 5 po sobé jdoucich dnii, pokud
jsou viechny pary volnych dni riizné

o Lze také ukazat, ze zddny zaméstnanec nepracuje vice nez 6 po sobé
jdoucich dnti, kdyz jsou nékteré pary volnych dni stejné

@ Algoritmus dava dolni hranici na pocet zaméstnancii

e Algoritmus pfifazuje volné dny, nez aby se snazil splnit minimalni
denni pozadavky



Rozvrhovani smén

o Resili jsme problém rozvrhovani volnych dn
e riizné vzorky jsou pfifazovany v ramci cyklu
@ cena pfifazeni zaméstnance ke vzorku neni zavisla na vzorku
e vzorky maji stejnou cenu = feSeni problému relativné snadné

e cil: minimalizace celkového poétu zaméstnanci

@ Sména: mnozina period, kdy zaméstnanec pracuje
e Casto je sména chapana jako mnozina po sobé jdoucich period
e pf. denni sména 6:00-18:00, nocni sména 18:00-6:00
@ Problém rozvrhovani smén
o cyklus je dan predem
@ napf. 1 den je cyklus, ¢asova jednotka (perioda) je hodina

e je dano nékolik vzorkii smén s odlisnou cenou
o cil je minimalizovat celkovou cenu



/naceni

e m period (hodin)
@ napf. od 10:00 do 21:00
V periodé i,i = 1,..., m je potfeba b; zaméstnanci
@ napr. 10:00: 3, 11:00: 4, 12:00 6, ...
@ n vzorkii smén
@ napr. 10:00-18:00, 13:00-21:00, ...

Kazdy zaméstnanec prifazen pravé jednomu vzorku

Vzorek smény j je vektor (aij,asj, ..., am))
e aj = 1: i je pracovni perioda
o aj = 0: jinak

Cena prifazeni zaméstnance na sménu j: ¢;

Xj: proménna reprezentujici poCet zaméstnancil pfifazenych ke sméné j

@ Cil: minimalizace celkové ceny prifazenych zaméstnancii



Model celociselného linearniho programovani

Minimalizace ci1x1 + coxo + - -+ + ¢pX,

za predpokladu

anxi +axe+ -+ axn > b
anxi +anxe + -+ amxn > b
amiX1 + amex2 + -+ amnXn > bnm
xi > 0 Vi=1,...,n
kde x1, ..., X, jsou cela Cisla
V maticovém zapisu: minimalizace ¢x
za predpokladu AX > b
x>0

Problém je NP-tézky, nicméné
@ A ma casto specialni tvar
@ napf. sména je dana jako kontinualni posloupnost 1
@ plati: Feseni tohoto linedrniho programu je vzdy celociselné



Priklad: rozvrhovani smén v obchodé

(kontinualni posloupnost 1)

@ Obchod otevren Doba in_Cena
od 10:00 do 21:00 1| 1018 & 30
@ 5 vzorkd (typd) smény 2 13-21 8 60
3 12-18 6 30
4 10-13 3 15
5 18-21 3 16
@ Pozadavky na pocet zaméstnancii v obchodé
Hodina 10111213141516 17 1819 20
Pocet zaméstnancti | 3 4 6 4 7 8 7 6 4 7 8
L 1 0 0 1 O 37
@ Linearni relaxace 100 1 0 .
1 01 1 0 6
1 1.1 00 4
1 11 00 7
©=(50,60,30,15,16) A=|1 1 1 0 0 b=1| 8
1 11 0 0 7
1 11 00 6
o Iv?e§eni (Xl,X27X3,X4,X5) 0 1.0 01 4
2(0,0.84.8) 01001 7
(0010 0 1| | 8 |




Cyklické rozvrhovani smén

Cyclic Statfing Problem

Dalsi problém rozvrhovani smén, ktery je polynomialné fesitelny

Cil: minimalizace ceny pfifazeni zaméstnancii do m period
za predpokladu
o dostatecné mnozstvi zaméstnancii kazdou periodu i vzhledem k b;
o kazdy zaméstanec pracuje k po sobé jdoucich period a
je volny nasledujicich m — k period
o (k, m) problém

Poznamka k cislovani period
e po periodé m opét nasleduje perioda 1
Priklad: (3,5) problém

>

Il
OO R =
O R R R, O
R R OO
== OO
= =R



Reseni problému cyklického rozvrhovani smén

@ Nejedna se o problém s kontinualnimi 1

@ Lze ukazat: feSeni linearni relaxace problému je velmi blizké Feseni
celoCiselného programu

@ A tedy: nasledujici algoritmus vede k optimalnimu feseni
e Algoritmus

@ resenim linearni relaxace dostaneme xj, ..., x;,
pokud jsou x1, ..., x;, cela Cisla = mame fedeni, jinak

© vytvor linerarni programy LP" a LP" s nasledujicimi pridanymi
omezenimi

LP: xy + -+ xp =[x+ + x|
LP": x1 4+ 4+ xp = [X{ + -+ x|
o LP"” vzdy nalezne optimalni celociselné reseni
o LP’ nemusi byt fesitelny = LP" FeSeni optimalni pro LP
o pokud ma LP’ celoéiselné optimalni resent,
pak optimalni feseni LP je lepsi z feseni LP' a LP”



@ Rozvrhovani volnych dnii
o zakladni problém

@ Rozvrhovani smén
e obecny problém

@ Cyklické rozvrhovani smén
e specialni pripad



Rozvrhovani predmétt na univerzité

13. kvétna 2021

€ Popis problému
@ Inicialni tvorba rozvrhu

@ Interaktivni rozvrhovani



Rozvrhovani predmétti na univerzité

Typy problémii
@ rozvrhovani se studijnimi obory (curriculum-based timetabling)
o curriculum (studijni obor): mnozina predméti
o kazdy studen je zapsan do (jednoho nebo vice) curricula
e cil: rozvrhovani vsech predméti curricula bez prekryvani
o typické také pro rozvrhovani na stfedni skole
@ rozvrhovani se zapisy studentd (enrollment-based timetabling)
o kazdy student je individualné zapsan/zaregistrovan do néjaké mnoziny
predmétii
e studentsky konflikt: student neni schopen absolvovat
(dva) zaregistrované predméty vzhledem k jejich prekryvu
o cil: nalezeni rozvrhu, ktery minimalizuje pocet studenskych konflikt
e pf. rozvrhovani na Fl
@ déleni studentd na skupiny (student sectioning/student scheduling)
o déleni studentl na skupiny pro velké predméty, kde je nutné nékolik
seminarnich nebo prednaskovych skupin
Inicialni tvorba rozvrhu (vytvoreni rozvrhu ze za€atku) vs.
Interaktivni rozvrhovani: zmény vytvoreného rozvrhu



Rozvrhovaci systém UniTime http://www.unitime.org

Vyvinuty na Purdue University (USA) ve spolupraci s FI MU a MFF UK
Komplexni systém pro univerzitni rozvrhovani
@ rozvrhovani pfedméti se studijnimi obory i i se zapisy
déleni studenti na skupiny
inicialni tvorba rozvrhu, interaktivni rozvrhovani
@ rozvrhovani studentil, zkousek, udalosti
@ otevrieny zdrojovy kéd
@ webové rozhrani, Java, SQL+hibernate, XML
Pouziti
@ pouzivano pro rozvrhovani na Purdue University
e 70 riiznych problemd, celkem asi 40000 studentii
@ Masarykova univerzita: pouzivano na témér vsech fakultach
@ napf. MIT, USA, Lahore University of Management Sciences,
Pakistan, University of Zagreb, Chorvatsko, AGH University of Science
and Technology, Polsko, Antalya International University, Turecko,
Universidad de Ingenieria y Tecnologia (UTEC), Peru, American
College of Middle East (ACM), Kuwait


http://www.unitime.org

Material k prednasce
@ prehledova prace — rozvrhovani na Purdue University
H. Rudova, T. Miiller, K. Murray, Complex university course timetabling.
Journal of Scheduling, 14(2): 187-207, Springer, 2011.
http://dx.doi.org/10.1007/s10479-010-0828-5
Dalsi materialy
@ http://www.unitime.org/publications.php
@ rozvrhovani na Filozofickeé fakulté MU
H. Rudova and T. Miiller, Rapid Development of University Course
Timetables (extended abstract). Proceedings of the 5th Multidisciplinary
International Scheduling Conference (MISTA 2011), pages 649-652. 2011
http://www.fi.muni.cz/ hanka/publ/mistall.pdf
@ rozvrhovani na Pedagogické fakulté MU a FSpS
T. Miiller, H. Rudova, Real-life Curriculum-based Timetabling with Elective
Courses and Course Sections. Annals of Operations Research,
239(1):153-170, Springer, 2016.
http://dx.doi.org/10.1007/s10479-014-1643-1


http://dx.doi.org/10.1007/s10479-010-0828-5
http://www.unitime.org/publications.php
http://www.fi.muni.cz/~hanka/publ/mista11.pdf
http://dx.doi.org/10.1007/s10479-014-1643-1

Struktura pfedmétu s jeho tfidami (vyucovanymi ¢astmi)

Mins Per Date Time Preferences
Demand Week Limit Manager Pattern Pattern Time Room Distribution Instructor
M E 263 98 96
M E 263H
Lecture 150 96 LLR FullTerm 3x50 m=em—= WTHR
2X75 mmom  Computer
Recitation 100 96 ME FullTerm 2x50 W ME 120
ME 236
Classroom
Laboratory 50 84-120 LAB EvenWks 1x50 % Windows XP
Lec 1 150 96 LLR FullTerm 3x50 mmeer= WTHR J. Smith
2Xx75 mmom  Computer C. Bing
Rec 1 100 48 ME FullTerm 2x50 W ME 120 Back-To-Back J. Novak
ME 236 M E 263 Rec 1
Classroom M E 263 Rec 2
Lab 1 50 14-20 LAB EvenWks 1x50 % Windows XP
Lab 2 50 14-20 LAB EvenWks 1x50 % Windows XP
Lab 3 50 14-20 LAB EvenWks 1x50 % Windows XP
Rec 2 100 48 ME FullTerm 2x50 W ME 120 Back-To-Back J. Novak
ME 236 M E 263 Rec 1
Classroom M E 263 Rec 2
Lab 4 50 14-20 LAB OddWks 1x50 % Windows XP
Lab5s 50 14-20 LAB OddWks 1x50 % Windows XP

Labé 50 1420 LAB OddWks 1x50 % Mac Os X



Typicka omezeni

Pevna | Mékka
omezeni | omezeni
Casy pro tridy* Casové vzory (pro pravidelné Casy) X
individualni Casy X
Mistnosti pro tfidy | individualni budovy/mistnosti X
individualni vybaveni mistnosti X
Omezeni mistnosti X
na zdroje vyucujici X
Studenti konflikty mezi dvéma tridami X
Casové zavislosti mezi tfidami X
Distribuéni ¢asové precedence mezi tfidami X
omezeni tfidy rozvrhované v podobnych €asech X
mezi tFidami stejny nebo odlisny
den/cas/mistnost vyuky pro tfidy X X

*Trida je kazda rozvrhovana polozka/udalost predmétu



Omezeni a Gcelové funkce

Pevné podminky
@ musi byt splnény
Mékké podminky
@ nemusi byt splnény, pokud je to nutné
Mékké podminky v rozvrhovani: prehled
o studentské konflikty
e mékka omezeni na Cas
@ mékka omezeni na mistnosti
e mékké distribuéni podminky
Vazeny problém splhovani podminek (weighted CSP, WCSP) P
@ zahrnuje pevné a mékké podminky

@ cil: minimalizace F jako sou¢tu vah nesplnénych mékkych podminek



Iterativni dopredné prohledavani

(Iterative Forward Search, IFS) pro WCSP
P: WCSP, F: Gcelova funkce, <: komparator
1: function IFS(P, F, <)

2: i=0

3 w=40 (soucasné prirazeni/rozvrh)

4 o=0 (nejlepsi prirazeni/rozvrh)

5. while canContinue(w, /) do

6: i=i+1

7 v = selectVariable( P, w) (v reprezentuje tridu)

8: d = selectValue(P,w, F,<,v) (d reprezentuje umisténi v rozvrhu)
0: ~ = hardConflicts(P,w, v/d) (predméty, které musim odpriradit)
10: w=w\yU{v/d}

11: if F(w) < F(o) theno =w

12: end while
13: return o
14: end function

Poznamka: neni pouzivana zadna propagace omezeni
proménna ma bud' pFifazenu inicialni hodnotu nebo ma plnou inicialni doménu



Funkce v IFS

Nalezeni konfliktnich proménnych v = hardConflicts (P, w, v/d)
@ vypodcitd mnozinu proménnych ~ takovou, ze w\y U {v/d} neporusi
zadnou pevnou podminku
@ Ize aplikovat jednoduchy algoritmus — vy3si pocet iteraci je lepsi nez
sofistikovany algoritmus
Vybér proménné selectVariable(P,w)
@ nevyznamny — chyby mohou byt odstranény budoucimi iteracemi
@ aplikovano nahodné usporadani
Vybér hodnoty selectValue(P,w, F, <, v)
o velmi dilezity
@ pro minimalizaci poruseni mékkych podminek:
o vybér hodnoty d proménné v s minimalnim zhorsenim AF(w, v/d)
hodnoty Géelové funkce s ohledem na mékka omezeni
o AF(w,v/d)=F(wU{v/d})— F(w) (vypocet inkrementalni)

@ pro minimalizaci poruseni pevnych podminek: konfliktni statistika



Konfliktni statistika pro tfidu CS101 Lab?2

Current Assignment of C S 101 Lab 2

Not assigned.
Room Locations: 1(EDUC 108)
Time Locations: 3 (M 9:30a, M 11:30a, M 1:30p)

Conflict-based Statistics

E 2123= Room EDUC 108
E 718= M 11:30a - 1:20p Full Term EDUC 108
[0 260= C 5 101 Lab 3 « M 11:30a - 1:20p Full Term EDUC 108

[ 235= «— M 11:30a - 1:20p Full Term EDUC 108
O 222= «— M 11:30a - 1:20p Full Term EDUC 108
[ 1= «— M 11:30a - 1:20p Full Term EDUC 108

E 718=x M 1:30p - 3:20p Full Term EDUC 108
[ 256= C S 101 Lab 1 «— M 1:30p - 3:20p Full Term EDUC 108

O 235= «— M 1:30p - 3:20p Full Term EDUC 108

[ 226x «— M 1:30p - 3:20p Full Term EDUC 108

[ ES «— M 1:30p - 3:20p Full Term EDUC 108
E 6387= M 9:30a - 11:20a Full Term EDUC 103

[ 252= — M 9:30a - 11:20a Full Termn EDUC 108

[0 240x C 5 101 Lab 4 «— M 9:30a - 11:20a Full Term EDUC 108
O 192= «— M 9:30a - 11:20a Full Term EDUC 108



Konfliktni statistika

Predpoklad: pfi vybéru hodnoty a proménné A je nutné
zrusit prifazeni hodnoty b proménné B, tj. [A=a — - B = b]

V priibéhu vypoctu si tedy lze pamatovat:
A=a = 3x-B=b 4x-B=c¢, 1x-C=a 120x—-D=a

Pfi vybéru hodnoty
@ vybér hodnoty s nejnizdim poétem konfliktd vazenym jejich frekvenci
o konflikt zapocitame pouze, pokud to vede k odstraneni prirazeni
epf. A=a = 3x=-B=b 90x-B=c,
1><—|C:a, 120x = D=a
A=b = 1x-B=a 3x-B=b 2x-C=a
za predpokladu, ze mame prifazeni B=c,C=a,D=0b
e necht A/a vede ke konfliktu s B/c: vyhodnoceno jako 90
o neni konflikt s C/a, tak se nezapocitava

o necht A/b vede ke konfliktu s C/a: vyhodnoceno jako 2
e tj. vybereme hodnotu b pro proménnou A



Konfliktni statistika II.

o CBS[x =dy — —y =d,] = c,: pii prifazeni x = dy bylo nutné
zrusit prirazeni y = d, v minulosti ¢,-krat

o Jestlize je hodnota d vybrana pro proménnou v v IFS,
potom hardConflicts(P,w, v/d) vypodita pfifazeni
v =A{wv/di,va/da,...vy/dn}, které musi byt zruseno, aby byla
vynucena konzistence nového Castecného pfirazeni
Jako diisledek jsou navyseny citace

CBSlv=d — -ww=di], CBS[v=d — —wn=d)], ...,
CBS[v=d — —v,=d,] .

o Konfliktni statistika je pouzivana jako heuristika pro vybér hodnoty
Evaluace hodnoty d proménné v:

> CBS[v = d — —v; = d]]
vi/di€w A v;/d;€hardConflicts(P,w,v/d)

tj. konflikt zapocitame pouze tehdy, pokud to vede k odstranéni prifazeni



Interaktivni rozvrhovani: navrhy

Uvazovany zmény s tfidou PSY 120 Lec 5

Suggestions
Score Class Date Time Room Students
T

+43  PSY120Lec5 Full Term MWF 7:30a WTHR 200 — CL50224 O
+48.4 PSY 120Lec5 FullTerm MWF 7:30a — TTh7:30a  WTHR 200 — CL50 224  +10

+63.3 PSY120Llec5 FullTerm MWF 7:30a —» MWF 4:30p WTHR 200 — LILY 1105  +14
POL130Lec2 Full Term MWF 4:30p — MWF 9:30a  LILY 1105 — RHPH 172

+63.9 PSY120Llec5 FullTerm MWF 7:30a — MWF 4:30p WTHR 200 — LILY 1105  +16
POL 130 Lec2 Full Term MWF 4:30p LILY 1105 — FRNY G140

+63.9 PSY120Lec5 FullTerm MWF 7:30a — MWF 4:30p WTHR 200 — LILY 1105  +16
POL130 Lec2 Full Term MWF 4:30p LILY 1105 — LYNN 1136

(all 235 possibilities up to 2 changes were considered, top 5 of 22 suggestions displayed) |Search Deeper



Opravna verze metody vétvi a mezi (Repair-based BB)

Algoritmus

@ n nejlepsich navrhil w je vraceno uzivateli
@ prohledavani s ¢asovym limitem
@ hodnoty s nejlepsi AF(w, v/d) prozkouméavany nejdfive
o konfliktni statistika neni brana v Gvahu vzhledem k vypocetni naro€nosti
Meze
@ omezena hloubka prohledavani

e abychom umoznili pouze maly pocet zmén proménnych
e pro zahrnuti zmény na jedné tridé

nema smysl ménit pfilis mnoho dalsich trid
e M: maximalni hloubka

@ hodnota ucelové funkce F musi byt lepsi nez n-ty nejlepsi navrh
o Q[n]: n-ty nejlepsi navrh
Opakovani RepairBB: provadéni nového RepairBB
@ se zvétsenou hloubkou prohledavani a/nebo

@ zvétsenym Casovym limitem



Opravna verze metody vétvi a mezi

e P: WCSP
@ w: soucasné prirazeni
@ Vpp: proménna (tfida), ktera bude pfifazovana

1: function RepairBB(P,w, vpp)

2 if {vpp/d} Cw then w = w\{vpp/d}
3: else d = nil

4 v ={ve/d}

5 return backtrack(P,w,,,,0)

6: end function

backtrack(P, w, u, v, 2, m)
@ /i: nové vybrané prifazeni aktualnim prohledavanim do hloubky
@ ~y: proménné (s pripadnym piivodnim pfifazenim),
pro které hledame prifazeni
e Q: navrhy (nékolik dosud nejlepsich nalezenych pfirazeni)
e m: aktualni hloubka prohledavani



Funkce backtrack

1:
2:
3:
4.
5

© o N

10:
11:
12:

13:
14:

function backtrack(P,w, 1,7y, 2, m)

if ||v|]| + m > M then return () (M je maximalni hloubka)
if v = () then return w (konflikty vyreseny)
if timeout then return ()
if LowerBound(F(w U~)) > F(Q[n]) then return
(odhad kvality nového prirazeni (po zahrnuti ) je horsi nez n-ty navrh)
v = selectVariableBB(y)  (je vybrana néktera nepfirazena proménn)
let v/d, € v (do je piivodni hodnota proménné v )
for d € D, ordered by AF(w,v/d) do
if d = d, then continue (je vybrana piivodni hodnota)
a = hardConflicts(P,w, v/d)
if N u # 0 then continue  (konflikt s uz vybranym pfirazenim)
Q = Q U backtrack(P,w U {v/d},nU{v/d},
Y\v/do} Ua, Q, m+1)
end for
return Q

15: end function



UniTime.org: GUI s vygenerovanym rozvrhem

eoo Purdue Timetabling o
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Fakulta informatiky MU

Jaro 2014 Podzim 2014

Mistnosti 1445 1446
Vyucujici 197 231
Predméty 190 199
Tridy 500 604
Registrace 12701+ 140557
Registrace + obory 17599 20670
Konflikty dop.priichody 4x
Konflikty 958 1440
Preference na cas 75,89 % 78,2%

T odstranény registrace cca 25 studentil s vice nez 20 predméty



International Timetabling Competition 2019

@ Mezinarodni soutéz, kterou organizuje i FI MU
e https://www.itc2019.org
e rozvrhovani univerzitnich predméti

@ Vychazi z realnych problémi shromazdénych v systému UniTime
e feSeni problémil z celého svéta véetné rozvrhovani FI MU
e anonymizovana data
e malo vyznamné charakteristiky problémi odstranény
e snaha soustfedit se na dalezité rysy problému

@ Pribéh soutéze
e tfi mnoziny datovych sad publikovany béhem soutézniho obdobi
e dostupny validator feseni — zalozeny na fesic¢i UniTime
e submitovani validnich reSeni pres web soutéze
e srpen 2018: zverejnéni
listopad 2018: publikovana prvni soutézni data
listopad 2019: konec

o Aktualné
o 130 uzivateld ze 44 zemi


https://www.itc2019.org

Rozvrhovani predmétti na univerzité: shrnuti

o Typy fesenych problémii
o studijni obory, zapisy, déleni na skupiny
o inicialni vs. interaktivni rozvrhovani

UniTime

Model problému

e struktura pfedmétu
e omezeni a ucelové funkce

@ Prohledavani
o iterativni dopfedné prohledavani
o konfliktni statistika
e opravna verze metody vétvi a mezi



e, ze kterych prisvitky Cerpaji

V prasvitkach jsou pouzity obrazky a texty z uvedenych zdroji

Michael Pinedo, Planning and Scheduling in Manufacturing and Services.
Springer, 2005.

Erwin Hans, Johann Hurink, Production Planning. Prednaska na University of Twente,
Nizozemi. http://www.stern.nyu.edu/om/faculty/pinedo/book2/dowload.html

Sanja Petrovi¢, Automated Scheduling. Prednaska na University of Nottingham, UK.

@ Sigurdur Olafsson, Production Scheduling. Prednaska na lowa State University,

USA http://www.public.iastate.edu/ olafsson/ie514_2001.htm1l,
http://www.stern.nyu.edu/om/faculty/pinedo/book2/dowload.html

Roman Bartak, Planovani a rozvrhovani. Prednaska na MFF UK,
http://kti.ms.mff.cuni.cz/“bartak/planovani/prednaska.html

Thom Frithwirth and Slim Abdennadher. Essentials of Constraint Programming, Springer
Verlag, 2003.
http://www.informatik.uni-ulm.de/pm/fileadmin/pm/home/fruehwirth/pisa/

Hana Rudova, Tomas Miiller and Keith Murray, Complex university course timetabling.
Journal of Scheduling, 14(2): 187-207, Springer, 2011.
http://dx.doi.org/10.1007/s10951-010-0171-3

IBM ILOG CP optimizer for scheduling, Philippe Laborie et al., Constraints,
23(2):210-250, 2018


http://www.stern.nyu.edu/om/faculty/pinedo/book2/dowload.html
http://www.public.iastate.edu/~olafsson/ie514_2001.html
http://www.stern.nyu.edu/om/faculty/pinedo/book2/dowload.html
http://kti.ms.mff.cuni.cz/~bartak/planovani/prednaska.html
http://www.informatik.uni-ulm.de/pm/fileadmin/pm/home/fruehwirth/pisa/
http://dx.doi.org/10.1007/s10951-010-0171-3
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