P¥iklad 1. Rozhodnéte, zda funkce f : R® — R, f(z,y, 2) = 2%y nabyvd extrémii na plose 222 + 2y* + 22 = 1. Pokud
ano, tak tyto extrémy naleznéte a urcete o jaké extrémy se jedna.

Reseni. Protoze vysetiujeme extrémy spojité funkce na kompaktni mnoziné (elipsoidu) — je to uzaviena a omezena
mnozina v R”™ — musi na ném dana funkce nabyvat jak minima, tak maxima. Navic, protoZe vazebni podminka je dana
spojité diferencovatelnou funkci a zkoumana funce je diferencovatelna, extrémy musi nastat ve stacionarnich bodech
vySetfované funkce na dané mnoziné. Pro stacionarni body sestavime soustavu:
2vy = 4dkx
x> = 4dky
0 = 2kz

Jejim feSenim jsou body (:I:%, 0) a (:I:is, —-L.0). Funkce nabyvéa pouze dvou funkénich hodnot v téchto &tyfech
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stacionarnich bodech. Z vyse uvedeného vyplyva, ze prvni dva uvedené stacionarni body jsou maxima dané funkce na
uvedeném elipsoidu a druhé dva potom minima. O
Piiklad 2. Urcete objem télesa v R3, které je dano nerovnostmi x2 + y2 + 22 <1, 322 + 3y% > 22, © > 0.

Reseni.

Objem spocitame asi nejlépe jako rozdil objemu poloviny koule a poloviny kulové vysece dané zadanym kuzelem
(vSimnéme si, Ze objem télesa se nezméni, nahradime-li podminku = > 0 podminkou z > 0 — vyseé fezeme bud
,vodorovné“ nebo ,svisle*, ale vzdy napolovic) Budeme pocitat ve sférickych soufadnicich.

x = rcos(p)sin(y)
= rsin(yp)sin(y)
rcos(v))

Zadané zobrazeni mé Jakobidn 72 sin(1)).
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V:fﬂf/ / / r?siney dypdrdp = —.
3 0 0 0 \/?;

Mohli bychom téz pocitat objem piimo:
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Ve vélcovych souradnicich

x = rcos(p)
= rsin(p)
z = z

s Jakobianem této transformace r, vypada vypocet objemu jako rozdilu objemu koule a kulové vysece nasledovné:

9 2r 3l .
V:ﬂr—/ / / rdzdrdy = —.
3 o Jo Jo V3

Vsimnéme si, ze ve valcovych soufadnicich nemizeme spocitat objem télesa pfimo, musime ho rozdélit na dvé télesa
dané navic omezenim r < %, resp. r > %

2r 3 VBr 2 1 V172
V="m+V = / // rdzdrd<p—|—/ // rdzdrde

0 o Jo 0 3 Jo

s

V3
O
Dalsi alternativou by byl vypocet objemu jako objemu rotacniho télesa, opét bychom téleso rozdélili na stejné
dvé ¢asti jako v predchozim pripadé a to na ¢ast ,,pod kuzelem* a ¢ast ,pod sférou“. Tyto Casti vsak nejsou pfimo
rotacnimi télesy, které dostaneme rotaci podle nékteré z os. Objem prvni z nich spocitame jako rozdil objemu véalce
2?2 +y? < i, 0<2z<L @ a Casti kuzele 322 +3y% < 22, 0< 2 < @, objem druhé pak jako rozdil objemu rotac¢niho
télesa vziklého rotaci ¢asti oblouku y = \ﬂl —?), % < x < 1 kolem osy z a valce 2 + 32 < %, 0<z2< ?

V3
V=Vi+V, = (f?f>+<w/0 (1r2)dr”‘f>
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Piiklad 3. Uvazme néasledujici hru dvou hraca: na tabuli jsou napsana cisla 3,4,6,8. Hraci se stiidaji na tahu. Tah
spociva ve smazani Cisla a vSech jeho nasobkii. Nakreslete graf této hry, urcete hodnotu Spragueovy-Grundyovy funkce
vsech vrcholii tohoto grafu a rozhodnéte, za kterého hrace existuje vyhravajici strategie.

ResSeni. Vyhra za druhého hrace. a
Priklad 4.

a) Dokazte nebo vyvratte: sjednoceni (piipadné i nekoneéné mnoha) uzavienych podmnozin v R™ je uzaviena
podmnozina v R™.

b) Urcte pocet riznych koster grafu Kg.

c¢) Napiste Tayloriiv rozvoj druhého fadu funkce f : R? — R, f(z,y) = 2y + x v bodé (1,1).

ResSeni.



a) Tvrzeni neplati. Jako protipiiklad uvazme néasledujici sjednoceni uzavienych podmnozin v R:
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N 15 =01,
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které je rovno oteviené podmnoziné (0,1) v R.
b) 6%.

¢) zy + z. (Taylortiv rozvoj polynomu je polynom samotny).



