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Dalsi skupina aplikaci jazyka teorie grafu se tyka presunu néjakého
méritelného materidlu v pevné zadané siti. Vrcholy v orientovaném
grafu predstavuji body, mezi kterymi lze podél hran prenaset
predem znama mnozstvi, kterd jsou zadana formou ohodnoceni
hran. Nékteré vybrané vrcholy predstavuji zdroj sité), jiné vystup
ze sité. Podle analogie potrubni sité pro prenos kapaliny rikdme
vystupnim vrcholim stok sité). Sit je tedy pro nds orientovany graf
s ohodnocenymi hranami a vybranymi vrcholy, kterym fikdme
zdroje a stoky.



Je zfejmé, Ze se mizeme bez (ijmy na obecnosti omezit na
orientované grafy s jednim zdrojem a jednim stokem. V obecném
pripadé totiz vzdy miizeme pridat jeden stok a jeden zdroj navic a
spojit je vhodné orientovanymi hranami s vSsemi zadanymi zdroji a
stoky tak, Ze ohodnoceni pridanych hran bude zaroven zadavat
maximalni kapacity jednotlivych zdroji a stokd. Situace je
naznadena na obrazku, kde ¢ernymi vrcholy nalevo jsou zobrazeny
vSechny zadané zdroje, zatimco Cerné vrcholy napravo jsou vSechny
zadané stoky. Nalevo je jeden pfidany (virtualni) zdroj jako bily
vrchol a napravo jeden stok. Oznaceni hran neni v obrazku
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Definition

Sit je orientovany graf G = (V/, E) s vybranym jednim vrcholem z
nazvanym zdroj a jinym vybranym vrcholem s nazvanym stok,
spolu s nezapornym ohodnocenim hran w : E — R. Tokem v siti
S =(V,E,zs,w) rozumime ohodnoceni hran f : E — R takové,
ze soucet hodnot u vstupnich hran u kazdého vrcholu v, kromé
zdroje a stoku, je stejny jako soucet u vystupnich hran z téhoz

vrcholu, tj.
> fle > fe).

ecIN(v) ecOUT (v)

Velikost toku f je dana celkovou balanci hodnot u zdroje
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Definition

Sit je orientovany graf G = (V/, E) s vybranym jednim vrcholem z
nazvanym zdroj a jinym vybranym vrcholem s nazvanym stok,
spolu s nezapornym ohodnocenim hran w : E — R. Tokem v siti
S =(V,E,zs,w) rozumime ohodnoceni hran f : E — R takové,
ze soucet hodnot u vstupnich hran u kazdého vrcholu v, kromé
zdroje a stoku, je stejny jako soucet u vystupnich hran z téhoz

vrcholu, tj.
> fle > fe).

ecIN(v) ecOUT (v)

Velikost toku f je dana celkovou balanci hodnot u zdroje

Z definice je zfejmé, ze velikost toku muizeme stejné dobre vypodist

jako hodnotu
fl= ) f(e > fle).

e€lN(s) ecOUT (v)
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Na obrazku mame nakreslenu jednoduchou sit se zvyraznénym
bilym zdrojem a ernym stokem. Souctem maximalnich kapacit
hran vstupujicich do stoku vidime, Ze maximalni mozny tok v této
siti je 5.
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Nasi dlohou bude pro zadanou sit na grafu G urcit maximalni
mozny tok.

Definition

Rezem v siti S = (V,E,z,s, w) rozumime takovou mnozinu hran
C C E, Ze po jejim odebrani nebude v grafu G = (V,E\ C) zadna

cesta z z do s. Cislo
ICl =" w(e)
ecC

nazyvame velikost rezu C.
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Evidentné plati, Ze nikdy nem(zeme najit vétsi tok, nez je hodnota
kteréhokoliv z fezil. N a dalSim obrdazku mdme zobrazen tok siti s
hodnotou 5 a ¢arkovanymi lomenymi ¢arami jsou naznadeny rezy o
hodnotach 12, 8 a 5.
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Sestavime funkéni algoritmus, ktery pomoci postupnych konstrukci
vhodnych cest najde fez s minimalni mozZnou hodnotou a zaroven
najde tok, ktery tuto hodnotu realizuje. Tim dokazeme nasledujici
vétu:

Maximalni velikost toku v dané siti S = (V, E,z,s,w) je rovna
minimalni velikosti fezu v této siti.
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Myslenka algoritmu — prohledavame cesty mezi uzly grafu a
snazime se je ,nasytit" co nejvétsim tokem. Zavedeme si za tito
ac¢elem terminologii. O neorientované cesté v siti

S =(V,E,z,s,w) z vrcholu v do vrcholu w fekneme, ze je
nenasycend, jestlize pro vSechny hrany této cesty orientované ve
sméru z v do w plati f(e) < w(e) a f(e) > 0 pro hrany
orientované opacné. Za rezervu kapacity hrany e pak oznacujeme
Cislo w(e) — f(e) pro prfipad hrany orientované ve sméru z v do w
a Cislo f(e) pfi orientaci opacné. Pro zvolenou cestu bereme za
rezervu kapacity minimalni rezervu kapacity z jejich hran.
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Fordiv-Fullkersoniiv algoritmus

Vstupem je sit S = (V, E, z,s, w) a vystupem maximalni mozny
tok f: E — R.
@ Iniciace: zaddme f(e) = 0 pro vSechny hrany e € E a
prohleddvanim do Sirky z vrcholu z najdeme mnozinu vrcholl
U C V, do kterych existuje nenasycena cesta;.
@ Hlavni cyklus: Dokud s € U opakujeme
e zvolime nenasycenou cestu P ze zdroje z do s a zvétsime tok f
u vSech hran této cesty o jeji minimalni rezervu
e obnovime U.
@ na vystup ddme maximalni tok f a minimalni ez C tvoreny
véemi hranami vychdzejicimi z U a koncicimi v dopliiku V' \ U.
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Diikaz spravnosti algoritmu

Jak jsme vidéli, velikost kazdého toku je nejvyse rovna hodnoté
kteréhokoliv Fezu. Stadi ndm tedy ukdzat, ze v okamziku zastaveni
algoritmu jsme vygenerovali fez i tok se stejnou hodnotou.
Algoritmus se zastavi pfi prvnim pfipadu, kdy neexistuje
nenasycend cesta ze zdroje z do stoku s. To znamen3, ze U
neobsahuje s a pro vSechny hrany e z U do zbytku je f(e) = w(e),
jinak bychom museli koncovy vrchol e pridat k U.
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Diikaz spravnosti algoritmu

Jak jsme vidéli, velikost kazdého toku je nejvyse rovna hodnoté
kteréhokoliv Fezu. Stadi ndm tedy ukdzat, ze v okamziku zastaveni
algoritmu jsme vygenerovali fez i tok se stejnou hodnotou.
Algoritmus se zastavi pfi prvnim pfipadu, kdy neexistuje
nenasycend cesta ze zdroje z do stoku s. To znamen3, ze U
neobsahuje s a pro vSechny hrany e z U do zbytku je f(e) = w(e),
jinak bychom museli koncovy vrchol e pridat k U.

Zaroven ze stejného dlvodu vsechny hrany e, které zacinaji v
komplementu V' \ U a konéi v U musi mit tok f(e) = 0.
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Pro velikost toku celé sité jisté plati

Il = > f(e) - > f(e).

hrany z U do V' \ U hrany z V' \ U do U

Tento vyraz je ovSsem v okamziku zastaveni roven

> fe) = > w(e) = [C],

hrany z U do V' \ U hrany z U do V' \ U

coz jsme chtéli dokazat.



Problém maximalniho toku v siti
00000080

Pro velikost toku celé sité jisté plati

Il = > f(e) - > f(e).

hrany z U do V' \ U hrany z V' \ U do U

Tento vyraz je ovSsem v okamziku zastaveni roven

> fe) = > w(e) = [C],

hrany z U do V' \ U hrany z U do V' \ U

coz jsme chtéli dokazat.
Zbyva ovsem ukazat, Ze algoritmus skutecné zastavi.
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Pro velikost toku celé sité jisté plati

Il = > f(e) - > f(e).

hrany z U do V' \ U hrany z V' \ U do U

Tento vyraz je ovSsem v okamziku zastaveni roven

> fe) = > w(e) = [C],

hrany z U do V' \ U hrany z U do V' \ U

coz jsme chtéli dokazat.

Zbyva ovsem ukazat, Ze algoritmus skutecné zastavi.

Vsimnéme si, ze pro celocCislené hodnoty ohodnoceni hran ziskdme
také celodiselny tok.
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Chod algoritmu je ilustrovan na obrazku. Vlevo jsou vybaveny dvé
nejkratsi nenasycené cesty ze zdroje do stoku (horni ma dvé hrany,
spodni tfi). Jsou vyznadeny Cervené. Napravo je pak nasycena dalsi
cesta v poradi a je vyznacena modre. Je nyni zjevné, Ze nemlze
existovat dalSi nenasycend cesta ze zdroje do stoku. Proto
algoritmus v tomto okamziku skondi.
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MizZeme pozadovat dodrzeni maximalni kapacity pritoku pres
jednotlivé vrcholy. Nebo miizeme chtit dodrzet nejen maximalni ale
také minimalni toky pres jednotlivé hrany ¢i vrcholy.
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MizZeme pozadovat dodrzeni maximalni kapacity pritoku pres
jednotlivé vrcholy. Nebo miizeme chtit dodrzet nejen maximalni ale
také minimalni toky pres jednotlivé hrany ¢i vrcholy.

Pridani kapacit vrchol(i je jednoduché — prosté vrcholy zdvojime a
dvojcata ozncujici vstup do vrcholu a vystup z vrcholu spojime
pravé jednou hranou s pfislusnou kapacitou.
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dvojcata ozncujici vstup do vrcholu a vystup z vrcholu spojime
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Omezeni minimalnimi pritoky lze zahrnout do iniciace naseho

algoritmu. Je ovSem zapotrebi otestovat, jestli takovy tok viibec
existuje.
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MizZeme pozadovat dodrzeni maximalni kapacity pritoku pres
jednotlivé vrcholy. Nebo miizeme chtit dodrzet nejen maximalni ale
také minimalni toky pres jednotlivé hrany ¢i vrcholy.

Pridani kapacit vrchol(i je jednoduché — prosté vrcholy zdvojime a
dvojcata ozncujici vstup do vrcholu a vystup z vrcholu spojime
pravé jednou hranou s pfislusnou kapacitou.

Omezeni minimalnimi pritoky lze zahrnout do iniciace naseho
algoritmu. Je ovSem zapotrebi otestovat, jestli takovy tok viibec
existuje.

V literatufe lze najit Fadu dalSich nuanci, nebudeme se jim zde
vénovat.



Dalsi aplikace
oe

Hezkym vyuzitim toki v siti je FeSeni Glohy bipartitniho parovani.
Ulohou je v bipartitnim grafu najit maximélni podmnoZinu hran
takovou, aby zadné dvé hrany nesdilely vrchol.

Jde o abstraktni variantu docela obvyklé Glohy — tfeba sparovani
kluk(i a holek k tanci v tanecnich, kdybychom méli predem zndmé
moznosti, ze kterych vybirame.

Tento problém docela snadno prevedeme na hledani maximalniho
toku. Pfidame si uméle navic ke grafu zdroj, ktery propojime
hranami jdoucimi do vSech vrcholil v jedné skupiné v bipartitnim
grafu, zatimco ze vSech vrcholli ve druhé skupiné vedeme hranu do
pridanéhoho stoku. VSechny hrany opatfime maximalni kapacitou 1
a hleddme maximalni tok. Za pary pak bereme hrany s nenulovym
tokem.
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