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Kde je dobré cist?

o Jifi Matousek, Jaroslav Nesetril, Kapitoly z diskrétni
matematiky, Univerzita Karlova v Praze, Karolinum, Praha,
2000, 377 s.
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Mdme v penézence 4 korunové mince, 5 dvoukorunovych a 3
pétikorunové. Z automatu, ktery nevraci, chceme Colu za 22 K&.
Kolika zpisoby to umime, aniz bychom ztratili preplatek?
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Mdme v penézence 4 korunové mince, 5 dvoukorunovych a 3
pétikorunové. Z automatu, ktery nevraci, chceme Colu za 22 K&.
Kolika zpisoby to umime, aniz bychom ztratili preplatek?

Hledame zjevné Cisla i, j a k takova, ze i + j + k = 22 a zaroven
i€{0,1,2,3,4}, j€{0,1,2,3,4,5}, k€0,1,2,3.
Uvazme soucin polynomi (tfeba nad redlnymi Cisly)
(14 x4 x3 4+ x) (X2 + x* + x8 + x8 + x19) (x5 + x10 4 x19).

Mélo by byt zfejmé, Ze hledany pocet Feseni je pravé koeficient u
x?? ve vysledném polynomu.
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Mdme v penézence 4 korunové mince, 5 dvoukorunovych a 3
pétikorunové. Z automatu, ktery nevraci, chceme Colu za 22 K&.
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Hledame zjevné Cisla i, j a k takova, ze i + j + k = 22 a zaroven
i€{0,1,2,3,4}, j€{0,1,2,3,4,5}, k€0,1,2,3.
Uvazme soucin polynomi (tfeba nad redlnymi Cisly)
(14 x4 x3 4+ x) (X2 + x* + x8 + x8 + x19) (x5 + x10 4 x19).

Mélo by byt zfejmé, Ze hledany pocet Feseni je pravé koeficient u
x?? ve vysledném polynomu.

Skutecné tak dostdvame 4 moznosti 3%5+3 %2+ 11,
3x54+2%x2+3%x1,2%x5+5%x2+2%x1a2+x5+4%x2+4x%x1.
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Priklad zasluhuje vétsi pozornost:

Jestlize budeme (pro jistotu, abychom nemuseli pfedem délat
odhady velikosti) pracovat s nekoneénymi posloupnostmi, pak
pomoci jednotlivych korun umime dosdhnout hodnot 0,1,2,... s

cetnostmi
(1,1,1,1,1,0,0,...)

(pokraduji samé nuly), u dvoukorun
(1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,0,...),
a u pétikorun to budou poslounosti Cetnosti

(1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,...).
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Jestlize budeme (pro jistotu, abychom nemuseli pfedem délat
odhady velikosti) pracovat s nekoneénymi posloupnostmi, pak
pomoci jednotlivych korun umime dosdhnout hodnot 0,1,2,... s
cetnostmi

(1,1,1,1,1,0,0,...)

(pokraduji samé nuly), u dvoukorun
(1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,0,...),
a u pétikorun to budou poslounosti Cetnosti
(1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,...).

Ke kazdé takové posloupnosti s kone¢né mnoha nulovymi Eleny
muzeme priradit polynom a hodou okolnosti Feseni nasi tlohy bylo
mozné odecist ze soucinu téchto polynomd.
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Vytvorujici funkce pro nekoneénou posloupnost a = (ag, a1, a2, . . . )
je (formalni) mocninna fada

a()—ao+alx+32x Zax
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jednoduché operace nad mocninnymi fadami:
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Nékterym jednoduchym operacim s posloupnostmi odpovidaji
jednoduché operace nad mocninnymi fadami:
e Sdcitani (a; + bj) posloupnosti ¢len po ¢lenu odpovida soucet
a(x) + b(x) pfislusnych vytvorujicich funkci.
@ Vynasobeni (« - a;) viech ¢lenti posloupnosti stejnym skaldrem
« odpovida vyndsobeni « - a(x) pfislusné vytvorujici funkce.



Vytvotujici funkce
oooe
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jednoduché operace nad mocninnymi fadami:

e Sdcitani (a; + bj) posloupnosti ¢len po ¢lenu odpovida soucet
a(x) + b(x) pfislusnych vytvorujicich funkci.

@ Vynasobeni (« - a;) viech ¢lenti posloupnosti stejnym skaldrem
« odpovida vyndsobeni « - a(x) pfislusné vytvorujici funkce.

o Vynasobeni vytvorujici funkce a(x) monomem x* odpovida
posunuti posloupnosti doprava o k mist a jeji doplnéni nulami
zleva.

@ Pro posunuti posloupnosti doleva o k mist (tj. vynechani
prvnich k mist posloupnosti) nejprve od a(x) odecteme
polynom by(x) odpovidaji posloupnosti (ag, ..., ak-1,0,...) a
poté podélime vytvorujici funkci xX.
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o Vynasobeni vytvorujici funkce a(x) monomem x* odpovida
posunuti posloupnosti doprava o k mist a jeji doplnéni nulami
zleva.

@ Pro posunuti posloupnosti doleva o k mist (tj. vynechani
prvnich k mist posloupnosti) nejprve od a(x) odecteme
polynom by(x) odpovidaji posloupnosti (ag, ..., ak-1,0,...) a
poté podélime vytvorujici funkci xX.

@ Dosazenim monomu f(x) za x vytvofime specifické kombinace
¢lenti pavodni posloupnosti. Jednoduse je vyjadfime pro
f(x) = ax, coz odpovidd vynasobeni k—tého ¢lenu
posloupnosti skaldarem a*. Dosazeni f(x) = x" nam do
posloupnosti mezi kazdé dva ¢leny vlozi n — 1 nul.
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Uvedeme nékolik jednoduchych p¥ikladii vytvofujicich funkci. Radu
z nich jsme vidéli pti praci s mocninnymi fadami ve treti Casti Sesté
kapitoly. Snad si vSichni vzpomenou na vytvorujici funkci zadanou
geometrickou radou:

a(x) = 1ix =1+x+x*+...
kterd tedy odpovidd konstantni posloupnosti (1,1,1,...). Obecné,
pro kaZdou posloupnost a; s ¢leny velikosti |a,| = O(n*) s
konstantnim exponentem k, konverguje jeji vytvorujici funkce na
né€jakém okoli nuly. MiZeme s ni pak opravdu na konvergencnim
intervalu zachazet jako s funkcemi, zejména je umime scitat,
nasobit, skladat, derivovat a integrovat.
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