Matematika pro radiologické asistenty

1. Zakladni pojmy
1.1 Uvod

Fyzika jako exaktni véda ma sviij jazyk — matematiku. Ve Feynmanové knize
Feynman’s Tips on Physics se o tom piSe: ,,Matematika je ptekrasny pfedmét, ma své vstupy
a vystupy, ale my se snazime zjistit, co obsahuje to minimum, které musime znat pro potieby
Sfyziky. Ptistup, ktery ted’ zvolim se neohlizi na matematiku a sleduje pouhou ucelnost.
Nepokousim se pronikat do matematiky. Nejdiiv se musime naucit derivovat tak, jako kdyz
pocitdme 3 krat 5 nebo 5 krat 7.....“ No dobie, Feynman mluvi o studentech inzenyrstvi. Jak
je tomu tedy s potiebnou matematikou pro studenty bakaldiského studia oboru Radiologicky
asistent? Urcité se daji znalosti matematiky potiebné pro pochopeni principti diagnostickych
nebo terapeutickych metod, se kterymi se bude v praxi radiologicky asistent setkavat hodné

redukovat. Ale tieba to zminéné derivovani se objevi mnohokrat, byt v podobné jednoduché

formé, jako na ilustracnim obrazku.

Rozpad jader

N ~4,81022 npa 1 cm3
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1.2 Redlna ¢isla
Pocatek predstav o mnozing realnych ¢isel je v ivahach o operacich secitani a odecitani
pfirozenych cisel, tj. ¢isel 1,2,3,...Velmi brzo dojdeme k tomu, Ze abychom zistali pfi
odecitani v této mnozing, bylo by tfeba zavadét nepohodlna omezeni. Mnozina pfirozenych
¢isel byla proto velmi brzo rozsifena o zaporna celé ¢isla a nulu na mnozinu celych ¢isel.
1 2
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Ale opét pii operacich ndsobeni a dé€leni je mozno zistat v mnoziné celych Cisel jen pii
zavedeni nepohodlnych omezeni. Mnozina celych c¢isel byla proto rozsifena na mnoZinu
raciondlnich ¢isel, tvofenou vSemi rGznymi podily celych cCisel (se zakazem nuly ve
jmenovateli).
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Stale vSak neméame vSechna redlna Cisla. Pokud maji byt odmocniny z redlnych kladnych cisel
op¢t realnd cisla, nemohou byt tato Cisla pouze racionalni, tj. vyjadfitelné ve tvaru zlomku.
Vezmeme velmi jednoduchy ptiklad: druhou odmocninu ze dvou. Plati nerovnosti

I_Zﬁl,416666667 > V2 > %ﬁ1,413793103

D 1,414285714 > 2 > 2221414201183
70 169

ﬁﬁ1’414213625 > 2 > @él,414213198
2378 985

Vidime, jak se interval ohrani¢eny dvéma zlomky (tj. raciondlnimi ¢isly) zmensuje, ale Cislo
V2 zlomkem vyjadfit nejde, fikdme, ze je to Cislo iraciondlni. Iraciondlnimi ¢isly jsou mimo
jiné Ludolfovo ¢islo 77 (podle Ludolpha van Ceulena), Eulerovo ¢islo e (podle Lenharda
Eulera). Ciselnad osa (uspofddand mnoZina realnych &isel R) je tvofena podle velikosti

usporddanymi racionalnimi a iracionalnimi ¢isly.

1.3 Eulerovo ¢islo

Vsimnéme si hodnot posloupnosti
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v nésledujici tabulce
n (1+ljn 1+ v 1L
n = k!
1 2 2
2 2,25 2,5
4 |2,441406250 | 2,708333333
8 |2,565784514 | 2,718278770
16 | 2,637928497 | 2,718281828
32 12,676990129 | 2,718281828
64 | 2,697344953 | 2,718281828

Vidime, Ze se ¢leny posloupnosti blizi (u prvni pomaleji, u druhé rychleji) limitni hodnoté.
Tato hodnota je iracionalni Cislo, které je nazyvadno Eulerovym Ccislem (taktéz zakladem
prirozenych logaritmll) a znaceni se e. Piiblizné hodnoty dvou zakladnich Cisel elementarni
matematiky jsou

T=3,1415926535897932385

e=2,7182818284590452354

Cislo e je tedy limitni hodnota koneéné fady pro n — oo

1.4 Mocnina
Zakladem jsou mocniny s celoCiselnymi koeficienty. n—t4 mocnina je n—krat opakované
nasobeni ¢isla sebou samym
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Je hned vidét, ze

XM =x0.0=x000.0=xQ"

n+l n

Je-li n=0, dostavame



Je-li n=-1, dostavame

obecné
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Dalsi dulezité pravidlo je
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Stejnymi uvahami odvodime pravidla

n+k — _n _k

n
(xy) =x"y" , X" =x"x
Velkym zobecnénim je zavedeni n — t& odmocniny jako ¢isla, pro které plati
n
() =+
Bézné¢ uzivané znaceni je
1Y 1

— — —n
— — -1 =
Yx=x" , |[x"| =x" =x =x

Defini¢ni obor n — té odmocniny neni trivialni, vZdy jsou to vSak vSechna nezépornd realna

¢isla. Nyni mame ptipraveno zobecnéni mocnitele na raciondlni ¢isla jako

k

Posledni zobecnéni mocnitele je mit na jeho misté libovolné realné ¢islo, toto zobecnéni miize

pockat az po definici exponencialni a logaritmické funkce.



2. Funkce, jeji limita a spojitost

S jistou davkou matematické nepiesnosti lze fici, Ze funkce vyjadiuje zavislost urcité
veliiny (zavisle proménné) na veli¢inach jinych (nezavisle proménnych). Prikladem mohou
byt jiz zminéné zavislosti soufadnic ¢astice na Case.

Uvazujme nyni o pifipadu jedné redlné nezéavisle proménné ¢ a jedné redlné zavisle
proménné x. PiSeme x=f (t) a ¢teme ,,x je funkci 7. Symbol £, tzv. funkéni ptedpis, urcuje
pravidlo, kterym jsou hodnotdm ¢ pfifazeny hodnoty x. Nékdy piSeme jen x=x(t) (tento
zéapis byva ve fyzice Castéj$i). Hodnoty, kterych mlize nabyvat proménnd ¢, tvofi defini¢ni
obor funkce znaceny D,. Obor D, je bud’ zadan soucasn€ s uvedenim pravidla f, nebo je
automaticky chapan jako mnozina vSech hodnot ¢, pro néz lze podle pravidla f vycislit
hodnotu x. Napft. pro x=+t musi byt =0, nebot’ zadporné¢ hodnoty nelze odmochovat.

Rikame, Ze f je definovana na mnoZind D,. Hodnoty, jichZz bude nabyvat proménna x,
probihd-li ¢ definini obor D,, tvofi obor hodnot funkce, H,. V rovin¢ soufadnic ¢
(vodorovna osa) a x (svisla osa) vytvoii body o soufadnicich [t, f (t):| graf funkce,
oznacovany jako G, . Na nésledujicich obrazcich jsou Ctyfi priklady.
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Na prvnim obrazku je graf funkce x=¢. Defini¢cnim oborem je celd realnd osa

D, =(— 0o, 00) , obor hodnot funkce je H, =[O, 00) . Na druhém obrazku je graf funkce x=vt.

Defini¢nim oborem je kladna realna poloosa D, =[O, 00) , obor hodnot funkce je H, =[0, 00) .



Na tfetim obrazku (nalevo) je graf funkce x=z+1. Definicnim oborem je celd redlna
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osa D, =(— 0o, 00) , obor hodnot funkce je taktéz celd redlna osa H, :(— o, 00) . Na ¢tvrtém

obrazku je graf funkce

Tato funkce neni definovana v bodé 7=1, je tedy jejim definicnim oborem sjednoceni
intervall Df=(—00,1) D(lgo ) a oborem hodnot Hf=(—00,2) D(290 ) Protoze vsak tato
funkce méa v bod¢ =1 limitu

2 _ —_
1imt lzhmm:hm@ +1) =2
-1 t—1 t-1 t—1 t -1

muzeme definovat novou funkci

a tato funkce uz ma jako defini¢ni obor 1 obor hodnot celou redlnou osu. Toto je ptiklad, kdy
»dodefinovanim* ptivodni funkce dosdhneme toho, ze ,,nova* funkce ma $irsi defini¢ni obor,

casto pak celou redlnou osu

3. Neékteré elementarni funkce

3.1 Polynomy

Funkeci

f()c)=a0 +a,x+a,x’ +- +a,_ x"" +a x



kde koeficienty jsou realna cisla (a,,...a, UR) nazyvame polynomem n-t¢ho stupné

(pfedpokladame a, #0). Pomoci souctového symbolu zkracujeme zapis na

f(x)=2ax
k=0

P#i tomto zapisu bereme v ivaho, Zze x”=1 pro viechna x. Vezméme polynomy nejniz§ich
stupniii (pro vytvoireni grafu funkce v roviné x-y znacime y = f (x))

y=a , y=ax+tb , y =ax’ +bx +c
Grafem polynomu stupné nula je piimka vedend rovnobézné s osou x ve vzdalenosti a,
grafem polynomu stupné jedna je piimka se smérnici a (podle ptfedpokladu je a jako
koeficient u nejvyssi mocniny rizny od nuly), ktera protind osu y v bod¢ b a osu x v bodé

—b/a . Grafem polynomu stupné dva je parabola, kterd protind osu y v bodé& ¢, protin osu x

ve dvou bodech (pokud b”>4ac), dotyké se osy x v bodé —b/(2a) (pokud b*=4ac) nebo

leZi cela nad nebo pod osou x (pokud b*><4ac). Uvedené tfi piipady jsou na obrazcich.
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Zminime se jest¢ o polynomu, ktery vznika z mocniny dvojclenu

n n n n-1 n n-1 n
(x+a) =x + | X a+t---H 1 xa +a
n—

kde

(Zj:(”—k')'k' . nl=nln-1)0.20 , 0=l
n—K|)K.

S vyrazy typu kombinacniho ¢isla nebo faktoridlu se také setkame pii uvahich o

pravdépodobnosti.



3.2 Racionalni funkce lomena

_ax"+a,_x"'+. +a,x’ +a,x +a,
- — 9
b x"+b x" "+ +b,x* +bx +b,

y

n=0,m=1...nepfima uméra y=a(X—c)!

3.3 Exponencialni funkce a logaritmus

Ptipomenime, Ze jsme zapsali Eulerovo cislo jako nekone¢nou fadu

Nyni definujeme exponencialni funkci jako
— X
_ X -
y=et=)
i=o k!
Pro exponencidlni funkci se ¢asto uziva také oznaceni exp(x) . Pfi zapisu prvnich nékolika
¢lenti fady mame

2
X X

exp(x)=1+1—!+2—! +o

Vezméme soucin dvou exponencialnich funkci

x x 2
exp(x)exp(y) = (1 +1—! +?! +~-j(1 +IZ! +32}_! +..j -

2 2
x+y+x +2xy+y +
1! 2!

1+

:exp(x +y)



Toto je velmi dulezitd vlastnost: exponencidlni funkce souctu je rovna soucinu
exponencialnich funkci jednotlivych s¢itancii

k

exp(kx) =|:exp(x):|

exp(x +y) = exp(x) exp(y)

Z definice exponencialni funkce pomoci nekonecné fady plyne exp(O):l. Dale vidime, ze
funkéni hodnoty nabyvaji pouze kladnych hodnot. Pro x>0 je zfejmé z definice pomoci fady

(vSechny c¢leny jsou kladné a prvnim ¢lenem je jednicka), Ze dokonce x>0 = exp(x) >1. Pro

x<0 vyjdeme ze vztahu
1
exp(x)exp(—x) =] = exp(x) :m >0

a protoze —x je kladné, je jako v predeslém piipadé exp(—x) kladné a vétsi jak jedna. Rozdil

je vtom, ze nyni x<0= 0<exp(x) <I. Funkce exp(x)je rostouci. Pro y>0 je

exp(x+y) - exp(x) =exp(x)|:exp(y) —1:| >0

Graf exponencialni funkce je na obrazku.
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Ptirozeny logaritmus je inversni funkci k exponencialni funkci. To znamena, ze zobrazujeme-
li funkei pfirozeny logaritmus Cislo, které jsme ziskali zobrazenim c¢isla x exponencialni
funkci, dostaneme opét Cislo x, resp. v opacném potadi zobrazujeme-li exponencidlni funkci
Cislo, které jsme ziskali zobrazenim Cisla x logaritmickou funkci, dostaneme opét Cislo x
ln(exp(x)) =x , exp(ln(x)) =Xx
Z definice je ziejmé, Ze defini¢nim oborem funkce logaritmus jsou nezdporna Cisla. Protoze

exp(O) =1, musi byt ln(l) =0. Oznacime-li si x=exp(f) ay :exp(/7) , mizeme psat



ln(x) + ln(y) =& +n :ln(exp(f 17 )) :ln(exp(f)exp@ )) :ln(xy)
Dostavame tak dulezity vztah: logaritmus soucinu je roven souctu logaritmi jednotlivych

souéinitela

In(xy) =In(x) +1n(y) ln(xk) =kIn(x)

Jak z této vlastnosti plyne (polozme y=1/x), plati
ln(x) = —ln(lj
X
a logaritmus je rostouci funkce, pro x>1 kladnd, pro 0<x<l zéporna. Graf logaritmické

funkce je na obrazku.

Inix) " In(x)
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Mocninu s libovolnym realnym mocnitelem definujeme pomoci vztahu

a* = [exp(ln(a))]x = exp(xln(a))

Kromé¢ ptirozeného logaritmu lze definovat také logaritmus pii libovolném zékladu pomoci

vztahu
log, (x) —

loga(a")=x , a =x

Pisobeni funkce pfirozeny logaritmus na obé¢ strany druhého vyrazu dava

log, (x)In(a) =In(x) = loga(x):ln(x)

n(a)

Nejcastéji je uzivan dekadicky logaritmus (tj. logaritmicka funkce se zdkladem a=10),

—

mnohdy proto neni ani zaklad zmiflovan, mluvi se prost¢ o logaritmu. Graf dekadického

logaritmu log(x) s vyznacenim log(10)=1 a 10g(100)=10g(102) =2 je na obrazku.



L

1 log(x)

Na obrazku je znazornéno nékolik ptikladi umocnéni pevného zdkladu na x a odpovidajici

inverzni operace.

y=z", x=log,y, z>0,z #1

0,5%, 2%, 3" log, s x,log, x,log, x 10%,log x

3.4 Goniometrické funkce

Vychazime z pravouhlého trojihelniku na obrazku. Goniometrické funkce jsou pro thly

z intervalu (O, 1/ 2) definovany jako poméry stran tohoto trojihelniku:



0sa y

)/v

0Sa x

sing=2 , cos@=2 , tgﬁzz , cotg9=£
r r X ¥
Je ptimo vidét, ze
(g0 = sin@ . cotgh= C?S@ _ 1
cosé sinfd tgd
a z Pythagorovy véty
2 2
Py=r = T+l o (cos8)’ +(sin8)" =1
A

V krajnich hodnotéach intervalu je

sin0 =tg0 =0 , cosO=1 , cotg) =o0

. T
cosl—T = cotgf =0 , sm—” =1 , tg—=o0
2 2 2

O znaménku funkci sinus a kosinus ve Ctyfech kvadrantech dava predstavu nésledujici

obrazek:

sind | N / J sind
] 0 ;
(L X . b X
cost)
cost

T cost
cost 0 \

1 sinf) sind) 4




Prabéh funkci sinus a kosinus na intervalech [—IT, ﬂ] a [0,2 77] je na obrazcich:

‘l'-l 51N

Na dalSich obrazcich je na téchze intervalech zobrazen prabéh funkcei tangens a kotangens:

10, 10+

ra 7
<
ba/
_—
Fa/-
£
(-

cotg

Vzhledem k vlastnostem praméti privodici bodi na jednotkové kruznici a period¢ 2 77na
této kruznici mizeme pro goniometrické funkce psat fadu uzitenych vztaha. Pro kosinus tak
mame

sind = sin(2 T+ 6) :sin( T 6 = —sin( - Q = —sin( 7+ ﬁ? =

cos(z— j = —cos(£+9j
2 2



a pro kosinus

cosf = cos(2 T+ 6?) = —cos( - 6 :cos( - Q = —cos( T+ E =

sin(Z—T - 6’) = sin(f + 0)
2 2

Funkce tangens a kotangens jsou periodické s periodou 77, takze
tgf = tg( 77+ 6) = —tg( - §)
cotgd = cotg( T+ 0) = —cotg( - 6)
Jiz jsme uvedli dtlezity vztah (vSimnéte si trochu jiného zapisu druhé mocniny)
sin*@ + cos’ @ =1
Pro tpravy vyrazl s goniometrickymi funkcemi jsou nepostradatelné tzv. souctové vzorce.
Pro funkce souctu ¢i rozdilu dvou uhla plati
sin(a’ + ,8) =sina cosf  cosasin 3
cos(a + ,[)’) =cosa cosf F sinasin 5
Pro soucet nebo rozdil funkci dvou thla pak plati

+ - + -
a ’Bcosa B , cosa +cosf =2cosa ’Bcosa B
2 2 2 2
a ’Bcosaz’g a ’Bsinaz’g

Na obrazku jsou piiklady goniometrickych funkci obecného linearniho argumentu a=a x +b.

sing +sinf3 =2sin

, cosa —cosf =-2sin

sing —sinf3 =2sin

CoS X, CoS(x —%) COS X, COS = COS X, COS3 ,COS 2x




