Matematika pro radiologické asistenty

5. Soustavy linearnich rovnic, matice

5.1 Trivialni priklady

V jedné nejmenované nemocnici byli zvykli na dodavku ampuli s 1ékem, ktery se
pfidaval do infuzi. Ampule mély vzdy objem V' a koncentrace G¢inné latky v ni byla p%
objemovych. Personal mél ptikaz vrchni sestry davat do infuze o vysledném objemu W vzdy
jednu ampuli 1éku. Jednou dodala 1€k jind firma a ampule mély objem dvojndsobny, tj. 2V,
koncentrace ucinné latky byla také dvojnasobnd. Vrchni sestra ptikdzala davat do infuzi
polovinu obsahu ampule. Co myslite, je to spravny piikaz?
Reseni: Zavedeme oznaGeni: objemy budou v cm3 (ml), tedy W objem infuze (v obou
pfipadech stejny) a 7 objem ampule prvni firmy. p bude koncentrace ucinné latky v

objemovych procentech v prvnim piipadé. Objem ucinné latky a koncentrace jsou
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Zavér: Snad nebyla dvojnasobna davka smrtelnd. Obecnéjsi tloha je takova: Piedpokladejme,
ze druhd firma dodala ampule o objemu =20 ml s koncentraci u¢inné latky p=50 %
(objemovych). Do jakého objemu zakladu infuze maji sestry vmichat jednu ampuli, aby
doséhly predepsané koncentrace g=5 % ? Ozna¢me x objem infuze (neznama misto objemu W
z ptedchozi tlohy). Objem ucinné latky v ampuli je

Q):LQ

100

Rovnice pro neznamy objem x (linedrni rovnice pro nezndmou veli¢inu x) je pak
q:m()[_l_w = gx+(q¢-p)Q=0
x+Q
Reseni:

x= Q(ﬁ —1} ml :20(ﬂ —1) ml =180 ml
q 5
Nepatrné slozit¢jsi tloha je tato: Do infuze o celkovém objemu W=200 ml se ptidavaji dvé

ucinné latky. Prvni z nich je v ampulich o objemu /=20 ml v koncentraci p;=30 %

(objemovych), druhd v ampulich o objemu ¥, =40 ml v koncentraci p,=50 %. Vysledna



koncentrace obou ucinnych latek v infuzi mad byt g=15 % a pomér jejich koncentraci

4,/9,=p=0,5 (jedna ku dvéma). Kolik ml roztoku 1 a kolik ml roztoku 2 je tfeba dat do

infuze ? Redeni — zdznam tulohy: Oznaéme x hledany objem roztoku 1 a y hledany objem

roztoku 2 (mame tedy dvé nezndmé, x a y). Objem uclinné latky 1 v objemu x bude
U,=(p,/100)x, objem u¢inné latky 2 v objemu y bude U,=(p,/100)y. Koncentrace latek

v infuzi pak budou

Pro nase dvé nezndmé mame dvé podminky

9 %9, =9 4 =p
q,
PtepiSeme tyto podminky pomoci neznamych veli¢in x a y a znamych hodnot p1, po, W, g a p
na soustavu dvou linearnich rovnic o dvou neznamych
px+p,y=qW
px—pp,y=0
Reseni soustavy rovnic: Odeéteme druhou rovnici od prvni a vyfesime vzhledem k y, potom
dosadime toto feseni do druhé rovnice (samoziejmé je mozné dosadit i do prvni rovnice,
feSeni pro x musi byt stejné). Dostaneme tak
L y=—d w
p(1+p)"" p,(1+p)

= x=33,y=40

5.2 Matice

Tabulku tvofenou m tadky a n sloupci ¢isel nazyvame matici dimense mXn

a4 dp a,,
a a a
— — 21 22 2
A= (aik) "
aml am2 amn

Matice stejné¢ dimense m Xn miizeme secitat a nasobit Cislem
C=A+B = (cik) :(aik) +(bik) :(aik +bik)
C=a0A = (cl.k) =a(al.k) :(a al.k)
Matici A dimense mXn miZeme zprava vynasobit matici B dimense nXs a ziskat tak

matici C dimense mXs



c=am = ()7 Tan |

nebo miiZzeme matici A dimense mXn vynasobit zleva matici B dimense sxm a ziskat tak

matici C dimense sXn

C=BA = (clk) [szpapkj
p=1

Vidime, Ze pro s¢itani zlstavd komutativita (nezavislost na potadi) s¢itanci zachovéna i u
matic, u nasobeni to pro soucinitele obecn¢ neplati. PfedevSim: nasobit mizeme jen matice,
které maji stejny pocet fadkli nebo sloupct. Ale i pro ¢tvercové matice (dimense nXn) je
komutativita spiSe vyjimkou.

Obrazné vyjadieno, prvky matice soucinu vytvafime takto: v prvnim fadku jsou
postupné ,,prvni fadek levé matice krat prvni sloupec pravé matice®, ,,prvni fadek levé matice
krat druhy sloupec pravé matice* az ,,prvni fadek levé matice krat posledni sloupec pravé
matice”, v druhém tadku jsou postupné ,,druhy fadek levé matice krat prvni sloupec pravé
matice®, ,,druhy fadek levé matice krat druhy sloupec pravé matice* az ,,druhy fadek levé
matice krat posledni sloupec pravé matice* atd. aZ po posledni fadek matice soucinu, kde jsou
postupné ,,posledni fadek levé matice krat prvni sloupec pravé matice®, ,,posledni fadek levé
matice krat druhy sloupec pravé matice* az ,,posledni fadek levé matice krat posledni sloupec
pravé matice*. Soucin ,,fadek krat sloupec pak znamend, ze seCteme soucin prvniho prvku
fadku s prvnim prvkem sloupce se soucinem druhého prvku fadku s druhym prvkem sloupce
atd. az po soucin posledniho prvku tadku s poslednim prvkem sloupce.

Ptiklad pro ¢tvercové matice dimense 2:
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Pfi pocitani se ndm objevila (ne ndhodné, ptiklad je tak vybran) jednotkové matice

1 0 - 0
0 1 0
E:(a;k): 0
0 O 1

tj. ¢tvercova matice, kterd ma na diagonale jedniCky a ostatni prvky jsou rovny nule. Symbol
0, je Kroneckerovo delta, pro které
1 i=k
olo ik
Nasobeni jednotkovou matici ponechava ptivodni matici nezménénou. Vezmeéme jednotkovou

matici dimense nxn , matici A dimense m*n a matici B dimense nXs . Potom je

, CZ=EB = cl.kIZJb :bik

i ip ~ pk
p=1

C=ALFE = cl.k=Zaip5pk:a.k
p=l1

Obecné¢ nemusi byt vSechny fadky matice linedrné¢ nezavislé (tj. pro néjaky tadek je
v takovém piipadé mozné najit linedrni kombinaci zbyvajicich tadkl, ze je rovna tomuto
fadku). Totéz plati, uvazujeme-li misto fadkd o sloupcich. Hodnost matice je definovana
jako maximalni pocet linearn¢ nezavislych fadki. Hodnost matice hraje podstatnou roli pii

uvahéch o poctech feseni soustavy linearnich rovnic.

5.3 Matice a FeSeni soustavy rovnic
Uvazujme soustavu m linedrnich rovnic o n nezndmych
ayx ta,x, t..ta,x, =b
a21 xl + a22 x2 ... +a2n xn :bZ

a,x +ta,x,+...+a, x =b

mn n

kde a;

;> b (1sism,1<j<n) jsou koeficienty soustavy rovnic (fj. znama &isla) a x; 1< j<n

. W r

jsou neznamé. Vsechny n-tice {x1 , X, ,...,xn} , které vyhovuji rovnicim, tvofi FeSeni soustavy

rovnic. Se soustavou rovnic jsou spojeny matice soustavy a rozsifena matice soustavy

al 1 al 2 al n bl
a21 a22 a2 n b2
a a a_|b



Ekvivalentni apravy soustavy rovnic jsou ty upravy, které nemeéni jejich feSeni. Je to zajisté
nasobeni libovolné rovnice nenulovym ¢islem a také pficteni nasobku libovolné rovnice k jiné
libovolné rovnici. U matic soustavy jsou to tytéz upravy provadénd s fadky matic. Mame
proto tyto ekvivalentni upravy matice soustavy:

(1) nasobeni vSech prvkil v libovolném fadku nenulovym cislem

(2) pricteni k - ndsobku prvki v libovolném tadku k jinému libovolnému radku
Hodnost matice jsme definovali jako pocet linearné nezavislych tadki. Prevedeme-li
ekvivalentnimi Upravami matici na schodovity tvar (v daném tadku je vlevo vice sloupct s
nulami nez v fadku nad nim), je pak hodnost pfimo déna poctem nenulovych tadki. Nejlépe
bude ukézat ptiklady. Musime jich vSak zvolit celou fadu, protoze mame také velky vyber

situaci: jaky je pocCet rovnic a pocet neznamych a jaké jsou hodnosti matice soustavy a

rozSifené matice soustavy (budeme znacit 4 (A) ah (B) ).

Piiklad 1 (m=n=3):

x+2y+3z=2 I 2 3|2
—2x+y-z=1 -2 1 -1
x+y+z=2 1 1 1|2

Provedeme tupravy: (1) prvni rovnici vynasobenou 2 pfi¢teme k druhé a (2) prvni rovnici

vynasobenou (—1) pfi¢teme k treti (tj. odecteme ji)

x+2y+3z=2 1 2 32
Sy+5z=5 0 5 515
-y—2z=0 0 -1 -2/0

Dalsi upravy jsou (3) druhou rovnici ndsobime 1/5 (tj. d€lime ji 5) a (4) druhou rovnici (po

piedchozi tiprave) pricteme k tieti rovnici

x+2y+3z=2 1 2 3|2
y+z=1 0 I 1|1
-z=1 0 0 -1

Dostali jsme tak ekvivalentni soustavu rovnic, kterd ma stejné feSeni jako pivodni. ReSeni
najdeme dosazovanim ,,odzadu“. Soustava mé jediné feSeni x=1, y=2, z=1. Matice i1

rozSifena matice jsou ve stejném schodovitém tvaru a maji tfi nenulové fadky — hodnost obou
matic (4 (A) =h (B) =3) je rovna poctu neznamych, dostdvame jediné feseni.

Ptiklad 2 (m=n=3):



x+2y+3z=2 I 2 3|2
-2x+y-z=1 -2 1 -1
—3x+4y+z=4 -3 4 14
Provedeme tupravy: (1) prvni rovnici vynasobenou 2 pfi¢teme k druhé a (2) prvni rovnici

vynasobenou 3 piicteme k treti

X+2y+3z=2 1 2 3|2
5y+5z=5 0 5 5|5
10y +10z =10 0 10 10[10

Dalsi tpravy jsou (3) druhou rovnici nadsobime 1/5 (tj. d€lime ji 5), (4) tfeti rovnici ndsobime

1/10 (tj. d€lime ji 10) a nakonec (5) druhou rovnici vyndsobenou (—1) pfi¢teme k tieti (tj.

odecteme ji)
x+2y+3z=2 1 2 3|2
y+z=1 0 1 11
0=0 0 0 0]0

Ekvivalentni soustava rovnic ma stejné feSeni jako ptivodni. Najdeme je snadno dosazovanim
,»odzadu®. V tomto piipad¢ zlstdva jedna volnd neznama, existuje tedy nekonecné mnoho
feSeni x=-z, y=1 —z =z libovolné. Matice i1 rozSifena matice jsou ve stejném schodovitém
tvaru a maji dva nenulové fadky — hodnost obou matic (h(A) :h(B) =2) je mensi nez pocet
neznamych, dostdvame nekonecné mnoho feseni.

Piiklad 3 (m=n=3):

X+2y+3z=2 I 2 3|2
—2x+y-z=1 -2 1 -1
-x+3y+2z =8 -1 3 218

Provedeme tUpravy: (1) prvni rovnici vyndsobenou 2 pficteme k druhé a (2) prvni rovnici

pricteme k treti

X+2y+3z=2 1 2 32
S5y+5z=5 0 5 55
Sy+5z=10 0 5 510

Dalsi tpravy jsou (3) druhou rovnici vynasobenou (—1) pfi¢teme k tieti (tj. odecteme ji) a (4)

druhou rovnici nasobime 1/5 (tj. dé€lime ji 5)



Xx+2y+3z=2 1 2 32
y+z=1 0 1 11
0=5 00 05

I toto je ekvivalentni soustava rovnic. Zjevné nema feSeni, nebot’ Zadnou volbou proménnych
nedosahneme ,,0=5%. Matice soustavy i rozSifena matice jsou ve schodovitém tvaru, ale

hodnost matice soustavy (/4 (A) =2) je men$i nez hodnost rozsifené matice (/4 (B ) =3).
Ptiklad 4 (m=2,n=3):

Xx+2y+3z=2 (1 2 3‘2j

~2x+y -z =l -2 1 -1

Provedeme Upravy: (1) prvni rovnici vynasobenou 2 pfi¢teme k druhé a (2) upravenou druhou
rovnici vynasobime 1/5 (tj. vydélime 5)

x+2y+3z=2 (1 2 3‘2]

y+z=1 0 1 1)1

Ze schodovitého tvaru matic vidime, Ze hodnosti jsou stejné a mensi nez pocet neznamych
(h (A) =h (B) =2), dostavame nekone¢né mnoho feSeni x=—z, y=1 —z, z libovolné.
Ptiklad 5 (m=2,n=3):

x+2y+3z=2 I 2 3|2
-2x-4y -6z =-5 -2 -4 -6/-5

Staci provést tipravu (1) prvni rovnici vynasobenou 2 pricteme k druhé
x+2y+3z=2 (1 2 32)
-1

0=-1 0 0 0
Ekvivalentni soustava rovnic zjevné nemé feSeni, nebot zadnou volbou proménnych

nedosahneme ,,0=-1“. Matice soustavy i rozSifena matice jsou ve schodovitém tvaru, ale

hodnost matice soustavy (4 (A) =1) je mensi nez hodnost rozsifené matice (/4 (B) =2).

Piiklad 6 (m=4,n=3)

x+2y+3z=2 I 2 3|2
—2x+y-z =1 -2 1 -1

x+y+z=2 I 1 1|2
-x+2y =3 -1 2 03

Provedeme upravy: (1) prvni rovnici vyndsobenou 2 pfi¢teme k druhé, (2) prvni rovnici

vynasobenou (—1) pfi¢teme k tieti (tj. odecteme ji) a (3) prvni rovnici pfi¢teme ke tieti



X+2y+3z=2 1 2 3|2
5y+5z=5 0 5 5|5
—y=22=0 0 -1 =20
4y+3z=5 0 4 3|5

Dalsi tpravy jsou: (3) druhou rovnici vynasobime 1/5 (tj. vydélime 5), (4) upravenou druhou
rovnici pricteme k tfeti rovnici, (5) upravenou druhou rovnici vyndsobenou (—4) pficteme

k tfeti a kone¢né€ (6) upravenou tieti rovnici odecteme od Ctvrté

x+2y+3z=2 1 2 3|2
y+z=1 0 1 11

-z =1 0 0 -11

0=0 0 0 0/0

Reseni této ekvivalentni soustavy rovnic najdeme dosazovanim ,,0dzadu®. Soustava mé jediné
feSeni x=1, y=2, z=1. Matice 1 roz$ifend matice jsou ve stejném schodovitém tvaru a maji tfi
nenulové fadky — hodnost obou matic (/4 (A) =h (B) =3) je rovna poCtu neznamych,
dostavame jediné feSeni.

Piiklad 7 (m=4,n=3);

x+2y+3z=2 1 2 32
-2x+y-z=1 -2 1 -1
-x+3y+2z=3 -1 3 2|3
3x+y+4z=1 3 1 4]1

Provedeme upravy: (1) prvni rovnici vyndsobenou 2 pfi¢teme k druhé, (2) prvni rovnici

pricteme k tteti a (3) prvni rovnici vynasobenou (—3) pfi¢teme ke ctvrté

x+2y+3z=2 1 2 3|2
Sy+5z=5 0 5 5|5
Sy+5z=5 0 5 5|5
-5y-=5z=-5 0 -5 -=5|-5

Pti dalSich upravach (4) pricteme druhou rovnici ke ¢tvrté, (5) odecteme druhou rovnici od

tieti a nakonec (6) vyndsobime tuto rovnici 1/5 (délime 5)

X+2y+3z=2 12 32
y+z=1 0 1 11

0=0 0 0 0[0

0=0 0 0 0[0



Soustava ma nekone¢né¢ mnoho feSeni x = —z, y = | — z, z libovolné. Pocet schodd, tj. pocet
nenulovych fadk obou matic je stejny, jejich hodnosti h(A)=h(B) =2, coz je hodnota o
jednicku mensi nez pocet nezndmych n=3.

Piiklad 7 (m=4,n=3);

x+2y+3z=2 I 2 3|2
-x—2y-3z=-2 -1 -2 -3]-2
2x+4y+6z =4 2 4 6|4
-3x-6y-9z=-6 -3 -6 -9/-6

Provedeme Upravy, v tomto piikladu velmi jednoduché: (1) prvni rovnici pfi¢teme ke druhé,
(2) prvni rovnici vyndsobenou (-2) pfi¢teme ke tieti a (3) prvni rovnici vyndsobenou 3

pricteme ke Ctvrté

x+2y+3z=2 I 2 3|2
0=0 0 0 0[0
0=0 0 0 00
0=0 0 0 0[0

Hodnosti matic jsou shodné 4 (A) =h (B) =1 ajsou o 2 mensi nez pocet neznamych n=3.

Soustava ma nekonecné mnoho feseni x =2 — 2y — 3z, y a z libovolné.

5.4 Shrnuti Gaussovy eliminac¢ni metody

V piredchozi ¢asti byl na piikladech ukdzan zplsob feSeni soustavy rovnic pievodem
matice soustavy rovnic a rozsifené matice (tj. k matici soustavy ptidavame sloupec pravych
stran) na schodovity tvar. Tomuto zplsobu fikdme Gaussova eliminacni (,,likvida¢ni®)

metoda. Zavedli jsme pojem hodnost matice (pocet nenulovych fadki jejiho schodovitého
tvaru) a oznaceni & (A) pro hodnost matice soustavy a A (B) pro hodnost rozsifené matice.
Soustava m rovnic o n nezndmych ma feseni prave tehdy, je-li h(A)Zh(B) =h, t.
pocet nenulovych fadku je stejny (schodovité tvary maji stejny pocet schodll). Pocet volnych
neznamych je
d=n-h
To znamena, Zze soustava ma jediné feSeni (nejsou zadné volné neznamé) pro d =0, tedy

v pripad¢, kdy hodnosti matic jsou stejné a rovnu poctu nezndmych.



