Matematika pro radiologické asistenty

7.  ReSeni dvou jednoduchych diferencidlnich rovnic

7.1 Rovnice radioaktivniho rozpadu
Statisticka podstata procesu rozpadu je vyjadiena tvrzenim, ze pro vzorek s N
radioaktivnimi jadry je rychlost rozpadu —dN/dt tméma N
- gy
Konstanta rozpadu A ma charakteristickou hodnotu pro kazdy radionuklid. Jak vidime
z rovnice, jeji rozmér v soustavé SI je pievracena sekunda (s). Jak najdeme feSeni rovnice?

Nechceme-li uzivat pojmu integralu (coz by byl standardni postup), zavedeme nejprve novou
proménnou X=-At , v této promé€nné ma rovnice tvar
dN(x
=N
dx

Vzpomeneme si, ze toto plati pravé pro exponencialni funkci, t;.

d[ezp ] B exp

Nakonec uvazime, Ze derivace soucinu konstanty a libovolné funkce je soucin této konstanty

s derivaci funkce. Takze 1 exponenciala vyndsobena konstantou vyhovuje nasi rovnici. Mame

tedy feSeni N (X) =N, exp(x) neboli

N(t) =N, exp( -At)

Oznaceni konstanty indexem nula ma divod: N, je pocet jader v pocateCnim Case t=0 ,
nebot’ N (0) =N, exp(O) =N, .
Radionuklidy byvaji také charakterizovany polo¢asem rozpadu t. Souvislost této

charakteristiky s konstantou rozpadu je jednoducha. Z definice polocasu je

1 N N,
N(7 )—EN(O)—TO = N,exp(-Ar)= 7

Vykraceni rovnice nenulovou konstantou N, a logaritmovani dava pak hledany vztah mezi

polocasem rozpadu T a rozpadovou konstantou A



Pti logaritmovani jsme pouzili skute¢nosti, Ze logaritmus a exponenciala jsou inversni funkce,
t]. ln(exp( x)) =X. Déle pak toho, Zze logaritmus mocniny ¢isla je soucinem mocnitele a
logaritmu zakladu, tj. ln(xa) =aln(x) — vnasem piipadé X=2,a=-1. Misto tohoto
obecného vzorce jsme mohli uvazit, Ze logaritmus ptevracené hodnoty ¢isla je roven zaporné

vzatému logaritmu ¢isla ln(l/ X) = —ln(x) , coz vidime z rovnosti

0=In(1) :ln(lxj =1n(lj +1n(x)

X X
Obrézek ukazuje priibéh funkce exp(~At) pro A=0s" (zelend), A1=1/2s" (modra) a 1=2s"

(Cervena).
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7.2 Rovnice harmonického oscilatoru
Budeme pro jednoduchost uvazovat jen pohyb na piimce. Predpokladejme, Zze Castice
hmotnosti m ma stabilni rovnovaznou polohu v Xx=0. Pokud je z této polohy vychylena, bude
pritahovana zpét silou tim vétsi, ¢im vétsi je vychylka. V nejjednodussim ptiblizeni bude
zavislost sily na vychylce linearni
F=-kx
kde k>0je konstanta. Znaménko minus vyjadifuje pusobeni sily smérem k rovnovazné

poloze. Je-li ¢astice vychylena z pocatku ve sméru orientace osy X (X>0), pusobi sila v



opacném sméru ( F <0) a podobné je-li ¢astice vychylena z pocatku proti sméru orientace osy
X (X<0), pasobi sila ve sméeru orientace osy X ( F >0). Druhy Newtoniiv zékon pak tika, ze

d*x(t)
dt?

=-kx(t)

Rovnici vydélime ma kladnou konstantu k/mozna¢ime &’

dzstSt): ~@ x(1)

Této rovnici fikdme rovnice harmonického oscilatoru. Zavedeme si novou proménnou 7 =t ,

ve které bude mit rovnice tvar
d*x(7)
dr?

=-x(1)

Vzpomeneme si, Ze toto plati jak pro funkci sinus, tak pro funkci kosinus. Rovnici vyhovuji

také tyto funkce vyndsobené konstantu a stejné tak jejich soucet (fikdme, Ze rovnice pro
funkci X(T) je linedrni). Méame tedy fesSeni X(T) = Asin(r) + Bcos(T ) neboli

X(t) = Asin(wt) + Bcos(ax)
kde A a B jsou zatim neurcené konstanty. Rovnice radioaktivniho rozpadu byla prvniho fadu,

obsahovala proto jedinou konstantu — tu jsme urcili jako pocet jader v Case t=0. Rovnice
harmonického oscilatoru je druhého fadu, budeme tedy pro urceni dvou konstant potiebovat

dveé podminky. Jednou z nich mtze byt vychylka v ¢ase t=0, kterou si ozna¢ime X,. Protoze
sin0=0 a cos0=1, dostavame X(O) =B=x,. Druhou podminkou mize byt pocatecni
rychlost, tj. rychlost v ¢ase t=0, kterou si oznac¢ime V,. Rychlost je okamzitd ¢asovd zména
vychylky, tedy derivace funkce X(t) . Potfebné derivace dobfe zndme, miizeme tedy psat

v(t) Zd)(;—gt) ZwAcos(a)t) - aBsin( cdl)

Po dosazeni sin0=0 a cosO0=1 dostdvame V(O) =wA=V,. Konecn¢ tedy mizeme psat

x(t)

Nad ziskanym vysledkem je vZzdy velmi dobré provést co nejvice kontrolnich avah. U

V, .
= Zo)sm(a)t) + X, cos( at)

pro w— 0. Potom je totiz vychozi rovnice rovnici pohybu volné ¢astice a jeji feSeni musi byt

rovnomeérny pohyb



x(t)w:0 =X, +V,t

Provedeme potiebné limity (tyto piipady zname)

limm=t , limcos(wt)=1
w-0 w-0

a zjistime, ze nase feSeni skutecné ptechdzi pro w— 0 na feSeni, popisujici rovnoméerny

pohyb.



