Matematika pro radiologické asistenty

8. Strucné o integralu
8.1 Neurcity integral — primitivni funkce

Casto se vyskytuje uloha, kdy mame zjistit, zda n&jaka funkce f (X) vznikla derivaci
jiné funkce a takovou funkci F (X) najit.

Definice. Na otevieném intervalu (a,b) je definovana funkce f(X). Funkci F (X)
nazveme primitivni funkei k funkci f (X) na (a,b) ,je-li F (X) na (a,b) definovana, ma
tam derivaci a pro vSechna XD(a,b) plati F’ (X) =f (X) .

Bez diikazu uved’'me, Ze ke kazdé spojité funkci f(x) primitivni funkce existuje.
Vzhledem k tomu, Ze derivace konstanty je nula, je primitivni funkce (fikdme také neurdcity
integral) ur¢ena az na konstantu

F(x)=]f(x)dx+C
V jednoduchych ptipadech najdeme primitivni funkci tak, ze ptedpisy pro derivaci funkce
»cteme odzadu®. Tak naptiklad
X=1 o jdx: X
[sin(x)]/ = cos(x) o Icos(x) dx= sin(x) +C

(] = < [S=m(x)+c

Ptiklady se 1iSi v tom, ze prvni dva plati na cel¢ realné ose, ve tietim uvazujeme pouze
kladnou poloosu, ptesnéji interval (0,00). Rozsifeni na celou redlnou osu dostaneme,

vezmeme-li v argumentu logaritmu absolutni hodnotu proménné a derivujeme jako slozenou

funkci

din(x) _ dinx) dx| _ 1 d|¥ :(+lj(tl)

_ 1
dx dx dx | dx \ x X

tedy

[m(x)] =5 = [=m(x)+c

Z vlastnosti derivaci vyplyva, Ze pro primitivni funkce plati



I[f (x) % g(x)]dxz.[ f (x)dxi'[g(x)dx
jcf (x)dx:cj f (x)dx
Velmi G¢innou metodou hledani primitivni funkce je metoda integrace per partes. Vychazi

z vyrazu pro derivaci sou¢inu funkci
f(x)g(x)+ f(x)g' () =[f(x)g(x)]
Integrujeme-li obé strany rovnice, zname hned (z definice primitivni funkce) integral pravé
strany, tj. f (X) g (X) . Pfevedeme druhy integral z levé strany na pravou a dostdvame vzorec
pro integraci per partes
j f'(x)g(x)dx=f(x)g(x) —j f (x)g’(x)dx
I kdyZ je tento pfedpis velmi jednoduchy, je tieba stejné¢ jako u dalSich metod integrace
znacné predstavivosti doplnéné zkuSenosti.
Priklad 1. Najdéte primitivni funkci k funkei h(x)=xsin(x) . Zvolime
I = -
I 2 1O < s (9=t
Integrovat kosinus umime, takze ze vzorce pro integraci per partes pak mame
J-Xsin(x) dx= —Xcos(x) +sin(X) +C
Priklad 2. Najdéte primitivni funkci k funkei h(x)=In(x). Zvolime
f'(x)=1 = f(x)=x /
o=l = g(x=t 7 W
Integrovat konstantu (v naSem piipad¢ rovnu jedné) umime, takze
jln(x)dx: XIn(x) -x +C

Na rozdil od urcitého integralu, ktery je stru¢né pojednan v dal$i Casti, neexistuji pro
nalezeni primitivni funkce numerické metody. Tabulka neurcitych integralii nckterych
elementarnich funkci shrnuje ty nejjednodussi ptipady, které mizeme snadno ziskat

»obracenym ctenim‘ tabulky pro derivovani funkei:



X" X n#z-1
n+l
cos(x)  sin(x)
sin( X) - cos( X)
exp(X)  exp(X)
)
" a* a>0
ln(a) azl
1 a>0
xIn(a) log, (|X|) azl

Kromé metody integrace per partes existuje cela fada dalSich metod. Zminime je$té metodu

substituci, kdy v integralu zavedeme novou proménnou vztahem X=¢ (u) . Mame potom
[f(x)dx=[f[g(u)]g’'(u)du

I kdyz obecné zapsany integrand na pravé strané¢ rovnice vypada slozitéji, v urcitych

prikladech tomu muze byt naopak.

Piiklad 3. Najdéte primitivni funkci k f (X) =1/ (1 + X2) . Zavedeme substituci X=tguU a mame

2
de: ! ! du= (COSU) ! du =jdu =u +C
2 ( 2

1+x° 1+(tgu)2 (cosu) cosu)2 +(sinu)2 (cosu)

Po zpétném dosazeni za U (U=arctgX ) tedy dostaneme

Jl-(lj-))((z = arctg(x) +C

N¢kolik dalSich primitivnich funkei:
f(x) F(x)

arcsin(x) +C= —arccos(x) +C |X| <1

1-x

! ln(x+ NG —1) +C |x| >1
x> =1

! ln(x+\/x2+l) +C

x> +1

1 1, [x+1

5 —In

1-x 2 |Ix-1




8.2 Ur¢ity (Riemanntiv) integral

Obrazek ukazuje vie potfebné k definici uréitého integralu. Ukolem je spocitat plochu
vymezenou grafem y=f (X) a osou Xmezi X=a a X=Db. Pti fyzikalnich aplikacich mtze mit
tato plocha nejriznéjsi vyznam. Napftiklad pii pohybu cCastice po piimce: je-li X Cas a y

rychlost, po¢itame drahu, je-li X poloha a y pisobici sila, po¢itdme praci.
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Na intervalu [a,b] vytvofime déleni intervalu D
D:a=x,<x <...<X_, <X =b
Normou dé¢leni nazveme velikost maximalniho intervalu déleni
v(D) :max{x —)g_l‘i :1,2,...,n}
V kazdém intervalu [)g_l,)g]vezmeme pak hodnotu funkce v n¢jakém jeho vnitfnim bodé
¢ . Plocha je pak priblizné dana soucet ploch jednotlivych obdélnikli se stranami X —X_, a

f(&). t.



V limitnim piipadé€, kdy norma déleni ptijde k nule dostdvame piesnou hodnotu, které fikdme
urcity integral z funkce f (X) v mezich [a,b]
b
P~ fm T (e ) [ (e
Ur¢ity integral mizeme pocitat bud’ pfiblizné numericky (sCitdni ploch mnoha obdélnicki je
nejjednodussi metodou, ale naptiklad pro rychle oscilujici funkci nebo tehdy, kdyz nekterd

nebo obé z mezi jdou do nekonecna je tieba uzit podstatné rafinovanéjSich zplisobli) nebo
jsme-li schopni nalézt k funkci f (X) primitivni funkci F (X) , vyuzit platnosti Leibnizovy —

Newtonovy formule
b
[f(x)dx=F(b)-F(a)

Vsimnéte si, Ze primitivni funkce je sice urCena az na konstantu, ale protoze ve vztahu
vystupuje rozdil hodnot ve dvou bodech, konstanta se vyrusi.

Piiklad 1. Dva body o hmotnostech m a m, se pfitahuji gravitacni silou podle Newtonova

zakona

kde r je vzdalenost hmotnych bodii a G Newtonova gravitatni konstanta. Protoze jak

hmotnosti, tak konstanta jsou kladné, je také k>0. Zméni-li se nyni vzdalenost z r, na r,

N 4

(ptisobenim néjaké vnéjsi sily), je prace vykonand gravitacni silou

gl L

(primitivni funkci k —1/ r* je 1/r+C). Prace vykonana vngjsi silou ma stejnou velikost, ale

W = k(i —lj
r.a r‘b

Je-1i kone¢nd vzdalenost vEtsi nez pocatecni (tj. r,>r,), je prace vykonand vnéjsi silou kladna

opacné znaménko

— bylo tieba piekonat vzajemnou pfitazlivost.



