Matematika pro radiologické asistenty

9. Pravdépodobnost

9.1 Nahodné jevy a jejich pravdépodobnost
Zacneme dvéma velmi znamymi piiklady ze Zivota:
Ptiklad 1. Hazeni minci — ndhodny pokus: jsou celkem dvé moznosti — ndhodné jevy (orel,
hlava). Sledujeme jev A: padne orel — jedna z moznosti je pfizniva, p=1/2.
Ptiklad 2. Hazeni kostkou — nahodny pokus: je celkem Sest moznosti — nahodnych jeva (1, 2,

3,4, 5, 6). Sledujeme jev A: padne Sestka — jedna z moznosti je ptizniva, p=1/6.
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Definice pravdépodobnosti: Pravdépodobnost nastoupeni jevu A je podilem poctu piipada M,
v nichZ jev A nastal (Citatel), a poctu N vS§ech moznych ptipadd (jmenovatel).

Ptiklad s jednou kostkou (vSech moznych piipadt je N=6):

a) Jaka je pravdépodobnost, Ze pfi hodu kostkou padne sudé Cislo? Ptiznivé jsou ty piipady,
kdy padne dvojka nebo ¢tytka nebo Sestka, tedy M =3 . Pravdépodobnost je p=3/6=1/2.

b) Jak4 je pravdépodobnost, ze padne Cislo délitelné tfemi? Priznivé jsou ty piipady, kdy
padne trojka nebo Sestka, tedy M =2. Pravdépodobnost je p=2/6=1/3.

c) Jaka je pravdépodobnost, Ze padne ¢islo mensi nez tfi? Pfiznivé jsou ty piipady, kdy padne
jednicka nebo dvojka, tedy M =2. Pravdépodobnost je p=2/6=1/3.

Ptiklad se dvéma kostkami (vSech moznych ptipadi je N=36, kazdd ze 6 moznosti, které
mohou padnout na prvni kostce, se nezévisle kombinuje s kazdou ze 6 moznosti na druhé
kostce):

a) Jaka je pravdépodobnost, ze pifi hodu dvéma kostkami (soucasné) padne soucet sedm?
Ptiznivé jsou ty ptipady, kdy padne jednicka na prvni a Sestka na druhé kostce, nebo naopak,
dvojka na prvni a pétka na druhé kostce, nebo naopak, trojka na prvni a ctytka na druhé
kostce, nebo naopak), tedy M =6. Pravdépodobnost je p=6/36=1/6.

b) Jaka je pravdépodobnost, ze soucin padnuvsich Cisel bude lichy? Ptiznivé jsou ty piipady,

kdy padne jednicka na prvni kostce a jednicka nebo trojka nebo pétka na druhé kostce, trojka



na prvni kostce a jednicka nebo trojka nebo pétka na druhé kostce, pétka na prvni kostce a

jedni¢ka nebo trojka nebo pétka na druhé kostce, tedy M =9. Pravdépodobnost je

p=9/36=1/4.

Jakych hodnot mize pravdépodobnost v principu nabyvat? Z definice je ziejmé, ze hodnoty

budou v intervalu mezi nulou a jednickou

0<sp<l

Krajnim hodnotam odpovidaji jev nemozny — jev s nulovou pravdépodobnosti a jev jisty — jev

s jednotkovou pravdépodobnosti.

9.2 Kombinatorika

V mnoha aplikacich provadime vybéry k prvkli z mnoziny obsahujici n prvki podle jistych

pravidel. Typy pravidel jsou uvedeny v tabulce

poradi je podstatné

poradi je nepodstatné

prvky lze opakovat

variace s opakovdnim

kombinace s opakovdnim

prvky nelze opakovat

variace bez opakovdani

kombinace bez opakovdni

Ptikladem muze byt vytvaieni barevnych signall, kdy Sest barev (n=6) zapliuje tii mista

(k=3):
e ol
variace kombinace
s opakovinim 000 + 000 000 = 000
bez opakovani Q0® + 000 000 =

Pocet moznych vybért je v nasledujici tabulce:

variace kombinace
L o (n+k-1N
s opakovanim VA (n) = n C.(n)= W
. n! c ) n!
alrovani / o — =
bez opakovini Vie(n) =pl | " kb




Pro trividlni pfipad n=k=1 mame vzdy jedinou moznost (pfipomenime si, ze z definice
0!=1,1!=1,2!=2,31=6,4!=24,5! =120, 6! =720,...).

Urceni vzorce pro variace opakovanim:

Kolika zptasoby lze z n prvkl vybrat prvni? Je to n zptisobu. Kolika zpisoby lze z n prvkl
vybrat druhy? Opét je n zpisobil. Kolika zptsoby lze tedy vybrat prvni dva prvky? Je to
nlh=n> zplsobl. Pokraujeme az k otdzce kolika zplsoby lze vybrat k prvka? Je to

nd---n=n" zplsobi.
k

Urceni vzorce pro variace bez opakovani:

Kolika zpiisoby lze z n prvkd vybrat prvni? Je to n zpusobi. Kolika zplsoby lze ze
zbyvajicich n—1 prvki vybrat druhy? Je to n—1 zpiisobu. Kolika zptisoby lze tedy vybrat
prvni dva prvky? Je to n [Gn —1) zpusobti. Pokracujeme stejné az nakonec, kdy se ptame kolika
zpisoby 1ze ze zbyvajicich n—(k—1)prvki vybrat k-ty? Je to n—k+1 zplsobi. Kolika
zpusoby lze tedy vybrat k prvki? Je to n [@n —1) [Gn —2)---(n -k +1) neboli n'/(n —k)! prvk.
Urceni vzorce pro kombinace bez opakovani:

Zatimco pro variace bylo pofadi vybranych prvkil podstatné, pro kombinace je podstatny
pouze vybér téchto prvkii. Musime proto pocet zplsobi pro variace podélit tim, kolika
zpusoby lze uspotadat k£ neopakujicich se prvka, coz je k! Proto je

Viln) _ n!
Ci(n)= k(!)_k!(n—k)!

Urceni vzorce pro kombinace s opakovanim:
Jak vypadaji kombinace s opakovanim k barevnych kuli¢ek pti vybéru z n moznych barev?

Obrazek ilustruje jednu z moznosti pro ptipad n=7, k=14. Obecné dostaneme pocet
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kombinaci takto: mame n ptihraddek, tj. n—1 piepadzek mez nimi a k kuli¢ek, celkem tedy
m=n+k =1 prvkl (pozic), z nich vybirdme k pozic pro kulicky, ;.

_om! _(n+k-1)
kN m=k) kY (n-1)!

C,i (n) =C, (m)



Pfi variacich nebo kombinacich bez opakovani musi byt ptfirozené¢ k<n (,,vybrany prvek
nevracime do losovani®). Pro k=1 jsou samozifejmé pocty moznosti ,,s opakovanim* — zadné
totiz neni a ,,bez opakovéani* stejné, pro n2k>1 je ¥, (n)<V/(n) a C,(n)<C;(n).

Ptiklad 1. Jaka je pravdépodobnost hlavni vyhry ve Sportce? Tah sportky predstavuje vybér
Sesti ze Ctyficeti deviti Cisel.

_ _ 49! _ M
N-c6(49)-m . M=, p==TI0

Ptiklad 2. Jaka je pravdépodobnost paté ceny ve Sportce? Ze Sesti tazenych je tfeba uhodnout
ti1 Cisla.

_ _ 49! _ _ 6! 43 M.
N-c6(49)-m , M =C,(6)C,(43) =330 © P Ty 0018

Piiklad 3. Jaké je pravdépodobnost, Ze ve hie typu Sance milion uhodnete spravné tazenou
skupinu cifer? (Z kazdého ze Sesti bubnl obsahujicich cifry 0, 1, 2, . , 9 se ndhodné vybere

jedna.)

N=V/(10)=10° , M=1 , p=

9.3 Pravdépodobnosti sloZenych jevi

N¢kdy je tfeba urcit pravdépodobnosti jevil, které jsou néjakym zptisobem ,,sloZzeny*
z jevl jednodussich. Uvazujme o dvou jevech A a B, jejichz pravdépodobnosti jsou znamy,
p(A) a p(B). Definujme nové jevy C a D jako: jev C je jev, kdy jevy A a B nastanou
soucasng, jev D je jev, kdy nastane jev A nebo B (v principu zahrnuje i moznost, zZe nastanou

oba). Za urcitych podminek 1ze pravdépodobnosti jevii C a D urcit pomoci pravdépodobnosti
p(4) a p(B).
Nezavislé jevy

Jaka je pravdépodobnost, ze pifi soucasném hodu dvéma kostkami padne na obou
Sestka? Uvédomime si, Ze to, co padne na jedné kostce, je nezavislé na vysledku druhé
kostky. Mame tedy jev A, kdy na prvni kostce padne Sestka — p(A)=1/ 6 ajev B, kdy na
druh¢é kostce padne Sestka — p(B)=1/ 6. Jev C pak odpovida tomu, ze jevy A a B nastanou

soucasn¢é. Mame N =6[6 =36 moznosti a praveé jeden ptiznivy piipad M =1. Je tedy



Pravdépodobnost sou¢asného nastupu nezavislych jevi je rovna soucinu

pravdépodobnosti téchto jevii.

Neslucitelné jevy
Jaka je pravdépodobnost, ze pii hodu kostkou padne nékteré ze dvou nejvyssich cisel,

tj. padne Sestka nebo pétka? Uvédomime si, ze skutecnosti, Zze Sestka i pétka padnou pii

stejném hodu, jsou neslucitelné. Mame tedy jev A, kdy na kostce padne Sestka — p (A) =1/6 a

jev B, kdy na kostce padne pétka — p (B) =1/6. Jev C pak odpovida tomu, Ze nastane bud’ jev
A nebo jev B. Mdme N =6 moznosti a dva pfiznivé ptipady M =2. Je tedy

M

P(C):ﬁ

:% - +% =p(4) +p(B)

N~

Pravdépodobnost nastupu nékterého z jevi, z nichz kazdé dva jsou neslucitelné, je rovna

souctu pravdépodobnosti téchto jevi.

Oznacime-li pravdépodobnost jevu A p(A) , je pravdépodobnost jevu opacného A (tj. jev A
nenastane) p (74) =l-p (A) . Pro soucet pravdépodobnosti jevu A a opacného jevu A plati
p(4)+p(#)=1

Ptiklad 4. Jaké je pravdépodobnost, ze ve skupiné k osob maji alespoit dvé narozeniny ve

stejny den? Rok ma n=365 dni. Urc¢ime nejprve pravdépodobnost jevu A, ze kazda z osob ma
narozeniny v jiny den. Pocet piipadi moznych pro tento jev je V; (n) (variace s opakovanim
— v principu muze mit kazda z osob narozeniny v kterykoli den). Pocet ptipadii pfiznivych je
M=V, (n) (variace bez opakovani — nechceme, aby se narozeninovy den zopakoval u vice

osob). Jev, ktery nés zajima, je opacnym jevem k jevu A, jeho pravdépodobnost je tedy

_Vk(n) 1 n!
Vk/(n) (n—k)!nk

Je-1i ve skupiné pouze jeden ¢lovék (k =1), nemohou piipadnout dvoje narozeniny na stejny
den — skute¢né dostdvame v tomto ptipadé p (74) =1-1=0. Pro skupinu napiiklad 40 osob je
pak p(+4)=1-0,11=0,89, tedy skoro 90%.

Bernoullittv pokus
Nejprve zavedeme pojmy a znaceni. Nastane-li pfedem definovany jev A (naptiklad

»padne Sestka®), nazveme to zdarem, v opacném piipadé nezdarem. Pravdépodobnost zdaru




oznacime p (v prikladu s kostkou p = 1/6), pravdépodobnost nezdaru je 1-p (v prikladu

s kostkou tedy 5/6). n-krat nezavisle provedeme pokus (naptiklad hod kostkou). Bude nas
zajimat jev B, kdy pravé pfi x provedenich z celkového poctu n provedeni pokusu nastane
zdar. S touto zakladni situaci souvisi dalsi jevy — jev Aj, kdy pro j=1,2,...,x nastane zdar pii
j-tém provedeni pokusu, jev By, kdy pro k=x+1,x+2,...,n nastane pii k-tém provedeni
pokusu nezdar a kone¢né jev C, kdy jevy A; az Ay a jevy By+1 aZ By, nastoupi soucasng, tj.
pravé pii prvnich x opakovanich pokusu nastane zdar, pii zbyvajicich nezdar.

Pravdépodobnost jevu C spocteme snadno jako soucin pravdépodobnosti nezavislych jevia

(naptiklad hodi kostkou)

p(C)=p(4)p(4)B(B...)p(B)=p(1-p)"
Pro pravdépodobnost jevu B nam ale nezalezi na tom, v jakém potadi doslo k poZzadovanym x

zdariim ze vSech n opakovani pokusu. Moznosti, kdy zdar nastal pravé pii x ze vSech n

opakovani pokusu, je (kombinace)
n! n
C.(n)=——=
() x!(n—x)! (xj
Vysledna pravdépodobnost jevu B je tedy C, (n) -krat vétsi nez pravdépodobnost jevu C, tj.
n! n-x
B)=C (n)p(C)=————p"(1-
p(B)=C.(n)p(C) =y (172)
Na obrézcich je zavislost pravdépodobnosti jevu B na x pii n hodech minci pro n=3 a n=10.
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Nékoho mozné piekvapi, Ze pfi zvysSujicim se n se pravdépodobnost stejného poctu zdari a
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nezdarl (pro n=10 je to pfix=5) neblizi jedné poloving, ale klesa. Je to proto, zZe pocitame

pravdépodobnost, kdy je pocet zdari a nezdard presné stejny. Pti velkych hodnotach n pak



rozdil tfeba o jednicku nebo dvojku v poctech zdari a nezdari ma téméf stejnou
pravdépodobnost jako kdyZ jsou poclty stejné, jak vidime z obrdzku uz pfi pomérné¢ malém

n=10 je pravdépodobnost pro x=4a x=6 jen o malo mensi nez maximalni pro x=5.

10. Méreni a zpracovani dat

10.1 Mérené hodnoty velicin jsou ,,nahodné*

Uvozovky v nadpisu jsou upozornénim na to, ze pii métfeni (at’ uz je jeho podstatou
cokoliv) zavislosti hodnoty métené veliiny (zavisle proménnda) na hodnotach jiné veli¢iny
(nezavisle proménnd) se mohou uplatitovat také nahodné vlivy, nikoliv snad to, ze ,,naméefime
cokoliv®. Tedy za stejnych podminek (tj. pii stejnych hodnotdch nezévisle proménnych
veli¢in) miizeme dostat pii opakovanych méfenich riizné hodnoty méfené veliCiny (zavisle

proménné). Zakladem pro matematicky popis této situace je pojem nahodné veli¢iny.

10.2 Nahodna veli¢ina s diskrétnim rozdélenim

Néhodna veli¢ina X a jeji (diskrétni) rozdéleni je veli¢ina, ktera nabyva hodnot
(xo,xl,...,xn) s pravdépodobnostmi ( DPosDise-es pn). Protoze jevy, kdy veli¢ina X nabyva
dvou riznych hodnot x; soucasné jsou neslucitelné, musi byt p, + p, +---+p, =1. Rozdélenim
nahodné veliciny rozumime soubor vSech dvojic(xj, pj) pro j=0,1,...,n. V¢asti o

pravdépodobnosti jsme se setkali s vyrazem pro Bernoulliovo rozdeéleni
! A e
x,=j , p=———q'(1-q)"" , 0sqsl , j=0,1,..,n
Jj !(n— ])!

Samoziejmé plati pro soucet pravdépodobnosti

n n n ) e i n

2P, =Z( .}1’ (1-¢)"" =[(1-¢) +q] =1

J=0 j=0\J
V ptipadé, Ze pravdépodobnost zdaru a nezdaru vjednom pokusu je stejnd (g=1/2)

dostavame binomické rozdéleni

_1  n
2" jY(n=Jj)!

Na obrazku je Bernoulliovo rozdéleni pro n=120 a dv& hodnoty ¢: ¢=1/6 (hazeni kostkou,

X, =] 5 p; , j=0,1,...,n

Cervené) a ¢=1/2 (hdzeni minci, modfe) — pro lepsi viditelnost jsou body spojeny plnou



kfivkou. Maximum je vobou piipadech u stfedni hodnoty < j>:qn (stfedni hodnotu

definujeme dale), tj. < j> =20 pro hazeni kostkou a < Jj > =50 pro hdzeni minci. Na piikladu

sttelce, ktery vystieli n-krat na terC si ukazeme, jak zjistit rozdéleni experimentalné. Dosazené
pocty bodi pfi jednotlivych vystfelech predstavuji hodnoty ndhodné veliiny. Jaké jsou

pravdépodobnosti jednotlivych hodnot? Pro n = 50 naptiklad:

hodnoty | O | 1 | 2 | 3 | 4 5 71819110
tetmosti | 0 | O 1 2 213 3 ® fﬂ
pl'anép 0,00 | 0,00 | 0,02 | 0,02 | 0,04 | 0.04 | 0,06 | 0,06 0,16 | 0.40 | 0,20

Pti riiznych poctech vystieli n se pravdépodobnosti budou obecné ménit. Pro rostouci n
budeme pozorovat jejich ,ustalovani®. Kterd hodnota nejlépe reprezentuje rozdéleni?
Néahodnou veli¢inu samoziejmé nejdokonaleji reprezentuje zadani jejiho rozdé€leni. To je
ovsem pon¢kud nepraktické. U stielce jsme vidéli, ze jeho kvalita je reprezentovana hodnotou
blizkou devitce. Realizovala se nejCastéji, ma nejvétsi vahu. Vhodnéjsi reprezentativni

hodnotou bude aritmeticky priimér vSech hodnot v¢etné ,,ndsobnosti*

10 n 10

= - j =
j b
250] Zp] 8,12

j=0 j=0

<j> _ny0+n O+ +n,, 10
nytn +---tn,

Obecné¢ pak

<x> :ijxj ’ ij =1
=0 7=0



Takto definovand hodnota <x> je vazenym prumeérem jednotlivych hodnot a nazyva se stredni

hodnotou ndhodné veliciny. Vypocet stfedni hodnoty nahodné veliiny, kterda ma

Bernoulliovo rozdéleni neni komplikovany:

()= = (1=a) ™ =ng '[(: 11) )]t ¢ (1) V7

j=0 ]!(n—])! =

=

a s oznacenim i=j—1,m =n —1pak
! 1 m=i m
<]> nq ﬁql(l_q) :nq(l—q +q) =ng

Pfed zavedenim dal$i charakteristiky rozdéleni uvedeme dalsi priklad, tentokrat se dvéma

stielci, z nichz kazdy vystieli n-krat na ter¢. Zvolme opét n=50:

hodnoty | O | 1 | 2 | 3 | 4 S |67 8|9 10

etmosti | 0 [0 |2 [3]6|2s|6]a]2]0]0]

pravdép | 0,00 (0,00 0,04 10,06 0,12 0,56 0.12 | 0,06 0.04 | 0,00 | 0,00

Na obrazku jsou zobrazena rozdéleni obou stielcli (pro prvého bilymi, pro druhého modrymi
sloupec¢ky). Vypoétem zjistime, Ze oba dosahli stiedni hodnoty 5. Cim se tedy jejich vysledky
0,6+ :
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1-

0

pravdépodobnost

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1i8i? Je to rozptyl nebo z ného vypoctend smeérodatna odchylka. Jak se k této charakteristice

dostaneme? Uvazujme ndhodnou veli¢inu Y = f (X ) Ma-1i veli¢ina X rozdéleni (xj , D j), ma
veli¢ina Y rozdéleni ( Vi pj) =( f (xj), pj). Jakéd velic¢ina by tedy mohla charakterizovat
,»odchyleni“ hodnot od stiedni hodnoty? Nejjednodussi moznost ¥ =X —<x> neni vhodna,

protoze pro libovolné rozd¢€leni je < y> =0:



<y>:§yjpj :i(xj _<X>)Pj =§xj P, _<x>§pj =(x) ~(x) =0

oy 2 . p . iy
TakZze musime vzit ndhodnou veli€inu Y =(X —<x>) . Stfedni hodnotu této veliCiny

nazyvame rozptylem D (X ) = <(X —<x>)2> . Provedeme-1i umocnéni, mame pro rozptyl

D(x)=(x* =2 (x) +(x)") =(x*) ~(x)

Odmocnina zrozptylu (jak vidét z definice rozptyl je vzdy kladny) je tzv. smérodatna

odchylka
X)=yD(x) = [(X*) =(x)

Pro uplnost ptikladu dodejme, Ze smérodatna odchylka vyjde 1,7 pro prvého a 1,2 pro

druhého sttelce. Pro Bernoulliovo rozd¢leni je

e s

1+l

zol - l))' i(l_q)n—l—i =nq+n(n —1)q2;(i_ j _(n -2)! ‘ _'qH (1 _q)n—Z—(i—l)

)[n-2--)]!
=2 (n-2)!

=nq +n(n-1)q’ zm

q" (1 —q)n_z_k =nq +n(n —l)q2 =n’q’ + nq(l —q)
Rozptyl Bernoulliova rozd¢€leni je tedy
D(j)=(;")=(j) =np(1-p)
Distribucni funkci F (x) definujeme na realné ose R souctem pravdépodobnosti

D, t+--+ p, odpovidajicich hodnotdm menSim nez x_,,

=0

~.

Naopak pravdépodobnosti dostaneme jako

po=F(x) . p :F(xj)_F(xf-l) L<j<n



Median rozdéleni je takova hodnota x_, pro kterou F' (xs) <0,5arF (xm) =0,5.

Pro n — o0 aj malé piejde Bernoulliovo rozdéleni na Poissonovo rozd€leni. Upravujeme tedy

.\ J A\
p, =lim—"" g/ (1-q)"” ) i ! .lim[l —<J—>j

J noo 7l —7)! il noo AN 7o
J.(n J). J: n‘f(n—j)!(l—mj n
n

Vyuzijeme vztahi platnych pro n — ca j malé: n!=n’ (n—l)!, (1—<j>/n)j =] a definice

exp(—< ]>) = lim(l -(j)/ n)n . Dostdvame tak Poissonovo rozdéleni

\J
p; :<]]_->!6Xp(_<j>)
Poissonovo rozdéleni se projevi tfeba tehdy, sledujeme-li ¢asovy prabéh poctu produkti
radioaktivniho rozpadu: pocitame Castice detekované v n¢jakych ¢asovych intervalech, ale ty
tvoii jen nepatrnou ¢ast Castic v téchto intervalech vzniklych pfi rozpadu radioaktivnich jader

zdroje.

10.3 Nahodna veli¢ina se spojitym rozdélenim
Nahodné veli¢ina X, kterd nabyva vSech redlnych hodnot x z intervalu [xm ,xM] ma
(spojité) rozdéleni dané funkci w(x) na tomto intervalu s vlastnostmi

<x<x, , jw(x)deI

x/ll

w(x) =20 x

m

Funkci w(x) se také fika hustota pravdépodobnosti, nebot’ elementarni pravdépodobnost (tj.

pravdépodobnost, ze veli¢ina X ma hodnotu v intervalu [x,x+dx] )je dp =w(x)dx. Také

pro ndhodnou veli¢inu se spojitym rozdélenim mulzeme definovat stfedni hodnotu,

smérodatnou odchylku, distribu¢ni funkci a median:

<x>=xfxw(x)dx , J=\/xf(x—<x>)2w(x)dx

x/ll

F(x)=[éw(é)de . F(x)=0.5

Ditlezitym ptikladem je normalni neboli Gaussovo rozd€leni na celé redlné ose, tj.

xOfew o ):



w(x)=—] exp{-x_zz}
o\2m 20
Veli¢ina o skutecné vyjadiuje standardni odchylku, plati
(x)=0 . D(X)=o
Na obrazku je Gaussovo rozdéleni pro =1 (modra kiivka), =2 (Cervena kiivka) a g=3

(zelena kiivka).

-~ E 10

Predpokladejme, Ze existuje néjaka ,,spravnd* hodnota méfené veli¢iny x a ze pfi
opakovaném meéteni ziskame hodnoty (x0 , X ,...,xn), nekteré mohou byt i stejné. Odchylky
od (zatim nezndmé) spravné hodnoty ozna¢me (80 & ,...,en). Tyto hodnoty jsou hodnotami

nahodné veliCiny E. Jeji hustotu pravdépodobnosti ozna¢me W(E ) Za jistych podminek je

rozdélenim veli¢iny E rozd€leni normalni. Pfedpokladejme, Ze odchylky jsou zplsobeny m
nezavislymi vlivy, kazdy z nich odchyli métenou hodnotu od x o stejnou hodnotu a, kladnou

nebo zapornou, s pravdépodobnosti 1/2 . Kladnou odchylku (+a ) nazveme zdarem, zapornou
(—a) nezdarem. Vysledna odchylka namétené hodnoty & od x lezi v intervalu (—ma' ,ma’) a

muze nabyvat pouze celych nasobkil a.
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-Ma £=Jo + (it — j)(—ex) -HHE

Pravdépodobnost odchyleni o j kladnych a m—j zapornych vlivl (j zdari a m—j nezdarti),
tj. pravdépodobnost vzniku odchylky £:ja'+(m —j)(—a) , 1. 82(2]' —m)a' je dana
binomickym rozdé&lenim (Bernoulliovym pro ¢=1/2)

1 m!
2" ji(m=))!

Pro velka m je 1ze nahradit rozdélenim normalnim (Gaussovym) — diitkaz nazna¢ime na konci

p;=

kapitoly. Piedpoklad o normalni rozdéleni umozituje nasledujici zpracovani vysledku:
reprezentativni hodnota méfeni piedstavuje aritmeticky priimeér vSsech naméfenych hodnot
(stfedni hodnota veli€iny)

f:l(xl +x2 +... +xn)

S

(Cislujeme ted” méfeni od jednicky, nikoliv od nuly). Tento aritmeticky primér neurcuje
spravnou hodnotu veliiny. Lze vSak tvrdit, Ze s pravdépodobnosti 68,3% tato spravna
hodnota lezi v intervalu uréeném aritmetickym primérem a smeérodatnou odchylkou

pfislu$nou aritmetickému priméru

coz zapisujeme také takto

Smérodatnou odchylku aritmetického priméru pocitdime pomoci odchylek od aritmetického

prameéru jako

o =) s )+ ol 4]



Jen pro zajimavost uved'me, Ze pokud bychom chtéli psat vyraz pomoci odchylek od skutecné
hodnoty (to vSak z praktického hlediska nema smysl, skutecnou hodnotu nezname), mél by
vyraz tvar
1
o’ =—2[()c1 —x)2 +(x2 —)c)2 +... +(xn —x)z}
n
Vezmeme-li interval dany tzv. krajni chybou (trojnasobek smeérodatné odchylky), pak

skute¢na hodnota métené veliCiny se v tomto intervalu nachdzi s pravdépodobnostni 97%.

10.4 Jaky priamér?
Ptiklad 1. Student mél ze tfi matematickych pisemek v semestru tfi hodnoceni B a jedno
C. U dvou zavére¢nych pisemek mél A a D, u Gstni zkousky E. Jaka je jeho primérna

znamka, jestlize vSechny znamky maji stejnou vahu? Oznacime z; hodnoty, n; jejich Cetnosti

a w, vahy. Obecny vztah pro vazeny primér je

Mame tedy

=—=186...... C

<Z>_1,5[3+2EH+1E1]+2,5D]+3 o 13
3+1+1+1+1 7

Piiklad 2. Reste piedchozi piiklad za predpokladu, Ze zavére¢na pisemka ma dvakrat
vetsi vahu nez pribézna a ustni zkouska ma dvakrat vétsi vahu ne. zavérecna pisemka:
<z>= L5B0+200+102 +2,502 +3 014 _ 25,5 _
3d+10+12+12+14 12

Ptiklad 3. Automobil jel z A do B prvni usek rychlosti 130 km/h a stejnou dobu druhy
usek primérnou rychlosti 70 km/h. Jaka byla jeho primérnd rychlost na celé trase? Je
odpovéd dédna aritmetickym primérem obou hodnot? Je to véc definice. Primérnd je
definovéna jako podil celkové drahy a celkové doby jizdy. Drahu ale nezndme. Vime vsak, ze

oba useky trvaly stejné Casu. V takovém piipadé by bylo



<v>_S1+Sz =vlt+v2t V" +v,

= =100km/h
t +t, 2t

Takze piece jen aritmeticky primér? Zkusme tlohu obménit.
Ptiklad 4. Automobil jel z A do B prvni tGsek rychlosti 130 km/h a druhy usek
rychlosti 70 km/h. Oba useky byly stejné dlouhé. Jaka byla nyni primérna rychlost?
+
<v>:s1 S, _ 25 _ 2 _2wv ~91km/h
hEt, S .S 1+1 v, +v,
Vi o oMW"

Jedna se o tzv. harmonicky primér.
Ptiklad 5. ,,Primérny* obdélnik je ctverec (urcete stranu cCtverce, ktery ma stejny
obsah jako obdélnik o stranach a a b), ,,primérny* elipsoid je koule (urcete polomér koule,

ktera ma stejny objem jako elipsoid o polooséch a , b, ¢):

s

V prvnim piipadé¢ méme pro stranu ¢tverce
P=ab=x" = x=.lab
a v druhém piipadé pro polomér koule
14 zgnabc :é e’ = x=3abc

V obou piipadech se jedna o tzv. geometricky primeér.

Pro obecny pocet n hodnot madme nasledujici vyrazy pro vypocet primeéru:

aritmeticky pramér
<x> — xl +x2 +... +xn
a
n
geometricky primér
<x>g =4/x x,...x,
harmonicky pramér
n
¥ )=
< h> 1 1
N T P R



Plati nerovnost
(x), 2(x), 2(x),
Pro n=2 je to hned vidét (napiSme nerovnosti pro druhé mocniny primeéri)

2
<x>z > <x>z H (-;%)_ X, X, ] %(—xl )Cz—)2 X, 6)61 )C?)z 0

2.2 2
(W2(f O xe 8 g g e

2 2 -
X, +2xx, +x;

4

10.5 Piechod od Bernoulliova ke Gaussovu rozdéleni
Bernoulliovo rozdéleni je
_ . _ n! j n=j .
= Pt o (1-9) , O0sgsl , j=0,1,...,n
n=J)!
Logaritmus pravdépodobnosti je
ln(pj) = ln(n!) —ln(j!) —ln([n —j] !) +j1n(q) +(n —j)ln(l —q)
Stejn¢ jako pii pfechodu k Poissonovu rozdéleni predpokladame n — oo, ale ted’ budeme
predpokladat, ze pocet zdarti a nezdarii se nebude piilis lisit, tj. také j a n—j jsou velka Cisla.
k
Zakladem pro vypocet bude piiblizné vyjadieni ln(k!)=ZIn(r) (logaritmus soucinu je
r=1
roven souctu logaritml soucinitelll) pro velké hodnoty k. ProtoZe logaritmus je monotéonné
rostouci funkce, miZzeme napsat nerovnost, kdy integral z logaritmu na intervalu jednotkové

délky je vétsi nez hodnota logaritmu ve spodni mezi a mensi nez hodnota logaritmu v horni

mezi

r+l

j In(£)de <In(r) < [ In(¢)dé

r—1 r

Sectenim pies » od »=1do r=k dostavame

jln(f) d& <kIn(k)—k <In(k!) <Tln(£)d{ =(k +1)In(k +) +*

0 1



nebot’ jln(x)dx=x1n(x)—x. Na obrazku vidime, pro¢ wuz pro relativné malé

N

s W 15 25

hodnoty mizeme sumaci ) In(j) nahradit integraci |In(x)dx — tedy diskretni proménnou
J

J spojitou proménnou x. Za hodnotu ln(k !) bychom mohli vzit priimér z obou krajnich hodnot

v nerovnosti, my vezmeme jest¢ o néco lepsi aproximaci, zvanou Stirlingova formule (jeji

odvozeni uz je vSak trochu komplikovang;jsi)

In(k!)= (k +%jln(k) ~k —%m(z 1)
Pro logaritmus pravdépodobnosti budeme ted mit
P(x)=In[ p(x)] =
~Lin(2n) +(n +%jln(n) -(x %j In(x) —(n - %jln(n =) +xin(g) {n =)in(l )
Maximum hustoty pravd&podobnosti bude u takové hodnoty x, pro kterou je derivace funkce

p (x) (a tedy i jejiho logaritmu) rovna nule. Dostavame tak rovnici

dP(x) _, a(n-x) +l( I lj =0

dx (l—q)x 2 X

n—x X

Pro druhou derivaci mame vztah

d’P(x)_ (1 1) 1] 1 1
P i 7t
X n-x x (n—x) X

Prvni derivace je rovna nula pro hodnotu x, ktera je pfiblizné (pro g=1/2 ptesné) rovna

sttedni hodnoté x = <x> =ngq. Ve stejném priblizeni mame



5

P(<x>) = —%ln(2 7T02) , —dZP(<x>) —_

1
dx’ o’
kde o je smérodatnad odchylka o’ =nq(1—q). Vezmeme-li ted’ prvni Cleny Taylorova

rozvoje P(x) kolem x:<x> , dostdvame

P(x)= 5 n(270*) - (x~(x))

a po odlogaritmovani dostavame skutecné¢ Gaussovo rozdéleni se stfedem v x =<x>

p(x)= \/%T UeXp(-—(x;S?) J

Na obrézcich je porovnano binomické rozdéleni s normélnim rozdélenim pro n=25 (vlevo) a

n=50 (vpravo).
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