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Uvod

Tato skripta jsou vytvarena jako podpora prednasek i cviceni do predmétt Zaklady mate-
matiky (MA-0001 ... podzimni semestr) a Algebra 1 (MA-0003 ... jarni semestr) na PdF
MU Brno.

Témata kapitol s ¢isly 13 a vice se tykaji navazujiciho predmétu Algebra 1 ve 2. se-
mestru (tento text je vlastné pfepracovavanou nahradou textu [6] ze seznamu literatury)
— klicova prace na tomto textu bude provedena béhem akademického roku 2017-18, kdy
oba predméty v novych osnovach bézi poprvé. V posledni kapitole jsou uvedeny vysledky
k nékterym prikladtim z celého dvousemestrového textu.

Konec matematickych dikazt, pokud jsou uvedeny, je oznacen symbolem O. Konce
nékterych prikladi, pokud je rozumné je v textu odlisit od nasledujicich tvah, jsou zakon-
¢eny znakem *.

Bretislav Fajmon, Brno 2017



4 1 PODSTATA MATEMATIKY

1 Podstata matematiky

1.1 Warm-up: Co je zakladem matematiky?

a) Co je podstatou matematiky? To je otazka pro studenty'. Piemyslejte nejprve kazdy
sdm o dvou az tfech vécech (5 min), a pak je feknéte svému sousedovi.
b) Cim Vés matematika zaujala?? Opét piemyslejte o jedné az dvou vécech, pro¢ jste si
vybrali matematiku jako jeden z predmétii, kterym se vénujete.

Na ptedchozi otazku (a) je mozné reagovat fadou odpovédi. Moznou dvojici odpovédi
je 1) ¢islo ... je podstatou pocitani (aritmetiky = prace s ¢isly, Fecky arithmos = ¢islo); 2)
tvar ¢i obrazec ... je podstatou geometrie = zeméméric¢stvi, pramatky geometrické teorie
i praxe.

Toto hrubé deleni matematiky na dvé oblasti pretrvava i do dneska:

ad 1) misto aritmetiky bychom mozna obecnéji fekli diskrétni matematika (= matema-
tika oddélenych objekti a struktur, zejména ¢isel a rovnic, ale i kone¢nych mnozin,
operaci s¢itani, od¢itani, umocnovani, apod.),

ad 2) a protipélem diskrétni matematiky je spojitd matematika, ktera studuje geomet-
rické obrazce, ale také realné funkce realné proménné (které jsou ¢asto spojité, aspori
ty elementéarni z nich).

Uvedené dva typy objektl ¢asto nelze oddélit (od nepaméti v geometrii §lo i o délky
objektt, tj. geometrie byla vzdy spojena s ¢isly), naopak v poslednich dvou stoletich se
staly revolu¢nimi ty obory matematiky, které spojuji diskrétni i spojitou matematiku
dohromady — takovou je napiiklad analytickd geometrie (pouzivé rovnice k popisu rovin,
ptimek, ploch, tj. geometrickych objektti) nebo matematicka analjza (popisuje kiivky a
plochy v prostoru pomoci redlnych funkci a dale s nimi pracuje).

Presto existuji i dalsi odpovédi na otazku, co je zakladem ¢i podstatou matematiky, a
na nékteré se podivame pravé béhem tohoto kursu.

1.2 Prednaska

Zaméfmé se nyni na néasledujici odpovéd: podstatou matematiky je presné a logické
odvozovani.

Recké slovo mathéma = nauka (véda) ¢i poucka, platné & pravdivé tvrzeni — tj. ma-
tematika je védou zalozenou na presném vyjadiovani, védou o pravdach, jejichz platnost
byla prokazana. Zajimaji ji vyroky s pravdivostni hodnotou ,pravdivy“ — ty nazyva ma-
tematickymi vétami (teorémami)?

Definice 01: Vyrok je pisemné zaznamenatelné tvrzeni, kterému lze v danych sou-
vislostech jednoznacné priradit pravdivostni hodnotu — vyroky jsou tedy takova tvrzeni,
kterd lze oznacit bud za pravdiva (= s pravdivostni hodnotou 1), nebo za nepravdiva (=
s pravdivostni hodnotou 0).

"'Warm-up je anglické slovo, které lze pielozit jako ,zahfivatko“ — jednd se o ¢innost na za¢atku hodiny,
kterd mé ptichozi zapojit do hodiny ¢i do tématu.

2Tuto otazku pienechavam kolegfim do piedmétu MA 0002.

3Slovo thedéré (= vidim, zfim) je téZ z Fedtiny, tj. teoréma = néco, co se nahlédlo a ptijalo jako pravda
... ovSem nikoli subjektivni pravda, ale objektivni, kterd nezavisi na nahliziteli.
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Skladanim vyroki ve slozit€jsi tvrzeni pomoci logickych spojek dostaneme vyrokovou formu

(\definice 02), respektive vyrokova forma je i jen schematické znazornéni slozeného vyroku,
ve kterém vystupuji symboly jednodussich vyrokt a logické spojky.

Definice 03: Logické spojky jsou symboly, jejichz uzitim spojujeme dil¢i vyroky ve
slozeny vyrok (respektive symboly oznacujici dil¢i vyroky spojujeme ve vyrokovou formu).

Podstatou presného ¢i spravného vyjadfovani
jsou tfi zakony, na kterych stoji nejen matematika, ale i filosofie:

e Zakon o vylouéeném sporu: NemiuZe soucasné platit vyrok i jeho negace®.
Jinymi slovy, pokud pii logickém usuzovani dospéjeme k tomu, ze plati soucasné
vyrok i jeho negace, fikdme, Ze nastal spor = kontradikce (protifeceni, protimluv), a
to znamena, ze neéktery z predpokladi naseho usuzovani ma nespravnou pravdivostni
hodnotu.

e Zakon vylouceni tfetiho (= princip pravdivostni dvouhodnotovosti): Bud’
plati vyrok, nebo jeho negace, ale je vyloucena tfeti moznost. Znate néjakou
situaci, kde nastanou vice nez uvedené dvé moznosti? V zivoté nékdy mame vice nez
dveé TesSeni, jak se zachovat, a pri vybéru jedné varianty jednani tim padem vsSechny
ostatni vylu¢ujeme — ovsem tento vybér z vice nez dvou moznosti je néco jiného nez
fakt, Ze pfi popisu reality pouzivame dvouhodnotovou logiku pravda/nepravda; pro
kazdou z vice nez dvou moznosti se totiz rozhodujeme ,dvouhodnotové“: bud si ji
zvolime, nebo ne.

e Zikon negace negace: Negaci negace dostavame zase ptivodni vyrok®.
IBEREEN Vsechny tii zakony presného vyjadfovani plati u nasledujicich dvou vyrokii:

vyrok A : 2 4+ 2 = 4; jeho negace je ~A: 2 + 2 # 4. Negaci negace dostaneme zase
puvodni vyrok A. TaktéZ nemuZe platit soucasné A i —A. A plati bud A, nebo —A
a je vyloucena treti moznost.

vyrok B : Berlin lezi v Evropé; jeho negace —B: Berlin nelezi v Evropé. Negaci negace
dostaneme zase piivodni vyrok B. Taktéz nemtize platit soucasné B i —B. Plati bud
B, nebo =B a je vyloucena tfeti moznost. x

V dalsim budeme pod vjyroky a matematickymi tvrzenimi vzdy rozumét ta, ktera
splnuji uvedené tii zakonitosti.

Pokud A, B° jsou vyroky, pak

4Negaci vyroku definujeme jako vyrok s opa¢nou pravdivostni hodnotou, nez byl pivodni vyrok.

5Respektive: Negaci negace dostaneme vyrok ekvivalentni ptivodnimu vyroku. Nebo jesté jinak — pt-
vodni vyrok je negaci negace sebe sama.

6Protoze za A, B obecné mohou byt dosazeny rtizné vyroky, presnéjsi je nazjvat symboly A, B jako
vygrokové proménné (Thiele, str. 29). Déale ze stejného diivodu sloZeny vyrok = vyraz obsahujici logické
spojky a pismena, za ktera lze dosazovat libovolné vyroky, se nazyva vyrokovd forma. Tj. vyrokova forma
je schematické znazornéni jistého logického pravidla, do kterého mizZeme za jednotlivd pismena dosazo-
vat razné dil¢i vyroky. Zkoumat pravdivost vyrokovych forem tedy znamena zkoumat pravidla logického
usuzovani.
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virok —A nazveme negaci’ (_) vyroku A, jestlize pro dil¢i pravdivostni
hodnoty vyroku A plati tabulka jeho negace ... DOPSAT

virok A A B nazveme ([definice 07) konjunkei (spojenim) vyroki A, B, jestlize pro
dil¢éi pravdivostni hodnoty vyrokia A, B plati tabulka pravdivostnich hodnot jejich
konjunkce ... DOPSAT

virok AV B nazveme (|definice 08)) disjunkei vyrokit A, B, jestlize pro diléi prav-
divostni hodnoty vyrokt A, B plati tabulka pravdivostnich hodnot jejich disjunkce
... DOPSAT

virok A = B nazveme ([definice 09') implikaci utvofenou z vyrokt A, B, jestlize
pro dil¢i pravdivostni hodnoty vyroki A, B plati tabulka pravdivostnich hodnot z
nich vytvorené implikace ... DOPSAT

V piipadé platnosti implikace A = B se vyrok A (\definice 04) nazjva
dostatecnd podminka pro platnost vyroku B (protoze platnost vyroku A do-
stacuje, postacuje, aby bylo zaruceno, Ze plati vyrok B) a vyrok B se nazyva
(\definice 05]) nutna podminka, kteréd nutné vyplyva z platnosti vyroku A (pokud
plati A, z toho nutné plyne, ze plati i B).

virok A < B nazveme ([definice 10]) ekvivalenci utvofenou z vyroki A, B, jestlize
pro dil¢i pravdivostni hodnoty vyrokt A, B je tabulka ekvivalence ... DOPSAT

Budeme postupné (opakovat a) ucit se fadé

symboli stru¢ného matematického zapisu — vystizné a presné se vyjadiovat je jednim z
cili matematiky ,na trovni B2“, pokud bychom si vypiijcili na popis vysokoskolské iirovné
matematiky oznaceni zazité z evropského referen¢niho ramce vyuky cizich jazyk.

oznaceni 00: N = {1,2,3,...} ... mnoZina pfirozenych ¢isel; nékdy také Ny, =
{0,1,2,3,...} ... mnoZina pfirozenych ¢isel véetné nuly;

oznafeni 01 : 7 ={...,—2,—-1,0,1,2,3,...} ... mnozZina celych ¢isel;

oznaceni 02 : mnozina racionalnich ¢isel
m
Q:{— T m e Z, nEN}.
n

oznaceni 03 : [ ... mnozina iracionalnich ¢isel, tj. R = Q U I;
oznaceni 04 : R ... mnozina realnych ¢isel;

oznaceni 05 : C' ... mnozina komplexnich ¢isel;

oznaceni 06 : —A ... negace vyroku A;

oznaceni 07 : AN B ... konjunkce vyroka A, B;

oznaceni 08 : AV B ... disjunkce vyroku A, B;

7V nékterych uéebnicich je negace vyroku A oznacovana i symbolem A nebo A’.
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e oznaceni 09: A = B ... implikace utvorena z vyroki A, B — s vyznamem ,Kdyz
plati A, tak plati i B;

e oznaceni 10: A < B ... ekvivalence utvorena z vyroku A, B — s vyznamem , A plati
praveé tehdy, kdyz plati B“;

Typ dukazu cislo 1: Dukaz ekvivalence vyrokovych forem.

Sestavime tabulku vyslednych pravdivostnich hodnot obou vyrokovych
forem. Pokud na kazdém radku tabulky (jeden fadek = jedna kombi-
nace dil¢ich pravdivostnich hodnot) maji obé formy stejné pravdivostni
hodnoty, jsou ekvivalentni.

Zajimava pravidla logického usuzovani dostavame pii kombinaci nékolika logickych
spojek, jak je vidét ze dvou nésledujicich matematickych vét:

Vyrokova forma —(A A B) je ekvivalentni s vyrokovou formou (—A) V (=B).
Diikaz: pomoci tabulky pravdivostnich hodnot (dtikaz typu 1).0

- Zde ptiklad na negaci konjunkce.

- Vyrokova forma —(AV B) je ekvivalentni s vyrokovou formou (—A) A (-B).
Dikaz: provedeme pomoci tabulky pravdivostnich hodnot (dikaz typu 1).0

- Zde priklad na negaci disjunkce.

V ramci jednoho vyrazu se casto v matematickém
zapisu objevuji proménné hodnoty, oznacované zpravidla jako z, y, atd. Timto zptisobem
lze sméfovat k vytvoreni univerzalnich vyroki, které plati pro vice hodnot, napiiklad pro
vsSechna pfirozena cisla, apod.

Vyrokova funkce je vyraz, ktery sam neni vyrokem, protoze neni spe-
cifikovano, jaké hodnoty nabyva proménna z, takze nelze vyrazu pritfadit pravdivostni
hodnotu. Kvantifikace proménnych je proces, kterym vymezime, jakych
hodnot muZe nabyvat proménnd ve vyrokové funkci V(x). A koneéné kvantifikitor

m je ta cast vyroku, kterda vymezuje, jakych hodnot muze proménna ve
vyrokoveé funkci nabyvat.

BN Zde priklad na vyrokovou funkei a kvantifikator.

e oznaceni 11: V(z) ... vyrokova funkce s proménnou z;
e oznaceni 12:V ... pro kazdé, pro kazdou;

e oznaceni 13 : 3 ... existuje; 3! ... existuje pravé jedno, praveé jeden; A ... neexistuje,
neexistuji;

e oznaceni 14 : : (dvojtecka) ... tak, Ze; plati

e oznaceni 15: € ... patii do, je prvkem;
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e oznaceni 16 : N ... prinik mnozin;

e oznaceni 17: U ... sjednoceni mnozin;

1.3 Cvideni



2 Zakladni typy dukazti

2.1 Warm-up: Logické hadanky
Logické hadanky z knihy [3], viz pfiprava.

2.2 Prednaska
Typ dukazu cislo 2: Pfimy diakaz implikace A = B.

Pri prfimém dikazu implikace A = B vyjdeme z toho, Ze plati vyrok Aj;
na zakladé A a dfive dokazanych matematickych vét provedeme logicky
korektni tisudek U;; na zakladé A, U; a diive dokazanych vét provedeme
logicky korektni tisudek U,; atd. az po k krocich logicky korektné usou-
dime, Ze plati B, a to na zakladé platnosti A, Uy, ..., U,.

- Dokazte:

a,b € R = a*>+b*> 2ab.

Vyrokové formy A = B a =B = —A jsou ekvivalentni.
Dikaz: pomoci tabulky pravdivostnich hodnot dil¢ich vyroki.O

Na vété 03 je zalozen typ dikazu 03:

Typ dikazu cislo 3: NEpiimy dukaz implikace A = B.

Pri NEprfimém dukazu implikace A = B vlastné dokazujeme platnost
logicky s ni ekvivalentni formy —B = —A.

Definice 14: Forma —B = —A se nazyva obména implikace A = B.
Tj. neptimy dikaz implikace = ptimy ditikaz jeji obmény.
IBERRE Dokazte matematickou vétu:

3
xER:sinqucosx;éa

Vyrokové formy A < B a (A= B) A (B = A) jsou ekvivalentni.
Dikaz: pomoci tabulky pravdivostnich hodnot obou vyrokovych forem pro vsSechny
mozné kombinace pravdivostnich hodnot dil¢ich vyroka A, B. O

Na véte 04 je zalozen typ dikazu 04:

Typ dukazu cislo 4: dukaz ekvivalence A « B.

Pri dukazu ekvivalence A < B vlastné musime dokazat, Ze plati obé z
implikaci A = B a B = A.

Definice 15: Forma B = A se nazyva obraceni implikace A = B.5.

8Tedy pii ditkazu ekvivalence musime dokazat, ze soudasné plati piislusna implikace i jeji obraceni.
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- Jako ekvivalenci 1ze dokazovat naptiklad rovnost, ve které vystupuji mnoziny
a operace s mnozinami. Viz priprava.

2.3 Cviceni

O principu vylouceni tietiho (bud plati vyrok, nebo jeho negace, a je vyloucena tieti
moznost) uz byla fe¢. Nyni ve vété 5 uvedeme jeho ditkaz!!!

(princip vyloudeni tfetiho zapsany jako vyrokova forma) Pro kazdy vyrok
A plati
AV —A.

Diikaz: Pomoci tabulky pravdivostnich hodnot lze ukézat, ze dana vyrokova forma ma

vzdy pravdivostni hodnotu 1. O

V réamci cviceni lze dokazat ekvivalence nékterych vyrokovych forem, které nam
pomohou pii sestavovani negace implikace a negace ekvivalence — podrobnéjsi negace
téchto dvou vyrokovych forem totiz pravé vyuziva formy jim ekvivalentni.

- Forma A = B je ekvivalentni s formou (—A) V B.

Dtikaz: Dtikaz typu 1 provedeme pomoci tabulky logickych hodnot. O

_ Forma —(A = B) je ekvivalentni s formou A A (=B).

Dtikaz: Mohli bychom diikaz provést pomoci tabulky logickych pravdivostnich hodnot,
ale lze také uzit vétu 06 a vétu 02°: podle véty 06 je implikace ekvivalentni s formou
(- A)V B, takze negace implikace musi byt ekvivalentni s formou, kterou ziskame z (—A)V B
vyuzitim véty 02 (kterd ¥ika, Ze negaci disjunkce dil¢ich vyroki je konjunkee jejich dil¢ich
negaci):

~(A= B)" 2 ~(=AVB)" 2 An-B. O

Uvazujme implikaci ,,Kdyz bude prset, vezmu si destnik.“
Jejil negace je: Bude prset a nevezmu si destnik.

- Forma —(A < B) je ekvivalentni s formou
(AN=B)V (BA-A).

Diikaz: Mohli bychom provést pomoci tabulky pravdivostnich hodnot, ale misto toho
provedeme jen piimy ditkaz ipravy vyrazu na zakladé vét 01, 04 a 06-disledek:

(Ae B) "2 S(A= BIAB = A)) "L ~(A = B\V—(B = A) "B (- B)v(BA-A).

Uvazujme ekvivalenci ,,Cislo n je délitelné Sesti tehdy a
jen tehdy, kdyz je délitelné dvéma i tfemi.“ Negace tohoto vyroku (mimochodem neprav-
divé, protoZe pivodni vyrok je pravdivy) je podle véty 07 celd dlouhd véta:

9Vlastné se jedna o ptimy diikaz (typ 2) pomoci tpravy vyrazu na zdkladé vét 02 a 06.
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(Cislo n je délitelné Sesti a soucasné neni délitelné dvéma i t¥emi) nebo (&islo
n je délitelné dvéma i tfemi a soucasné neni délitelné Sesti).



3 DUKAZ SPOREM, DUKAZ INDUKCI, DUKAZ EXISTENCE NEBO
12 PROTIPRIKLAD

3 Dukaz sporem, dukaz indukci, dikaz existence
nebo protipriklad

3.1 Warm-up: Axiomy aritmetiky

Definice 16: (matematickd) definice je pfesné vymezeni pojmu, z néhoz je patrno, které
objekty toto vymezeni spliuji a které ne (napt. bod, tsecka, ptimka, kruznice, thel, rov-
nobézka ... to vSe jsou pojmy, které musime jednoznac¢né definovat v tzv. Euklidovské
geometrii).

Definice 17: (matematicky) axiom je tvrzeni o vlastnostech pojmii ¢ o vztazich mezi
pojmy, které se nedokazuje, nybrz véeobecné piijiméa jako pravdivé (napf. axiomy Eukli-
dovské geometrie).

Definice 18: (matematickd) véta je tvrzeni o vlastnostech pojmt ¢ vztazich mezi

pojmy, které musime dokézat pomoci axiomt, definic a vét dokdzanych jiz diive!°.

- Na zakladé stru¢ného seznameni s axiomy Euklidovské geometrie zkuste po-
dobné sestavit nékolik (cca 5) axiomu pocitani s ¢isly (tzv. axiomy aritmetiky, protoze
fecky arithmos = ¢islo). Zadani a feedback viz prfiprava.

3.2 Prednaska
Na zakladé véty 05 1ze provadét dikazy nasledujiciho typu:

Typ dukazu ¢islo 5: Dukaz sporem.

Predpokladame platnost negace daného tvrzeni a logicky spravné z této
negace odvozujeme dalsi asudky, dokud nedojdeme k nesmyslu, ktery ne-
plati. ProtoZe jsme pracovali logicky naprosto spravné, tak kofen rozporu
je ve startovacim predpokladu — nyni vime, Ze predpoklad —A neplati, a
tedy plati vyrok A.

- Dokazte, zZe log, 3 neni racionalni ¢islo.

Dtikaz: budeme predpoklddat negaci zadaného vyroku, tj. ze log, 3 je raciondlni ¢islo,
tj. 1ze tuto hodnotu vyjadrit zlomkem:

10g2 3 - @
n

prom € Z an € N. Zbytek dikazu — viz ptiprava.

ONapt.: stied kruznice trojtihelniku vepsané lezi na priseéiku os jeho thli ... platnost tohoto tvrzeni
plyne ze vztahu mezi definici kruznice (= mnozina bodu, které maji stejnou vzdalenost od svého st¥edu)
a definici osy thlu (= mnozina bodt, které maji stejnou vzdalenost od ramen thlu). Z téchto dvou definic
plyne, Ze osy uhli trojuhelnika se protinaji v jednom bodé, a navic v tomto bodé musi lezet i stied
hledané kruznice. Podrobnéji dokazovat nebudeme, dana skutecnost slouzi jen jako priklad matematické
véty, kterd nemusi byt kazdému zcela zfejma a jejiz platnost je dobré podrobnéji zduvodnit na zakladé
definic a axiomt.
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Typ dukazu ¢islo 6: Diukaz matematickou indukci.

Pii matematické indukci dokazujeme tzv. univerzalni vyrok, ktery plati
vétSinou pro vSechna prirozena ¢isla, ktera jsou vétsi nebo rovna pfiro-
zenému Cislu ng, tj. vyroky typu

Vn > ng: V(n).
Platnost tohoto univerzalniho vyroku dokazujeme ve dvou krocich:
a) Dokéazeme platnost vyroku V(ny).
b) DokaZeme platnost implikace V(n) = V(n + 1).

Pokud plati obé tyto véci, ,,dosdhne“ platnost /(n) na jakékoli pfirozené
¢islo n.
'Deéfinice 19:] Indukéni predpoklad se nazyvé predpoklad V (n) v implikaci

V(n)=V(n+1)

v podmince (b), kterou dokazujeme pf#i indukei.

ad a) jednicka je nejmensi pfirozené ¢islo;

ad b) kazdé dalsi pfirozené ¢islo rizné od jednicky ziskdme zvySenim predchoziho pfiro-
zeného c¢isla o jednicku.

Oznaceni 18: | ... déli beze zbytku
IBERRE Dokaite, 7e
Vne N: 9|(n*+ (n+1)°*+ (n+2)°)

Typ dukazu ¢islo 7: Dukaz existence (typ 7A) nebo protiptiklad (typ 7B)

7A: Dukaz existence uvedenim prikladu ¢i konstrukei ... Uvedeme du-
kaz toho, Ze jista struktura existuje, prosté tak, Ze ji sestrojime
(popisSeme jeji konstrukci).

7B: Vyvraceni univerzalni platnosti pomoci protiprikladu ... tvrzeni, ze
néco existuje ¢i plati v kazdém pripadé (nap¥. pro vSechna prirozena
¢isla) jednodusSe vyvratime tim, Ze sestavime aspon jeden protipfi-
klad, kdy dana skutecnost neplati (napf. najdeme jedno piirozené
¢islo, které zadanou vlastnost nesplnuje).

Oba typy dtkazu oznaceny cislem 7 maji spolecné to, ze jakmile sestavime ptiklad
¢i protipriklad splnujici zadané predpoklady, dikaz je hotov. Ad 7B: dikaz typu 7B je
zalozen na skutecnosti, ze negaci vyroku

Vee M: V(x)
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je vyrok
dxg € M : neplati V(zo).
- Vyvratte nasledujici tvrzeni pomoci protipiikladu: Kazdé piirozené ¢islo n >
1 lze ,zaplatit® sumou pouze dvoukorunovych a pétikorunovych minci predanych v jisté
obalce nebo kontejneru.

3.3 Cviceni
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4 Mnoziny a Vennovy diagramy

4.1 Warm-up: Provérka (a)

Jako dostateény warm-up studentii ve 4. tydnu semestru poslouzi provérka (a) znalosti na
negaci vyrokt, diikazy typu 1 (o evivalenci vyrokovych forem), zdkladni matematické vy-
jadfovani pomoci zkraceného zapisu ... provérka teoretickych informaci prvnich t¥i tydnt
semestru.

4.2 Prednaska

Po tématu logiky se nyni budeme kratce zabyvat druhym zakladnim pilifem matematiky,
a to je pojem mnoZiny a operace sjednoceni (U) a priniku (N). To jsou pojmy ¢tenafi
znamé ze stfedni skoly, nyni jen zopakujme a mirné rozsitfme celou problematiku.
Mnozinou M ([defimice 20') rozumime soubor prvki, o kterych lze jednoznainé roz-
hodnout, zda do néj patii nebo nepatfi.
Prvky mnoziny budeme vypisovat do slozenych zavorek:

e oznaceni 19 : Levd zavorka { a prava zavorka } oznac¢uji mnozinu.

Napiiklad N = {1,2,3,...} oznacuje mnozinu pfirozenych ¢isel, ¢isla 1, 2, 3 jsou prvky
mnoziny V.

Mnoziny lze zadavat bud vyc¢tem prvku jako v pied-
chozim prikladé, nebo charakteristickou vlastnosti, jez splnuji jeji prvky.

- Zadani mnoziny charakteristickou vlastnosti:
A={x€eR:0<z<2}

(¢teme: A je mnozina vsech redlnych ¢isel = takovych, ze 0 < x < 2)'! — charakteristicka
vlastnost mnoziny nasleduje v tomto zapisu za dvojteckou. x

Oznaceni operaci priniku a sjednoceni ¢tenaf zna — v nasledujici definici pfipomeneme
definici disjunktnich mnozin, univerzalni mnoziny a dopliiku mnoziny:

Mnoziny A, B se nazyvaji disjunktni (_), kdyz jejich prinikem je prazdna
mnozina (AN B = 0).

Univerzélni mnozina'? ([definice 22a) je takové mnozina, kterd obsahuje vsechny
prvky, které ma smysl uvazovat. Doplitkem mnoziny A vzhledem k univerzalni mnoziné

(\definice 22b)) jsou ty prvky univerzalni mnoziny, které nelezi v mnoziné A.

- Pokud U ={...,—2,-1,0,1,2,3,...} je univerzalni mnoZina a
A={..,-2,-1-0,1,2},
tak doplitkem mnoziny A vzhledem k univerzalni mnoziné U je mnozina
A=1{3,4,5..}.

Oznaceni, ktera ¢tenar musi zvladnout, jsou tedy tato:

HVsimnéte si, ze dvojtecku nyni ¢teme ,takovych, Ze“ nebo ,tak, ze“.
12Cesky: vieobecn4, vieobsahujici.



16 4 MNOZINY A VENNOVY DIAGRAMY

e oznaceni 20 : A ... doplnék mnoZiny A (vzhledem k univerzalni mnozing U);

[4

oznaceni 21 : ,:=“ ... defini¢ni, pfirazovaci rovnitko, které znamena ,se definuje
jako ...“; napiiklad lze definovat doplnék mnoziny A takto:

A={zeU:z¢ A}

(¢teme: doplnék mmnoziny A se definuje jako mnozina (¢i oznacuje mnozinu) téch
prvkil x z mnoziny U, které nepatii do A)

e oznaceni 22 : () ... prazdnd mnozina;

e oznaceni 23 : C ... je podmnozinou;

oznaceni 24 : C ... je vlastni podmnozinou, tj. je podmnozinou, ale nerovna se dané
mnoziné; v matematickych symbolech A C B tehdy, kdyz

ACB AN A#B.

(oznaceni 25 ) rozdil mnozin A a B budeme oznacovat seSikmenym znaménkem
minus, aby bylo patrno, Ze se jedna o jinou operaci nez odc¢itani realnych cisel:

A\ B:={zx € A:z ¢ B},
Vennovy diagramy ((definice 23) jsou diagramy, které schematicky reprezentuji mno-

ziny pomoci Casti roviny — Cast roviny oznacenad jako M reprezentuje vSechny prvky
mnoziny M.

Typ dukazu cislo 8: Rovnost mnozin Vennovymi diagramy.

Rovnost, ve které na obou stranach vystupuji mnoZiny a operace mezi
nimi, lze dokazat pomoci Vennovych diagramu — sestavime Vennuv dia-
gram pro kazdou stranu rovnosti a vysrafujeme v ném c¢asti odpovidajici
vysledkim danych operaci; pokud pak v obou Vennovych diagramech
jsou vysrafovany stejné casti roviny, tvrzeni o rovnosti je tim dokazano.

Pro libovolné tii mnoziny plati tzv. asociativni zakony vzhledem k operacim
pruniku a sjednoceni:

a) (AUB)UC =AU (BUC), b) (AnB)NC=AnNn(BNC)

Diikaz (typ 8) provedeme nakreslenim Vennovych diagramt a vysrafovanim vysledki
operace pro obé strany danych rovnosti. O

Dale plati velmi zajimavé rovnosti mnozin, které souvisi také s operaci doplnku
mnoziny vzhledem k univerzalni mnoziné (viz definice 22):

- De Morganovo pravidlo (a): Pro kazdé dvé mnoZiny A, B, které jsou pod-

mnozinou univerzalni mnoziny U, plati:

ANB=AUB.
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Diikaz lze provést pomoci Vennovych diagrami. O

- De Morganovo pravidlo (b): Pro kazdé dvé mnoziny A, B, které jsou pod-

mnozinou univerzalni mnoziny U, plati:

AUB=ANB.
Diikaz lze provést pomoci Vennovych diagrami. O

A jesté posledni definice dnes, budeme potiebovat pojem kartézského soucinu:
(\definice 24 ) Kartézsky souc¢in mnozin A, B je mnozina vSech uspotadanych dvojic [a, b],
kde a € A a soucasné b € B. Specialné pokud A = B, kartézsky souc¢in A x A nazveme
kartézskou mocninou neboli kartézskym ctvercem.

e (oznaceni 26 ) kartézsky sou¢in mnozin A a B budeme oznacovat jako A x B, tj.

Ax B:={[a;b]:a € ANb€E B}.
IR Zde priklad na pojem kartézského soucinu.

4.3 Cviceni
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5 Ciselné obory, délitelnost celych ¢&isel

5.1 Warm-up: Feedback z pisemky, ¢iselné obory
a) Feedback z pisemky; b) ve dvojicich:

1. Proc¢ existuje N7

2. Proc¢ existuje Z, nestacilo by N?
3. Proc¢ existuje (), nestacilo by 27
4. Proc¢ existuje R, nestacilo by Q7

5. Proc¢ existuje C, nestacilo by R?

5.2 Prednaska

Po logice a mnozinéach je tieti odpovédi na otdzku ohledné podstaty matematiky — pou-
zivani ¢isel razného druhu. V tomto Gvodnim predmétu pouze zopakujeme zakladni
fakta o cislech realnych a komplexnich, protoze ptirozena cisla, celd ¢isla a zlomky zna
kazdy student prosly matirutou ze stfedni skoly.

Oznaceni danych c¢iselnych obortt N, Z, ), R, C' uz bylo zminéno v pfednasce prvni,
na tomto misté se chvili vénujme rozdil mezi mnozinami () a R — uvedeme nyni velmi
jednoduchy princip, ktery souvisi s dikazem typu 9, a pak pomoci tohoto principu
dokazeme vétu 11, kterd ukazuje na hlavni rozdil mezi raciondlnimi ¢isly (= ¢isly, ktera
lze vyjadriit ve tvaru zlomku) a iracionalnimi ¢isly (ktera nelze vyjadiit ve tvaru zlomku).

Typ dukazu ¢islo 9: Dirichletuv princip.

Pokud rozdélujeme n + 1 predméta do n prihradek, aspon v jedné pri-
hradce najdeme po rozdéleni aspon dva predméty.

X

Platnost Dirichletova principu'® je vidét ,pfirozené“ = celkem s ni kazdy souhlasi.
V tom nejhorsim pfipadé se mulze totiz stat, ze po rozdéleni n predmétt je v kazdé z
n prihradek jeden — ale ten posledni ,n plus prvni“ predmét, uz musime tedy pridat
do néjaké prihradky, kde néjaky jeden predmeét je ... tedy v aspon jedné prihradce
budou po rozdéleni aspon dva predméty. Samoziejmé se muze stat, ze pokud predméty
rozd€lujeme libovolné, nikoli rovnomérné, po rozdéleni budou dva nebo tii pfedméty v
péti prihradkach a fada dalSich piihradek bude prazdna — to je mozné. Nas ale jen zajima,
ze urcité existuje jedna prihradka (Suplik) obsahujici aspon dva predméty — tento fakt je
zarucen tim, ze predméti je vice nez prihradek.

Tento velmi jednoduchy typ dikazu lze kupodivu pouzit pii ditkazu celkem dtlezité
véty, ktera vystihuje rozdil mezi ¢islem racionalnim a cislem iracionalnim.

- Kazdé racionalni ¢islo mé desetinny rozvoj bud konec¢ny, nebo periodicky.

13Téz: prihradkovy princip, anglicky — pigeonhole principle.
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Diikaz: Uvazujme nejprve konkrétni zlomek % jako vyjadreni jednoho racionalniho ¢isla
a naleznéme jeho desetinny rozvoj, tj. vyjadieni ve tvaru s desetinnou carkou — vSechny
uvhy pak Ize vztahnout na obecné racionalni ¢islo .

Pti déleni 1 : 7 postupujeme nasledovneé:

e 1:7=0, zbytek 1, napiSeme desetinnou carku do vysledku a pripiSeme nulu;

e 10:7 =1, zbytek 3, ke zbytku pripiseme nulu;

e 30 :7 =4, zbytek 2, ke zbytku pfipiSeme nulu;

e 20:7 =2, zbytek 6, let us put down another zero to the remainder;

e 60 :7 =8, the remainder is 4, let us put down another zero to the remainder;

e 40 : 7 =5, the remainder is 5, let us put down another zero digit to the remainder;
e 50 :7 =7, the remainder is 1, let us put down another zero digit to the remainder;

e Od této chvile délime 10 : 7 = 1, zbytek 3 ... ale to uz tady jednou bylo, zbytky i
vysledky po déleni se zacinaji periodicky opakovat. Pro¢ tomu tak je?

Rozeberme si tuto situaci: Pti déleni sedmi se po urcité dobé délenec ,vycCerpa“ v tom
smyslu, ze neobsahuje zadné dalsi cifry a pridavame ke zbytku v nizsich fadech pouze
nuly'*. Jediny rozdil v délencich po ,vycerpani“ délence v tomto smyslu tedy piedstavuji
zbytky po déleni sedmi.

Vime, Ze zbytkd po déleni sedmi je sedm riznych — jsou to ¢isla (a soucasné cifry) 0, 1,
2,3, 4,5, 6. A nyni vyuzijeme Dirichlettv (pfihradkovy) princip: Sta¢i provést osm kroki
castecného déleni po ,vycCerpani® délence a protoze moznych zbytki po déleni sedmi je
pouze sedm, jeden zbytek se po danych osmi krocich zopakuje dvakrat — a po zopakovani
daného zbytku se uz periodicky opakuji vSsechny dalsi zbytky, takze desetinny rozvoj naseho
¢isla je nekonecny, ale periodicky.

Pfesnéji feceno, pokud néktery z dil¢ich zbytki je roven nule, v déleni uz nepokracu-
jeme a desetinny rozvoj takového zlomku je konecny. Tedy obecné lze fici, ze pii déleni
m : n po ,vyCerpani“ délence m (ktery ma konefné mnoho cifer, a tak se vycerpat
nékdy musi) stac¢i provést maximalné n + 1 krokid a dostaneme diléi zbytek nula (t;j.
desetinny rozvoj daného racionalniho ¢isla je kone¢ny, ukonceny), nebo se néktery z nenu-
lovych zbytkt zopakuje (a tedy desetinny rozvoj daného ¢isla je nekoneény periodicky). O

Ke komplexnim ¢islim!® nyni velmi stru¢né, snad podle materiélu [1], str. 15,16,18:

Dtivodem existence komplexnich ¢isel je snaha najit feseni naptiklad rovnice
°+1=0,

kterda ma zaporny diskriminant. Z Tohoto divodu se v matematice zavadi tzv.
(oznadeni 27 ) imagindrn{ jednotka i takova, ze i® = —1, a také (—i)?> = —1. Pak

14Nam se délenec v nasem piikladu déleni vyéerpal uz po prvnim kroku, protoze byl jednociferny.
5Detailngjsiho poéitani s komplexnimi &isly se dotkneme v pfedmétech Algebra 1 a Algebra 3.
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miiZzeme fici, Ze feSenim rovnice 22 + 1 = 0 jsou i a —i.

_ Kazdé komplexni ¢islo 2 lze vyjadrit v algebraickém tvaru z = a+ bz, kde
a a b jsou realna Cisla a ¢ je imaginarni jednotka.

Diky tomu, ze kazdé komplexni ¢islo je jednoznac¢né urceno uspotadanou dvojici real-
nych ¢isel [a, b], 1ze kazdé komplexni ¢islo znazornit v tzv. Gaussové roviné (_),
kde na vodorovnou osu vyneseme realné cislo a, na svislou osu realné ¢islo b a obraz
komplexniho ¢isla z = a + bi je pak na priisecikit kolmic k osdm prochazejicich body a a
b's,

Na zékladé modelu komplexnich ¢isel v Gaussové roviné lze definovat (definice 27a)
pro z # 0 tzv. argument komplexniho ¢isla z jako thel, ktery svira pruvodi¢ obrazu
tohoto ¢isla v Gaussové roving s kladnym smérem osy Re(z) (= vodorovné osy'’, na
kterou vynasime tzv. redlnou ¢ast a komplexniho &sla z = a + bi), a ((definice 270 )
absolutni hodnotu neboli velikost komplexniho ¢isla |z| jako vzdélenost jeho obrazu v
Gaussové roviné od pocatku (= jako délku tohoto priivodice), t;.

|z| = Va2 + b?

na zakladé pravotuhlého trojuhelniku, ktery je vytvofen tseky a, b na osach a bodem z
v Gaussové roviné. A konec¢né, pokud méame definovan trojtihelnik a thel, lze zavést tzv.
(Mdefinice 27¢)) goniometricky tvar komplexniho &sla z, jenz vyuzivé délky piepony |z| v
daném trojuhelniku a argumentu ¢ daného komplexniho cisla z:

z=|z|- (cosp +i-singp).

'Deéfinice 28:| Celé &islo a beze zbytku déli neboli je délitelem celého &sla b, kdyz
existuje celé Cislo ¢ tak, ze plati b = a - q. Pokud ¢islo ¢ s touto vlastnosti neexistuje,
fikdme, Ze a nedéli (neni délitelem ¢isla) b.

Studenti pozor, délitelnost znamou ze stfedni skoly jsme trochu rozsitili i na zaporné
délitele, a tim se pocet délitelt kazdého celého cisla zdvojnéasobil — kromé kladného
znaménka existuji i délitelé se stejnou absolutni hodnotou, jen se jedna o zaporna cisla.

Definice 29; Kazdé celé ¢islo b mé vidy nasledujici étyii delitele: 1, —1, b, —b ...
tito délitelé se nazyvaji nevlastni délitelé ¢isla b. Vsichni ostatni délitelé (pokud néjaci
existuji) se nazyvaji vlastni délitelé ¢isla b. S tim souvisi dalsi pojem — _ — celé
¢islo p se nazyva prvocislo, pokud méa pouze nevlastni délitele; pokud mé i vlastni délitele,
nazyva se slozené ¢islo.

16Diky geometrickému modelu komplexnich ¢isel lze celou analytickou geometrii v roviné popsat pomoci
komplexnich ¢isel, coz je dalsi zajimavé vyuziti kompexnich ¢isel, pouzivané napf. v elektrotechnice.
1"Podobné Im(z) oznacuje svislou osu, na kterou vynasime tzv. imaginarni ¢4st komplexniho &isla z.
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Pro libovina cel4 &sla a > 0, b > 0 existuje dvojice celych &sel ¢, r takovych!®, Ze
q > 0,dale 0 < r < a, a plati
b=a-q+r.

Diikaz tohoto tvrzeni je pfikladem ditkazu indukei (typu 6), proto jej provedeme?:

Dokazme indukci pro pevné a a meénici se b:

a)

=0 = 0=a-040, tj.gq=0, r=0
=2 = 2=a-0+2, tj.g=0, r=2

b=a = a=a-140, tj.g=1, r=0

b) Pokusme se nyni dokdzat obecny krok, tj. implikaci®
V() = V(b+1).
Predpokladejme, ze plati V(b), tj. existuji g, 7, tak, ze
b=a-qy,+rp.

Pak
b+l=a-q+mn+1

a mohou nastat dvé situace: bud r,+1 < a, a pak hledané ¢, 1, r,,1 existuji ve tvaru
Qb1 = Qv, Tos1 = 7p + 1; nebo (pfi druhé mozné situaci) r, + 1 = a, a pak

b+l=a-g+a=a-(g+1)

a hledané hodnoty jsou ¢p11 = ¢ + 1, 7541 = 0. Tedy plati i V(b + 1), nasli jsme
podil i zbytek pro déleni ¢isel (b+ 1) a a.

5.3 Cviceni

180znaceni prameni z anglického quotient = podil, remainder = zbytek.

9Tvrzeni se zd4 celkem ziejmé, ale musime provést bud existenéni diikaz (typ 7 ... ze dany podil a
zbytek sestrojime pro jakoukoli dvojici a, b ... viz [1], véta 4.2 na str. 23), nebo tvrzeni univerzalné dokazat
indukei pro nekone¢éné mnoho dvojic (typ 6 ... viz [15], str.13) — tuto druhou variantu si nyni projdeme.
Dikaz je zkracen diky napadu Jana Pokorného.

200znaceni: V (b) ... tvrzeni plati pro b.
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6 Binarni relace

6.1 Warm-up: kniha 05

a) kniha 05 — soutéz Matematicky klokan pro ZS, pozvani na seminaf v den této prednasky;
b) druhy warm-up bude proveden béhem prednasky, studenti dostanou zadany kol najit
relace jistého typu.

6.2 Prednaska

V této kapitole vyjdeme z definice kartézského soucinu (definice 24) a definujeme pojem
relace, ktery vychézi z latinsko-anglického relation = ptibuznost, vztah. V matematice je
téchto pribuznosti cela fada, a to mezi prvky riznych struktur. Relacemi jsou napriklad

* <, 2

e | (déli = je délitelem);
e C, 2

e a dalsi.

_ relace na mnoziné M je néjakd podmnozina kartézského soucinu M x M.
Prvky relace jsou tedy usporadané dvojice [z,y], ve kterych zélezi na poradi.

Hlavni rozdil mezi relacemi a operacemi: vysledkem operace * (za hvézdic¢ku si dosadte
napf. s¢itani, nasobeni, prinik, apod) mezi dvéma prvky a, b je obecné néjaky treti prvek
a * b, kdezto relace napt. < jen uvadi do vztahu dané dva prvky a, b, kdyZ a < b (odtud i
nazev, ktery vychazi z anglického relation = vztah).

Relaci®! 1ze podle definice zadat jako mnoZinu uspoifadanych dvojic (ve kterych zalezi
na poradi prvkt), napiiklad

p = {[a’vb]’ [b’ CL], [b7 0]7 [b7 b]}:

ve shodé s ucebnim textem [16], str.17, budeme téz relaci vypisovat takovym stylem, Ze
oznaceni relace bude umisténo v zépise mezi danymi prvky (podobné jako < je napsano
mezi prvky a a b, tj. v nasem prikladu tataz relace bude zapsana i vztahy

apb, bpa, bpc, bpb.

Kazdou relaci na koneéné mnoziné muzeme téz reprezentovat grafem, kde prvek |[a, b]
znézornime Sipkou vychéazejici z a a smétujici do b, prvek [b, b] zndzornime smyckou z b do
b, atd.:

21Podle [1], str. 41-42, s tim rozdilem, Ze uspofadané dvojice budeme znazortiovat nikoli v kulatych
zévorkach, ale ve hranatych — kulaté zavorky si Setfime pro vypis soufadnic vektort v predmétu Algebra
2. Dale nékteré ucebnice uvadéji relace oznacené pismenem R, i kdyz to koliduje s oznaCenim mnoziny
realnych ¢isel. Je tfeba proto oznaceni R vénovat pozornost — ale snad ze souvislosti bude vzdy jasné, zda
se jednd o mnozinu realnych ¢isel nebo mnozinu usporadanych dvojic.
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LN S}
9

Obrazek 1: Grafova reprezentace relace p — priklad.

Dalsi zptisob, jak lze reprezentovat relaci p, je matice relace (pro tentyz piiklad):

a b c d
a 01 00
b 1110
c 0 0 0O
d 0 0 0O

(na priseciku prvniho fddku (= faddku prvku a) a druhého sloupce (= sloupce prvku
b) matice je hodnota 1, protoze usporadand dvojice [a,b] je prvkem relace p; déle na
pruseciku druhého fadku a druhého sloupce matice je 1, protoze smycka [b,b] je prvkem
relace p; na tfetim a ¢tvrtém Fadku matice jsou samé nuly, protoze c¢ ani d neni prvni
soufadnici zadné uspoiddané dvojice z p, atd. Ctyfem Sipkdm v grafové reprezentaci
odpovidaji ¢tyfi hodnoty 1 v matici relace.

BRI (vyucujici — studenti) V nésledujicich definicich Feknéte,
(i) jak lze danou vlastnost poznat z grafové reprezentace relace (a z reprezentace matici);
(ii) jak musime zménit vyse obrazkem zadanou relaci, aby splitovala danou vlastnost. 2

U pojmu relace budeme studovat urcité dalsi definované vlastnosti a rysy. Z historic-
kych divodt psani tohoto textu (a oznaceni na obréazcich diive skenovanych) bych rad
studenty pozadal, aby ptijali ¢islovani (11) az (20) téchto vlastnosti, i kdyZ jesté neznaji
vlastnosti oznacené (1) az (10) ... ty se dozvite az béhem 2.semestru®.

22pyiklady ¢islované ikonou tuzky maji své odpovédi v posledni kapitole tohoto textu — odekavé se
ovsem, 7e studenti vyvinou patficné usili o feSeni dfive, nez si zkontroluji feseni, popfipadé se nebudou
na FeSeni divat, pokud maji dany priklad fesit ve vjuce.

23D4le bych ¢tenare tohoto textu rad pozadal, aby si ¢isla vlastnosti (1) az (20) pokud mozno zapa-
matoval, protoze v dal$im se text bude na vlastnost odkazovat jejim ¢islem, nikoli vypisem vlastnosti —
svym zptsobem by to mélo pfispét k lepsi orientaci mezi riiznymi vlastnostmi a k lepSimu zapamatovani.
Jou to jedinéa cisla, kterd si mate pamatovat — zadna dalsi ¢isla vét, definic, typt dikazu nejsou dulezité.
Vlastnosti (1) az (20) budou podbarvena zelené, podobné jako definice — jedn4 se o definice — ale nebudeme
je do ¢islovani definic zahrnovat.
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Relace p na mnoziné M se nazyva

reflexivni, kdyz Vo € M : zpx (vlastnost -),
antireflexivni, kdyz Vo € M : —(zpz); (vlastnost -)7
symetrickd, kdyz Vx,y € M : zpy = ypx; (vlastnost -),
antisymetrickd, kdyz Va,y € M : (zpy Aypr = x =y); (vlastnost -)7
tranzitivni, kdyz Vz,y, 2 € M : xpy A ypz = xpz; (vlastnost -),
uplné, kdyz Vo,y € M : xpy V ypz; (vlastnost -),

7 definice tplné relace je vidét, ze tplna relace je automa-
ticky reflexivni (tj. pro z = y plyne, Ze zpx. Nékdy se tplné relace definuje na zakladé
podminky, ktera plati jen pro navzajem riizné prvky, tj. zhruba jako

Ve,ye M :x #y= xpyVypr;

my se ovsem budeme drzet té definice uplné relace, ktera zahrnuje i reflexivitu. Tato
rozdilnost v definici zpravidla nehraje roli, protoze vétsina relaci, které jsou zajimavé pro
nase studium a pouzivané v praxi, jsou uplné a soucasné reflexivni.

_ (v trojicich, jen studenti) Vezméte si stranku A4 a rozdélte na osm
casti. V kazdé casti nakreslete pét bodt znazornujicich pétiprvkovou mnozinu, oznacte
je a,b,c,d,e. Do mnoziny Sipkami znazornéte relaci, ktera

1. je reflexivni,

2. je antireflexivni,

3. neni ani reflexivni, ani antireflexivni,

4. je symetricka,

5. je antisymetricka,

6. neni ani symetricka, ani antisymetricka,

7. je tranzitivni,
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8. neni tranzitivni.

BRI (v trojicich, jen studenti) Jaké vlastnosti spliiuje relace | (déli, je délitelem)
na mnoziné(Z, -)? Relaci | definujeme normalné, jak bychom u délitelnosti ¢ekali:

Veye Z: zlye (IpeZ:y=x-p)

IBEREIOM (vyucujici — studenti) Jen dvé otdzky, nez pokroéime k vaznéjsim prikla-
dim:

e Mize byt néktera relace symetrickd a antisymetricka soucasné? *

A nyni uz zajimavéjsi priklady:

_ (v trojicich, jen studenti) U nésledujicich ptikladi rozhodnéte, jaké vlast-
nosti splnuji zadané relace:
a) Relace < na mnoziné N = {1,2,3,...};
b) relace || (byt rovnobé&zny) na mnoziné piimek v roving;

c) Relace je zaddna grafovou reprezentaci? na obrazku 2:

Obrazek 2:

d) Zadéani opét grafem?, obrazek 3:

_ Inverzni relace p~! k relaci p je takova relace, ktera obsahuje pravé ty
uspotfadané dvojice, které byly utvoieny z prvki relace p prehozenim potadi prvki®®.

Tedy plati
pt={lyal e M x M : [z,y] € p}.

24[16], str.20, obr. 2a

25[16], str.20, obr. 2b.

26 Jeste lze také definovat skladani relaci, napi. [1], str. 42, ale vzhledem k tomu, Ze pii operaci skldd4n{
relaci zapisujeme obvykle prvky v opacném poradi nez sklddani zobrazeni, neni nutné studenty timto
pojmem mast — bude rozumné znak o pouzivat jen pro jeden typ operace, a sice skladani zobrazeni v
kapitole o zobrazeni. Pojem skladani relaci navrhuji neprocvicovat.



26

6 BINARNI RELACE

- inverzni relace ..

()
G / )

Obrazek 3:

. pf. z definice relace v pfednaskce (v inverzni relaci se

vSechny Sipky grafové reprezentace oto¢i opa¢nym smérem, v maticové reprezentaci se
matice transponuje podle hlavni diagonaly, tj. fadky maticové reprezentace relace p se

6.3 Cviceni

Jadrem by mohly byt priklady B1 (tento pfiklad obsahuje inverzni relaci), B2, B6, BS,
B9, B10, B11 na stranach 48-49 sbirky [14].

napisi do sloupcti maticové reprezentace relace p~1).

vétu o poctu vSech relaci na n—prvkové mnoziné.

Dalsi priklad: nakreslete vSechny relace (v grafové reprezentaci) na a) jednoprvkové
moziné, b) na dvouprvkové mnoziné, ¢) na t¥iprvkové mnozing; d) pokuste se vyslovit
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7 Usporadané mnoziny

7.1 Warm-up: uéebnice matematiky pro 6.-9. t¥idy ZS

Ctyfi série uéebnic. Info o prvni knize prvni série (Herman, Chrapavé, Jancovicovd, Simsa).

7.2 Prednaska

_ (ve trojicich, jen studenti) Jaké vlastnosti spliiuje relace na obrazku® ¢islo
47

°
(3]

(e )

|

© '
(2
Obrazek 4:

Relace podobného typu, jako je ta na obrazku, jsou v matematice natolik dilezité, ze
maji své jméno a budeme se jim vénovat témér dva tydny nasi exkurze po zakladnich
pojmech matematiky.

_ Bindrni relace na mnoziné P, kterd je reflexivni (11), antisymetricka
(anti-12) a tranzitivni (13), se nazyva usporadani. Mnozina P, na které je definovana
relace uspofadani, se nazyva ¢asteéné usporddand mnoZina — v textu [16]?® je oznacovana
ponékud nezvyklym terminem poset (z anglického Partially Ordered SET).

Ikdyz relace usporadani je blizka relaci < (respektive < je ¢tenafi znamym piikladem
uspotradani), budeme ji oznacovat (v souladu s textem [16]) obecnéjsim symbolem <,
ktery zarucuje, ze se ne vzdy bude jednat o relaci zcela totoznou s klasickou relaci < na
mnoziné celych ¢i redlnych ¢isel. Obecnou uspofadanou mnozinu budeme tedy zapisovat
zapisem (P, <).

27]16], str.24.

283tr.23, definice 1.6.

29Je to skuteéné neobvykly termin pro &estinu, az extrémni — ale navrhuji jej autorovi, panu Kopkovi,
odpustit, urcité jej pouzil s dobrym zamérem, aby studenti a vyucujici nemuseli stale vypisovat dlouhy
termin ¢asteéné usporadana mnozina.
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_ Pro relaci uspotadani zavadime kromé grafové reprezentace prehlednéjsi
strukturu, a sice tzv. Hasseovy diagramy, ve kterych

1. reflexivitu (= smycky) nevyznacujeme, protoze ji automaticky predpokldadame u
vSech prvkt uspoiradané mnoziny;

2. Sipky odstranime tak, ze Hassetiv diagram jednoznac¢né orientujeme zdola nahoru, a
pak misto Sipek spojujeme prvky neorientovanou tseckou — jestlize prvek je spojen
s jinym prvkem vys v diagramu, tak je s nim v relaci;

3. hranami vyznacime jen bezprostifedné nasledujici prvky — ostatni Sipky vyplyvajici z
tranzitivity nevykreslujeme; pak pokud x <y, tak je mezi prvky x a y fetézec spoju
mezi bezprostfednimi pfedchidci a nasledovnikys;

4. antisymetrie bude z nékresii patrna téz — ta ovSem spociva spise v neexistenci obou-
strannych Sipek mezi riznymi prvky (a pravé diky neexistenci oboustrannych Sipek
mizeme orientaci Sipek z ¢asteéné usporadané mnoziny odstranit).

Pro ilustraci je na obrazku 5 nakreslen Hassetuv
diagram pro pétiprvkovou mnozinu P = {a,b,c,d, e} a relaci p na P definovanou vyc¢tem
uspotradanych dvojic:

p={la,a], [b,0],[c,d], [d, d][e, €], [a, d], [d, €] [a, €], [b, d], [d, €], [b, €] }.

Jd

Obrazek 5: Hassetiv diagram relace usporadani.

Prekreslete relaci uspofadani z tuvodniho
ptikladu této kapitoly (obr. 4) do Hasseova diagramu (zde neni provedeno).

BRI ((kol pro studenty) Nakreslete Hasseovy diagramy viech riizngch (aZ na
pieznadeni prvkil) t¥iprvkovych poset.

Oznaceni 28: Pokud (P, <) je poset, ozna¢me symbolem < relaci ostré usporadani
na mnoziné P, pokud < je antireflexivni (anti-11), antisymetricka (anti-12) a tranzitivni

30Jedno prvkovy poset je az na preznadeni jeden, dvouprvkové posety jsou dva.



7.2 PREDNASKA 29

(13) (ostré uspotradani je tedy usporadani zbavené reflexivity, nemize nastat x < x pro
zadny prvek x)3!;

Oznaceni 29: Symbolem < budeme oznacovat relaci bezprostfediho predchiudce v
mnoziné P, kdyz Vz,y € P:

r<y & (x<yAN Aa€P:x<a<y)

(jingmi slovy, mezi z, y uz nelze vlozit dalsi prvek a riizny od y). Rikdme, Ze prvek x
bezprostiedné piedchazi prvku y (nebo Ze prvek y bezprostiedné nasleduje za prvkem z)2.

Definice 35: (P, <) je tplné uspofddand mnozina = fetézec = linedrné uspoiradana
mnozina®®, pokud < je uspoiddani a soucasné uplna relace, tj. pokud pro ni plati
vlastnosti (11), (anti-12), (13), (14). (anglicky: coset = Completely Ordered SET = tplné
usporadand mnozina)

BRI IRCeoRe N2 obrazku 6 vidite pifklad jednoho cosetu = Giplné uspo-

radané mnoziny — je jim nekonec¢na mnozina Z.

o
.

™
NS

-

\
-

4 N
~

o
P
b — 8 — 0 — 0 —O — o>

s
g

'
L)

Obrazek 6: Mnozina Z je coset = fetézec = uplné usporadana mnozina.

Oznaceni 30: Symbolem > oznacujeme relaci inverzni k relaci <.

(P, <) je poset = (P,>>) je také poset.

31Toto oznaceni bé&zné pouzivame u realnych ¢isel: symbol < oznaéuje usporadani, symbol < pak ostré
uspofradani.

32Pomoci ostrého uspofadani < a relace bezprostfedniho piedchiidce < lze lépe popsat konstrukei
Hasseovych diagrami: vyznacujeme v nich hranami pouze relaci bezprostiedniho pfedchidce ([16], str.30,
lemma 4). Pro koneény poset (P, <) a jeho prvky a,b € P tedy plati: a < b (ostfe mensi neZ) znamend, ze
v mnoziné P existuje fetézec bezprostifednich nasledovnikti a = zg < 1 <23 < ... < x, = D.

33Ty. v8echny prvky jsou pospojoviny v jedné linii, v jednom Fetézci. Tato t¥i oznadeni se bohuzel
pouzivaji v ruzné literatufe, tj. ndzvoslovi zde neni jednotné. Zcela postaci termin ,aplné usporadana® z
definice Uplné relace, nékteri jej povazuji za malo nazorny a pouzivaji termin ,linedrné usporadana®, a
termin ,Fetézec” je také historicky znamy i nazorny.
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Dukaz: (typ 2 — pfimy dikaz, na zakladé definic pojmi, které se ve vété vyskytuji)
Vlastné sta¢i dokazat (ukézat), ze relace > je usporadani, tj. dokdzat pro ni vlastnosti
(11), (anti-12), (13).

ad (11) ... reflexivita se zachové z ptivodniho uspofadani < ... ,inverznim prvkem* ke
smycce je zase smycka, mluvime-li terminologii grafové reprezentace relace.

ad (anti-12) a (13) ... antisymetrie (anti-12) a tranzitivita (13) relace > plynou z
toho, ze vSechny Sipky jsou presmérovany v opacném sméru vzhledem k ptivodni relaci
<, ktera antisymetrickd a tranzitivni je — a pouhym pfesmérovanim vsech Sipek v grafové
reprezentaci relace se antisymetrie ani tranzitivita neporusi. O

Oznaceni 31: Symbolem > oznac¢ujeme relaci inverzni k relaci <®%.

Je zajimavé si uvédomit, ze pokud mame k dispozici Hassetiv diagram relace < nebo
<, prislusny Hassetiiv diagram relace inverzni ziskdme otocenim ptvodniho Hasseova
diagramu o 180 stupiifi, tj. smér ,nahoru“ se stane smérem ,dolii“. Nékdy>® se uspoiradani
> nazyva dudlni usporadani k usporadani <, nikoli inverzni uspotadani.

Pokud (P, <) je poset, M # () je podmnozina mnoziny P, tak prvek a € M nazveme
a) (ldefinice 86]) nejmensi prvek mnoziny M, kdy

Vee M: a<ux;

b) (ldefinice 37) minimalni prvek mnoziny M, kdyz

ArxeM: z<da;

c) (\definice 38)) nejvétsi prvek mnoziny M, kdy#

Vee M: ab x;

d) (ldefinice 39)) maximalni prvek mnoziny M, kdy?

AxeM: zr>a.

_ Ad obrézek 7: V tiiprvkové mnoziné M s usporddanim zadanym v
Hasseové diagramu je 1 prvek minimalni a nejmensi soucasné, a dale 3 je prvek maximalni
a nejvétsi soucasné. V mnoziné N s klasickym usporadanim < je nejmensi prvek 1 a ¢islo
1 je téz minimalni prvek. Nejvétsi prvek mnoziny N neexistuje.

Dale na obrazku 8 je mnozina M, ve které a je minimalni i nejmensi prvek soucasné.
Na druhé strané, nejvétsi prvek tato mnozina neméa — ma pouze dva maximalni prvky c,

d.

340znadeni 30,31 jsou bé&zna na mnoziné redlnych é&isel ve tvaru oznadeni >, respektive >.
35Viz [16].
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Obrazek 7: Dvé dobfe usporadané mnoziny = wosety.

Obrazek 8: Rozdil mezi maximéalnim a nejvétsim prvkem.

Tj. maximalni prvek mnoziny M je takovy, ,nad kterym®“ uz neni v této mnoziné
zadny prvek. Na druhé strané nejvétsi prvek musi byt srovnatelny (= v relaci) se vSemi
prvky mnoziny M a musi byt vétsi nebo roven nez libovolny z nich.

Pro potradek jesté zminme pribuznou definici dobtfe usporadané mnoziny. Nez se k ni
dostaneme, definujeme vlastnost (15):

V posetu (P, <) je splnéna vlastnost (15), kdyz kazda jeho neprazdnd podmnozina M
obsahuje sviij nejmensi prvek, tj. plati

(P, <) je poset a VM # 0, M C P: M ma nejmensi prvek. (vlastnost [(15)).
_ V posetu plati:
(15) = (14).

Duikaz: (typu 2 — pfimy dikaz na zdkladé vlastnosti (15) a definice nejmensiho
prvku) Vlastnost (15), jejiz platnost predpokldddme na daném posetu, tvrdi, Ze kazda
dvouprvkovd podmnozina {a, b} posetu musi mit nejmensi prvek. Pokud je tim nejmensim
prvkem a, tak plati a < b, pokud je jim b, tak b < a. Jedna z téchto dvou moznosti musi
nastat, tj. prvky a, b jsou srovnatelné, plati (14). O

Definice 40: Poset (P, <) se nazyva dobfe uspofadana mnozina (woset ... z anglického
Well Ordered SET), kdyZ splituje vlastnosti (14)%¢ a (15).

36Vlastnost (14) je do definice doplnéna pro ignoranty, ktefi necetli predchozi vétu — bézné se v definici
wosetu uvadi jen (15), protoze vlastnost (14) vyplyva z vlastnosti (15).
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Jaky je tedy rozdil mezi wosetem a cosetem? V cosetu nemusi mit nékteré podmnoziny
(napf. ani celd dand mnoZina samotné) nejmensi prvek, kdezto ve wosetu ano. Tedy M a
N z obréazku 7 jsou dobfe usporadané mnoziny (wosety), kdezto Z z obrazku 6 ne, protoze
samotna mnozina Z nema nejmensi prvek.

Obrazek 9: Vztah mezi danymi pojmy poset, coset, woset.

Na obr. 9 vidime vztah mezi danymi tfemi pojmy: jen nékteré velmi hezké tetézce
jsou wosety, vSechny Fetézce jsou cosety (to je ekvivalentni oznaceni), a nejvice je posett,
protoze to jsou mnohem obecnéjsi struktury, které mohou obsahovat i dvojice navzajem
nesrovnatelnych prvki. Tento vztah je ziejmy, kdyz si uvédomime definice téchto pojmi
vyjadiené pomoci nagich vlastnosti éslovanych specidlnimi ¢isly®”:

e poset spliiuje (11), (anti-12), (13);
e coset spliiuje (11), (anti-12), (13), (14);
e woset spliiuje (11), (anti-12), (13), (14), (15)%*.

Oznaceni 32: Symbol 24 oznac¢uje mnozinu vsech podmnozin mnoziny A. Napiiklad
mnozina A = {1,2,3} ma osm podmnozin: prazdnou mnozinu, t¥i jednoprvkové pod-
mnoziny, tfi dvouprvkové podmnoziny a osmou podmnozinou je mnozina A samotnd.
Oznaceni ma svou logiku: pokud A ma n prvki, jejich vSech moznych podmnozin existuje
2",

a) Relace C na mnoziné 27 viech moznjch podmnoZin mnoziny P = {1,2,3} je poset,
jeho Hasseliv diagram je na obrazku 10:

37Je vidét, ze struktur, které splituji vice vlastnosti (néjakou dalsi vlastnost ve srovnani se strukturami
predchoziho typu), je méné — kdyby tomu tak nebylo, nemuseli bychom novy pojem zavadét, protoze by
popisoval presné stejnou kategorii struktur jako pojem piredchozi. Nékdy se ovSem stane, jak je vidét u
ekvivalentnich pojmiu Fetézec — linearni poset — tplny poset, ze existuji v ruzné literature rizné pojmy,
nebo se definuji riizné pojmy, o kterych matematika pozdéji dokaze, ze se jedna o totéz.

38Vlastnost (15) neni uz tak jednoduch4 sama o sobé, protoze mé v sobé ,zabaleny“ vSechny predchozi
vlastnosti (11), (anti-12), (13), (14) (vlastnost (15) je definovéna jen pro posety, tj. skryva v sobé i platnost
(11), (anti-12), (13); dale vlastnost (14) plyne z (15), jak uz bylo feceno). Ale pojem wosetu (15) hraje
dilezitou roli v pfedmétu Teorie mnozin ve 4. ro¢niku, proto byl zminén uz nyni a porovnan s predchozimi
pojmy.
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Obrézek 10: Poset (27, C) pro P = {1,2,3}.

b) Na mnoziné N definujme uspofadani pomoci délitelnosti, tj. a <b < alb. Pak (N, <)
je poset, ktery ma nekonecné mnoho prvki. Na obrazku 11 je nakreslena jen jeho
dolni ¢ast:

Sy

o atd.

Obrazek 11: Poset (N, |).

Ze struktury délitelt vidime, Ze napf. ¢islo 24 méa délitele 1, 2, 4, 8, 3, 6, 12 a 24).

Nakreslete Hasseovsky diagram posetu vSech kladnych
délitelu ¢isla 60 vzhledem k relaci |.

Podivejme se nyni na dalsi vyznacné prvky v posetech:

Kdyz (P, <) je poset a M je n&jakd neprazdnd podmnozina mnoziny P, nazyvame
prvek a € P (pokud takovy prvek existuje):

o ([definice 41') dolni zavora mnoziny M, pokud a <z Vz € M;
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e (ldefinice 42|) infimum mnoziny M (oznacujeme inf M), pokud je nejvétsim prvkem
na mnoziné vSech dolnich zavor mnoziny M; tj. a je infimum, pokud pro vSechny
dalsi dolni zavory d plati

d<x Vre M = d<a;

e (ldefinice 43|) horni zavora mnoziny M, pokud a >z Va € M;

e ({definice 44|) supremum mnoziny M (oznac¢ujeme sup M), pokud je nejmensim prv-
kem na mnoziné vSech hornich zavor mnoziny M. Tj. a je supremum, pokud pro
vSechny dalsi holni zavory h plati

h>x Ve e M = ha;

v/

suprema mnoziny M nemusi samy byt prvky mnoziny M!! Obecné zavora, infimum ¢i
supremum je prvek mnoziny P, ktery mtze a nemusi lezet v dané mnoziné M.

a) Napiiklad v posetu pfirozenych ¢isel s usporadédnim zadanym délitelnosti téchto ¢isel
(obr. 11) uvazujme mnozinu M = {12,8,20}. Dolni zavorou mnoziny M jsou ¢isla
1, 2, 4 (spolecni délitelé prvki v mnoziné M), a tedy infimem je ¢islo 4 jako nejvétsi
z téchto prvka (tj. infimem v (N, |) je nejvétsi spoleény délitel prvkia v mnoziné M.

Analogicky horni zavorou mnoziny M jsou spolecné nasobky c¢isel 12, 8, 20, tj. ¢isla
120, 240, 360, atd., a tedy supremem je nejmensi horni zavora, tedy ¢islo 120.

b) V posetu podmnozin t¥iprvkové mnoziny (obr. 10) napfiklad plati
inf{{1,2},{1,3}} = {1,2} n{1,3} = {1},
inf{{1,2},{2},{2,3}} = {2},
tedy infimem nékolika mnozin je jejich vzajemny prinik,
sup{{1,2},{1}} = {1,2} U{1} = {1,2}
(supremem nékolika mnozin v dané struktufe je jejich sjednoceni).

_ Najdéte suprema mnozin na obrazku 12, pokud existuji:

7.3 Cviceni

e i) Vypiste podle Hasseova diagramu relaci < vy¢tem usporadanych dvojic na obrazku
13: a) poset (a); b) poset (b)3%;

e ii) Vypiste podle Hasseova diagramu obou poseti relaci <i ostrého usporadan;

e iii) Vypiste podle Hasseova diagramu obou posetl relaci < bezprostfedniho pted-
chudce.
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C
o

Obrazek 12: Priklad suprem dvouprvkovych podmnozin posetu.

Mut o) MS‘{ ﬁ)

Obrazek 13: Uspofadané mnoziny (a) a (b).
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PR Nokreslete Hasseovsky diagram posetu 28 pro P = {1,2,3,4} — pro
zjednoduseni k uzlim diagramu nevpisujte zavorky a ¢arky, tj. mnoziny budou oznaceny
jen znaky prvki: napt ), 12, 124 jsou oznaceni rtiznych mnozin. x

- Nakreslete Hasseovsky diagram posetu vSech kladnych délitelt cisla 144
vzhledem k relaci délitelnosti beze zbytku.

_ Nakreslete Hasseovy diagramy vSech rtznych (aZ na preznaceni prvki)
¢tyrprvkovych posett.

Déle ze sbirky [14] lze délat piiklady 1.6.A4-str.55, 1.6.B1, 1.6.B2,
1.6.B6, 1.6.B7, 1.6.B8, 1.6.B9, 1.6.B11.

39[16], str.28, obrazky 5a,5b.
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8 Usporadané mnoziny II — operace priisek a spojeni

8.1 Warm-up: provérka (b)

Provérka opakujici tydny 1—7: spole¢né s tématem logiky [pozor, podivejte se na negaci
iplikace a negaci ekvivalence, které byly v pribéhu 5. tydne pridany do cviceni tydne 2 na
str. 9 az 10 tohoto textu (takZe jste schopni negovat konjunkci (véta 1), disjunkci (véta
2), iplikaci (véta 06) i ekvivalenci (véta 07))] jsou nové opakovany: téma mnozin (kap. 4),
téma ¢isel (kap. 5 ... jen nékolik definic a dvé véty véetné dikazt), téma relace (kap 6) a
téma usporadanych mnozin (kap. 7).

8.2 Prednaska

V predeslé kapitole jsme zavedli pojmy infimum (= nejvétsi dolni zévora) a supremum
(= nejmensi horni zévora) koneéné mnoziny. Pomoci téchto pojmu nyni definujeme na
posetu P dvé operace: operaci priiseku I a operaci spojeni L.

Pokud v posetu (P, <) ma kazda dvouprvkova podmnozina své infimum, 1ze definovat
operaci prusek (|definice 45 )
x My :=inf{z, y}

a poset (P, <) se nazyva prusekovy polosvaz; to tedy znamend, ze prokazdé dva prvky
r,y€e P

e 11y je dolni zavorou, tj.

rNy<z, xNyLy; vlastnost ([16a )"

e 11y je nejvetsi dolni zavorou, tj.

VdeP: (ddxzANd<y=d<xMy). vlastnost ([16b))*!

Pokud v posetu (P<) m4 kazda dvouprvkovid podmnoZina své supremum, lze definovat
operaci spojeni (|definice 46)

r Uy = sup{z,y}

a poset (P, <) se nazyva spojovy polosvaz; to tedy znamena, ze

e x Uy je horni zavorou, tj.

r<LzUy, y<LzxUuy; vlastnost ([17a )**

e x Ly je nejmensi horni zavorou, tj.

VheP: (x<h, y<h=zxzUy<h). vlastnost ([17b))*

40(16a) ... priisek dvou prvkii je mensi nebo roven nez kazdy z nich

41(16b) ... pokud né&jaky prvek je mensi nebo roven nez jiné dva, pak je téz mensi nebo roven nez jejich
prisek

42(17a) ... spojeni dvou prvki je vétsi nebo rovno nez kazdy z nich

43(17b) ... pokud né&jaky prvek je vétsi nebo roven nez jiné dva, pak je téz vétsi nebo roven nez jejich
spojeni.
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a) Pokud poset (P, <) je prisekovy polosvaz, v jeho Hasseové diagramu Va,y € P 3! z €
P,

e do néhoZ se po hranach dostanete z = i y cestou stéle dolii (z je dolni zavora
mnoziny {z, y}),

e piidemz z je ze vSech takovych uzli nejvyse (je nejvétsi dolni zédvora mnoziny

{z,y}).

b) Pokud poset (P, <) je spojovy polosvaz, v jeho Hasseové diagramu Vo, y € P 3! 2z € P,

e do néhoz se po hranach dostanete z x i y cestou stale vzhiru (z je horni zavora
mnoziny {z,y}),

e piiem7 z je ze vSech takovych uzli nejnize (je nejmensi horni zavora mnoziny

{z.y}).

_ (ucitel spole¢né se studenty) Rozhodnéte, zda je dany poset také prise-
kovy polosvaz nebo spojovy polosvaz, vypoctéte dané operace priseku nebo spojeni:

(i) Viz poset na obrazku 14.

I

/ tnEs s 3u3e
et 6
h . 6”2;“&, 6[.48:70‘7
)
j\—\;[:a

or O
™
2~
4
(7]

Obrazek 14: Poset P;.

(ii) Viz poset na obrazku 15.
(iii) Viz poset na obrazku 16.

(iv) Viz poset na obrazku 17.

ve vété 08 jsme pomoci Vennovych diagramt dokazali tzv. asociativni zakon pro operace
priniku a sjednoceni. Plati podoby asociativni zakon pro operaci priseku nebo operaci
spojeni? Pokud ano, tak pii jeho diikazu asi bude nutné pouzit jiné metody nez Vennovy
diagramy.
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Obréazek 15: Poset P,.
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Obréazek 16: Poset Ps.
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Obréazek 17: Poset Pj.
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a) V kazdém prisekovém polosvazu (P, 1) plati:
Ve,y,z€ P: (zMy)Nz=xM(yMNz).
b) V kazdém spojovém polosvazu (P,Ll) plati:

Ve,y,z€ P: (zUy)Uz=2U(yU z).

Dikaz. Dokazmé pouze tvrzeni (a): P¥i odvozovani dikazu je nad implikacemi nebo
nerovnostmi vzdy cislo vlastnosti, na zakladé které prislusna implikace nebo nerovnost
plati.

(f6a) )
(X® w} pi = ¥ r‘Hy = X (168)
s (60 (16a) ?
(*nyrnmS xnys %m g 2y
(40(‘) = Km} rnr M/I‘lﬂ.
()( A ﬂr-t o \1_)
e Yt
XM (\j = W\) = X o) ;1‘? x.n(zﬁ"‘:) =2 X”"X “6h)
% (»x ) & 4 Y ‘) R %nﬂ SRR

6a) e i
Khbﬁmﬂﬂ 3“‘\141’1 v

No a v této fazi dikazu zbyva uz jen maly kousek, staci si uvédomit, ze relace < je
antisymetricka, tj. plati (anti-12):
a<lb AN blda =a=0>.

Tedy z obou nerovnosti, ke kterym jsem pti odvozovani dospéli, plyne nakonec rovnost v
daném vztahu, coz je dokazované tvrzeni (a):

(zPy)Nz<dzN(yNz)] A [zNyNz) J@nynz =
= (zNy)Nz=xMN(yMz).
Pokud byl pro c¢tenare pravé predvedeny diikaz prilis narocny, lze jej udélat jinym
zplsobem: lze si obé jeho hlavni ¢asti nakreslit. Snad lze nésledujici metodu dikazu

oznacit jako novy typ — typ ¢islo 10.

Typ dukazu ¢islo 10: Rovnost vyrazu pomoci Hasseovych diagramu.

Rovnost, ve které na obou stranach vystupuji operace prusek a spojeni,
lze dokazat pomoci Hasseovych diagramu, do kterych kreslime vysledky
téchto operaci — rovnost a = b plyne pri vlastnosti (anti-12) z nerovnosti
a <b a b<a, které plati souCasné. Dukaz rovnosti provedeme tak, Ze
nakreslime Hasseuv diagram pro kazdou z nerovnosti.
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(Xhﬁ)ﬁW\\QKh(kXﬂY&) @ Xn(}dnﬁ)éﬁxﬂ@nm

Obrazek 18: Dikaz véty 15 pomoci Hasseovych diagramt.

Diikaz véty 15a pomoci Hasseovych diagramii**: Hasseovy diagramy nerovnosti (x M
y)MNz<LzM(yMz) axM(yMz) < (zMy) Mz vidime na obrazku 18, plati tedy obé nerovnosti
— a z vlastnosti (anti-12) tedy plyne rovnost obou vyrazi. O

Analogii operace I s priinikem a operace LI se sjednocenim na struktute (24,C)
(tedy struktura 24 je soucasné priisekovy i spojovy polosvaz) jsme si piipravili ptidu
k néasledujici definici, kterd je tedy celkem pfirozend. V dal$im se ted budeme zabyvat
otazkou: Jaké vlastnosti ma poset, ktery je soucasné polosvazem obou typa?

_ Poset (P, Q), ktery je soucasné prusekovy i spojovy polosvaz, se nazyva
svaz?®. Analogicky lze ¥ici, Ze protoZe svaz je spojenim vlastnosti priisekového polosvazu

a spojového polosvazu, tak pro svaz je charakteristické, ze s kazdou svou dvouprvkovou

podmnozinou obsahuje i jeji infimum a supremum?°.

Svazem tedy rozumime strukturu (P, <M, L)), kde
a) relace < spliiuje vlastnosti (11), (anti-12), (13);
b) operace M spliiuje dvojici vlastnosti (16a),(16b);

c) operace LI spliiuje dvojici vlastnosti (17a),(17b).

45 Anglicky: lattice. Pozor, neplést s hldvkovym saldtem: lettuce. Anglicky polosvaz: semilattice.
46Které oviem nemusi lezet pfimo v dané dvouprvkové podmnozing, jak jsme uz na nékolika piikladech
vidéli.
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Pi. 1 Systém vSsech podmnozin vzhledem k relaci ,je podmnozinou“, tedy struktura
(24, C), svaz.

P1. 2 I druhy hlavni pfiklad posetu z predchozi kapitoly, mnozina N s relaci definovanou
na zakladé deélitelnosti, je svaz. Prissekem dvou pfirozenych cisel je jejich nejvetsi
spolecny délitel, spojenim dvou ¢isel je jejich nejmensi spolecny nasobek — tyto dvé
charakteristiky vzdy existuji pro kazda dvé prirozena cisla.

P¥. 3 I nekteré podposety svazu (N, |) jsou svazy, napiiklad podsvaz!” vech délitelt ¢isla

24
ply
N\
™ \eo

nebo podsvaz vSech délitelt ¢isla 30

477 ptikladi je vidét, ze aby podmnozina svazu byla téz svazem, musi byt uzaviena vzhledem k operacim
prusek a spojeni. Takovou podmnozinu nazveme podsvaz.
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Naopak fada podposett posetu (IV,|) svazem neni, protoZe nejsou uzaviené na ope-
race priseku a spojeni. Napiiklad podposet prvnich deviti pfirozenych cisel neni
svazem, protoze v ném neexistuje napfiklad supremum dvouprvkové mnoziny {4,6}:

Pr. 4 Kazdy fetézec (= coset) je svaz ... napiiklad N s klasickym usporadéanim < je svaz,
(Z,<) je svaz.

Diive nez pristoupime ke studiu dalsich vlastnosti svazu (pravdépodobné se k tomu
dostaneme az v pfistim semestru), viimneme si jesté jedné véci, kterd plati i v kazdém
polosvazu — kazdy polosvaz definuje tzv. dualni polosvaz, jehoz Hasseovsky diagram je
obracen vzhiiru nohama o 180 stupnt:

_ Pokud naptiklad (P, <) je prusekovy polosvaz, tak inverzni uspofadani

> definuje tzv. duilni polosvaz a jedna se o spojovy polosvaz?®.

(13‘ B) f e CLU'E;LW\‘I /‘Mf\.

48 A naopak, duélni polosvaz ke spojovému polosvazu je priisekovy polosvaz
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Na obrazku vidime M—polosvaz (P, 9) a vedle n& nakresleny Ll—polosvaz (P,>)
zadany toutéz mnozinou, pouze vsechny Sipky maji opacny smeér, tj. Hasseovsky diagram
je oproti puvodnimu polosvazu ,hlavou doli“.

Ve svazech, kde jsou definovany obé operace soucasné, tj. existuji soucasné infima
i suprema dvouprvkovych podmnozin, lze nékdy vyuzivat téchto dualnich vztahi mezi
pojmy a z platnosti urcité vlastnosti jednoduse dokéazat prislusnou dualni vlastnost
pouze zaménou LI za M, > za <, hornich zavor za dolni zavory, suprem za infima. To je
pro matematiky velmi pomocny poznatek, protoze jim usnadnuje praci s dokazovanim
vlastnosti ve svazech na polovinu.

Typ dukazu cislo 11: Diukaz pomoci polosvazové duality.

Pokud jsme uz jinymi prostfedky dokazali rovnost ¢i nerovnost, ktera
plati ve svazu, tak platnost tzv. dualni rovnosti nebo nerovnosti plyne ze
vztahu duality mezi prisekovym a spojovym polosvazem. V tomto vztahu
duality

e znak relace < musime zaménit za znak >;
e znak N musime zaménit za znak Ll;

e vlastnost (16a), pojem dolni zavory, musime zaménit za vlastnost
(17a), pojem horni zavory;

e vlastnost (16b), pojem nejvétsi dolni zavory, musime zaménit za
vlastnost (17b), pojem nejmensi horni zavory.

Dtikaz véty 15b pomoci polosvazové duality. Vztah

Ve,y,z€ P: (zUy)Uz=2U(yUz2)

plyne z véty 15a na zakladé polosvazové duality — presné stejné zopakujeme ditkaz véty 15a
(bud rozepsanim, nebo graficky), pouze dudlné nahradime vSechny pojmy z 15a dudlnimi,
které plynou z nahrady relace < inverzni relaci I>. Po duélnich zaménach dostaneme
(sestaveni negrafického dukazu ):

o 17w
(XU'\X\HFA‘Z Xy X ~
A Aa p (
(x n ﬁ)‘-“" g um vAy 2/\% <xuu33um Xu(zuv@
gy 2 4 :
(qu\urk?‘“ﬁ< (x AL(\L! r1> urL
47:1/

Ku(wuwz\px

AZL =N
TS Kku(yHD) B Al
Xu(%urkwi,{”—l /’Jo, } J 3 A7 :
=t Xu(ﬂuns B@ug)um

/
%o 4Fa
xu(_ﬂu‘i), MH B g
d »

Diitkaz obou nerovnosti je presné stejny jako u véty 15a, jen vSechny pojmy a symboly byly
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duélné zaménény). Dohromady spojenim obou nerovnosti plyne z (anti-12) rovnost*.

8.3 Cviceni

_ Naleznéte t¥i navzajem rizné (lisici se vice nez preznacenim prvki) pétiprv-
kové posety, z nichz kazdy méa pravé dva prvky maximalni a pravé t¥i prvky minimalni.

_ Naleznéte poset, ktery ma maximalni prvek, nema nejvétsi prvek a nema
minimalni prvek.

_ Uvedte priklad pétiprvkového posetu, Ze soucasné plati:
a) V prislusném Hasseovském diagramu jsou znidzornény minimélné ¢tyii hrany;
b) kazdy prvek je srovnatelny alespon s jednim dal$im prvkem;
c) existuji v ném t¥i prvky, které jsou navzajem mezi sebou nesrovnatelné;
d) plati a < b, a soucasné b < c.

_ Nakreslete Hasseovy diagramy vSech navzéjem ruznych (lisicich se vice nez
preznacenim prvki) pétiprvkovych svazi.

O Respektive pokud vime, Ze ve svazu plati dualita mezi operacemi M a LI, nemusime diikaz vibec
provadeét, jen napiSeme dudlni rovnost 15b vyménou dualnich pojmi z 15a, tedy jen zaménou spojeni za
prusek.
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9 Ekvivalence a rozklady

9.1 Warm-up: ohlasy z provérky (b).

Nékteré ohlasy z pisemky. Zbude-li ¢as, tak piiklad o slozeném castéjsim troceni, viz kniha
[11] ze seznamu literatury.

9.2 Prednaska

V minulych dvou kapitolach jsem se zabyvali studiem relaci, které spliuji vlastnosti
(11), (anti-12), (13) — uspofadanimi. Nyni se budeme zabyvat relacemi, kterych se v
matematice téz objevuje cela fada a které téz splnuji tii vlastnosti, jen druha vlastnost je

oproti minulym dvou kapitoldm obménéna®.

Definice 49: Relace p na mnoziné M se nazyva ekvivalence, pokud spliiuje vlastnosti
(11), (12) a (13).

_ Relace rovnobéznosti na mnoziné p¥imek v roviné je ekvivalence (viz
piiklad 6.5.b). Ovéite, ze plati vlastnosti (11), (12), (13).

IR N2 mnozing viech zlomkid (= vSech racionélnich sel) existuje znamé ekvi-
valence p mezi témi zlomky, které vsechny lze zkratit na jeden zakladni tvar. Tuto relaci
ekvivalence na mnoziné () vsech zlomki 1ze definovat takto:

{Z 2] € p tehdy, kdy? platf ad = be.

Napriklad % je cislo ekvivalentni s ¢islem %, které lze prevést na % vykracenim citatele i

jmenovatele péti (plati tedy definiéni podminka 3 -25 =5 - 15).
Nebo ¢islo _?1 je v ekvivalenci s ¢islem %3, které lze pfevést na %1 vykracenim tiemi
(protoze plati (—1) -9 =3-(-3)), atd.

S pojmem relace ekvivalence velmi tzce souvisi dalsi pojem, a to rozklad mnoziny.

Definice 50: Rekneme, Ze systém podmnozin M; mnoziny M tvoii rozklad mnoziny M,
kdyz

a) M; # 0;
b) Uizl,...,n M; = M;

c) M;NM;=0proi#j.

Tj. ad a) mnoziny M;jsou neprazdné, ad b) sjednocenim mnozin M; je celd mnozina M,
a ad ¢) mnoziny M; jsou po dvou disjunktni, tj. kazdé dvé z nich maji prazdny prunik.

- Vypiste (a zndzornéte graficky) vSechny mozné rozklady tfiprvkové mnoziny
M = {a,b,c}. Refeni: viz ptiprava ... takovych moznych rozkladi existuje pét: a) rozklad

50A vracime se téZ k reprezentaci relaci pomoci tzv. grafu = soustavy orientovanjch Sipek mezi jed-
notlivymi prvky, tj. Hassetv diagram z minulych dvou kapitol je ¢isté urcen k reprezentaci usporadanych
mnozin.
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M na tii jednoprvkové podmoziny, b) rozklad M na M; = {a,b}, My = {c}; c) rozklad
M na My = {a,c} a My = {b}; d) rozklad M na M; = {b,c} a My = {a}; e) a kone¢né,
rozklad M na jedinou tfiprvkovou podmnozinu M; := M. O

Pojem rozkladu je spojen s definici ekvivalence nasledujicimi dvéma zptisoby:

Je zadan rozklad mnoziny M — definujeme-li relaci F vztahem
xby < x,y € M; pro néjaké 1,

(prvky z, y jsou v relaci, kdyz lezi ve stejné t¥idé rozkladu), pak tato relace je ekvivalence
a nazjva se relace uréena (= indukovand) rozkladem mnoziny M ((definice 51 ).

- Napiste relaci ekvivalence indukované (= urcené) kazdym z rozkladt t¥iprv-
kové mnoziny M = {a,b,c} v predchozim ptikladu. Reseni: viz tabule.

IBEREE (icn studenti) a) Nakreslete vSechny moiné rozklady Etyiprvkové mnoziny
M = {a,b,c,d}; b) jinou barvou do diagramii téchto rozkladd vyznacte (pomoci grafové
reprezentace) relaci ekvivalence indukovanou vzdy danym rozkladem. Na obé ¢asti tikolu
mate dohromady deset minut.

Je zadana ekvivalence £ na mnoziné M — definujeme-li rozklad M zptisobem ,v jedné
tridé rozkladu lezi praveé ty prvky, které jsou navzajem vSechny po dvojicich ekvivalentni®,
dostaneme také strukturu oznacenou stejné jako v predchozi definici s tim rozdilem, ze
prvni nebylo vejce, ale slepice (promiite — prvni nebyl rozklad, ale ekvivalence), a mnozina

M/ se nazyvéa ([defimice 52)) faktorové mnozina mnoziny M podle ekvivalence E, nebo
51

, zna¢ime ( oznaceni 33 )

M/E = {Ml,MQ,...,Mn}.

kratce faktormnozina

Pro upfesnéni, které se nam bude hodit v pfedmétu Algebra 1, dodejme, ze jednotlivé
tiidy M; povazujeme za prvky této faktormnoziny M/p.

Pokud se vratime k relaci = (rovnost racionalnich &isel), tak v
jedné tridé rozkladu @/- jsou pravé ty zlomky, které lze kracenim ¢ rozsifenim prevést
navzajem jeden na druhgy.

Nez prikroc¢ime k dilezitému prikladu 9.2, definujeme na mnoziné Z relaci kongruence:

o [Définice 53 : cela cisla a, b jsou kongruentni podle modulu n, pokud n|(b — a);

e Oznaceni 34 vztahu z definice 53: a = b (mod n);

_ Podle relace kongruence podle modulu 5 1ze mnozinu celych ¢isel rozdélit
do péti podmnozin.

51Cesky: rozkladova mnozina (ale vzil se anglicky nazev, FACTOR (jako sloveso) znamena ROZLOZIT).
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Obrazek 19: Mnozina zbytkovych t¥id Zs.

V této situaci 1ze nyni fici:

a) Oznacime-li znakem E danou relaci kongruence, mizeme psat zEy, kdyZ x, y nalezi
do stejné podmnoziny rozkladu ... tato relace je relaci ekvivalence na Z (je to relace
reflexivni (napf. 5 = 5), symetricka (napt. 5 = 10 implikuje®?, Ze 10 = 5), tranzitivni
(5=10, 10=30 = 5=30).

b) Oznacime-li tyto podmnoziny M, := [0], M, := [1], My := [2], M3 = [3], My =
[4], tak systém podmnozin {My, My, My, M3, My} tvori rozklad mnoziny Z podle
ekvivalence F.

c¢) Kdyz se na M; prestaneme divat jako na mnoziny a zacneme se na né divat jako na
prvky, dostaneme pétiprvkovou mnozinu

Z/E = {Mla M27 M37 M47 M5}a

kde vSechna ¢isla v kazdé mnoziné M; jsme ztotoznili v jedno a oznacili za jediny
prvek. Je to faktorovd mnozina (= rozkladovd mnozina) mnoziny Z podle ekvivalence
E, nebo kratce faktormnozina. O

Relace E kongruence podle modulu 5 a k ni pfislusna faktormnozina jsou dulezitym
piikladem ,ze Zivota“ = ze situaci matematiky na SS i ZS: v jedné tiidé ekvivalence E
jsou prave ta cela cisla, které maji po vydéléni péti tentyz zbytek, neboli jejich obrazy na
¢iselné ose jsou stejné vzdaleny smérem doprava od obrazu nejblizsiho nasobku cisla 5.

9.3 Cviceni

Snad bude dobré cvi¢eni pokryto piiklady ze sbirky [14], str. 58-59, piiklady 1.7.A3, 1.7.A4,
1.7.B1, 1.7.B4, 1.7.B5, vsunout jeden ptiklad na relaci kongruence modulo 4, B6, B7
(geometrické ekvivalence v roviné), B8, B9 (piiklad B9 je dukazovy, ale dobry).

52Cesky: z toho plyne, Ze ...
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10 Zobrazeni

10.1 Warm-up: Priklad na Castéjsi slozené troceni

Zminéni jazyka R jako vylepsené kalkulacky, instalace a nékteré vypocty. Vypoctéte pri-
klad nasledujici: Vypoctéte ziistatek na uctu pri vkladu 100 ké a slozeném trokovani po
25 letech, kdyz Groc¢ime

e a) jedenkrat rocné 4 procenta;

)
e b) dvakrat rocné 2 procenta,
e c) ¢tytikrat roc¢né 1 procento;
)

stokrat roéné i procenta;

¢ 100

Vysledek: viz kniha [11], str. 31. Je zajimavé, ze pfi rostoucim poctu troceni nizsi ¢astkou
se vysledny zustatek na 1¢tu na konci stale téhoz obdobi blizi e-nasobku vkladu, kde

e = 2,718281828

(ale déle desetinny rozvoj ¢isla je neperiodicky, podobné jako u ¢isla 7) je tzv. Eulerovo®

¢islo.

10.2 Prednaska

Uz patou prednasku se zabyvame pojmem relace, a tento oddil tomu bude nejinak —
podivame se na definici jedné z relaci, kterd je v matematice kli¢ovd, a to je zobrazeni®,
a budeme studovat nékteré vlastnosti tohoto pojmu.

Definice 54: Relace f na kartézském soucinu X X Y se nazyva zobrazeni z mnoziny
X do mnoziny Y, jestlize pro ni plati podminka

[yl € f Nz, 2zl ef = y=2

(tj. v grafové reprezentaci zobrazeni nemohou z prvku = vychézet orientované hrany do
dvou riiznych prvki y, 2 mnoziny Y'). Na obrazku 20 je znézornén piiklad relace, ktera
neni zobrazenim.

Déle definujeme ({definice 55)) definicni obor zobrazeni f jako mmnozinu D(f) téch
prvki z X, které jsou v relaci f s nékterym z prvkd mnoziny Y, neboli ve stru¢ném
matematickém zapisu

D(fy={zeX: JyeY : [x,yl € f}

a ((definice 56 ) obor hodnot zobrazeni f jako mnozinu I'm(f) téch prvki z Y, se kterymi
je v relaci f aspon jeden prvek mnoziny X, neboli

H(f)={yeY: JzeX : [z,y] € f}.

3Cti: [ojlerovol.
54V této kapitole bude vyuzit vyklad z knihy [8], kapitola 6.
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Obrazek 20: Priklad relace f, ktera neni zobrazenim.

Pokud je f zobrazeni z X do Y, tak pro [z,y| € f mizZzeme vzhledem k jednoznac¢nosti
prvku y psat y = f(z) (a ¢ist: prvek y € Y je obrazem prvku x € X vzhledem k zobrazeni
f) a v této symbolice zapisovat veskeré vlastnosti tykajici se zobrazeni f, tj. také i pojmy
defini¢niho oboru a oboru hodnot zobrazeni f:

D(f)={reX: eV :y=f(r)}
H(f)={yeY: JzeX : y=f(x)}.

Obrazek 21: Priklad zobrazeni f z mnoziny X do mnoziny Y.
IBERREN U zobrazeni f z X do Y na obrazku 21 je D(f) = {a,b, ¢} a H(f) = {z, z}.

'Deéfinice 57:| Nejzajimavejsim piipadem ke studiu je takové zobrazeni, kde D(f) = X
— nazyvame je
zobrazeni mnoziny X do mnoziny Y a oznacujeme ( oznaceni 35 )

f: X—=Y

(mezi definici 54 a definici 57 je jediny ¢estinafsky rozdil, a sice pismenko ,z“ — definice
54 mluvi o zobrazeni z mnoziny X, definice 57 o zobrazeni celé mnoziny X).

V situaci zobrazovani celé mnoziny X zobrazenim f (definice 57) mluvime o dalsich
vlastnostech zobrazeni f, a sice: zobrazeni f : X — Y se nazyva

e injekce neboli prosté zobrazeni X do Y, kdyz kazdy prvek y € Y je obrazem na-
nejvys jednoho (tedy jednoho nebo zadného) prvku z X. Ve struéném matematickém
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zépisu lze podminku injektivniho zobrazeni psat®®

Ve,ye X:x#y = f(z) # f(y). (vlastnost [(18)))

Obrazek 22: Ptiklad injektivniho zobrazeni f.

Podmince (18) z definice injektivniho zobrazeni je logicky ekvivalentni podminka

Ve,ye X: flz) = fly) = v =y
(neboli pokud se dva obrazy rovnaji, tj. f(z) = f(y), tak se musi jednat o tentyz
vzor, tj. x = y).
Diikaz: Plyne z platnosti véty 03: dokazovana vlastnost je logicky ekvivalentni ob-

méné implikace z vlastnosti (18). O

e surjekce neboli zobrazeni ,na“ (zobrazeni X na celou mnozinu Y), kdyz kazdy
prvek y € Y je obrazem alesponi jednoho prvku z X. Ve struéném matematickém
zépisu lze podminku surjektivniho zobrazeni psat®

VyeY dJoeX: y= f(x). (vlastnost [(19))

e bijekce (bijektivni) neboli vzajemné jednoznacéné®, kdy?Z je soucasné injektivni i
surjektivni. Ve struéném matematickém zapisu lze podminku bijekce®® psét

VeeX3ANyeY:y=f(zx)) N (VWeY NreX: y=f(z)) (vlastnost [(20)).

O zobrazeni bijektivnim lze tedy alespon na zékladé grafického nazoru fici, ze existuje
mezi mnozinami, které maji stejny pocet prvki.

5Pro riizné vzory x, y vzhledem k zobrazeni f dostdvdme riizné obrazy f(x), f(y).
%6 Jednoduse feceno, Im(f) =Y.

IR

58 Jednoduse feceno, bijekce je to zobrazeni, které je injekci a soudasné surjekei.
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Obrazek 24: Priklad bijekce f.

Kromé jednoho zobrazovani ¢i zobrazeni lze studovat (a budeme jim vénovat cas) ty
situace, kdy skladame dvé riznéa zobrazeni, tj. nejprve zobrazujeme prvky z X do Y, a
pak z Y do Z:

_ Pokud f : X — Y je zobrazeni a g : Y — Z je zobrazeni, definujeme
slozené zobrazeni g o f ((oznaceni 36 ) mnoziny X do mnoziny Z takto:

(g0 f)(x) = g(f(x))

(¢ti ,g po f¢ — toto ¢teni také umoziiuje zapamatovat si poradi, v jakém zobrazovani
provadime: nejprve na prvek x pouzijeme zobrazeni f, a pak teprve zobrazeni g)

Obrazek 25: Ptiklad slozeného zobrazeni g o f.

- Vezméme X = Y = Z mnozinu redlnych cisel a zobrazeni f : R — R
definované predpisem f(z) = 2x, podobné g : R — R definované g(x) = x+5. Pak slozené
zobrazeni g o f je definované vztahem

9(f(x)) = g(2x) = 2z +5,
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jedna se tedy opét o zobrazeni R — R.

Inverzni relaci f~! netieba zvlast definovat, protoZe je to relace, v jejiz grafové repre-
zentaci vSechny Sipky zméni smér na opacny vzhledem k f (a v mnozinové reprezentaci
v8echny uspofadané dvojice zméni poradi svych soutadnic). Problém je ten, Ze inverzni
relace f~! neni vidy zobrazenim: UvaZujme zobrazeni f : R — R dané vztahem pro
druhou mocninu f(z) = 2% Pak napf. f(2) = 4 a f(—2) = 4, tj plati [4;2] € f! a
[4;—2] € f~1 tj. f~! neni zobrazeni.

_ Inverzni relace f~' z Y do X je zobrazenim z Y do X pravé tehdy, kdyz
zobrazeni f : X — Y je injekce.

Diikaz: Dokazme (typ 4) obé implikace této ekvivalence.
e Dk. implikace ,,=“:dokazme
7! je zobrazeni = f:X — Y je injekce.
Sporem (typ 5): pfedpokladame platnost negace, tj. plati A A —B:
! je zobrazeni A f:X — Y neni injekce.

Pak existuji prvky x,y € X, x # y tak, ze f(z) = z = f(y) pro néjaké z € Y. To by
ale znamenalo, Ze [z,z] € f7!, [z,9] € f7}, a to je spor s tim, Ze f~! je zobrazeni.
Tedy neplati vychozi predpoklad a plati dana implikace.

e Dk. implikace ,,<*“:dokazme
f:X —Y jeinjekce = f~!je zobrazeni .
Sporem (typ 5): pfedpoklddame platnost negace, tj. plati A A —B:
f:X — Y jeinjekce A f~! neni zobrazeni .

Pak existuji prvky z;,79 € X a 2 € Y, 11 # x5 tak, Ze [z,21] € [~ a [z,25] € f7L.
To by ale znamenalo, Ze f(z1) = z, f(z2) = 2, a to je spor s tim, Ze f je injekce.
Tedy neplati vychozi predpoklad a plati dana implikace.

IR Napiiklad zobrazeni f : R — R zadané vztahem f(z) = 2z je prosté
(injektivni), a tedy k nému existuje zobrazeni inverzni f~'(z) = £ (tedy predpis zobrazeni
predstavujiciho nasobeni dvéma je inverzni k predpisu zobrazeni predstavujiciho déleni
dvéma).

And last but not least, nyni jsme schopni si fici vysokoskolskou definici operace:
(_) Binarni operace ¢ na mnoziné M je zobrazeni M x M — M, tj. zobrazeni,
které ptifadi usporadané dvojici [a; b] z kartézského souc¢inu M x M vysledek této operace,
prvek ab.
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Prikladem operaci, které lze dosadit za symbol ©, je cela fada: +, —, -, :, N, U, M, L,
atd. Jejich podrobnéjsimu studiu se budeme vénovat ve druhém semestru studia.

Definice 60: Zobrazeni f : N — R (tedy D(f) je mnozina ptirozenych ¢isel, H(f) je
mnozina realnych ¢isel) se nazyva posloupnost realnych cisel.

Napriklad posloupnost nekdy zapisujeme ve tvaru

(a17a27a37 o )

a to znamena, ze prirozené c¢islo 1 se zobrazilo na realné c¢islo oznacené a;, prirozené ¢islo
2 se zobrazilo na realné ¢islo oznacené a,, atd.

Definice 61: Zobrazeni f z mnoziny realnych ¢isel R do mnoziny realnych ¢isel R se
nazyva (realna) funkce (jedné) redlné proménné.

10.3 Cvicdeni

Dostatecné cviceni je pFistupné v knize [8], str.62-65. Dalsi cviceni lze najit v knize [14],
str. 52-54, piklady 1.5.B2, 1.5.B3, B5, B6, B7, B13.



95

11 Zakladni vlastnosti realnych funkci

11.1 Warm-up: Jazyk R — kresleni grafii funkce

Jazyk R si lze nainstalovat z internetu, zadate-li do vyhledavace ,jazyk R nebo ,R lan-
guage“. Funguje jako dobra kalkulacka offline, navic si mtize uzivatel prohlédnout veskeré
predchozi vypocty. Zékladni informace: knihy [12], [13] jsou manuély k programu v ¢esting,
nebudeme je prilis potfebovat, jen oddily o matematickych funkcich a o kresleni grafiky
bude v prvni fazi vyuzitelné®®. Plati zde naptiklad:

e Pozor, desetinna ¢isla se zadavaji s desetinnou teckou, po americku, to je mala dan
za jeho free uzivani. Des. ¢arka slouzi jako oddélova¢ rovnic a parametri funkei.

e Faktorial zaddme piikazem (a néaslednym stiskem klavesy ENTER)
> factorial(n);

e Celociselné déleni zaddme operatorem % /%, zbytek po déleni piikazem %%. Napii-
klad

> 62 %/% 5
vede po stisku kldvesy ENTER na vysledek 12 (celoé¢iselny podil),
> 62 %h 5

vede na vysledek 2 (zbytek po déleni péti).

e Umocnéni zaddme Sipkou nahoru (na klavese ¢isla 6), naptiklad
> 1572
vede na vysledek 225,
> sqrt{144}

vede na odmocninu® z ¢isla 144, tj. 12.

V tomto tvodu do funkci redlné proménné pro nas bude uzitecné nakreslit si graf
nékterych funkei, toho docilime nasledujicim zpisobem:

Dejme tomu, Ze chceme nakreslit graf funkce y = 2 - sinz + 1 na intervalu (—5;5). To
udélame zcela jednoduse piikazem ,curve“ (kfivka):

59Tento program studentiim doporuduji kvili pfedmétu Pravdépodobnost a statistika ve 4.semestru.
60Ridici slovo ,sqrt“ je z anglického ,square root®.



o6

11 ZAKLADNI VLASTNOSTI REALNYCH FUNKCI

> curve(2*sin(x)+1,-5,5);

Pokud bychom chtéli nakreslit do jednoho obrazku grafy dvou funkci, je to trosinku

vevs

a pak nakreslit prazdné htisté, do kterého pridavame jednotlivé funkce:

1.

. Nyni nakreslime hraci plan piikazem ,plo

Vytvotime vektor x rozdélenim intervalu (—5;5) na tisic podintervali s krokem jedna

setina®!:

> x<-seq(-5,5,0.01);

. Pfipravime si do vektortd f1, f2 obé funkce, naptiklad funkci 2-sinz + 1 a 2 -sina:

> f1<- 2*sin(x)+1;

> f2<- 2*sin(x);

tu62.

> plot(c(x,x),c(f1,£f2),xlab="",ylab="",type="n");

. A nakonec pfiddme pifkazem ,lines“ do obrazku funkce®:

> lines(x,f1,1ty=1, col="red");

> lines(x,f2,1ty=1, col="blue");;

. P¥ikazem ,segments“ jesté mtizeme pfidat souiadné osy®*:

> segments(-5,0,5,0, col="black");

> segments(0,-2,0,3, col="black");

. Pokud bychom chtéli vepsat popis funkci pfimo do obrazku, lze také na ptislusné

soufadnice napsat Fetézec znakt, napi:

> legend(-3,2,"2sin(x)+1");

> legend(-5,-1,"2sin(x)");
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2sin(x)+1

|

Obrazek 26: Obrazek dvou funkei posunutych o hodnotu 1 ve svislém sméru.

7. Cely obrazek si nyni mtzeme ulozit, kdyz nan najedeme mysi a klikneme levym
tlacitkem — tak se zaktivni soubor obrazku; dale v levém hornim rohu otevieme
volbu FILE, a pak SAVE AS a ulozime napiiklad jako PDF soubor. Vznikne obrazek,
ktery lze vlozit naptiklad do téchto skript (najdeme jej ve stejném adresafi, kde bézi
program R):

8. A posledni poznamka k tomuto narocnéjsSimu souboru piikazi: Pokud bychom ne-
chtéli soubor nékolika ptrikazii neustale opisovat na obrazovku R, mtizeme napriklad
nas soubor piikazt ulozit do souboru kresleni.txt do stejného adresare, ve kterém
bézi program R — pouze tvodni zobacky kazdého fidiciho fadku smazeme a zakon-
¢ime kazdy radek stfednikem:

x<-seq(-5,5,0.01);

f1<-2%sin(x)+1;

£f2<-2%sin(x) ;

plot(c(x,x),c(f1,f2), xlab="",ylab="",type="n");
lines(x,f1,1ty=1,col="red");
lines(x,f2,1ty=1,col="blue");

61gipka vznikla ze symbolii ,mensi nez“ a ,minus“ ... pfifazovaci symbol, ktery jazyk R pouziva misto
rovnitka;
seq ... z anglického sequence = posloupnost (hodnot).

627 anglického ,plot“ = nakreslit. Vyznam symbolt:
c() ... vytvari se vektor hodnot, z anglického ,,column“= sloupec, tedy sloupcovy vektor;
xlab ... popis osy x, nyni bude prazdny, ale lze vepsat oznaceni proménné (podobné ylab = popis osy y);
type="n" ... funkce se zatim nevykresli.

631ty ... typ vykreslené linie: typ 1 = plna ¢ara, typ 2 = Garkovand ¢ara, atd.
col ... volba barvy pro danou funkci.

64Napt. ¢isla [—5,0] a [5,0] znamenaji soufadnice po¢éteéniho a koncového bodu tsecky, ktery chceme
nakreslit.
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segments(0,-2,0,3,col="black");
segments(-5,0,5,0,col="black");
legend(-3,2,"2sin(x)+1");
legend(-5,-1,"2sin(x)");

Pak 1ze jen v jazyce R kdykoli pozdéji celou sekvenci prikazti vyvolat ridicim prika-
zem

> source("kresleni.txt")

(popiipadé muzeme pozménit interval ¢ funkce, které chceme nakreslit, vymazat
nékteré piikazy a soubor ulozit) — a provede se celd davka najednou.

11.2 Prednaska

Posledni dva tydny tohoto semestru se budeme zabyvat pojmem redlné funkce (viz
definice 61 pfedchozi kapitoly). V devadesati minutdch musime projit ucebnici [9] zvanou
Funkce. I kdyz se jedna o opakovani véci ze stfedni skoly, neni mozné projit podrobné
celou problematiku funkci, a ¢tenaf bude muset nékteré detaily dohnat i v nasledujicim
semestru. Zameéfime se tedy nyni na jedinou véc: na kresleni grafi nékterych funkci a
odecitani vlastnosti téchto funkci z téchto grafi.

Definice 62: Kdyz f je redlnd funkce, tak graf je mnoZina vSech bodu [z, f(z)] ve
zvolené soustavé soufadnic (zadané pocatkem a dvéma kolmymi osami realnych ¢isel,
které se protinaji v poc¢atku), pro které x € D(f)%.

V dalsim se zaméfime na nékteré vlastnosti redlnych funkci a feknéme si néco malo o
téch elementarnich z nich, které jsou nejcastéji v matematice pouzivany. Studenti budou
muset znat definice nasledujicich vlastnosti, a také védét, jak se dana vlastnost pozna z
grafu funkce f(x). Rikdme, Ze

e funkce f je ({definice 63|) rostouci na intevalu 7, kdyz

Veyel: z<y = f(z) < f(y);

e funkce f je ((definice 64) klesajici na intevalu I, kdyz

Veyel: z<y = f(z)> f(y);

e 19z D(f) je (definice 65 ) lokilni minimum funkce f, kdyz existuje otevieny interval
I obsahujici xg a plati

flz) > f(xg) Vx €I

e 19z D(f)je (|definice 66 ) lokalni maximum funkce f, kdyz existuje otevieny interval
I obsahujici xy a plati

flz) < f(xg) Vx €I

65Bod [z, f(x)] modeluje prvek relace f a v roving jej znézoriiujeme na priise¢iku kolmice k vodorovné
ose v bodé z s kolmici ke svislé ose v bodé f(x).
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e funkce [ je (_) suda na svém defini¢nim oboru, kdyz D(f) je symetricka
mnozina na vodorovné realné ose vzhledem k ¢islu 0 a
Ve e D(f): f(-=z)= f(z);
o funkce f je ([definice 68)) liché na svém definiénim oboru, kdyz D(f) je symetrické
mnozina na vodorovné realné ose vzhledem k ¢islu 0 a
Ve e D(f): f(—x)=—f(2);
e funkce f neni (_) ani suda, ani licha na svém defini¢nim oboru, kdyz ne-
plati ani definice 67, ani definice 68.
e funkce f je ([definice 70]) zdola ohranicens na svém oboru hodnot H(f), kdy#
dK e R:Vx e D(f): K < f(z);
e funkce f je ((defimice 71 ) shora ohrani¢ens na svém oboru hodnot H(f), kdyz
dLe R:Yx e D(f): f(x) <L
e funkce f je ([definice 72|) ohranicena na svém oboru hodnot H (f), kdyZ je ohranicend

shora i zdola, tj. kdyz
dK,Le R:Vx e D(f): K < f(z) <L;

funkee f je ([definice 73!) periodicka, kdyz
BpeR:p>0AVeeD(f): (x+peD(f) AN f(z)=flz+p)).

Budeme se uéit poznavat uvedené vlastnosti (véetné téch, které byly definovany v
minulé kapitole, jako je D(f), H(f), rozeznani, zda je funkce prostd = injektivni, a
néasledné sestaveni inverzni funkce) na zékladé grafu funkce.

1.

Defini¢ni obor pozname z grafu funkce takto: kolmice z bodu grafu na vodorovnou
osu soustavy soufadnic ji protinaji pravé v bodech z D(f).

Obor funkénich hodnot: kolmice z bodt grafu na svislou osu soustavy soufadnic ji
protinaji pravé v bodech z H(f).

. Lokéalni minimum v bodé z z D(f) (na vodorovné ose) nastava tehdy, kdyz existuji

body a,b € D(f) tak, ze

xo € (a,b) A [ je klesajici na (a;xo) A f je rostouci na (x¢;b);

. Lokélni maximum v bodé x¢ z D(f) (na vodorovné ose) nastava tehdy, kdyz existuji

body a,b € D(f) tak, ze

zo € (a,b) A f jerostouci na (a;xg) A f je klesajici na (zo;b);
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Sudou funkci pozname tak, Ze jeji graf je osové soumérny vzhledem ke svislé ose
soustavy soufadnic (osa y je osa soumérnosti).

. Lichou funkci pozname tak, Ze jeji graf je stfedové soumérny vzhledem k priiseciku

soutadnych os (bod [0;0] je stfed soumérnosti).

. Funkci, ktera neni ani suda, ani licha, pozname tak, ze jeji graf neni ani osové sou-

mérny vzhledem ke svislé ose, ani stfedové soumérny vzhledem k poc¢atku soustavy
soutfadnic®®.

. Funkci ohranicenou zdola pozname tak, ze existuje konstantni funkce y = K rovno-

bézné s osou x tak, ze graf funkce f(x) je cely nad piimkou y = K.

. Funkci ohrani¢enou shora pozname tak, ze existuje konstantni funkce y = L rovno-

bézné s osou x tak, ze graf funkce f(x) je cely pod pfimkou y = L.

Funkci ohranic¢enou zdola i shora pozname tak, ze existuji konstantni funkce y = K
a y = L rovnobézné s osou x tak, ze graf funkce f(z) je cely nad pfimkou y = K a
pod pfimkou y = L.

To, ze funkce f je prosté (injektivni), poznadme z jejiho grafu tak, Ze rovnobézky s
osou x jeji graf protnou vzdy nejvyse v jednom bodé.

To, ze funkce f je surjektivni, pozname z jejiho grafu tak, zZe rovnobézky s osou x
vzdy protnou jeji graf v néjakém bodé (aspori jednom).

To, ze funkce f je bijekce R na R, pozname z jejiho grafu tak, ze rovnobézky s osou
x jeji graf protnou vzdy pravé v jednom bodé.

Pokud je nasim tikolem nakreslit funkci inverzni f~! k funkci f, tak mtizeme vyuzit

faktu, Ze grafy funkei f a f~! jsou osové soumérné vzhledem ke grafu linedrni funkce
67

y = x°".

To, ze funkce je periodicka, pozname z jejiho grafu tak, ze ¢ast grafu odpovidajici
délce nejmensi periody na vodorovné ose se opakuje v tom smyslu, ze rovnobézky s
osou z protinaji graf funkce v nekone¢né mnoha bodech, jejichz vzajemna vzdalenost
je rovna nasobku této nejmensi periody.

66 Aby to funkci ani sudé, ani liché nebylo lito, tak pokud je jeji definiéni obor stiedové symetricky
vzhledem k pocatku a funkce je dostatecné slusna, tedy naptiklad spojita, lze ji vyjadrit jako soucet
dvou (spojitych!) funkci, z nichz jedna je sudd a druha lichd — tedy z kazdé spojité funkce na vhodném
defini¢nim oboru lze separovat dvé hodnoty, z nichZ jedna pfispiva do sudosti a druhd do lichosti. Tato
separace funkce na sudou a lichou ¢ast ovSem nepatii do zékladnich dovednosti, jimiz se budeme zabyvat.

67To plyne mimo jiné z toho faktu, Ze pfi hledani inverzni funkce zaméiujeme z za y ve funkénim pied-
pisu y = f(x) a vyjadfujeme proménnou z jako funkci proménné y, a tedy oba grafy jsou ,zaménitelné*
= osové symetrické vzhledem k této ,0se zaménitelnosti“ y = x.
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V této a nasledujici kapitole rychle projdeme funkce nékterych elementarnich typt a
zopakujeme dovednosti shrnuté do nésledujiciho prikladu:

a) Urcete D(f).
b) Urcete H(f).

c) Urcete intervaly, na kterych je funkce rostouci (klesajici), naleznéte jeji lokalni ex-
trémy.

d) Urcete, zda je funkce sudé, lichd, nebo neni ani sudé, ani lich4.

e) Urcete zda je funkce ohranic¢ena (zhola nebo shora).

f) Urcete, zda je funkce prosta — pokud ano, tak vyjadiete funkei k ni inverzni.

g) Urcete, zda je funkce periodickd — pokud ano, najdéte délku jeji nejmensi periody.

h) Nakreslete graf funkce f.

Grafem linearni funkce f(z) = a-x + b, kde a, b jsou pevné zvolené konstanty, je
primka, tj. se zde jen odkdZeme na analytickou geometrii, kterd se pfimkami podrobné
zabyva%. Studenti by méli umét najit rovnici pifmky, kterd prochézi dvéma zadanymi
body.

Témito funkcemi se v této fazi také nebudeme zabyvat, blize 1ze nalézt fadu véci v
[9], str. 41-56. Zejména u funkci, ve kterych se vyskytuji absolutni hodnoty, s velkym
uspéchem vyuzijeme faktu, Zze nékteré z téchto funkci jsou sudé — pokud naptiklad vime,
ze funkce f je sudd a D(f) = R, miZeme na zdkladé znalosti grafu funkce na intervalu
(0; 00) jedoduse dokreslit jeji graf pouhym pieklopenim v osové soumérnosti s osou 3%.

68Nebo na ucebnici [9], str. 23-40

69Kazd4 funkce, ve které se neznama proménna vyskytuje pouze ve tvaru |z|, je suda. Napiiklad f(z) =
m‘% je suda, protoze plati % = lel%

funkci typu D = linearné lomenych funkeci.

Zkuste si cvicné nakreslit jeji graf po absolvovani opakovani
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11.3 Cvicéeni — nékteré elementarni funkce

Podivejme se na nékteré typy elementarnich funkci, které jsou skutecné dilezité — procvi-
¢ime na nich pojmy z této kapitoly:

Podrobnéji viz [9], str. 56-71. Urcité si projdéte nasledujici véci (odkazy se tykaji
ucebnice [9], nékteré piiklady jsou feSené v jejim textu, u vétSiny nefesenych piikladi
je uveden vysledek na konci knihy [9]):

e grafy kvadratickych funkei (paraboly):

— str. 61 ... graf funkce y = a - 22 pro riizné hodnoty konstanty a;
— str. 64 ... graf funkce y = 3(z +1)* - 3;
— ptiklad 4.9 na str. 67;

e teseni kvadratickych nerovnic:

— str. 69, pr. 1: Teste v R:
20° +5 < 3z° + 1 — 1;

— priklad 4.23 na str. 71.

Podrobnéji viz [9], str. 72-84. Linearné lomend funkce je vlastné podilem dvou linearnich
funkci, odtud jeji nazev. Ur¢ité si projdéte nasledujici véci (odkazy se tykaji ucebnice [9]):

e str. 77 ... graf funkce y = g pro riizné hodnoty konstanty k;
e str. 78-80 ... obecnéjsi grafy linearné lomenych funkci — piiklady 1 a 2;

e str. 82, priklad 5.9 ... grafy dalsich typt, je dulezité vsechny nakreslit;

Podrobnéji viz [9], str. 85-116. Urc¢ité si projdéte nésledujici véci (odkazy se tykaji
ucebnice [9]):

e Kresleni grafti mocninné funkce:
— str. 87 ... grafy funkce y = 2" pron € N;

— str. 90 ... grafy funkce y = 2" pron € Z7;
— str. 91, priklad 6.7;
e Hledani inverzni funkce — v kazdém z nasledujicich prikladi by se hodil obrazek obou

funkci f a f~! v jednom grafu, aby bylo patrno, Ze oba grafy jsou osové soumérné
vzhledem k ose soumérnosti y = x:
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— str. 95 ... naleznéte funkci inverzni k funkci y = 3z — 2 pro D(f) = (—1;2).
Véetné obou funkei f a f~! v jednom grafu.

— naleznéte inverzni funkci k funkci y = (z — 2)? + 3 a) pro D(f) = (—00,2); b)
pro D(f) = (2, 00).

— naleznéte inverzni funkci k funkci y = 2 pro D(f) = R.

Podrobnéji viz [9], str. 117-150. Uréité si projdéte nasledujici véci (odkazy se tykaji
ucebnice [9]):

Str. 129, obr. 7.7: Nakreslete graf funkce y = a” a funkce k ni inverzni y = log, «,
pokud konstanta a € (0;1).

Str. 129, obr. 7.6: Nakreslete graf funkce y = a” a funkce k ni inverzni y = log, z,
pokud konstanta a € (1;00). Pro zapamatovani si spravného sparovani grafi sou-
visejicich v této a minulé odrazce plati princip, ktery lze snadno dokazat, Ze totiz
inverzni funkce k rostouci funkci je zase rostouci — a analogicky inverzni
funkce ke klesajici funkci je zase klesajici.

str. 122, pt. 1, pf. 2 ... porovnavani hodnot, které vyuziva znalosti o grafech funkce
exponencialni;

str. 124, pf. 7.8.a) ... kresleni grafu funkce exponecidlni;

definice logaritmu:
log, =2 & a° ==

Pak nasledujici priklady:
— str. 132, piiklad 1: log, 8 = ...
— str. 133, priklad 2: log,, 0,01 = ...
— str. 134, priklad 4: loggt =3 =t =...
— str. 134, priklad 5: log, 100 =2 = a = ...

str. 131, priklad 7.16 ... ptfiklad na porovnavani hodnot;
str. 131, priklad 7.18 ... logaritmické nerovnice.
str. 134, priklady 7.23, 7.26 ... vypocet hodnot, jednoduché logaritmické rovnice.

str. 135-136 ... véty o logaritmech: protoze logaritmy jsou vlastné mocniny, tak z
pravidel pro mocniny vyplyvaji i pravidla pro logaritmy:

log,(r-s) = log,r+log, s

log,, <T> = log,r —log, s
s
log, (r*) = s-log,r
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e Str. 136, piiklad 1 ... Gprava vyrazu s logaritmy (pomoci vyse uvedenych vzorci);
e str. 138, pr. 7.30 ... dalsi pocitani s logaritmy podle vzorci;

e Mezi logaritmy riznych zakladi existuje vztah, ktery prevadi logaritmus jistého
zékladu na logaritmus jiného zékladu. Z téchto vzorcii se nam bude hodit specialné
prevod vSech zdkladi na logaritmus o tzv. pfirozeném zékladu ( oznaceni 37 )

Inz :=log, z,

kde e = 2,718281828459... je Eulerovo ¢islo, o kterém uz byla fe¢ v kapitole 10.

Ptevodni vzorec je tvaru

Inz
log, x = —
Ina

(vzorec lze zapamatovat tim zptsobem, Ze ve funkci log, x piSeme v jistém smyslu
x nad hodnotu a, respektive a je napsano v dolnim indexu — podobné ve zlomku na
pravé strané se vyskytuje podil funkci In a opét argument x se vyskytuje graficky
nad argumentem a)™.

e A jesté posledni oznacdeni ((oznacdeni 38 ): pokud u funkce logz neni uveden zadny
zaklad, zpravidla se jedna o
log z := log;,

(neni to vzdy pravidlem, v nékterych uéebnicich se vyrazem log x oznacuje pFirozeny
logaritmus — v tom piipadé by to ovsem ucebnice méla dat ¢tenari védet; v tomto
textu logx znamené logaritmus o zdkladu 10 a pro pfirozeny logaritmus budeme
uzivat jeho klasickou znacku In ).

"0Tento prevodni vzorec budou studenti potfebovat v pfedmétu matematicka analjza — p¥i derivaci ¢
integraci logaritmu rtznych zékladd obvykle prevadime na zaklad ptirozeny, Eulerovo ¢éislo, a pak teprve
provadime integraci ¢i derivaci. Hodi se ndm pfritom védét, ze Ina je konstanta, protoze zaklad a se
neméni, tak proto s Ina zachazime pfi integraci ¢i derivaci stejné jako s jakoukoli jinou konstantou. Také
diky vzorci je mozné si pamatovat (nebo mit tabulky) pouze logaritmy o pfirozeném zékladu a vSechny
logaritmy o ostatnich zakladech pomoci toho pfirozeného zakladu spocitat.
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12 Goniometrické funkce

12.1 Warm-up

Ve 12. tydnu: provérka (c). Pfipadné warm-up v t¥indctém tydnu podzimniho semestru:
Ohlasy z provérky (c). Mapa pojmt predstavenych v predmétu Zaklady matematiky (viz
ptiprava).

12.2 Prednaska

Odkud se vzaly goniometrické funkce? Oznaceni pochéazi z fectiny: hé g€ ... zemé, odtud
,geometrie“ = meétfeni zeme, zemeémeéricstvi; dale he gonia ... thel, roh, thelny kdmen, tj.
odtud ,,goniometrie“ = méreni thld, thloméricstvi.

Pokud preskoc¢ime definici tthlu ze zakladni skoly a podivame se na stiedoskolskou
definici goniometrickych funkci, mohla by se odehravat nasledovné: Kdyz se podivame na
pravouhlé trojuhelniky ABC, AB'C', AB"C", které jsou podobné diky vSem tfem thlim
navzajem shodnym (viz obrazek 27, trojuhelniky ABC, AB'C’, AB"C"),

Obrazek 27: Pravoihlé trojuhelniky, které jsou podobné.

vidime, Ze napiiklad pomér délky odveésny protilehlé vrcholu A ku délce pfepony se
nemeéni a zistava ve vSech tfech pravouhlych trojihelnicich stejny — a je tedy spise vlast-
nosti tthlu « sklonu prepony viic¢i vodorovné odveésné, nez vlastnosti délek; oznac¢me tento
pomér sin a:
) ’BC' |B/C¢/‘ |B//C¢//’
sina 1= = = .
|AC| |AC| |AC" |

V praxi pak napfiklad lze ur¢it z téchto vztahii |BC| = |AC| - sin v, tj. délku jedné strany
pravouhlého trojtihelnika lze vypocitat pomoci délky jiné strany a hodnoty sin a.

Podobné v obrazku vidime dalsi poméry stran, které se neméni, pokud zachovavame
vSechny thly trojihelnika stejné, pricemz jeden z nich je pravy, a sice

|AB| |AB'| |AB"|
|AC| — |AC'|  JACT|
|BC| |B'C'| _|B"C"| sina
|AB|  |AB'|  |AB"|  cosa’

COS @

tga =
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. |AB|  |AB| |AB"|  cosa 1

cotg « = = = =

8 IBC| — |B'C'| ~ |B"C"| ~ sina  tga

(v danych rovnostech jsou uvedeny jak definiéni vztahy :=, tak z nich vyplyvajici

vztahy mezi jednotlivymi definicemi, které plynou z toho, ze u funkci tg «, cotg «
davame funkce sin «, cos a do vzédjemného pomeéru). Tim zpusobem jsme definovali funkce
popisujici jistou vlastnost ostrych thld, tj. thld, které mohou vzniknout jako vnitini thly
prii vrcholu A v pravouhlém trojihelniku ABC.

P#i méreni a popisu thld existuji dvé zakladni metody neboli miry:

a) Stupnova mira ... plnému thlu se pfisoudi velikost 360°, pravému thlu velikost 90°,
plnému thlu velikost 180°, atd.

b) Obloukova mira = délka oblouku:

= ,!,\7

t
=

Q
< P
pE L

Obrazek 28: Namotani realné osy na kruznici o poloméru 1.

KdyZ redlnou éiselnou osu ,namotame“™ na jednotkovou kruznici se stiedem v po-

¢atku a polomérem 1, na této kruznici dostavame obrazy realnych ¢isel — nyni dosta-
vame uhly urc¢ené na jedné strané poloptimkou urcenou kladnym smérem vodorovné
osy, na druhé strané polopiimkou vychazejici z poc¢atku, které prochézi obrazem re-
alného ¢isla ,namotaného“ na jednotkové kruznici. Obloukové mife se nékdy rika i
radianova mira, kde jednotka jeden radian odpovida thlu s vrcholem v pocatku a
rameny prochézejicimi obrazy bodi 0 a 1 na jednotkové kruznici (thel o velikosti

jednoho radidnu tedy vytind na jednotkové kruznici popsané v predchozi konstrukci
oblouk délky 1).

"INa obé strany donekone¢na, tj. to namotévani by nam zabralo hodné ¢asu — nicméné toto piiblizné
vyjadfovani je formalni, ne ze bychom to nekonecné namotavani museli prakticky provést.
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V téchto dvou mirach potom

hodnoté 45° odpovida obloukova délka 7 rad,
hodnoté 90° odpovida obloukova délka 7 rad,
hodnoté 180° odpovida obloukova délka 7 rad,
atd.

Timto ,namotanim* realné ¢iselné osy na jednotkovou kruznici, ktera se dale nachazi
také v roviné, ve které jsme umistili kartézskou soustavu soufadnic (= vodorovnou a
svislou osu) s pocatkem ve stfedu kruznice, lze rozsitit definici goniometrickych funkei
sinx, cosx (a tim i tg x, cotg x) pro jakékoli redlné = néasledovné — viz obrazek 29 :

A Loy o]

= oA lidmen S x
/ \
\ ) Oflft-l)t!dml “l N/ x
/ oo Jowiais o 4stowitw 4
S
> ",

Obrazek 29: Rozsifeni definice funkci sinz a cosz pro libovolné realné x.

Souradnice obrazu bodu r po namotani na jednotkovou kruznici jsou v kar-
tézské soustavé bodu v rovinég, ve které se kruznice nachazi, rovny [cos z,sin z|.

Je dtlezité pamatovat si hodnoty goniometrickych funkei pro nékteré dilezité thly x,
minimalné hodnoty v tabulce:

z (°) 0° 30° | 45° | 60° 90° 180° 270°
x (rad) 0 = 7|3 5 T s

sin 0 BEAE 1 0 ~1

cos T 1 \/?g g % 0 —1 0

tg x 0 \/?g 1 | v/3 | neni def. 0 neni def.
cotg | neni def. V3|1 \/?g 0 neni def. 0

Zapamatovani udaji z predchozi tabulky pravé usnadnuje geometricky vyznam téchto
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hodnot jako soufadnic [cos x, sin 2] obrazu bodu x pfi namotani redlné osy na jednotkovou

kruznici”.

e Vyznacné hodnoty funkei sin , cos x pro nasobky thlu 7 jsou uvedeny na obrazku 30:

Obrazek 30: Jednotkova kruznice ndm usnadiiuje zapamatovat si hodnoty sin z a cos x pro
nasobky thlu 7.

e Vyznacné hodnoty funkci sin x, cos z pro nasobky thlu  jsou uvedeny na obrazku 31:

Podivejme se nyni na grafy funkci sinx, cosz, tg x, cotg x s definicnim oborem rozsi-
fenym pro vSechna x € R a z grafi se pokusime vy¢ist jejich vlastnosti.

e Vlastnosti funkce sin z vyctené z jejiho grafu:

a) Graf funkce sinz vidime na obrazku 32.

b) D(f) = k.

c) H(f)={-11).

d) Funkce sinz je rostouci na kazdém z intervalt (5 + 2km, T + 2km) a klesajici
na kazdém z intervalil (3 + 2km, 3% + 2km) (pro k € Z). Odtud lze odvodit, Ze

lokalni minimum nastava v bodech =* + 2k7 (pro k € Z), lokdlni maximum v
bodech § + 2k7 (pro k € 7).

"2Pozor, zalezi na potadi, prvni soufadnice bodii na jednotkové kruznici je rovna hodnoté cos z, druha
soutfadnice hodnoté sin x.
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Obrazek 31: Jednotkova kruznice nam usnadriuje zapamatovat si hodnoty sin z a cos x pro

nasobky thlu .
/\ atd.
atd.

1.0

0.5
|

0.0

-1.0

Obrazek 32: Graf funkce f(x) =sinz.

e) Funkce sinx je licha, protoze jeji graf je stfedové soumérny podle pocatku sou-
stavy soufadnic, tj. plati sin(—x) = — sinx pro libovolné = € R.

f) Funkce sinz je ohrani¢end zdola (napf. konstantou K = —1) i shora (napf.
konstantou L = 1).

g) Funkce sinz je periodickd s délkou nejmensi periody p = 2.
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h)

Obrézek 33: f(r) = sinx (modie) proz € (5;
arcsin .

Funkce f(x) = sinz neni prosta (= injektivni), protoze naptiklad hodnoty nula
nabyva v nekone¢né mnoha bodech, tj. 0 je v relaci f~! s nekone¢né mnoha
body, a tak je porusena podminka z definice zobrazeni. Tedy obecné feceno
k funkci sinx funkce inverzni neexistuje. Ovsem pokud bychom se omezili na
f(x) = sinz pro v € (5;7), tato funkce prostd je a inverzni funkce k ni
existuje, oznacujeme ji f~!(z) = arcsin x. Grafy této funkce sin z na ziZeném
definiénim oboru a funkce k ni inverzni vidite na obrazku 33:

1.0 15

0.5
|

0.0

sin(x)

-1.0
|

arcsin(x)

I T T T T T I
-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15

%) a funkce k ni inverzni (Cerveng) f~!(z) =

e Vlastnosti funkce cos x vyctené z jejiho grafu:

a)
b)
c)
d)

f)

g)
h)

Graf funkce cos z vidime na obrazku 34.

D(f) = R.
H(f) = (-1;1).
Funkce cosz je rostouci na kazdém z intervalt (7w + 2k7, 21 + 2km) a klesajici

na kazdém z intervali (0 + 2kw, 7 + 2kw) (pro k € Z). Odtud lze odvodit, ze
lokalni minimum nastava v bodech 7 + 2km (pro k € Z), lokalni maximum v
bodech 0 + 2k7 (pro k € Z).

Funkce cosz je licha, protoze jeji graf je osové soumérny podle svislé osy y, tj.
plati cos(—x) = cos z pro libovolné x € R.

Funkce cosx je ohrani¢end zdola (napf. konstantou K = —1) i shora (napf.
konstantou L = 1).

Funkce cosx je periodicka s délkou nejmensi periody p = 2.

Funkce f(x) = cosz neni prosté (= injektivni), protoZe napiiklad hodnoty nula
nabyva v nekoneéné mnoha bodech, tj. 0 je v relaci f~! s nekoneéné mnoha
body, a tak je porusena podminka z definice zobrazeni. Tedy obecné feceno
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1.0

0.5

0.0

-1.0
|

Obrazek 34: Graf funkce f(z) = cosz.

k funkci cosx funkce inverzni neexistuje. OvSsem pokud bychom se omezili na
f(z) = cosx pro x € (0; ), tato funkce prosté je a inverzni funkce k ni existuje,
oznac¢ujeme ji f~1(z) = arccos x. Grafy funkce cosr na ziZeném defini¢nim
oboru a funkce k ni inverzni vidite na obrazku 35:

argcos(x)

Obrazek 35: Graf f(z) = cosx (modfe) pro z € (0;7) a funkce k ni inverzni (Cervené)
f~Y(z) = arccos .

e Vlastnosti funkce tg x vyctené z jejiho grafu:

a) Graf funkce tg « vidime na obrazku 36.
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f)

g)
h)

15

10
|

-10
|

Obrazek 36: Graf funkce f(x) = tg x.

D(f) = R — {3 + kr}.

H(f) = R

Funkce tg x je rostouci na kazdém z intervalt (—g +km, 5+ kw) a nema lokalni
extrémy.

Funkce tg z je lichad™, protoZe jeji graf je stfedové soumérny podle podatku
soustavy soufadnic, tj. plati tg (—x) = —tg x pro libovolné = € D(f).

Funkce tg x neni ohranicena shora ani zdola.

Funkce tg = je periodickd s délkou nejmensi periody p = 7.

Funkce f(x) = tg = neni prostd (= injektivni), protoze napiiklad hodnoty nula
nabyva v nekoneéné mnoha bodech, tj. 0 je v relaci f~! s nekoneéné mnoha
body, a tak je porusena podminka z definice zobrazeni. Tedy obecné feceno
k funkci tg x funkce inverzni neexistuje. OvSem pokud bychom se omezili na
f(z) =tgz pro x € (’7”, g), tato funkce prosté je a inverzni funkce k ni exis-
tuje, oznacujeme ji f~1(x) = arctg x. Grafy funkce tg = na zzeném defini¢nim
oboru a funkce k ni inverzni vidite na obrazku 37:

e Vlastnosti funkce cotg x vyctené z jejiho grafu:

a)

Graf funkce cotg x vidime na obrazku 38.

b) D(f)=R—-{0+kn}.
c) H(f)=R.
d) Funkce cotg z je klesajici na kazdém z intervalti (0 + k7, 7 + k7) a nemé lokalni
extrémy.
"Soucin nebo podil dvou funkci, z nichZ jedna je lichéd a druhd suda, je lichad funkce ... diky této

vlastnosti vime, ze funkce tg = i cotg x jsou liché.
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10
|

-10
|

Obrazek 37: Graf fukce f(r) = tg x (modie) pro x € (%ﬂ,
(¢ervens) f~!(z) = arctg z.

g) a funkce k ni inverzni

15
|

10

-10
|

Obrazek 38: Graf funkce f(x) = cotg x.

e) Funkce cotg = je licha, protoze jeji graf je stfedové soumérny podle pocatku
soustavy soufadnic, tj. plati cotg (—z) = —cotg x pro libovolné x € D(f).

f) Funkce cotg = neni ohrani¢ené shora ani zdola.
g) Funkce cotg = je periodicka s délkou nejmensi periody p = 7.

h) Funkce f(x) = cotg x neni prostd (= injektivni), protoZe napfiklad hodnoty
nula nabyva v nekone¢né mnoha bodech, tj. 0 je v relaci f~! s nekone¢né mnoha
body, a tak je porusena podminka z definice zobrazeni. Tedy obecné fec¢eno k
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funkci cotg x funkce inverzni neexistuje. OvSem pokud bychom se omezili na
f(z) = cotg x pro x € (0;7), tato funkce prostd je a inverzni funkce k ni
existuje, oznacujeme ji f~1(x) = arccotg x. Grafy funkce cotg x na ziZeném
definiénim oboru a funkce k ni inverzni vidite na obrazku 39:

:

-10
|

Obréazek 39: Graf fukce f(x) = cotg x (modfe) pro x € (0;7) a funkce k ni inverzni
(Cervend) f~1(z) = arccotg .

Zapamatovat si pribéh grafii zizenych goniometrickych funkci a funkci k nim inverz-
nich lze pomoci néasledujicich dvou fakt: a) inverzni funkce k rostouci funkci je opét
rostouci (jak je to u funkci ziZeny sinz a zizeny tg x); inverzni funkce ke klesajici funkci
je opét klesajici (jak je to u funkei ztiZeny cosx a ziZeny cotg x); b) D(f) = H(f™') a
H(f)= D(F™') ... plati pro vSechny ¢tyfi ziZené goniometrické funkce.

12.3 Cvideni

Projdéme si dilezité pertie cviceni ke goniometrickym funkcim podle uéebnice [10] (dané
ucebnice se tykaji i ndsledujici odkazy na strany a ¢isla priklada)™:

1. Velikost tthlu ve stupnové a obloukové mire

(a) Str. 21-23, feSeny pi. 1.

(b) Pfevodni vztahy mezi stupni a radiany ziskdme z troj¢lenky podle toho, zda se
nam libi vice vzorec se 180° nebo 360°:

T . 27 e
lrad ... —— stupnii = —— stupni;
180 360

774kladni uvedeni do stupiiové a obloukové miry thl a do funkci sin z, arcsin x, cos z, arccos x, tg ,
arctg x, cotg x, arccotg x viz prednaska v této kapitole.
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xrad ... a stupnd.

Odtud ziskame vzorec pro prevod stupni na radiany
r-180  x-360

T 2T

o =

nebo radiany na stupné
L a-m 2w
180 360
(c) Str. 24, ptiklady 5 a 6 ... konkrétni pfevod miry tihlu z radidnt na stupné nebo
naopak. Dalsi piiklady str. 25, pf. 2.10.a), 2.11.a).

2. Orientovany thel a jeho vlastnosti
(a) Str. 27-28 ... zakladni velikost orientovaného thlu: 0 < a < 27 v obloukové
mite, respektive 0° < a < 360° v thlové mife;

(b) orientovany uhel, ktery nema zékladni velikost, lze pfevést na thel se zdkladni
velikosti odectenim ¢i pri¢tenim vhodného nasobku 27, respektive v thlové mire
vhodného nasobku 360°;

(c) pf. l-str. 29, dalsi piiklady: 2.19-str.32, 2.20-str.33, 2.21, 2.22.
3. Vlastnosti funkei sinx, cosz
(a) Resené pitklady 6-str.37 a 1-str.38-39;
(b) dalsi priklady: str.40-41, priklady 2.24 az 2.33.
4. Grafy funkci sin x, cosx
(a) Str. 42 ... grafy; str. 43 — pf. 1, str. 44 — pf. 2, str. 46 — pf. 3, str. 48 — pt. 2.39;
(b) dalsi pfiklady: str. 49 — pf. 2.40.
5. Grafy funkci tg z, cotg x

(a) Str. 57-58 ... grafy; str. 55 — ptiklad 1;
(b) str. 60 — pt. 2.43 a7 2.49.

6. Grafy a vlastnosti cyklometrickych funkei arcsin z, arccos x, arctg x, arccotg

(a) Nakreslete graf a urcete vlastnosti funkce f(x) = arcsin (%) -5
(b) Nakreslete graf a urcete vlastnosti funkce f(x) = arccos (3x — 2);

(c¢) Nakreslete graf a urcete vlastnosti funkce f(x) = = - arccotg (2x — 5) + 7.

1
2
7. Goniometrické rovnice

(a) Str. 61 — piiklad 1 ... vyuziti jednotkové kruznice;
(b) dalsi priklady: str.68 — pf. 2.52, str. 69 — pt. 2.57.

8. Ulohy k opakovani — str. 69-70, piiklady 2.60 az 2.68.

"5Néasledujici tii priklady nejsou vzaty z uéebnice [10], a tedy budou vyfeseny na prednasce, to make
sure that the students know the results. Vysledky ostatnich pfikladt viz zavér uc¢ebnice [10].
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13 Vysledky nékterych priklada

13.1 Vysledky ke kapitole 6 — relace

Ad priklad 6.1: reflexivni relace je reprezentovana smyckami u vSech prvkia (jednickami
na celé hlavni diagondle), antireflexivni relace nepfitomnosti smyc¢ek (nepfitomnosti
jednic¢ek na hlavni diagonale), symetricka relace mé pro kazdou Sipku téz Sipku v opacném
sméru, antisymetrickd relace nemiize mit oboustranné sipky mezi dvéma riznymi prvky,
tranzitivni relace musi pro napr. Sipku od a do b a od b do ¢ obsahovat i Sipku od a do c.

Ad piiklad 6.2: Studentim by mélo byt jasné, Ze napf. antireflexivni (anti — 12)
relace neni negaci relace reflexivni (11), ale Gplnym protipdlem reflexivni relace — tj. Ze
existuji relace s néjakou smyckou, které nejsou ani reflexivni, ani antireflexivni. Podobné
u tranzitivni relace nemusi byt vSechny mozné tranzitivni spoje prvky relace, ale jen
ty, které jsou vynuceny Sipkami v posloupnosti tii prvki (tj. zpy a ypz vynucuji sipku zpz).

Ad piiklad 6.3: R je reflexivni (11) a tranzitivni (13). Je dtlezité si vSimnout, Ze relace
R neni antisymetrickd, protoze napfiklad 3|(—3) a (—3)|3, ale odtud neplyne 3 = —3.
Neni ani symetricka, protoze pokud 3|6, neplyne odtud, ze 6|3.

Ad priklad 6.4: ad a) mize, ale jen relace, kterd je podmnozinou reflexivni relace, bez
Sipek mezi riznymi prvky;

Ad priklad 6.5: ad a) R je reflexivni (11), antisymetricka (anti — 12) a tranzitivni (13).
ad b) R je reflexivni (11), symetricka (12) a tranzitivni (13).
ad ¢) R je reflexivni (11), antisymetrickd (anti — 12) a tranzitivni (13).
ad d) R je pouze reflexivni (11), jinak nic rozumného nelze Fici.

13.2 Vysledky ke kapitole 7 — usporadané mnoziny

Ad priklad 7.1: Relace je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni — takze je to podle
definice, ktera bude nasledovat, usporadani!!

Ad priklad 7.2: Neizomorfnich posetti na t¥iprvkové mnoziné je pét — viz obrazek 40:

]

Obréazek 40: VSechny navzajem rtizné (az na preznaceni prvki) t¥iprvkové posety.

Ad priklad 7.3: ad a) sup{a,d} = ¢, sup{e, f} =e.

ad b) sup M neexistuje, protoZe mnozina hornich zavor {b, ¢, d} nema nejmensi prvek.



13.3 VYSLEDKY KE KAPITOLE ?? — USPORADANE MNOZINY II - OPERACE
PRUSEK A SPOJENI 7

Ad priklad 7.4: i)
<o =A{[1,1],12,2],[3, 3], [4,4], [1,2], [2, 3], [1, 3], [1, 4], [4, 3], [1, 3] };

< ={[1,1],12,2],(3,3], [4,4], [3,4], [4,1], [3,1], [4, 2], [3,2]}.
ii)
g = {[17 2]7 [27 3]7 [17 3]7 [174]7 [47 3]7 [17 3]}7
< = {[374]? [47 1]7 [37 1]7 [47 2]7 [3a 2]}
iii)
<a= {[17 2]’ [27 3]7 [17 4]7 [4’ 3]}7
<p= {[37 4]’ [47 1]7 [47 2]}

Ad priklad 7.5: Jedna se o poset zobrazeny na titulni strané textu [16]: obrazek 41.

Obrazek 41: Poset (27, C) pro P = {1,2,3,4}.

Ad piiklad 7.6: Navzajem riznych posett (aZ na preznaceni prvki) na ¢tyfprvkové
mnoziné je Sestnact — viz obrazek 42.

13.3 Vysledky ke kapitole 8 — usporadané mnoziny II — operace
prusek a spojeni

Ad piiklad 8.1: ad 1) 417 =2,6M2=27MN7=7,3U7 =6, 6L 8 = 6; jednd se o
prisekovy i spojovy polosvaz;
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Obréazek 42: VSechny navzajem rtizné (az na preznaceni prvki) ¢tyfprvkové posety.
ad ii) 6 M3 = 7, 6 U 3 neexistuje. Jedna se o prisekovy polosvaz, ktery neni spojovym
polosvazem

ad iii) 57 = 10, 2M 3 neexistuje, 2M 7 neexistuje. Jedna se o spojovy polosvaz, ktery
neni prisekovym polosvazem.

ad iv) 4 M 5 neexistuje, 2 Ll 3 neexistuje. Tedy dany poset neni ani prisekovym, ani
spojovym polosvazem.

13.4 Vysledky ke kapitole 9 — ekvivalence a rozklady

K této kapitole dosud nejsou uvedeny zadné priklady s vysledkem.

13.5 Vysledky ke kapitole 10 — zobrazeni

K této kapitole dosud nejsou uvedeny zadné piiklady s vysledkem.

13.6 Vysledky ke kapitole 11 — zakladni vlastnosti funkci

K této kapitole dosud nejsou uvedeny zadné priklady s vysledkem.
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13.7 Vysledky ke kapitole 12 — goniometrické funkce

K této kapitole dosud nejsou uvedeny zadné priklady s vysledkem.
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lacku zvladajici bézné matematické funkce, a souc¢asné jednoduché kresleni obrazki,
které lze stdhnout v riznych formatech. Program po instalaci funguje offline.

13 J. Kolacek: Vyuka jazyka R. Rovnéz uvod do jazyka R, nyni od vysokoskolského ucitele
matematiky, coz je vhodnym doplnénim pfedchoziho textu [12].

14 P. Horék: Cviceni z algebry a teoretické aritmetiky I, Brno 2002. Sbirka prikladd ke
starsimu vydani textu [1] na Pfirodovédecké fakulté MU.

15 Jifi Rosicky: Algebra — grupy a okruhy 2000, reprint textu z roku 1985. Tento text
je vhodny pro partie navazujictho predmétu Algebra 1 na PdF, nicméné jen az jako
doplnéni ¢tivejsi knihy [8].

16 Jan Kopka: Svazy a Booleovy algebry (Usti nad Labem 1991, zejména str. 19-82).
Kolega Kopka napsal sviij text z té pozice, ze by rad prehledné a srozumitelné podal
prehled pojmii algebry a diskrétni matematiky, aby byla vidét jeji krasa. Kniha
je hlubsim rozvedenim pojmu usporadand mnozina uvedenym v predmétu Zaklady
matematiky.
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