Predmluva

Nésledujici material predstavuje osnovu k seminaii Metody TeSeni matematickych iloh 2. Text je
organizovan piiblizné podle pribéhu seminéfe, pficemz nékteré nadméty se samoziejmé prolinaji.

Regime vybrané ulohy §kolského charakteru, jez dovoluji zajimavou diskuzi nad problémem,
ruznorodd fefeni, netrivialni zobecnéni apod. Snazime se nefesit izolované ulohy, ale spi§ témata
a souvislosti. Jednou z hlavnich motivaci je maximélni ztroceni dosazeného vzdélani v oboru.
Podobny pfistup je vyzadovan po kazdém, kdo usiluje o zapocet!

Vdé&énymi zdroji ¢asto byvaji populariza¢ni publikace uréené §irsi vefejnosti, jako napi. [Pel
[Sml, [Sts], ke kterym se v8ak snazime doplnit poznamky, které obvykle $irsi vefejnosti unikaji.
Osvédcené odborngjsi knihy jsou napi. [Al [Po, apod. Vybirame taky tlohy ze
gkolnich seminafi a soutéz, jako napi. [MO] V.

Organizace tohoto materialu je provizorni a béhem semestru se muze ménit; sledujte zmény
v aktualizacich.
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KAPITOLA |

Priklady

1 Michani karet a skladani permutaci

Nékteré karetni triky se daji vysvétlit, pfip. vymyslet s pomoci docela jednoduché, ale zajimavé
matematiky. V této ¢asti rozebirame feSeni jednoho specifického problému spojeného s michanim
karet, jak je popsan v [Sti} kap. 11]. VSechny néasledujici empirické udaje a grafy jsou dilem
S. Krehlika.

1.1 Formulace problému

Opakujeme-li michani balicku s N kartami aspoi N!-krat, pak vysledné poradi karet musi byt
— podle Dirichletova principu — stejné jako nékteré z piredchozich. Pokud michame pokazdé
stejné a navic pokud mozno jednoduse, tak 1ze docela snadno a pfesné zjistit, kdy znovu obdrzime
puvodni pofadi karet. V nésledujicim se soustiedime na tzv. faro ¢ili tkalcovské michdni:
Balicek se sudym poc¢tem karet se rozdéli na dvé stejné hromadky, z nichz se karty na stii-
dacku poskladaji do nové hroméadky, a tento postup se nadale opakuje. Rozlisuji se dva ptipady
tkalcovského michani podle toho, z které pilky rozdéleného balicku za¢indme. Poradi

123456
Sesti karet se po jednom wnéjsim, resp. vnitinim tkalcovském michani zméni na
142536, resp. 415263.

Pii vnéjsim michani zustava vzdy prvni a posledni karta na stejném misté a ostatni karty jsou
michany jakoby vnitfné. Studovat vnéjsi michéni s IV kartami je tedy totéz jako studovat vnit¥ni
michani s N — 2 kartami. Ve zbytku této ¢asti diskutujeme pouze vnéjsi michani — hledame
feSeni néasledujici ilohy:

Uloha 1. Urcete né&jaké L tak, aby balicek s N kartami byl po L-krdt opakovaném wvnéjsim
tkalcovském michdni opét uspoidddn v pivodnim pofadyi.
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1.2 Pokusy a postiehy

Pokud zaCneme experimentovat s malymi balicky, zjistime docela rychle, ze vysledek se tézko
odhaduje a jesté huf zduvodnuje. Zac¢neme s piehledem nékolika odpovédi, ve kterych se nasledné
pokusime vyznat. Hodnota L uvedend v tabulce je nejmensi mozné:

N 20 4] 6| 8|10|12 |14 |16 |18 | 20| 22|24 |26 |28 |30 32|34 | 36
L 1)1 2| 4| 3] 61012 | 4| 8|18 ] 6|11 |20 |18 |28 | 5|10 | 12
N || 38 |40 | 42 | 44 | 46 | 48 | 50 | 52 | 54 | 56 | 58 | 60 | 62 | 64 | 66 | 68 | 70 | 72
L |36 |12]20 |14 |12 |23 |21 8152120 |18 |58 60| 6|12 |66 | 22| 35

Na obr. [1| pro pFedstavu znazoriiujeme prvnich 25 vysledka graficky (vodorovné N, svisle L).

Obréazek 1: na vodorovné ose N, na svislé ose L

Na prvni pohled je patrny pomérné velky rozptyl hodnot, ktery se se vzristajicim N nadéle
zvétSuje. Nasi pozornost zejména piitahuji podeziele nizké hodnoty L odpovidajici

N =2/4,816,32,...,
coz mozna neni ndhoda.

Pokud podrobngji zkouméme, jak se méni poradi karet po kazdém michani, pak zjistime
nésledujici: Prvni a posledni karta z balicku zustavaji pfi vnéjsim michani na misté. Ostatni
karty se objevuji na riznych mistech a tvoii cykly riznych délek. Napft.

e pro n = 6 najdeme jediny cyklus délky 4,

e pro n = 8 dva cykly délky 3, jmenovité (2,5,3) a (4,6,7),

e pro n = 10 jeden cyklus délky 6 a jeden délky 2, jmenovité (2,6,8,9,5,3) a (4,7),

e pro n = 12 jediny cyklus délky 10,

e atp.

Hledané L je pak nejmensim spoleénym nasobkem délek téchto cykli. V nésledujicim zkusime
odpovidajici permutace popsat obecné.
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1.3 Reformulace problému

Pro obecné N uréime permutaci, kterd odpovida jednomu vnéjsimu tkalcovskému michani balicku
s N kartami; tuto permutaci oznac¢ime P. Z definice vné&jsiho tkalcovského michani plyne, Ze tato
permutace funguje nasledovné:

P(k)=2k—1 mod (N —1),

kde k € {1,..., N}. Opakovani michani nyni odpovida skladani permutaci. Pfimym dosazenim
pozorujeme, ze

P2(k) =4k-3

P3(k) =8k—7

Pik) =16k —15 mod (N —1).

Tato pozorovani potiebujeme zobecnit. Pomoci matematické indukce snadno dokizeme, 7e
pro libovolné n € N plati

P(k)=2"(k—1)+1 mod (N —1). (1)

Ptame se po kolika michanich jsou karty v ptavodnim potadi, neboli, pro které L je PL = id.
Piitom PL = id pravé tehdy, kdyz PZ(k) = k pro viechna k € {1,..., N}, coz je vzhledem k
ekvivalentni s podminkou

2Lk —1)+ 1=k mod (N —1).

Tato kongruence plati pro viechna k pravé tehdy, kdyz
2 =1 mod (N —1). (2)

Cely odstavec tak miizeme uzaviit nasledujici sympatickou ekvivalenci, jez charakterizuje feSeni
ulohy

Véta. Balicek s N kartami je po L-krdt opakovaném vnéjsim tkalcovském michdni uspordddn
v puvodnim pofadi pravé tehdy, kdyz plati .

1.4 ReSeni problému

Diky uvedené reformulaci problému nyni najdeme jeho feSeni. Protoze N je zde vzdycky sudé,
jsou ¢Cisla 2 a N — 1 nesoudélna. Tudiz podle Eulerovy véty vime, ze

L=¢(N-1)

je zaruCené feSenim piedchozi rovnice (¢ je tzv. Eulerova funkce, viz odst. . Odtud mimo-
chodem plyne, ze L < N —1, coZ je celkem slusny odhad, a to zejména ve srovnani s ivodnim N!.

Jak z praktickych, tak i z teoretickych divodii nas samoziejmé zajima nejmensi mozné feseni.
Nejprve si viimneme jednoduché nutné podminky:

Véta. Pokud je balicek s N kartami po L-krdt opakovaném vnéjsim tkalcovském michdni
uspoidddn v plivodnim poradi a L je nejmensi ¢islo s touto vlastnosti, potom L déli p(N —1).




Diikaz. Vzhledem k charakterizaci ve Vété [L.3] staci ukézat, Ze pokud L je feSenim kongruence
a piitom L nedéli ¢(N —1), potom L neni nejmensi mozné. To je velmi snadné cviceni... O

Opacna implikace obecné neplati a otazkou zistavé, ktery délitel &isla (N — 1) odpovida
préavé minimalnimu feSeni tlohy. Pro srovnani doplnime ¢ast ivodni tabulky pravé o hodnoty
o(N —1):

N 2 4 6 8110 |12 | 14 | 16 | 18 | 20 | 22 | 24 | 26 | 28 | 30 | 32 | 34 | 36
L 1| 2| 4| 3| 6|10 (12| 4| 8|18 | 6|11 |20 |18 |28 | 5|10 12
%, 1 2 4 6 6 | 10 | 12 8116 |18 | 12 | 22 |20 | 18 | 28 | 30 | 20 | 24
N || 38|40 |42 | 44 | 46 | 48 | 50 | 52 | 54 | 56 | 58 | 60 | 62 | 64 | 66 | 68 | 70 | 72
L |3 |12|20 |14 |12 |23 21| 8|52[20| 18|58 |60| 6| 12|66 | 22| 35
@ || 36 | 24 | 40 | 42 | 24 | 46 | 42 | 24
Stejné tak doplnime pifedchozi grafické znézornéni, viz obr.
50
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Obréazek 2: na vodorovné ose N, na svislé L (Gtverecky), resp. ¢ (trojuhelnicky)

Vidime, Ze minimélni FeSeni nékdy je a jindy neni vlastnim délitelem hodnoty (N — 1).

Uloha #2. Urcete nejmensi mozné L tak, aby balicek s N kartami byl po L-krit opakovaném
unéjsim tkalcovském michdni opét uspordaddan v pivodnim potadi.

Obecnym FeSenim téhle tulohy je pravé nejmensi spoleény nasobek cisel z definujici rovnosti
Eulerovy funkce, viz na str. Dikaz tohoto obecného vysledku nechavame pro obzvlast
zvidavé zajemce. . .

Pramérné zvidavého ¢tenaie uspokojime aspon zduvodnénim jednoho z tvodnich postiehu
pro specifické pocty karet:

Véta. Pokud balicek obsahuje N = 2™ karet, pak nejmensi mozné L je rovno m.

Dikaz. Vzhledem k pifedchozim rozvahdm staci ukazat, ze L = m je nejmensim feSenim rovnice
28 =1 mod (2™ — 1),

coZ je vskutku snadné. O
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1.5 Poznamky

Existuji jiné a dalsi karetni triky zalozené na specifickych michanich a jejich dokonalé kontrole.
Za mnohymi se opét skryvi zajimava matematika. . E|
Jiny problém spojeny s michdnim, ktery ma potencial k zajimavému zobecnéni, lze najit napf.
v nasledujici jednoduché tloze: =

Uloha 3 ([MQ]). Recepéni v hotelu si vyklddala karty a dostala ndsledujici posloupnost:
59,2, 7 3,6, 8, 4.

Presunula dvé sousedni karty na jiné misto tak, Ze tato dvojice opét sousedila, a to ve stejném
potadi. Tento krok provedla celkem trikrdt, dokud nebyly karty uspordaddiny vzestupné podle své
hodnoty. Zjistéte, jak recepéni postupovala.

2 Prelévani vody a linearni diofantické rovnice

Diofantické rovnice jsou algebraické rovnice ovSem feSené vyhradné nad celymi, piip. pfiroze-
nymi ¢isly. Zékladni otazky zni:

e Je dané rovnice fesitelna?
e Pokud je rovnice feSitelnd, ma kone¢né nebo nekone¢né mnoho reseni?
e Je mozné néjak koncepéné najit vSechna reSeni?

Nejjednodussimi typy rovnic, pro které umime uspokojivé odpovédét na viechny zminéné otazky,
jsou linedrni diofantické rovnice, coz jsou rovnice tvaru

ar+by+---=h, (3)

kde v8echny koeficienty h,a,b,... jsou celd Cisla a x,y,... jsou celo¢iselné nezndmé. Pokud je
takova rovnice FeSitelnd, pak ma automaticky nekonecné mnoho celo¢iselnych feSeni. S jistymi
dodateénymi omezenimi miize mit jenom kone¢né mnoho feeni, které 1ze zpravidla najit syste-
matickym zkousenim, viz odst. [2:4]

2.1 Uvod

Ulohy vedouci k témto typim rovnic jsou velmi hojné a pomérné oblibené. Pro piiklad uvadime
jednu takovou typickou tulohu:

Uloha 4. Najdéte néjaky zpiisob, jak odmerit 10 litri vody, pokud mdte k dispozici neomezens
zdroj vody, libovolné velkou pomocnou nddobu a ddle (i) tii nddoby o objemu 4, 7 a 12 litri, resp.
(i1) dvé ndadoby o objemu 4 a 7 litri.

Néco podobného fesil kazdy nejednou, takze se touto konkrétni ilohou moc zdrzovat nebudeme;
odpovidajici diofantické rovnice jsou =

dr + 7y + 122 =10, resp. 4z + Ty = 10.

Pokud hleddme né&jaké feSeni, pak vic nadob znamend vic moznosti, a tudiz vétsi Sance na taspéch.
Pokud hledame vSechna feSeni, pak je naopak jednodu$si zacit s mens§im poctem néadob, tedy
nezndmych. V tomto duchu povedeme néasledujici diskuzi.

Uhttp://www.ams .org/samplings/feature- column/fcarc-mulcahy1l
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Uvazujme obecnou linedrni diofantickou rovnici . Pokud koeficienty a, b, ... na levé strané
maji né&jakého spolecného délitele, ktery neni délitelem ¢isla h napravo, pak je jasné, ze takova
rovnice nemize mit celoCiselné feSeni. Mame tedy jednoduchou nutnou podminku feSitelnosti
rovnice . V nésledujicich odstavcich naznaéime, proc je tato podminka také dostateéné. Tzn.,
Ze (pon&kud neformalng) dokazeme nasledujici tvrzeni:

Véta. Linedrni diofantickd rovnice (3|) je Fesitelnd pravé tehdy, kdyz nejvetsi spolecny délitel
cisel a,b,... déli ¢islo h.

Pro rovnice s jednou neznadmou véta evidentné plati a timto pfipadem se nemusime zaobirat.
Nejprve probereme rovnice se dvéma nezndmymi, poté naznac¢ime zobecnéni. V kazdém piipadé
budou néasledujici argumenty konstruktivni, to znamené, ze z nich vyplyne nékolik metod feSeni.

2.2 Rovnice se dvéma nezndmymi

Uvazme obecnou rovnici se dvéma neznamymi
ax + by = h, (4)

pro niZ predpokladéame, Zze NSD(a, b) déli h. Chceme najit viechna FeSeni a soucasné si uvédomit,
kde pfesné predpoklad vstupuje do hry.

Postiehy

Pokud jsou a, b a h dostate¢né mila ¢isla, muze se ndm podafit néjaké feSeni uhodnout; takové
feSeni oznacime x,, y,. Uv€domte si, Ze to uz vzdycky staci k tomu, abychom nasli vSechna FeSeni!
Plati totiz, Ze dvojice z = —kb a y = ka je feSenim homogenni rovnice

axr+by=0
pro libovolné k£ € Z. Odtud plyne, ze dvojice
x=uxp,— kb, y=yp+ka,

pro k € Z, popisuji nekoneéné mnoho feSeni rovnice . Pozor, to obecné neznamené, Ze jsme na-
§li vSechna TeSeni: muze se stat, Ze mezi fe§enimi odpovidajicimi sousednim hodnotam parametru
k lezi n&jaké dalsi Feeni. V takovém piipadé je pak nutné uvedeny popis zjemnit! (Rozmyslete
si, kdy k takové situaci miize dojit a kdy nikoli. Je mozné upravit pfedchozi postup tak, aby tato
kontrola nebyla nutna?)

Reseni pomoci Eukleidova algoritmu

Jediné slabé misto predchoziho postupu spoé€ivalo v uhodnuti jednoho konkrétniho feSeni x,, yp.
Z algebry bychom vsak maéli védét, 7e i kdyZ se nam nedaii zadné feSeni uhodnout, tak urcité
existuje (za predpokladu, Ze je splnéna podminka Feitelnosti rovnice):

Podle tzv. Bezoutovy véty existuji cela ¢isla k a [ takova, ze plati

ak + bl = NSD(a, b), (5)
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viz odst. Pokud tedy NSD(a,b) = d dé&li h, potom je ziejmé, 7e dvojice

h h
m;,,:lcg, yp:lg

je feSenim rovnice . V8echna ostatni feSeni je mozné urcit stejné jako v pfedchozim odstavci.

Odtud vidime, ze diskutovand podminka je skute¢né dostatecnd k Fesitelnosti diofantické
rovnice . Podstatné je, ze se nejedna pouze o teoreticky vysledek, ale ze vSechny kroky byly
konstruktivni — zdavodnéni Bezoutovy rovnosti je odvozeno z (rozsifeného) Eukleidova al-
goritmu k urceni NSD celych ¢isel. Cisla k,1, a tedy i FeSeni xp,yp, 1ze vZdy velmi efektivné
spocitat bez ohledu na to, jaké jsou koeficienty v dané diofantické rovnici!

Reseni pomoci kongruenci

Vzpomenime, jak by se rovnice feSila nad télesem redlnych nebo racionalnich ¢isel: Jednu
neznamou prohlasime za libovolnou, napf. x, a druhou dopocitame,

h — ax
y=—0 (6)

Nyni fesime tutéz tlohu nad celymi ¢isly, takze potiebujeme urcit, pro kterd x € Z je taky ¢islo
@ celé. To je samoziejmé ekvivalentni s tim, Ze ¢islo h — ax je délitelné ¢islem b. Najit né&jaké
takové x je mozné systematickym zkouSenim, pri¢emz staci probrat nejvyse tolik moznosti, jaka je
absolutni hodnota b. VSechna ostatni vyhovujici « se pak opakuji praveé s periodou b. Takto se lze
vzdy dopracovat k popisu v8ech feSeni, nicméné uvedeny postup ma nékolik nedostatki: Jednak
se nam nelibi ono zkouSeni, jednak neni pfili§ jasné, jakou roli zde hraje predpoklad fesitelnosti
rovnice , tj. pfedpoklad, Ze NSD(a, b) déli h. Proto pfidavame jesté jednu interpretaci.

Podminku, ze ,,¢islo h — ax je délitelné ¢islem b, muzeme tict tak, ze ,,zbytek po déleni ¢isla
h—az ¢islem b je 0“ nebo taky ,,¢isla ax a h maji po déleni ¢islem b stejny zbytek®. Totéz strucné
zapisujeme nésledovné:

h—axr=0 mod b,

ar =h mod b.

(7)

Nase tloha je timto transformovana na feSeni jedné kongruence s jednou neznamou. Pod-
statné pro nas je, ze tento problém je opét velmi dobfe prostudovan, o ¢emz svédéi nasledujici:

Véta. Kongruence je Feditelnd pravé tehdy, kdyz NSD(a,b) déli h.

Diikaz. Stejné jako ve V&t&[2.1] je implikace zleva doprava je snadna (a snadno se ukZe nepfimo).
Proto diskutujeme jenom druhou implikaci, tj. pfedpokladame, ze NSD(a, b) = d dé&li h a chceme
najit feSeni. Pokud je d # 1, miZeme misto psét ekvivalentni kongruenci gz = % mod %,
kde uZ jsou ¢isla & a 3 nesoudélna. Abychom nemuseli vSechno pieznacovat, rovnou (bez tjmy
na obecnosti) pfedpokladame, ze NSD(a,b) = 1.

Pro libovolné ¢ # 0 je kongruence ekvivalentni s
c-ar =c-h mod b.

Reseni ur¢ime tak, Ze nedosazujeme libovolné, ale naopak né&jaké vhodné ¢, freknéme

c= asa(b)—l7
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kde ¢ : N — N je Eulerova funkce. Takto dostavame
a¥® g =a?®=1.h  mod b,
coz je podle Eulerovy véty totéz jako
z=a*®"1.h modb. (8)

To znamena, ze & = ha?®)~1 je Fefenim kongruence . Navic vSechna dalsi feSeni se lisi prave
o celociselné nasobky ¢isla b. O

Pokud tedy umime vyjadfit hodnotu Eulerovy funkce ¢(b), potom z mame rovnou vSechna
TeSeni kongruence , coz nadm po dosazeni do @ déava rovnou vSechna feSeni diofantické rovnice
(4), se kterou jsme zafinali. S vyjadfenim hodnoty Eulerovy funkce muze byt obecné docela
problém, avSak k vyfeSeni kongruence to zpravidla neni nutné. Pokud je kongruence fegitelna,
obvykle Ize feseni celkem hbité najit standardnimi apravami, viz odst. ..

2.3 Rovnice s libovolnym poc¢tem neznidmych

Predchozi postiehy lze velmi jednoduse rozsiFit tak, aby bylo ziejmeé, ze Véta 2] plati pro
libovolny pocet nezndmych. Bavime se samoziejmé pouze o implikaci zprava doleva a stejné jako
dosud nés zajima, zda odtud vyplyne néjakd metoda, jak urcit viechna feSeni. Uvazujeme tedy
obecnou rovnici (3)), pro niz predpokladéme, ze NSD(a, b, ...) déli h.

Zobecnéna Bezoutova rovnost

Zobecnéna Bezoutova véta fika, ze pro libovolnou n-tici ¢isel a, b, ... existuji cela ¢isla k, 1, ...
takova, ze plati
ak + bl + --- = NSD(a,b,...).

Tato ¢isla 1ze vzdy najit pomoci rozsifeného Eukleidova algoritmu, a to na zékladé vztahu
NSD(a, b, ¢) = NSD(NSD(a, b), ¢).

Stejné jako v pfipadé dvou nezndmych, z predpokladu ihned plyne jedno partikularni feSeni
Tps Yps - - - -
Abychom uréili v8echna feSeni rovnice , staci k tomuto feSeni pfic¢ist vSechna feSeni homo-
genni rovnice
ar +by+---=0.

Urc¢ité neni problém najit nekone¢né mnoho feSeni této rovnice, jez jsou popsana n— 1 parametry

@&> (pro rovnice o n neznadmych). Na rozdil od p¥ipadu se dvéma nezndmymi viak miiZze byt docela
problém rozhodnout, zda jsou feSeni vSechna, a piedchozi popis pripadné zjemnit. Proto tuto
myslenku dal nerozvijime a zamyslime se nad alternativnim feSenim.

Obecné feseni pomoci kongruenci

V tomto odstavci zobecnime piedchozi elegantni uziti kongruenci. Ukézeme, jak postupovat pro

rovnice se tfemi nezndmymi, jejichZ obecné feSeni je odvozeno vyhradné z poznatki, které jsme

formulovali vySe pro rovnice se dvéma nezndmymi. Obecny induké&ni krok nechéavame zajemcim
@&> k vlastnimu procviceni. . .
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Reseni. Uvazujme obecnou rovnici se tfemi neznamymi
ax + by + cz = h, 9)

kde bez jakékoli ijmy opét muzeme piedpokladat, ze NSD(a, b, ¢) = 1. Chceme ukazat, Ze tento
predpoklad zarucuje fesitelnost rovnice @
Pokud je trojice x,y, z feSenim této rovnice, pak je také feSenim kazdé kongruence

axr+by+cz=h mod m,

kde m je libovolné ¢islo. Pokud nyni za m dosadime nikoli libovolné ¢islo, ale pravé m :=
NSD(a, b), potom je tato kongruence ekvivalentni s

cz=h mod m. (10)

Protoze NSD(m, ¢) je roven NSD(a, b, ¢), a ten je podle piedpokladu roven 1, mame podle Véty
zaruCenu TeSitelnost této kongruence. Kdyz ji vyfeS§ime a vysledek dosadime do @, dostavame
diofantickou rovnici se dvéma neznamymi (z a y) a jednim volnym celo¢iselnym parametrem
(ktery je schovan ve vyjadieni z):

ax +by =h—cz. (11)

V predchozich odstavcich jsme dokazali, ze tato rovnice ma celociselné feSeni pravé tehdy, kdyz
NSD(a,b) = m déli ¢islo h — cz na pravé strané. Protoze vSak z je FeSenim kongruence , musi
byt h — cz nasobkem ¢isla m. Proto ma tato rovnice celociselné feSeni a navic jsme se naudili
nékolik zpusobu, jak vSechna feseni najit. Celkem tedy vidime, 7e z pfedpokladu NSD(a, b, c) =1
plyne fegitelnost, rovnice @ O

Opét zdurazhujeme, Ze z uvedeného neplyne pouze feSitelnost diofantické rovnice, ale taky
konkrétni navod, jak v8echna jeji feSeni urcit!

Uloha 5. Aplikujte vsechny uvedené metody k urceni vsech ieseni ilohy |ZL porovnejte vSechny
vystupy. =

2.4 Modifikace a poznamky

Dalsi typické ulohy, které vedou k linedrnim diofantickym rovnicim, jsou ulohy s vaZenim na
vahach, placenim v obchodé, v restauraci apod. Tyto tlohy ¢asto obsahuji dodate¢né podminky
a omezeni, které mohou skytat dodatené komplikace. Casto takovd omezeni omezuji vysledny
pocet feSeni, jez je pak mozné najit systematickym zkousSenim. To samoziejmé neni pro nase
zkoumani uplné atraktivni, ale i zde se da obcas najit zajimava matematika. Napf. nasledujici
ilohu 1ze interpretovat jako hledéni cesty v jistém orientovaném graquI

Ijlo[la 6. Mezi vSemi TeSenimi 'Lilohym najdéte to, které je nejméné energeticky ndrocné.
Reste znova tutéz dlohu za predpokladu, Ze mdte k dispozici pouze 12 litri vody. =

Casto potkavame soustavy diofantickych rovnic, pfip. nerovnic. Je typické, ze k jednoznad-
nému, ptip. ke koneénému poctu FeSeni vedou i soustavy, kde je méné rovnic nez nezndmych (coz
je nad racionalnimi nebo realnymi ¢isly nemyslitelné).

Uloha 7 (Eulerova). Jistd osoba koupila vepie, kozy a ovce, celkem 100 kusi za 100 korun.
Vepii ho stili 3% koruny za kus, kozy 1% a ovce % koruny. Kolik kusi kaZdého druhu nakoupil? <D

2http://www.cut-the-knot.org/ctk/Water.shtml
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U nékterych tloh nemusi byt diofantické rovnice vidét na prvni pohled. Pokud si v8ak jejich
pritomnost uvédomime, muzeme k feSeni pfistupovat koncep¢énéji nez ostatni.

Uloha 8 (]MO]). Na dracim ostrové Zilo 103 modrijch a 113 zelengjch draki. Zlj carodéj ostrov
zaklel:

,KdyZ se setkaji 3 draci jedné barvy s § draky druhé barvy, vSech 8 navidy zmizi!“

Je mozné, aby na ostrové zistali jenom modri draci? Kolik by jich potom bylo?

Uloha 9. Honza dostal kouzelny mec, kterym md zabit kouzelného trojhlavého a trojocasého
draka. Drak je usmrcen, pokud md useknuty vSechny hlavy a vSechny ocasy. Kouzelné vlastnosti
mece, resp. draka jsou tyto:

o usekne-li se drakovi jeden ocas, narostou mu hned dva nové,
e useknou-li se dva ocasy soucasné, naroste jedna hlava,

e usekne-li se jedna hlava, narostou dvé nové hlavy,

o useknou-li se dvé hlavy soucasné, nenaroste nic.

Kolik nejméné seki potrebuje Honza k usmrceni draka? Kolik nejméné sekii potfebuje Honza
k usmrcent draka, aby mél nakonec stejné mnoho useknutgjch hlav jako ocasi?

Spoleénym rysem piedchozich tii dloh je také to, ze u piipadnych rovnic se zajimame pouze
o kladné celo¢iselnd feseni. Kanonickou tlohou tohoto typu je tzv. Frobenitiv problém s mincems,
ktery mize vypadat napt. takto:

Uloha 10. Utrata v obchodé je vyjddrena prirozengm cislem. Mdme k dispozici pouze ctyrkoru-
nové a sedmikorunové mince. Urcete vSechny mozné castky, které meni mozné s témito mincemi
uhradit.

Takovych ¢astek je jen koneéné mnoho, tzn. od jisté hodnoty lze takto uhradit cokoli za predpo-
kladu, Ze mame dost minci. Jinymi slovy, pro dostatec¢né velk&d h méa rovnice

dr+Ty=nh

vzdy néjaké kladné celociselné feSeni. Protoze se jedné o linedrni tlohu se dvéma nezndmymi,
muZeme si do jisté miry poméahat obrazky, viz obr.

!
3 =] ] o =] =]

]

Obrazek 3: 4z + Ty =h

Obecna formulace Frobeniova problému je tatoEI

Shttp://en.wikipedia.org/wiki/Coin_problem
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Uloha 11 (Frobeniova). U rovnice piedpokldddme, Ze koeficienty a,b, ... jsou kladnd celd
nesoudélnd ¢isla. Urcete nejuétsi mozné h, pro které nemd tato rovnice kladné celociselné resend.

Na rozdil od dosud diskutovanych problémi, obecnd odpovéd na tento problém neni znadmé. Pro
rovnici se dvéma nezndmymi plati, ze nejvétsi takové ¢islo je

h=ab—a—b;

zdivodnéni vSak neni viibec jednoduché. . EI
Pro a =4 a b= 7 vychézi vskutku h = 28 —4 —7 = 17. Ulohu [10| a nasledujici avahy muzeme
formulovat také nasledovné (jakozto hezké procviceni matematické indukce):

Uloha 12. Dokaste, Ze pro libovolné h > 18 md rovnice 4z + Ty = h FeSeni v oboru pFirozenych
cisel.

3 Pythagorejské trojice a nelinearni diofantické rovnice

V nasledujicich odstavcich si budeme povidat o nékolika nelinearnich diofantickych rovnicich.
Zacneme s tzv. Pythagorejskymi trojicemi, coz jsou feSeni homogenni algebraické rovnice druhého
stupné se tfemi nezndmymi. Stru¢né se zminime o piibuznych rovnicich a o velké Fermatové vété.

3.1 Pythagorejské trojice

Pythagorejské trojice jsou p¥irozena Cisla, kterd jsou feSenim rovnice
2+ =22 (12)

Pojmenovani je zfejmé odvozeno z Pythagorovy véty, ktera fiké, Zze v pravoihlém trojahelniku
s odvésnami délek = a y a pfeponou délky z plati pravé tato rovnost. Pythagorejské trojice
lze proto interpretovat jako pravouhlé trojuhelniky s celoc¢iselnymi délkami stran. Aspon jeden
takovy trojihelnik zné dplné kazdy, totiz

Vidime tedy, ze mé feSeni, a v tomto odstavci odpovime také na zbylé otazky z tGvodu
podkap.

Uloha 13. Nejdéte viechny pravouhlé trojihelniky s celociselngmi velikostmi stran, neboli najdéte
véechna kladnd celociselnd reSeni rovnice (12]).

Jednoduché postfehy a plan

Protoze rovnice je symetrickd vzhledem k z a y, dostaneme zadménou téchto dvou neznamych
u libovolného jejiho FeSeni opét FeSeni (napf. x =4, y = 3, z = 5). Proto se o pofadi z a y zatim
moc nestardme, tuto dvojznacnost si uvédomujeme a ¢asem néjak zafixujeme.

Protoze rovnice je sudého stupné, dostaneme zménou znaménka u kterékoli neznamé
libovolného jejiho FeSeni opét feSeni (napf. x = —3, y = 4, z = 5). Proto se od zacatku do konce
starame pouze o kladna feSeni.

Protoze rovnice je homogenni, dostaneme po vynasobeni libovolného jejiho feSeni ja-
kymkoli p¥irozenym &slem opét feseni (napf. z = 6, y = 8, z = 10). S kazdym FeSenim tedy

4http://www.ams.org/samplings/feature-column/fc-2013-08
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ihned mame nekone¢né mnoho dalsich Feseni. Proto se v dalsim budeme soustiedit vyhradné na
“nejmen§i moznd” feSeni, tj. FeSeni tvorfend navzajem nesoudélnymi ¢isly. Takovym feSenim se
tika primitivnd fesent, ptip. primitivng pythagorejské trojice.

Z uvedeného vidime, ze pythagorejskych trojic je nekoneéné mnoho. Nejprve se presvédcime,
ze také primitivnich pythagorejskych trojic je nekone¢n& mnoho, posléze tuto mnozinu piesné
popiSeme. Zpisobii, jak generovat primitivni pythagorejské trojice, existuje cela fada. Mnohé jsou
sice zajimaveé, Casto vSak pomérné trikové nebo netplné. My zde predstavime jednu metodu, ktera
je zaloZena na zminéné geometrické interpretaci a kterd nas navic pfivede k aplné charakterizaci.

Casteéné reSeni

ProtoZe z # 0, rovnice ([12) je ekvivalentni rovnici

() () -2 (1)

Misto toho, abychom hledali celo¢iselné feSeni rovnice , staci se zajimat o racionalni feSeni
rovnice
P+¢=1 (14)

Za touto rovnici vidime jednotkovou kruZnici se stfedem v pocatku kartézské soufadné soustavy.
Racionalni fefeni rovnice tedy odpovidaji racionalnim bodiim na této kruiniciﬂ Tvrdime,
ze nekone¢né mnoho takovych bodi odpovida nekoneéné mnoha racionalnim bodim na vhodné
piimce. Toho lze dosdhnout nap¥. pomoci stereografické projekce z bodu S = [—1,0] na osu ¢:

Obrazek 4

Pro libovolny bod A na kruznici je jeho stereograficky obraz A’ uréen jako prisecik piimky
SA s osou q. Piedpokladejme, ze bod A ma soufadnice [p, q]. Potom na zakladé podobnosti
@&> trojihelniki SBA a SOA’ snadno vyvodime, e obraz bodu A mé soutadnice

A’:{o,q].
1+p

Odtud je zejména vidét, ze bod A je racionalni pravé tehdy, kdyz bod A’ je racionélni.
Celkem tedy celo¢iselnému feSeni rovnice odpovida racionélni bod na kruznici, a tomu
odpovidé racionalni bod na ose ¢. Naopak, kazdy racionalni bod na ose ¢ urcuje racionalni

5Racionalnimi body myslime body, které maji obé& soufadnice racionalni.
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bod na kruZnici, a ten — po vynéasobeni jeho soufadnic vhodnym ¢islem — urcuje celociselné
feSeni rovnice . Nés zajimaji vyhradné kladnd feSeni: ta odpovidaji racionalnim bodim na
¢tvrtkruznici v prvnim kvadrantuﬂ a ty odpovidaji raciondlnim bodim na ose g ovSem pouze z
intervalu (0,1). Timto jsme zdavodnili nasledujici tvrzeni:

Véta. Kladné FeSeni diofantické rovnice odpovidd néjakému raciondlnimu cislu z in-
tervalu (0,1), a naopak.

Z uvedeného neplyne, Ze tato korespondence je vzdjemné jednoznac¢né, a to ani v piipadé,
7e se omezime pouze na primitivni fe§eni. Abychom se v problému vyznali uplné, bude nutné
popsat inverzni zobrazeni k stereografické projekci, kterd v této interpretaci hraje hlavni roli.

Piredpokladejme, ze bod A’ na ose ¢ mé soufadnice [0,7] a bod A na kruZnici ma soutadnice
[p, q]; chceme vyjadiit p a ¢ pomoci r. Z vySe uvedeného vime, 7e tato tii Gisla jsou svazana
rovnostmi

g=r(l+p) a pP+¢=1

Dosazenim prvni rovnice do druhé a obvyklymi tpravami dostavame
(L+72)p* + 2r°)p+ (* = 1) =0,

coz chapeme jako kvadratickou rovnici s nezndmou p a parametrem r. Jednim kofenem této
rovnice je zajisté p = —1 (jakoZto prvni soufadnice bodu S). Proto muZeme druhy kofen snadno
vyjadfit pomoci Viétovych vzorcii a odtud — po dosazeni do vySe uvedené linearni rovnice
— vyjadfime q:
1—72 2r
1+2 1712

Pokud tedy za r dosazujeme pouze raciondlni ¢isla z intervalu (0,1), tzn. r = ™ kde m < n
jsou prirozend ¢isla, potom po tUpravé dostavame:

p:

n? —m? 2mn

n2rm2 4Tz (15)

p =
Po vynésobeni obou téchto soufadnic spoleénym jmenovatelem dostdvame kladné celociselné
feSeni rovnice ((12):

r=n?—m? y=2mn, z=n>+m> (16)

Korespondence zformulovana v predchozi vété tedy explicitné vypada takto:

Il
—
I8
S

=]

<

e Kladné celociselné fegeni (x,%, z) rovnice uréuje racionalni bod [p, ¢]

¢tvrtkruznici, a ten urcuje racionalni ¢islo —— = — 7z intervalu (0, 1):
’ 1+p z+x ’

Yy
24z

(z,y,2) —

e Raciondlni ¢islo » = ™ 7 intervalu (0, 1) urcuje racionalni bod [p,q] na ctvrtkruznici

se soufadnicemi (15, a ten urcuje kladné celociselné feseni (16)):

m
— = (n? —m?, 2mn, n® +m?).
n

SNebo taky ve tfetim kvadrantu, ktery viak ignorujeme kviili vétsi prehlednosti a jednoznagnosti.
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Dalsi postiehy a aplné fesSeni
Jesté nez zacneme generovat pythagorejské trojice, mizeme si v§imnout nékolika véci:
e Pokud je trojice nesoudélna, ¢isla m a n musi byt nutné nesoudélna.

e Pokud je trojice nesoudéln, ¢isla m a n musi mit nutné opa¢nou paritu (jedno sudé,
druhé liché).

V nésledujici tabulce uvaddime nékolik pythagorejskych trojic odpovidajich malym hodnotam m

a 1.
m 1] 1] 2] 1] 2] 3] 1] 2] 3] 4] 1] 2] 3] 4[ 5] 1] 2] 3
n 2] 3| 3] 4] 4] 4 5] 5] 5 6] 6] 6] 6] 7] 7| 7
v [[3] 8] 5|16 12] 72421 |16] 9353227 |20 11] 48 4 | 40
y | 4] 6|12 8|16 24| 10|20 |30 |40 | 12 | 24 | 36 | 48 | 60 | 14 | 28 | 42
> |5 10|13 |17 |20 | 25 | 26 | 29 | 34 | 41 | 37 | 40 | 45 | 52 | 61 | 50 | 53 | 58
[INSD 1] 2] 1] t] 4 1[2[ 1] 2] 1] 1[8] 9] 4] 1[2[ 1] 2]

7 uvedeného vzorku to vypadé, ze vySe uvedené nutné podminky jsou také dostateéné. Nyni
ukazeme, Ze tento postieh plati obecné, ¢imz dostaneme vytouzenou tplnou charakterizaci pri-
mitivnich pythagorejskych trojic:

Véta. Trojice x,vy, z je primitivnim teSenim diofantické rovnice prdvé tehdy, kdyz plati
, kde m < n jsou nesoudélnd prirozend ¢isla opacéné parity.

Diikaz. V pfedchozim textu jsme zdavodnili, Ze trojice je feSenim rovnice a 7e kazdé
fegeni je tvaru (16). Déle jsme ukazali, ze pokud je trojice nesoudélna, potom m a n
musi byt nutné nesoudélna ¢isla opacné parity. Stadi tedy dokéizat opac¢nou implikaci, coz udélame
nepiimo:

Predpokladejme, Ze trojice ma4 spoletného (netrividlniho) délitele, kterého oznacime d.
Chceme odtud vyvodit, Ze ¢isla m a n jsou soudélnd nebo maji stejnou paritu. Z predpokladu
plyne, ze d déli také  + z = 2n? a z — x = 2m?. To znamen4, Ze d = 2 nebo d déli n? a soucasné
d déli m?2:

e Pokud d = 2, potom viechna tii ¢isla z, y, z jsou suda. Z vyjadieni = a z plyne, ze ¢isla m?

a n? musi mit stejnou paritu, tudiz éisla m a n musi mit také stejnou paritu.

e Pokud n? a m? maji spole¢ného délitele, potom také n a m musi mit spole¢ného délitele.

O

3.2 P¥ibuzné rovnice
Varianta ptfedchozi tlohy:

Uloha 14 ([L]). Dokaste, Ze rovnice x> + y> = 2" md kladné celociselné reseni pro libovolné

& n=123,...

Podobné vyhlizejici, aviak zcela jiné uloha:
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4

Uloha #15 (Fermatova). Dokazte, Ze rovnice x* + y* = 2* nemd eseni v oboru piirozenijch

Cisel.
Reseni. Nebudeme zabihat do podrobnosti, ale aspoii zformulujeme hlavni myglenky:

(1) Dokazeme, Ze neexistuje pythagorejska trojice, jejiz ndktera dvojice by byla tvoiena druhymi
mocninami nebo dvojnasobky druhych mocnin pfirozenych ¢isel.

(2) Odtud plyne, Ze neexistuje feSeni rovnice r2 + s* = t* v oboru pfirozenych éisel.

4

(3) Odtud plyne, Ze rovnice z* + y* = 2* nema4 fegeni v oboru pfirozenych ¢isel.

Implikace (1)==(2) a (2)==-(3) se velmi jednoduse zdivodni nepiimo. Dikaz tvrzeni (1) podle
principu nekoneéného sestupu vypadé takto:

Predpokladame, ze pythagorejska trojice se zminhovanou vlastnosti existuje a oznacime ji tieba
(z,y, z). Podle toho, pro kterou dvojici tato vlastnost plati, rozdélime diskuzi na tii piipady.
V kazdém z téchto pfipadi vyvodime, Ze existuje jina pythagorejska trojice (2/,y’,2’) s tplné
stejnymi vlastnostmi, pro kterou navic plati 2z’ < z. Stejnym zpusobem lze potom sestrojit dalsi
trojici (z”,y",2") takovou, Ze z” < 2/, a takto by se dalo postupovat do nekone¢na. To vSak
neni mozné, protoze viechna ¢isla z > 2z’ > 2" > ... jsou pfirozena. Z4adna pythagorejska trojice
s uvedenou vlastnosti tedy existovat nemiize. O

3.3 Poznamky

Pyth. trojice: Eukleidés X.29 a dalsi zdroje. . EI

Néco o dalgich diofantickych rovnicich se lze naucit napf. z knih [HKS, Si).

Otézky, které jsme formulovali na zac¢atku podkap. [2] jsou rizné komplikované pro razné typy
rovnic. Otézka FeSitelnosti se proto v roce 1900 objevila jako 10. problém na slavném Hilbertové
seznamu tehdy otevienych zavaznych matematickych problémﬁﬁ

Nejslavnéjsi ze viech diofantickych rovnic je bezpochyby rovnice v nasledujici uloze:

Uloha #4116 (Fermatova). Dokazte, Ze pro n > 2 nemd rovnice z" + y" = 2" feSeni v oboru
pFirozenijch cisel.

Diky tloze [15| vime, Ze tvrzeni plati, pokud n je ndsobkem 4. Zobecnéni pro ostatni n se ukazalo
byt mnohem komplikovanéjsi, nez si autor tlohy pravdépodobné piedstavoval. Tato tloha ma
velice zajimavou historii, ktera od formulace problému do jeho tplného vyfeSeni trvala vice nez
t¥i stoleti. . .[l

4 Zahon zeli a kone¢né soucty

Osvédcenou skupinou tdloh, na nichz lze trénovat jak standardni poctaiské dovednosti, tak i miru
ostrovtipu, jsou tlohy s dopliiovinim posloupnosti, uréovanim jejich sou¢tii apod. Pro mnoho
iloh tohoto typu existuji také velice pfiméa a elegantni feSeni, coz si samoziejmé nenechame ujit.
Zakladni otazka zni:

o Jak vyjadfit n-ty soucet posloupnosti v uzavieném tvaru?

“http://www.maths.surrey.ac.uk/hosted-sites/R.Knott/Pythag/pythag.html
8http://cs.wikipedia.org/wiki/Hilbertovy_probl%C3%A9my
9http://cs.wikipedia.org/wiki/Velk¥C3%Al_Fermatova_v/%C4%9Bta


http://www.maths.surrey.ac.uk/hosted-sites/R.Knott/Pythag/pythag.html
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Uzavienym tvarem se mysli vyjadfeni ,bez t¥i tecek”, neboli vyjadieni v zavislosti na n pouze
pomoci elementarnich funkci.

Tato podkapitola velmi tzce souvisi s podkap. [} obecné zézemi hledejte v podkap. piip.
taky podkap. [TI] Tady diskutujeme jenom nékolik nejmilejSich typu posloupnosti, zevrubnéji se
tomuto tématu vénuje napf. celd jedna kapitola v [HKS| nebo [LJ. ..

4.1 Zahradnické pocty

Zatnéme s jednoduchou motivacéni tlohou (zatim bez posloupnosti):

Uloha 17. Zahradnik péstuje zeli, a to vidy na néjakém ctvercovém zihoné se stejnym poctem
hldvek v kazdém tddku o kazZdém sloupci. Letos vypéstoval o 113 hldvek vice nez vloni. Urcete,
kolik hlavek zeli letos vypéstoval.

Regeni. Rozdil vypéstki je rozdilem dvou Etvercovych &isel, coz muzeme vyjadiit jako n2 —m?2 =

(n+m)(n—m) = 113. Vzhledem k tomu, Ze 113 je prvoéislo, musi byt n+m =113 an—m = 1.
Odtud plyne n = 57 (a m = 56), tedy n? = 3 249. O

Jednoznacnost feSeni plynula z pfedpokladu, Ze rozdil vypéstkt v letosnim a lofiském roce byl
prvodislem. Bezprostiednim dasledkem bylo, Ze lofisky zédhon byl o jeden fadek a jeden sloupec
mensi nez ten leto$ni. Nyni uvazujme néasledujici variantu pfedchozi dlohy:

Uloha 18. Zahradnik péstuje zeli, a to vidy na ctvercovém zdhoné, ktery je kazdym rokem o
jeden Fadek a jeden sloupec vétsi. Pruni rok vypéstoval 144 hldvek a letos vypéstoval o 113 hldavek
vice neZ vloni. Urcete, kolikatym rokem péstuje zahradnik zeli a kolik hlivek za celou tu dobu
vypéstoval.
Reseni. Bavime se o posloupnosti (a,)5, = (144,169,196,...,(n 4+ 11)2,...). Mame urdit,
pro které n plati Aa,, = a, — a,—1 = 113, a pro toto n méme dale urcit odpovidajici soucet
Sp=ap+az+---+an.

Jednoduchou tpravou zjistujeme, ze Aa, = (n + 11)? — (n + 10)? = 113 pravé tehdy, kdyz
n = 46. Naopak, vyjadrit soucet

s46 = 122 + 132 + ... 4 572 (17)

vyzaduje hodné trpélivosti, néjakou inteligentni upravu nebo jiny nédpad. Napf. podle rovnosti
, kterou zdhy zdivodnime, vychazi

S46 = (57-58-115—11-12-23) : 6 = 62 859. O
O nékolika metodach, jak vyjadiit soucty typu v uzavieném tvaru, se obsirnéji zminime

v néasledujicich odstavcich. Nez tak u¢inime, uvédomte si, ze zeli se zpravidla sdzi do sponu, a
feSte predchozi tlohu v této varianté. ..

4.2 Soucet posloupnosti ¢tverci

V tomto odstavci uvazujeme posloupnost (1,4,9,16,...), neboli (a,) := (n?). Mame za tkol
vyjadiit n-ty ¢asteény soucet

n
Sp=14449+ - 4+n>=>
k=1
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v uzavieném tvaru. Prvnich nékolik ¢lenu posloupnosti ¢asteénych soucta vypada takto:
(sn) = (1,5,14,30,55,91, 140, 204, 285, 385, 506, . .. ).

Tato posloupnost, tzv. posloupnost pyramidovijch cisel, je prostudovina velmi zevrubném \%
nésledujicich odstavcich nékolika riznymi zptsoby zdivodnime, Ze plati:

Véta. Pro libovolné n € N plati

5, nn+1)(2n+1)
;k = : . (18)

Indukce

Méme-li na zakladé experimentovani napad, jak by mohl vypadat n-ty ¢len posloupnosti (s,) v
zavislosti na n (nebo nam to nékdo prozradi), potom muZeme tuto domnénku ovéfit matema-
tickou indukci:

Regeni (a). Pro m = 1 rovnost ziejmé plati.
Piedpoklddame, Ze rovnost plati pro m € N, chceme odtud ukézat, ze plati také pro m + 1: <&

m+1 m
Y= K+ (m+1)
k=1 k=1
_ merlé(Qerl) 1)
_ (m+ 1)(m + 2)(2m + 3) 0
G )

Problém je, kdyz nam nikdo nenapovida a zadny napad nepfichézi. Proto predstavujeme dalsi
odvozeni. . .

Vizualizace

Casto pomaha vizualizace sCitanych ¢isel, pfip. jejich vhodné pireskupeni.

Reseni (b). Dva priklady takového zdivodiiovani, které nepotiebuji zadné dalsi komentafe, jsou
na obr. [l a obr. 0 &

Upravy

K témuz vysledku se lze dopracovat také riaznymi pocetnimi upravami pomoci drobnych trikd.
n
Napft., pokud stavajici ukol chapeme jako specialni pfipad obecngjsi ilohy — vyjadiit > k" pro
k=1

r € N —, potom se snadno ztotoznime s nésledujici reduktivni myslenkou:

Ohttp://oeis.org/A000330
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JF ED - 7

Obréazek 5: 3(12 +2%2 +---+n?) = 2n+ 1) (1 +2+---+n)

'
Ch e
!

Reseni (c). Podle binomické véty plati

(k+1)> =k +3k>+3k+1 mneboli (k+ 1) —k® =3k% + 3k + 1.

Pokud tento napad zopakujeme n-krat, a to pro k = 1,...,n, a vechny tyto rovnosti secteme,

potom dostaneme

(n+1)*=1=31++n*)+3(1+ - +n)+n.

n
Odtud vidime, Ze soucet > k" pro r = 2 je mozné vyjadfit pomoci sou¢tu tého? typu pro r =1,

k=1
a ten umi v uzavieném tvaru vyjadfit skutec¢né kazdy. Odtud po jednoduchych tpravach skuteéné

@ dostaneme (18). O
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Piimé odvozeni

Nejobecnéjsi metoda, kterda nevyzaduje zadné specidlni ndpady ani predstavivost, je zaloZena na
pojmu primitivni posloupnosti a aplikaci zakladni véty sumac¢niho po¢tu, viz odst.

Regeni (d). Primitivni posloupnost k posloupnosti (a,) = (n?) z hlavy neznidme. Se znacenim
jako v odst. [15.1} tj. pomoci nt = n a n2 = n(n — 1), se viak n? da vyjadfit takto:
n? = (n? —n)+n=nZ+nt

Podle na str. [64] tedy uré¢ime primitivni posloupnost, resp. neurcity soucet:

> n? _—+—2+C

Podle véty uZ jenom dosadime meze:

2 3 2
(n+nn—-1) (n+1)n
3 + 2

nn+1)2n+1)
G .

—0-0= 0

4.3 Instantni zobecnéni

Vétsinu z pravé uvedenych myslenek (zejména tu posledni) lze pohodlné zobecnit pro soucty
typu

17‘_‘_27“_'_.”_‘_”1':2”:]67“,

kde r € N. Tady shrnujeme nékolik ukizkovych vysledki, které doporu¢ujeme k samostatnému

ovéreni: @

Véta. Pro libovolné n € N plati

n

ﬁim:”L Y k' =nn+1)/2, jéﬁzwun+ugn+1wa
k=1 k=1 k=1 (19)

S K =n(n+1)%/ }:M—wzn+npn+1x&z+3n 1)/30.
k=1 k=1

Mozné zditvodnéni rovnosti odpovidajici r = 1, resp. r = 3 je na obr. [7] resp. obr. [§

4.4 Dalsi pocitatelné priklady

Kazdy vyklad o posloupnostech obvykle za¢ina aritmetickou a geometrickou posloupnosti. Kazda
z téchto posloupnosti je definovana jednoduchym rekurentnim vztahem, jednozna¢né je urcena
hodnotou jednoho libovolného ¢lenu, napf. a.

Aritmeticka posloupnost s diferenci d je definovana rekurentnim vztahem a,4+1 = a, + d.
Jednu specifickou aritmetickou posloupnost jsme séitali na obr. [
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Obrazek 7: 1+2+...+n:(n+1)

2

Uloha 19 (aritmeticka). Dokaste, Ze pro aritmetickou posloupnost s diferenci d plati

apn=a1+(n—-1)d a sn:w:... (20)

Geometricki posloupnost s kvocientem ¢ je definovana rekurentnim vztahem a,4+1 = a, - q.

Uloha 20 (geometricka). Dokazte, Ze pro geometrickou posloupnost s kvocientem q plati

1 _ n
an=0a1¢""' a sp=a T g
—q

(21)

Uvédomte si, ze v obou piipadech 1ze jako obvykle argumentovat mnoha rozli¢nymi zptsoby.
V duchu piedchozich odstavcti bychom méli vidét alespoii Ety¥i ruzné metody! (Nekolik cvideni
s aritmetickou a geometrickou posloupnosti je§té absolvujeme v podkap. viz napf. dlohu

na str. [63])

P#ili§ mnoho posloupnosti, s nimiz bychom si uméli poradit tak jako s vySe uvedenymi, ne-
zndme. Tady pfipomeneme jenom nékolik dalich typu, se kterymi jsme se vétSinou jiz nékde
potkali. U kazdé ulohy uvadime dvé metody feeni, o dalsich doporucujeme aspon kratce zapie-
myslet. . .

Uloha 21 (aritmeticko-geometrickd). Vyjddrete n-tyj cdstecnyj soucet posloupnosti a,, = 55 a do-
myslete néjakd pFirozend zobecneéni.
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Reseni. (a) Podobnou tpravou jako p¥i jednom z feseni ulohy [20]1ze vyjadiit

T 1 1 1 no 1 1 n

Odtud se jiz snadno vyjadii s,. ..

Obecnéjsi posloupnosti, na niz lze aplikovat tento typ dprav, je jakdkoli posloupnost, jejiz
n-ty €len je soucinem odpovidajiciho ¢lenu né&jaké aritmetické a néjaké geometrické posloupnosti
(odtud nézev ulohy)...

(b) Pro posloupnosti tohoto typu lze taky docela snadno vyjadfit primitivni posloupnost,
tudiz jakykoli soucet lze snadno vyjadfit dosazenim podle véty [I5.2] V tomto pripadé plati

n n+1
= 1 O
po dosazeni a upravé dostaneme tentyz vysledek jako v pfedeslém feSeni. . . O

Uloha 22 (Leibnizova). Vyjddiete n-ty cistecny soucet posloupnosti a,, =
néjakd prirozend zobecnénd.

ﬁ a domyslete

Resend. (a) K vyfeseni a zobecnéni tohoto souc¢tu vyznamné piispiva tento postieh:

1 1 1

nin+1) n n+1

(22)
Vyjadieni a, v zévislosti na n je racionalni a rozklad tohoto vyrazu na parcialni zlomky je
ndhodou takovy, ze vétSina s¢itanci v s, = a1 + - - - + a,, se vyrusi; konkrétné vychéazi

1 _n
n+1 n+1

Sp =

Tento postieh soucasné naznacuje piirozena zobecnéni tohoto postupu.
(b) Na pravé strané (22) samoziejmé rozeznévame (aZ na znaménko) diferenci posloupnosti

(£). Podle véty tedy plati

—n(n+1) nl, n+1

4.5 Problematické piiklady

Posloupnosti, pro které je mozné vyjadfit jejich libovolny konecny soucet v uzavieném tvaru,
je sice hodné, ale v zadném piipadé to nejsou viechny. Obecné je to tak, ze funkce vyjadiujici
sp v zévislosti na n jsou zpravidla vyssi transcendentni funkce, a to i v pomérné nevinné
vyhlizejicich pﬁpadechﬂ

n
Uloha 23. Dokazte, Ze pro Zidné r > 0 neumite vyjadiit k—lT v uzavieném tvaru.
k=1
Ackoli ani my ani nikdo jiny tyto soucty v uzavieném tvaru nevyjadii, vzdy je morné jejich

hodnoty néjak odhadnout! Tady si rozmyslime jeden mozny odhad pro r = 2 zaloZeny na
pfimém srovnani s posloupnosti z tlohy

Uhttp://en.wikipedia.org/wiki/Harmonic_number
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n
Uloha 24. Dokazte, Ze umite odhadnout hodnotu souctu > k% v uzavieném tvaru.
k=1

Reseni. Pro libovolné k > 2 plati

1 1 1

< <,
k(k+1) k> (E-1k

tudiz stejné nerovnosti plati také pro jakékoli odpovidajici soucty. Soucty, které omezuji hledanou

hodnotu, vSak umime vyjadrit podle ¥eSeni tlohy

- 1 n "1 2n-1 - 1
_ =1 — 23
’;k(kJrl) n+1<k§k2< " +kZ:2(k71)k (23)

O

K tomuto problému se jesté vratime v alohach 29H30, odkud by mélo byt patrné, ze tutéz véc
lze délat riznym zptisobem a Ze piislusny odhad je mozné podle potieby zpfesnit. ..

5 Achilles, Zelva a nekonecné soucty

V této podkapitole se snazime domyslet vyse diskutované tkoly ad infinitum. Dopliujici otézka
k té, kterou jsme formulovali na zac¢atku podkap. [4] zni:

e Co se stane, kdyz n — c0?

Obecné zazemi k této ¢asti hledejte v podkap.

5.1 Achilles a Zelva

Nelze zacit jinak nez nasledujicim klasickym problémem:

Uloha 25 (Zénonova). Zjistéte, jak rychle béhal Achilles a jak Zelva ve slavném Zéndonové zdvodé.
Dokazte, Ze Achilles Zelvu urcité dobéhne a v zdvislosti na Zelvim ndskoku urcete kde.

Obrazek 9

Resgeni. Schvalné odkazujeme na Zénénovu interpretaci, aby néas to navedlo k nekone¢nému
sou¢tu. Predpokladejme, Ze Achilles i Zelva bé&zi konstantni rychlosti, Achilles je p-krat rych-
lej&i nez zelva (p > 1), a ta ma na startu naskok a;. Nez Achilles ub&hne vzdélenost a;, zZelva se
@&> posune o vzdalenost ay = <4, nez Achilles ubéhne vzdalenost a, Zelva se posune o a3 = %2 atd.
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Vzdalenost, kterou Achilles urazi, nez Zelvu dob&hne, je rovna

o9}
s::a1+a2+a3+-~-=Zak.
k=1

Protoze posloupnost (a,) je geometrickd, s kvocientem g = %, umime jeji n-ty soucet vyjadrit v

uzavieném tvaru podle . Protoze ¢ = % < 1, plati lim ¢™ = 0 a hledany nekonec¢ny soucet
n—oo

je roven
1 p
= = . D
S all—q alp—l

V feSeni ulohy jsme si pfipomnéli standardni odvozeni sou¢tu (konvergentni) geometrické
fady. Vzhledem k jeho dilezitosti, vysledek nélezité zvyraznime:

Véta. Geometrickd Tada s kvocientem q je konvergentni pravé tehdy, kdyz |q| < 1; v takovém
pripadé je jeji soucet roven

1—-q" 1

oo
Zalqk_l = lim aq 4 _ ay .
— n—o00 1— q 1-— q

Alternativni odvozeni téhoZ je naznaceno na obr. [10| (kde kvocient je oznacen r). ..

=

.a + ar o+ w? +oard 4

Obrazek 10: (a +ar +ar?+---): (£) = (ar): (1 =7)

S touto poznamkou bychom si méli uvédomit, ze k vyfeseni pfedchozi tlohy ur¢ité neni nutné
manipulovat s nekone¢nymi soucty. Navod tkvi ve formulaci ukolu:

Uloha 26 (ad . Zjistéte, jak rychle béhal Achilles a jak Zelva ve slavném Zéndnové zdvodé.
Dokazte, Ze Achilles Zelvu urcité dobéhne a v zdvislosti na Zelvim ndskoku uréete kdy.

5.2 Dalsi nekone¢né soucty
Nyni rychle domyslime nékteré tilohy zminované vyse. Nejprve si vSimame, ze pokud pro séitance

oo
obecné fady a; +az + - = > ax neplati
k=1

lim a; =0, (24)

k—o0
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potom je tato fada jisté divergentni (viz vétu na str. [68). Z vyse uvedenych piiklada pod-
mince vyhovuji pouze:
e nulové Fada (jakozto piiklad degenerované aritmetické, p¥ip. geometrické fady), jejiz soucet
je 0;
e geometricka fada s kvocientem |g| < 1, jejiz soucet jsme vetkli do véty
e fady tvorené posloupnostmi z tloh 24] o jejichz souctech si ihned néco fekneme.
Uloha 27 (ad . Pro ndsledujici Fady urcete jejich soucty a domyslete néjakd prirozend
o0 oo
zobecnéni: (i) kgl &, (ii) I;::l m, (1%) apod.
- n
Reseni. Z vyjadfeni ¢astefnych souctii s,, = > ay v feSeni tloh [21fa [22| plyne:

k=1

1 n

> g =Jm (2 - 50) =2

O

Zobecnéni ve vys$e zminovaném duchu doporucujeme jako uzitecné cviceni. . .

Uloha 28 (ad . Dokazte, Ze pro kazdé r > 0 umite rozhodnout, zda Fada io: k% konverguje
& diverguge. =
Reseni. Tady se nejlépe hodi integralni kritérium. ..

0==)4 Zavér je nasledujici: Rada io: k% konverguje pravé tehdy, kdyz r > 1.

k=1
Tlustrace k meznimu piipadu odpovidajicimu r = 1 je na obr. O

Y
1
y="
€T
1
1..
1/2
1/3
3 11 1/5
0 1 2 3 4 L;) é ;{:

Obrazek 11: [Tdz < 3 & << f&dx)
i k=i i

o0
Uloha 29 (ad [24). Dokazte, Ze umite odhadnout hodnotu souctu Y. 75 a Ze tento odhad umite
k=1

libovolné zpFesnit.



5 Achilles, Zelva a nekonecné soucty 29

Reseni. Diky pfimému srovnani v (23 vime, Ze plati

=1 oan—1
lim L Zk— = lim il .

n—oo N + 1 n—00 n

Tento odhad lze jednoduse zpiesiovat tak, ze pfedchozi srovnani neprovadime od k£ = 1, ale

podle potieby od 2,3, .... Na zékladé piedchoziho pocitani snadno doplnime =
SIS FIE
k(k+1) i k2 = (k—-1)k
k=i k=i k=i
i—1
odkud pfi¢tenim me=l4+i++ (l_%)Q dostavame odhad hledaného souétu. Pro dosta-
k=1
tecéné velkd i, muze byt rozdil i - = hbovolne maly; hledany soucet tedy umime odhadnout s
libovolnou piesnosti. O
Uloha 30 (ad [29). Dokaste, Ze pro kazdé v > 1 umite odhadnout hodnotu souctu k—lr a Ze
k=1

tento odhad umite libovolné zpresnit.

Reseni. O konvergenci této fady jsme v tloze rozhodli pomoci integralniho kritéria. Misto,
abychom jako v predchozi tloze srovnévali fadu s jinou konvergentni fadou, miuzeme hodnotu
hledaného souétu odhadnout pomoci vhodnych integrali. Protoze vSechny séitance v fadé jsou
kladné a postupné klesajici, pro libovolné ¢ > 2 plati

/—m<z /;%ﬁm.

Nevlastni integraly na obou stranach se snadno dopocitaji, odtud dostaneme néjaky odhad, a
ten lze dale libovolné zpfesiiovat. . . 0O &

5.3 Poznamky
K vyéisleni souétu

Zpusob argumentace v pfedchozich ulohach je spiSe pravidlem nez vyjimkou: Casto umime po-

znat, ze nekonetnd fada ma redlny soucet, ale nejsme schopni urcit presné jaky. Davodem byva

to, ze neumime urcit posloupnost ¢astecnych souctil, tudiz nemiizeme pocitat jeji limitu. Nicméné

kazdé z kritérii, pomoci n€¢hoz o konvergenci dané fady rozhodujeme, ndm vzdy soucasné nabizi

jakysi odhad celkového sou¢tu, a to s libovolnou piesnosti! &=
Prestoze napt. fada v iloze [29| je pravé tohoto typu, je kupodivu mozné jeji soucet vyjadrit

plesné:

Uloha 431 (Eulerova). Dokazte, Ze plati
ylom
k267

k=1

Toto tvrzeni lze zduavodnit mnoha zpusoby, v8echny jsou vSak netriviadlni a pomérné rafino-

vané. . E

2http://math.stackexchange .com/questions/8337/different-methods-to-compute-sum-limits-n-1-infty-fracin2
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Na druhé strané existuji fady se stejnymi vlastnostmi, jejichZ soucet vSak lze ur¢it pomérné
snadno. Mame na mysli zejména fady, které vzniknou dosazenim konkrétnich hodnot do Tay-
lorova rozvoje nékteré elementéarni funkce. Takto 1ze napf. vyjadfovat iracionélni (¢i transcen-
dentni) ¢isla jakozto soulty fad ¢isel racionélnich. Tady uvadime nékolik dobie znamych ukazek:

Uloha 32. Dokazte, ze

= 1,1, 1

() Zm=l+g+tgtat =¢
k=0

(-

(ii)) ) = —=1-3+1—-1+--- =2,
k=1

S} (71)1‘:—1 1 1 1 .
(iit) kzl w1 —l-3ts—Fzt =4
() apod.

K pouzZitym kritériim
Uvédomte si, Ze uziti integralniho kritéria ma4 jista omezeni: Jednak funkce, kterd interpoluje
danou posloupnost musi byt kladné a klesajici. Hlavné vSak obecné ¢elime podobnym néstraham
jako v poznamce pied tlohou [23]— neur¢ité integraly k mnoha elementarnim funkeim jsou vy$si
transcendentni funkce. Vzpomeiite na nékteré typické piiklady. ..

Kromé integralniho a srovnavaciho kritéria si jisté je§t€ vzpominadme na kritérium podilové
a odmocninové (pro alternujici fady jesté Leibnizovo). Uvédomte si, ¢im byla tato dvé kritéria
motivovana a pro¢ je jejich uziti u vét§iny predchozich tloh k ni¢emu. ..

6 Kvadratura mnohothelniku a integralni pocty

Podstatnou ¢ést této podkapitoly muzeme chapat jako volné pokracovéani té predchozi — neko-
necné soucty se piirozené objevuji pii vyjadiovani obsahu (kfivych) rovinnych dtvara. Zakladni
otézka zni:

e Jak vyjadrit obsah (méfitelného) rovinného utvaru?

Tomuto problému se piezdiva kvadratura rovinného utvaru. Pojmenovani odkazuje do klasickych
¢ast, kdy se obsah nevyjadioval redlnym ¢islem jako dnes, ale odkazem na néjaky jednodussi
atvar, napf. ¢tverec. Konstrukei ¢tverce, ktery ma stejny obsah jako dany dtvar, budeme nazyvat
geometrickou kvadraturou; vyjadieni obsahu redlnym ¢islem (vzhledem k dané jednotce) budeme
nazyvat analytickou kvadraturou. Nekolik obecnych poznamek k tématu lze najit v odst. [I7.2] a

odst. [14.2] ..

6.1 Kvadratura mnohotuhelniku

Analytickd kvadratura jakéhokoli mnohothelniku je v podstaté nezajimava, tudiz diskutujeme
pouze kvadraturu geometrickou. Pro obecné mnohothelniky lze navic kazdou takovou tlohu
nazorné fesit pomoci nazek. ..

Uloha 33 ([Pa]). K7 na obr. je stvoten z péti shodnych ¢tverci. Rozdeélte kiiz (i) nekolika,
(ii) dvéma TFezy a ze vzniklijch éisti sloZte jeden étverec.
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Obrazek 12

Regend. (i) Bez omezeni na pocet Fezi se jedna o standardni cviceni k vété ..

(i) Pokud je pocet Fezt néjak omezen, musime piemyslet trochu intenzivngji; v tomto pfipadé
muze pomoci néasledujici postieh: Ozn. stranu daného mnohotihelniku a a stranu hledaného
¢tverce x. Podle zadani méa platit

2% = 5a* = a® + (2a)2.

Pokud nam toto vyjadieni pripomind Pythagorovu vétu, pak nezndmou veli¢inu x v zadaném
mnohotuhelniku snadno najdeme a pozadované fezy podle toho doplnime. .. O

6.2 Kvadratura paraboly

V celém tomto odstavci se zabyvame kvadraturou paraboly, ¢imz myslime kvadraturu obrazce
omezeného parabolou a piimkou (p¥ip. nékolika piimkami). ..

Uloha 34 (parabolicka). Urcete obsah parabolické tisece.

Piistup Archimédav

Uloha, [34) byla poprvé vyfesena Archimédem (ve 3. stoleti p¥. Kr.), a to nékolika zpuisoby, je-
jichz hlavni myslenky zde stru¢né predstavime. K jejich tuplnému pochopeni potiebujeme nékolik
jednoduchych vlastnosti paraboly, které na piislusnych mistech zminime.

Archimédovo geometrické feSeni spoc¢iva v postupném vyé&erpavani parabolické tsece vepsa-
nymi trojuhelniky, jak jest naznaceno na obr. [[3] Parabolicka tse¢ je zde vymezena tétivou Qq.

Obrézek 13

Prvni vepsany trojthelnik je PQgq, pficemz bod P je urcen tim, Ze te¢na paraboly v tomto bodé
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je rovnob&Zzna s Qq. (Takovy bod se nazyva vrcholem parabolické ﬁse(zelﬂ) Rozdil mezi ptvodni
asedi a trojuhelnikem PQq sestava pravé ze dvou mensich tseci vymezenych dseckami PQ a Pgq,
do nichz jsou vepsany trojuhelniky PQR a Pqr. Kazdy z téchto trojihelniki zaujiméa vic nez
polovinu plochy odpovidajici tsece. Opakovinim tohoto postupu je tudiz mozné aproximovat
obsah dané tsece s libovolnou piesnosti. Ukdzeme, Ze:

Véta. Obsah parabolické isece urcené tétivou Qq je roven 4/3 obsahu trojihelniku PQq, kde
P je vrchol sece.

Reseni (a). Vyjadiime posloupnost obsahi trojthelniki, kterymi postupné tset vyplhujeme:

V prvnim kroku mame trojuhelnik PQq, jehoZ obsah ozna¢ime a; (= s1).

Ve druhém kroku pifiddvame dva trojihelniky PQR a Pqr, jejichz soucet obsahu oznac¢ime
as. Z geometrickych vlastnosti paraboly se da vyvodit, ze

1
Spor = Spqr = gSPQq~

To znamené, 7ze ay = ial a obsah vepsaného mnohothelniku PRQqr je roven so = ag + ial.

V dalsim kroku ptidavame ¢étyfi trojihelniky, jejichz soucet obsahii oznaéime asz. Ze stejného
divodu jako vySe maji vSechny tyto trojuhelniky stejny obsah, ktery je roven osminé obsahu
(libovolného) trojuhelniku z kroku predchazejiciho. Plati tedy as = iag a obsah odpovidajiciho
vepsaného mnohotihelniku je 53 = a1 + 1a1 + 15a1.

V n-tém kroku pfiddvame 2™ trojahelniki, jejichz soucet obsahu je roven a, = ian_l, a
obsah odpovidajictho mnohoiihelniku je

S TR S
S =1 4716 an )

Odtud pro n — oo dostaneme obsah parabolické tsece. Tady vSak jasné rozeznavame geo-
metrickou fadu s kvocientem %, kterou bez problému secteme:

. 4
Susece = nh—>H;o Sn = f = gSPQQ' (ZSE)]

Archimédovo mechanické feSeni je zaloZeno na rafinovaném vyvaZovani parabolické tsece
a jistého trojuhelniku, jak jest nazna¢eno na obr. Parabolicka tse¢ je zde opét vymezena
tétivou Qq. Primka QF je tecnou paraboly v bodé @, vSechny svislé ¢ary jsou rovnobézné s osou
paraboly a naznac¢uji déleni (a aproximaci obsahu) dané usece, které lze podle potieby libovolné
zjemnovat. . .

Reseni (b). Z geometrickych vlastnosti paraboly se da vyvodit, Ze pro libovolnou pfimku rovno-
béznou s osou paraboly plati
OiR; : O;E; = 0,q : Qq, (26)
kde O;, R;, rep. E; jsou pruseciky piimky s tétivou, parabolou, resp. te¢nou jako na obrazku.
Na paku QA, ktera je podepiend v bodé O a OA = OQ), jesté doplnime body H;. Pfedchozi
pomér mizeme (na zdkladé podobnosti trojiuhelniki) vyjadfit také jako H;O : QO, & OH; : OA.
Proporce je tedy ekvivalentni s rovnosti

13Vrchol parabolické Gsee je vrcholem paraboly, pravé kdy# je tétiva kolma k ose paraboly.
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P1

P2

| A
. v

Ey

E

Obrazek 14

Tuto rovnost muzeme pielozit jako rovnovihu mezi tehiounkym platkem O;R; parabolické tsece
umisténém na pace v (pevném) bodé A a tefiounkym platkem O; E; trojuhelniku FQq umisténém
v (proménném) bodé H;.

Po ,secteni“ (integraci) tak dostavame rovnovahu mezi celou parabolickou usec¢i ptsobici v
bodé A a trojihelnikem E(Qq spojité pusobicim na druhém rameni. Pusobeni trojuhelniku na

e

bod se nachazi v jedné tieting mezi O a @ (blize k O). Plati tedy

1
Susece -OA = SEQq . gOQa

neboli )
Susece - gSEQq (27)
O

Vztah predstavuje uspokojivou odpovéd na zadani tulohy [34] Abychom se piiblizili vyse
formulovanému vyjadieni, staci si uvédomit, jaky je vztah mezi trojihelniky, které se objevovali
v feseni (a) a (b):

7 geometrickych vlastnosti paraboly — a to pravé téch, které byly pouzity v uvedenych
feSenich — bezprostiedné vyplyva, ze

SEQq = 4SPqu

viz obr. [15] Odtud tedy vidime, Ze rovnosti a jsou ekvivaleni.

Pristup Fermatav

Tutéz tlohu fesil také Pierre de Fermat, av8ak v trochu jiném kabété: Misto na tsec paraboly se
nejprve soustiedime na oblast, kterd je k ni vzhledem k opsanému trojuhelniku jako na obr.
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Obréazek 15

komplementarni. Abychom eliminovali nepodstatné technické drobnosti, uvazujeme parabolu ur-
¢enou grafem funkce y = 2% s body Q = [0,0] a ¢ = [1,1] (a tedy E = [1,0]). Obsah diskutované
oblasti oznacime Syomp; ziejmé plati
1

Sk:omp + Susece = SEQq = 5
Reseni (¢). Prolibovolné o € (0, 1) uvazujme posloupnost ¢isel (o, @?, a3, ... ). Tato posloupnost
konverguje k 0 a plati 1 > a > a? > --- > 0; interval (0, 1) je tak rozdélen na nekone¢né mnoho
postupné se zmensujicich podintervala. Diskutovany tutvar je pokryt nekone¢né mnoha obdélniky
s vyskami rovnymi funkénim hodnotdm y = 22 v pravych krajnich bodech téchto podintervalii,
viz obr. Soucet, obsahti v8ech téchto obdélnikii je roven

«*4
pad
ot ]
~ © 3 pr | 2
0 ERE AL AR |
Obrazek 16
So:=(1—a)l+(a—a®)a?+ (> —a®)a? +---=1—-a)1+a®+a’+--).

Tato fada je geometricka, s kvocientem o < 1, procez ji umime snadno seéist:

11—«

Sop = —.
1—ad
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vvvvvv

mensi jsou zakladny pokryvajicich obdélniki. Pro a — 1 tedy dostaneme vysledek:

l—a 1

Shomp = I T8 = 3

Odtud zejména plyne

1
Susece =35
2

co# je v naprostém souladu s (27). .. O

Piistup Riemanniav
Pokracujeme se stejnymi konvencemi jako v predchozim piistupu.

Reseni (d). Jiny zpusob pokryti diskutované oblasti je na obr. Zde je interval (0, 1) rozdélen

76 Y3 Uz %3 S 1
Obrazek 17

na Sest stejné dlouhych podintervala, z nichz kazdy tvoii stranu jednoho z pokryvajicich obdél-
nikd. Soucet obsahu téchto Sesti obdélnikii je hornim odhadem hledaného obsahu Skom, a je

roven
Sem (il 4 2 )
6~ 6\36 949" 36

Tento odhad lze zpresnit tak, Ze zékladni interval rozdélime na vice podintervali: pokud jej
rozdélime na n stejné dlouhych podintervala (s hrani¢nimi body 0 < % < % < -+ < 1) bude
soucet, obsahti pokryvajicich obdélniki roven

":éi@f 13Zi: (28)

a skute¢ny obsah Sj,p,p dostaneme jako limitu pro n — oo. Vyjadiit tento soucet v uzavieném
tvaru neni tak snadné jako v piipadé geometrické posloupnosti, ale mozné to je — viz Vétu
Odtud plyne, ze

nn+1)2n+1) 1

Skomp = hm S, = lim O

n— 00 6n3 3

Protoze funkce f(x) = x? je spojitd, je riemannovsky integrovatelna a v uvedeném Fegeni
1

jsme nespocitali nic jiného, nez [ 22dx = % Z definice riemannovské integrovatelnosti vime,
0
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7e vysledek nezédvisi na tom, jakou posloupnost déleni a jaky vyb&r reprezentantu (urujicich
aproximujici obdélnicky) volime. Jako uZitetné cviteni doporucujeme dopocitat totéz pomoci
dolnich nebo né&jakych obecnéjsich souctu. . .

Piistup Newtoniiv a Leibniziv

Pokrac¢ujeme se stejnymi konvencemi jako v predchozim piistupu, ovem s naprosto novymi
myS§lenkami: Experimentovanim s diferencemi posloupnosti a uréovanim kone¢nych souctu, resp.
premyslenim nad vztahem mezi okamzitou rychlosti pohybu a délkou drahy, kterou sledovany
objekt za dany interval urazi, ptisel G.W. Leibniz, resp. I. Newton k prvni verzi zdsadniho tvrzeni,
které dnes nazyvame zakladni vétou matematické analyzy, piip. Newtonovou—Leibnizovou vétou

(viz odst. |14.2)). ..

Reseni (e). Funkce f(x) = z? je na intervalu (0,1) spojitd, proto je na tomto intervalu rieman-
novsky integrovatelna a plati

1
Skomp = /w2 dz.
0

Funkce f(z) = 2% méa primitivni funkci F(z) ‘”—; (+ libovolna konstanta). Podle Newtonovy—

Leibnizovy véty plati
1
371
1 1
/I2d$|:x:| =—-—-0==. O
3]y 3 3
0

6.3 Poznamky

Odvodit nedokdzané tvrzeni o parabole, napi. analyticky. ..
Upravit poradi chronologicky + pozn. Eudoxos, Cavalieri, Cauchy, ...

b b
Co takhle [z?dz, resp. [2"dz, ...7

a a
Co takhle kvadratura kruhu, ptip. kruhové tsece?

7 Déleni roviny a dalsi rekurentni vztahy

V této podkapitole navazujeme na nékteré problémy, které jsme potkali uz v podkap. [ Zakladni
otéazka zni:

e Jak vyjadrit n-ty ¢len posloupnosti, ktera je zadana rekurentnim vztahem?

Uvédomte si, ze zakladni otazka podkap. [ je jen specidlnim pifpadem té stavajici: Posloupnost
Castecnych soucti (s, ) libovolné posloupnosti (a,) je uréena pravé rekurentnim vztahem

Sn+1l = Sn + Gnt1, kde s1=a;g.

Opét se jedna o problémy induktivniho charakteru, takze se opét budeme soustiedit hlavné na
velmi typickou potiz:

e (o délat, kdyz je naSe indukce kratka?

Obecné zazemi hledejte v odst. ..
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7.1 Déleni roviny

Jedna piimka rozdéluje (eukleidovskou, p¥ip. afinni) rovinu na dvé nesouvislé ¢asti. Dvé piimky
rozdéluji rovinu na nejvyse 4 ¢asti (pravé kdyz piimky nejsou rovnobézné). TFi pfimky vymezuji
nejvyse 7 ¢asti (pravé kdyz jsou kazdé dvé navzajem rtznobézné) atd.

[ XK

n=1
Obréazek 18

Ptame se, jak tato pozorovani zobecnit:
Uloha 35. Urcete, na kolik nejugjse casti mize bijt rozdélena rovina praveé n primkami.

Obecné plati, ze pfidame-li k n pfimkidm v roviné jednu dalsi, miZeme dostat nejvyse n + 1
novych ¢asti. Odpovidajici posloupnost maximalniho poétu ¢asti v zavislosti na poctu ptimek je <EB

(an) = (2,4,7,11,16,22,29, 37,46, 56,67,79,92, 106,121, . .. )E
Tato posloupnost je zcela urcena rekurentnim vztahem
ant1 =an + (n+1), kde a3 =2. (29)

Otéazka zni, jak odtud obecné vyjadrit a.,,?

Indukce
Zacali jsme induktivné, mizeme zkusit v tomto duchu pokracovat:

Reseni (a). Pokud si napiSeme nékolik dalsich ¢leni posloupnosti (a,,), miZzeme si v§imnout, ze
soudin n(n + 1) je vzdy sudy a jeho polovina se li§f od a,, o 1:

n 1
a, = M + ]_.
2
Tento postieh skute¢né platni obecné, coz lze snadno ovéfit matematickou indukei. . . 0O &

Upravy

Definujici vztah je docela jednoduchy, takze mizeme zkusit na néco piijit rekurzivnim, tj.
zpétnym dosazovanim:

Regeni (b). Takto postupné dostavame

Ap = Ap-1+MN
=ap2+(n—1)+n

=a1+2+3+--+(n—-1)+n.

Mhttp://oeis.org/A000124
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Na poslednim fadku vidime soucet nékolika ¢lent aritmetické posloupnosti a ze zadani vime, Ze
a1 = 2. Odtud tedy plyne

-1 2
a0 =2y =D +2) .
2
Pf¥imé odvozeni
Definujici rovnost miZeme piepsat jako
Aa, =n+1,

coZ by ndm mélo pfipomenout obecné zavéry odst. Regeni najdeme pomoci primitivni
posloupnosti k aritmetické posloupnosti (n + 1):

Reseni (c). Podle na str. [64] vime, 7e

+n+C.

2
an = —
2

Protoze a; = 2, musi byt C' = 1. Celkem tedy dostavame

n(n—1)

2 +n+1. O

Ap =

Zavér

Zavér, ktery jsme pravé trojim zpusobem odvodili, zni takto:

Véta. Rovina miZe bijt rozdélena n primkami nejvijse na a,, cdsti, kde

n%+4+n+2
2 .

Ay =

Hodnotu a, jsme vyjadrili pokazdé jinak, takze pokud to jesté nékdo neudélal, doporucujeme
v8echna tato vyjadfeni porovnat. Za pozornost stoji, Zze totéz Cislo lze vyjadrit také takto:

n . n n n
an = .
2 1 0
To signalizuje, ze vysledek lze odvodit jesté jinym zpiisobem. . E

7.2 Dalsi rekurentni vztahy

V tomto odstavci zminime nékolik dalsich typickych tloh s rekurentnimi vztahy. Zamyslime se
zejména nad moznostmi a omezenimi vySe diskutovanych metod.
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e ——

Obréazek 19

Hanojské véze

Uloha 36 (Lucasova). Najdéte obecné Feseni problému zndmého jako hanojské véf ve varianté
se tiremi koliky.

Experimentovinim s malymi pocty pater si kazdy vytvoii néjakou hypotézu, jak by to mohlo
fungovat obecné. Pro n-patrovou véz oznac¢ime a, pocet tahu, které staci k premisténi této véze.
Radi bychom vyjadfili a,, v zavislosti na n. Postupné zjistujeme, Ze plati a; =1, a3 =3, a3 =7
atdm Obecné, véz o n + 1 patrech muZzeme premistit tak, Ze nejprve pieskladame hornich n
pater, poté pfemistime spodni patro a na néj naskladame zpét n pater. Vzhledem k zavedenému
znaceni tedy plati

Gpy1 = 2a, +1, kde a1 =1. (30)

Reseni (a). Na zakladé avodniho experimentovani si mizeme v§imnout, Ze pro mal4 n plati
ap =2" — 1.

To, Ze takovéa posloupnost je skutetné fesenim (30), se snadno ovéfi dosazenim a matematickou
indukeci. . . 0

Reseni (b). Zp&tnym dosazovanim vztahu do sebe zjistujeme:

ap = 20,1 +1
=22ap—2+1)+1=4a,-2+3

=2" g 42" 2 4 241,

Na poslednim fadku vidime soucet nékolika ¢lent geometrické posloupnosti a soucasné vime, ze
a; = 1. Odtud tedy plyne
1 1 __2n71
an=2n7 +ﬁ:2n—1 ]

Reseni (¢). Zapomeneme na tvodni experimenty a FeSime rekurentni rovnici s pocate¢ni
podminkou a; = 1:

Pokud by rovnice vypadala takto: a,+1 = 2a,, potom by feSenim byla geometrickd posloup-
nost s kvocientem 2, tedy posloupnost tvaru C'-2", kde C' € R.

http://www.cut-the-knot.org/proofs/LinesDividePlane.shtml
6http://cs.wikipedia.org/wiki/Hano]jsk%C3%A9_v¥%C4%9B%C5%BEe
"http://oceis.org/A000225
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Pokud uhodneme/najdeme jedno jediné fegeni p, pivodni rovnice (30), pak obecné YeSent
této rovnice bude tvaru
a, = C-2" 4+ p,.

Protoze v rovnici jsou vechny koeficienty konstantni, jisté bude mit tato rovnice néjaké
konstantni feSeni. Jediné konstantni feSeni je p, = —1, tudiz

a, =C-2" -1

je obecnym feSenim .

Reseni ulohy je jednoznac¢né vymezeno pocatecni podminkou a; = 1, coz po dosazeni a Gpravé
dava C =1... O
Fibonacciho posloupnost

Fibonacciho posloupnost za¢ina takto
(an) =(1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, 377, 610, . . . )E
a aplné je urcena rekurentnim vztahem
Gpi2 = Gpt1 +an, kde a3 =ag =1. (31)

Tento priklad vybirame jednak pro jeho vlastni pfitazlivost, jednak proto, ze si chceme uvédomit,
ktera metoda je nejmocnéjsi. . .

Uloha 37 (Binetova). Vyjddrete n-tij ¢clen Fibonacciho posloupnosti v uzavieném tvaru.

(a) Snadno si mZeme vsimnout, Ze Gplné postradame jakykoli ndpad, ktery bychom prosté ovérili
matematickou indukei (ze zavére¢ného vyjadieni se da odtusit proc)...

(b) Zpétné dosazovani definujici rovnice do sebe sice odhaluje zajimavé struktury, avSak
vyznat se v nich neni vitbec snadné, viz téZ obr.

1

56 70 56 28 8 1

36 84 126 126 84 36 9 1
10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Obrazek 20

(c) Rekurentni rovnice je sice druhého fadu, je viak poidd pomérné jednoducha. Proto
se ni¢eho nelekdme a rovnici prosté vyfesime podle navodu, ktery je odvozen v odst. [15.3}

Resend. Predpoklddame, ze feSeni je tvaru a, = ¢", coz mé tyto dasledky: a,+1 = qan, ap42 =
¢*a, apod. Po dosazeni do rovnice dostavame algebraickou podminku na hodnotu kvoci-
entu ¢:

¢>=q+1, neboli ¢®*—¢g—1=0. (32)

18http://oeis.org/A000045
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Tato rovnice ma dva rizné realné koreny

Obecné feSeni nasi rovnice je tedy tvaru

an = C, (1 +2\/5> +Cs (1 _2\/5> , (33)

kde C4, Cs jsou libovolné konstanty.

Koeficienty C1,Cs € R jsou jednoznaéné vymezeny pocateéni podminkou a; = as = 1. Po
dosazeni do a upravé dostavame C; a Cy jako FeSeni soustavy dvou linearnich rovnic o dvou
nezndmych:

1
e
Tyto hodnoty dosadime zpét do , trosku upravime a s mimoradnym uspokojenim podtrhneme
vysledek:

Ci=-0Cy=

(1+V5)" —(1—v5)"
on\/5 '

Ay =

(34)

O

7.3 Poznamky
Vgechno je jednoduché, protoze to je linearni. .. !
Predpokladejme, Ze v Hanoji jsou ¢tyfi a vice véiiﬂ
Uloha 138 (Reveova). Najdéte (i) néjaké, (i) optimdlni Feseni dlohy ve varianté se ¢tyrmi

a vice koliky.

Kvadratickou rovnici lze ekvivalentné prepsat takto:

1+q ¢
_— - 35
=1 (33)

Duavodem tohoto pFepisu je, Ze tady rozpoznavame definici zlatého f'ezu@ 7 uvedeného tedy
mj. vysvitd, jak a pro¢ spolu tyto véci souvisi. . .

Mnoho a mnoho rekurentnich vztahtt mizeme potkat témér na kazdém rohu — napt. Fi-
bonacciho posloupnost odpovida neomezenému ristu idealizované nesmrtelné krali¢i populace
apod. Rekurzivni uvahy se pfirozené objevuji také u fady kombinatorickych tloh; zde je nékolik
ukézek:

Uloha 39 ([L]). Hazeme n-krdt néjakou minci. V zdvislosti na n vyjddrete pravdépodobnost, Ze
nékdy béhem hdzeni padne panna dvakrdt za sebou.

Uloha 40 ([L]). Urcete, kolika zpiisoby lze rozmistit n véZi na Sachovnici n x n tak, aby se véZe
navzdjem neohroZovaly a soucasné aby platilo nékteré z nasledujicich omezeni:

9http://oeis.org/A007664
20http://en.wikipedia.org/wiki/Golden_ratio
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(i) Aby Zddnd veZ nestdla na hlavni ihlopiicce.
(ii) Aby rozmisténi vézi bylo symetrické podle hlavni whlopficky.
(iii) Aby rozmisténi vézi bylo symetrické podle stiedu Sachovnice.

(iv) Apod.

8 Dlazdéni roviny a dalsi diofantické rovnice

Kazdy umi vydlazdit (eukleidovskou) rovinu kachlickami, které maji tvar rovnostrannych troj-
thelnik, nebo ¢tverci, nebo pravidelnych Sestitihelniki. Pokud uvazujeme dlazdéni, kde se stii-
daji rtizné typy pravidelnych mnohotuhelnikii, pak objevujeme nové a nové moznosti. D1azdit lze
mnoha riuznymi zpusoby, my se zda omezime na dldzdéni typu ,,hrana na hranu“:

Uloha 41. Kolika zpisoby je mozné vydldzdit rovinu pravidelnymi mnohothelniky tak, aby hrana
jednoho mnohotihelniku licovala s hranou jiného?

Za chvili uvidime, Ze s jistymi slabymi omezenimi je v8ech moznosti jenom kone¢né mnoho a
kupodivu jenom velmi malo. ..

8.1 Nutna podminka

Protoze kazdy mnohothelnik ma se vSemi sousednimi mnohothelniky spole¢ny vrchol, evidentni
nutnou podminkou existence dlazdéni typu hrana na hranu je, aby soucet thli okolo kazdého
vrcholu byl roven plnému thlu. Pokud se v dlazdéni okolo jednoho vrcholu potka £ mnohothelniki
s poCty vrchola n1,na, ..., ng, potom musi platit

Qpy + Qpy + -+, = 360°,

kde a,, znadi velikost vnitiniho thlu pravidelného n;-thelniku. ProtoZze pravidelné mnohothel-
niky maji jen velmi omezené velikosti vnitinich dhli, dostaneme jen velmi omezenou mnozinu
feSeni. ..

Soucet vnitinich ahli v obecném n-thelniku je roven (n — 2)180°; velikost vnitiniho thlu
pravidelného (konvexniho) n-thelniku je tedy

n—2__ 2 o
Q= 180" = (1 — — ) 180°.
n

n

Vyse uvedend nutnd podminka mé tedy tuto konkrétni podobu:

2 2 2
(2)e (- 2) e (- 2) =2
ni n2 N

coz je po upravé totéz, co
1 1 1 k—2
—F —F et — = (36)
ni  No n 2
Nejmensi mnohotihelnik je trojihelnik, v pfedchozi rovnici je tedy kazdé n; vétsi nez nebo
rovno 3. Kolem jednoho vrcholu jsou alespon 3 a nejvyse 6 mnohothelniki (a to 6 trojahelniki),
v uvedeném vyjadreni je tedy k = 3,4, 5, nebo 6.
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8.2 Lokalni feSeni

Vzhledem k predchozim postiehim zaciname FeSeni ulohy (1] tim, ze najdeme FeSeni nékolika
specifickych nelinearnich diofantickych rovnic:

Uloha 42. Pro k = 3,4,5,6 urcete vSechna celociselnd Feseni rovnice , kterd jsou vétsi nez
nebo rovna 3.

Nez tuhle tlohu tplné vyfesime, doporucujeme zkontrolovat, ze u kazdého vrcholu v kazdém
dlazdéni, které zname (nebo nékde najdeme), je podminka skute¢né splnéna. To by nam
mohlo pomoci k nalezeni obecné metody feSeni kazdé takové rovnice. . .

Reseni. Rovnice (36) je symetrickd vzhledem k nezndmym nj,no,...,ng, proto staci, kdyz se
omezime pouze na feSeni vyhovujici dodateéné podmince

3<ni<nyg<---<ng (37)

(v8echna ostatni FeSeni 1ze pak obdrZet permutacemi). ..
k=3 Rovnice mé v tomto pfipadé tvar
—+ —+—=_. (38)

Jedno z feSeni odpovidé tfem Sestithelnikim, tj. n; = ny = ng = 6. Pokud by ny > 7, potom

také ng,ng > 7 a soucet % + n% + n% by v takovém ptipadé byl ostie mensi nez % Odtud plyne,

Ze m1 muze nabyvat jenom nékolika malo moznosti, a to
ny = 3,4,5,6.

Dosazenim kazdé z téchto moznosti do dostavame rovnici stejného typu, ale uz jen o dvou
nezndmych. Tuto novou rovnici lze fegit obdobnym zptsobem (tj. dalsi redukei) nebo taky
roznésobenim a rozkladem (tato metoda ma vSak jist4 omezeni). ..

Postupné tak dostavame nasledujicich deset feseni:

(3,7,42), (3,8,24), (3,9,18), (3,10,15), (3,12, 12),
(4,5,20), (4,6,12), (4,8,8),
(5,5,10),
(6,6,6).

k=4 Rovnice mé v tomto piipadé tvar

1 1 1 1
— 4+ —+—+—=1
n1 no ns N4

Podobné jako v predchozim pfipadé postupné zjistime omezeni na ni, pro kazdé vyhovujici nq
zjistime omezeni na no atd. Postupné tak dostaneme néasledujici ¢tyfi reSeni:

(37 37 4’ 12)7 (3737 6’ 6)7 (374’4’ 6)7
(4.4.4.4)-

=
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k=5 Rovnice mé v tomto p¥ipadé tvar

Podobné jako vyse postupné dostaneme dalsi dvé feSeni:

(8,8,3,3,6), (3,3,3,4,4).

k=6 Rovnice mé v tomto piipadé tvar

1 1 1 1 1 1
e — =2,
nq no ns N4 ns Uz

@=> Tady ¢ekame jediné FeSeni, coZ se také snadno overi:
(3,3,3,3,3,3).

Celkem jsme takto dostali 10 +4 + 2 + 1 = 17 feSeni, kterd vyhovovala dodate¢né podmince
. VSechna feSeni lze ziskat vSemoznymi permutacemi. .. O

Kazdému teSeni rovnice odpovida konkrétni rozmisténi ur¢itych mnohothelniki kolem
jednoho vrcholu. Tady je samoziejmé namisté zamyslet se nad pfipadnymi permutacemi, které
jsme v Feseni tlohy 2| ponékud upozadili, viz obr. 21} Uvédomte si, ze ne kazda permutace nutné

@=> dava jinou konfiguraci kolem vrcholu a zkuste s v tom viem né&jak vyznat. ..

Obrazek 21: (3,4,4,6); (4,3,4,6).

8.3 Globalni reseni

K urceni v8ech feSeni ulohy 41| potfebujeme uvazovat vSechny mozné lokalné piipustné konfigu-
race (které jsme uspé$né vycerpali v pfedchozim odstavci) a pokusit se je rozsifit do celé roviny.
O to se lze pokouset bud stejnorodijm, nebo nestejnorodym zpisobem: v prvém piipadé je kolem
kazdého vrcholu konfigurace stejného typu, ve druhém piipadé mohou byt typy konfiguraci u
ruznych vrchola razné, viz obr.

Stejnoroda

Vsechny moznosti lze vycCerpat systematickym zkouSenim a diskuzi u kazdého nového vrcholu. To

je v kazdém piipadé pomérné pracné, ale — aspon v piipadé stejnorodého dlazdéni — pomérné
&> pifmocaré:
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Obrézek 22: (4,3,4,6); (3,4,4,6) a (3,6,3,6)

Véta. Existuje prdvé 11 (neshodnych) stejnorodych dlizdéni roviny pravidelngmi mnoho-
whelniky typu hrana na hranu.

Téchto 11 dlazdéni se obvykle déli na 3 requldrni a 8 polorequldrnich: Regularni dlazdéni jsou
takova, kdy v8echny mnohotihelniky jsou shodné, ¢ili praveé ta, kterd zna kazdy: (6,6, 6), (4,4, 4,4)
a (3,3,3,3,3,3). Poloregularni jsou povétsinou nova, tudiz zajimava. . .

Jako napovédu jsme vSechny vyhovujici typy v pfedchozich vyétech vyznagili kurzivou; vSechna
poloregularni dlazdéni jsou znazornéna na obr. 23]

i
LEE

Obrazek 23
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Nestejnoroda

Obdobnéa diskuze pro nestejnoroda dlazdéni je samoziejmé podstatné subtilngjsi. Bez né&jakého
dodate¢ného upiesnéni je takovych dlazdéni nekoneéné mnoho, avSak pfipustnych typt vrcholi
neni o moc vic nez v predchozim ptipadé:



=
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Uloha #43 (ad . Dokazte, zZe existuje nekoneéné mnoho nestejnorodyjch dlizdént roviny pra-
videlngmi mnohothelniky typu hrana na hranu, avsek v kaZdém z téchto dlizdéni se vyskytuji
pouze vrcholy vise vyznaceného typy nebo typu (3,3,4,12).

Povsimnéte si, Ze onéch nekoneéné mnoho moznosti lze vytvorit jenom variaci dlazdéni na obr. [24]
Dodate¢na upfesnéni a odpovidajici klasifikace (obvykle kone¢né!) jsou dukladné prostudovény;
pouzité nastroje vétsinou presahuji moznosti tohoto kurzu. . .

Obrazek 24

8.4 Poznamky

Nutna podminka v odst.[8-I] vedla k Feseni nékolika specifickych diofantickych rovnic. Z uvedenych
feSeni vidime nasledujici bezprostiedni zobecnéni pro libovolny pocet nezndmych a libovolnou
(racionalni) pravou stranu:

Uloha 44. Dokazte, Ze libovolnd diofantickd rovnice typu

1 1
r oy

kde w € Q, md jen konecné mnoho kladnijch celociselnijch Fesend.

Misto omezeni ,hrana na hranu“ lze uvazovat mirnéjsi omezeni, misto pravidelnych mnoho-
thelnikt muzeme dovolit jakékoli — ¢im vice uvoliiujeme omezeni, tim vice se objevuje moznosti
a tim huafe se tyto moznosti klasifikuji. AvSak i v téch nejdivocejsich pripadech je vidy pomérné
snadné t¥idit dlazdéni podle jejich symetrii. Nap¥. vSechna stejnoroda dlézdéni typu hrana na
hranu maji tu vlastnost, ze vznikly vzor se pravidelné opakuje ve dvou nezavislych smérech;
dlazdénim s touto vlastnosti se fika periodickd. (U nestejnorodych dlazdéni pravé omezeni to-
hoto typu mohou byt onémi dodatec¢nymi omezenimi, o kterych jsme mluvili u tilohy ) Néco
o symetriich si fekneme v nasledujici podkapitole.

Vgimnéte si, Ze vySe uvedené teoretické vysledky lze ¢asto najit jen tak na podlaze, viz obr.

9 Periodické vzory a diskrétni grupy transformaci

U rtznych dlazdéni mizeme pozorovat rizné symetrie; ¢asto vSak na pohled rozdilna dlazdéni
maji naprosto stejné symetrie, viz napt. dlazdéni znédzornéna na obr. [26| a obr. (resp. obr.
vlevo).

Pokud bychom se omezili pouze na periodicka dlazdéni (bez ohledu na to, zda jsou tvofena
pravidelnymi nebo obecnymi mnohothelniky, zda jsou ,hrana na hranu“ ¢ nikoli), pak zjistime,
ze z hlediska symetrif jich z néjakého zahadného divodu nebude vic nez 17 typu, viz tlohu [46] . .

2Inttp: //mathworld.wolfram.com/DemiregularTessellation.html
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Obrazek 26

Protoze z hlediska symetrii je jedno, jestli studujeme dlazdéni nebo tapety, budeme v dalsim
mluvit obecné o periodickych vzorech. Vsechny symetrie néjakého vzoru (s operaci skladani)
tvori grupu, tzv. grupu symetrii onoho vzoru. Zakladni otazka zni:

o Jak klasifikovat periodické vzory podle jejich symetrii?

9.1 Frizové vzory

V tomto odstavci se budeme zabyvat jednodussi verzi uvedeného problému, a to periodickymi
vzory, které se opakuji pouze v jednom sméru. Takovym vzoram se piezdiva frizové vzory a
odpovidajici grupy symetrii se proto nazyvaji frizové grupy. V nasledujicich odstavcich naznacime
feSeni této zakladni tlohy:

Uloha 45 (frizova). Urcete, kolik existuje typi frizovijch vzori, které maji navzdjem rizné sy-
metrie.

Jinymi slovy, mame urcit, kolik existuje — az na izomorfismus — frizovych grup. Je pfirozené

zalit zkoumat razné frizové vzory a zkouSet se v problému trochu zorientovat. Takto napf. zjis-

time, %e 7 vzoril na obr. R7 m4a 7 riznych (piesndji neizomorfnich) grup symetrii. Ptame se, zda <€D
existuji dalsi frizové grupy, které nejsou izomorfni zadné z téchto sedmi. ..

MoiZné symetrie

Zakladni symetrie, kterou maji vSechny frizové vzory, je

e posunuti (nejkratsi mozné ozn. t).
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Obrazek 27

Dale takovy vzor miize mit nékterou z nasledujicich symetrii:
e osova soumérnost podle vodorovné osy (ozn. o),
e osovéa soumérnost podle svislé osy (ozn. oy),
e stiedova soumérnost (ozn. s.),
e posunuta soumeérnost ve sméru vodorovné osy (ozn. g ).

Jednotlivé grupy mizeme zacit rozlisovat podle jejich generatori. V kazdém z téchto piipada
potiebujeme rozlisit, co vSechno ony grupy obsahuji, neboli co v8echno muze vzniknout skladanim
generujicich prvki. Potom snadno rozpozname, které jsou navzajem izomorfni a které nikoli. . .

Skladani symetrii

Kvili stru¢néjsimu vyjadfovani oznac¢ime myslenou frizovou grupu G. Kazda takova grupa ma
podgrupu (t) = {t* | k € Z}, kde stejné jako vyge t znaci nejkratsi mozné posunuti.
Zacneme sérii jednoduchych tvrzeni, kterd budeme potiebovat a kterd je nejprve potieba
zdavodnit. VSude v nésledujicim je k € Z a t ob¢as znafi vektor posunuti (tedy nikoli posunuti
@=> jako transformaci):

e 0, € G= 0, € G, kde y = tF(y),
e 5. € G= s» € G, kde ¢ =c+ kt,
e gr € G= 1=kt nebo 7 = &t,

¢ 0, € G<= g € G,

® 0,00 €EG=5.€G, kdec=znNy,
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® 0;,5.€ G= o0y € G, kdey 3¢,
® 0y,5.€G,potomo, € G c€y.
. oy,sCGGacgyﬁg% e G.
Nyni vidime, Ze kromé ¢ (ktery je vSude), staci uvazovat jenom nésledujicich nékolik generatoru:
0z, Oy, Sc; gt
V tuto chvili tedy vidime nejvyse 2* = 16 moznosti. ..
Zavér
Nyni vime, s ¢im a jak pocitat; zaéneme tedy uvazovat rozliéné generétory, uréime disledky,

porovname s dosud ziskanymi grupami, kazdou novou grupu zvyraznime a doplnime né&jaké ilu-
strace:

e G=() LLL, QQQ
o G = (t,0p) = (t,04,9¢) CCC, EEE
o G=(to,) AAA, VVV
o« G={(ts.) NNN, SSS
o G=tg:) LIL
o G =(t,00,0y) = (t,00,04, 5c, gt) HHH, 000
o G = (t,04,5c) = (t,02, 5S¢, 0y, Gt)

o G=(t,05,9t) = (5,02, 9¢)

it = o Vav
o

G = <t70y>g%> = <t70yag%a50>

o G= <t7507g%> = <t75cyg%70y>
o Atd...

Dostavame celkem 7 moznosti, které nutné musi korespondovat s témi na obr. 27 — proved'te
toto pfifazeni.

Timto jsme zduvodnili, Ze na obr. 27| jsou skute¢né zastoupeny vSechny mozné frizové grupy
a jakakoli jina frizova grupa je nutné izomorfni nékteré z onéch sedmi:

Véta. Ezistuje pravé 7 typiu frizovijch vzori, které maji navzdjem rizné symetrie.
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9.2 Poznamky

Uloha #46 (tapetova). Dokazte, Ze existuje prdvé 17 typi tapetovych vzord, které maji navzdjem
rizné symetrie.

10 Trisekce thlu a kofeny polynomiu

Problém trisekce uhlu patii mezi slavné problémy starovéku, které odkazuji na moznosti euklei-
dovskych konstrukei, tzn. geometrickych konstrukci provadénych eukleidovskym pravitkem a
kruzitkem. Charakterizace eukleidovsky sestrojitelnych veli¢in v odst. dava tusit, ze FeSeni
tohoto geometrického problému musi byt v podstaté algebraické. . .

Uloha 47 (tietinova). Pro dang thel rozhodnéte, zda je mozné jej rozdélit na tietiny pomoci
eukleidovského pravitka a kruzitka.

Nekteré uhly zaruené roztietit lze (napf¥. pravy uhel), s jingmi si poradit neumime. Jde o to,
jestli se v problému lze vyznat néjak koncepcné. . .

10.1 Algebra

Reformulace

Abychom ziskali kontrolu nad timto problémem, diskutujeme sestrojitelnost néjaké délkové veli-
Ciny pfidruzené k danému thlu «, nap¥. cosa, tg o apod. Vztah mezi cos « a cos 3« lze snadno
vyvodit ze sou¢tovych vzorcii:

cos3a = 4 cos® a — 3cos a.

Pokud oznac¢ime a := cos 3 (dano) a x := cosa (hledano), potom piedchozi rovnost je ekviva-
lentni

42® — 3z —a=0. (40)
Pro srovnéni, vztah mezi tg a a tg 3« je tento:

3tga —tgda

tg3a =
&oa 1-3tg?a

)

Pokud oznag¢ime b := tg 3« (dano) a z := tg « (hledéno), potom predchozi rovnost je ekvivalentni
23 —3bx? —3x+b=0. (41)
Timto je problém redukovan na nasledujici:

Uloha 48 (ad . Pro dané ¢islo a (resp. b) rozhodnéte, zda polynom (resp. ([1)) md
sestrojitelny koven x.

Obecna odpovéd na tento dotaz neni zatim zfejma, uvedena reformulace ndm v8ak umozni aspon
néco. . .



10 Trisekce thlu a kofeny polynomu 51

Obecné poznatky

Tady na chvili pfejimame znaceni z odst. [I7.1} Q41 znaci algebraické rozsifeni

Qi1 := Qu[V/dx),

kde di € Qi a Qp znadi néjaké algebraické rozsifeni télesa Qi_1 atd., pficemz Qg = Q.
Nasledujici poznatky a jejich zdavodnéni jsou velmi analogické tomu, co umime fict o kofenech
polynomdu s redlnymi koeficienty nad C = R[v/—1]...

Véta. Pro polynomy lichého stupné s koeficienty z Q. plati:
(1) Md-li polynom né&jaky koven z Qpy1, pak md i koven z Qy.

(2) Odtud, specidlne, md-li polynom raciondlni koeficienty a kofen z Qpy1, pak md i koFen

2z Q.

(8) Odtud obricené, nemd-li polynom s raciondlnimi koeficienty raciondlni kofen, nemd ani
koren z Zidného rozsireni Q;!

Uizitek

Nyni staci vzpomenout, jak se hledaji racionalni kofeny pro polynomy s racionalnimi koefici-
enty, a otestovat silu pfedchozich tivah napf. na nésledujici dloze:

Uloha 49 (ad . Dokazte, Ze (i) whel 60°, (i) Zddny ostry vnitini whel v pravoihlém trojihel-
niku s odvésnami 1 a 2 nelze eukleidovsky rozdélit na tretiny.

...... O

Nyni mame nékolik konkrétnich eukleidovsky sestrojitelnych thli, u kterych umime zdivod-
nit, ze nejsou eukleidovsky roztietitelné. Z vyse uvedeného vSak vyplyva obecna charakterizace:

Vé&ta. Uhel § lze eukleidovsky rozdélit na tretiny prdvé tehdy, kdyz polynom je reduci-
bilni nad Q[a], kde a = cosps.

10.2 Poznimky
Konstrukce s oznacdenym pravitkem

S problémem trisekce thlu souvisi nasledujici iloha:

Uloha 50 ([MO)). Libor narysoval kruznici se stredem S a body A, B, C, D, viz obr. . Zjistil,
Ze usecky SC a BD jsou stejné dlouhé. V jakém poméru jsou velikosti whli ASC a ABC?

Na této znalosti je zaloZena trisekce uhlu pomoci ,,oznac¢eného pravitka®, jak ji znal jiz Ar-
chimédés. ..
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Obrazek 28

Pravidelné mnohotihelniky

Konstrukce pravidelného n-ithelniku evidentné souvisi s problémem trisekce tihlu, akorét je pod-
statné redukovana mnoZzina thla do diskuze. V [E] najdeme konstrukce pro n = 3,4,5 a 15. Pro
kazdy sestrojitelny pravidelny k-thelnik, neni problém sestrojit taky pravidelny 2k-thelnik. Tzn.
uloha je tegitelna také pro n = 6, 8,10, 12,16, 20 a dalsi.

Uloha 151 (Gaussova-Wantzelova). Dokaste, Ze pravidelnyj n-ihelnik lze sestrojit eukleidovskygm
pravitkem a kruzitkem prdvé tehdy, kdyz n je soucinem libovolné mocniny 2 a navzdjem riznijch
Fermatovyjch prvocisel.

Fermatovo prvocislo je prvocislo tvaru Fy = 922" 4 1. K dnegnimu dn je zndmo pouze pét
Fermatovych prvocisel:

Fy=3,F =5F, =17,F3 = 257, F; = 65537.

Uloha sestrojitelnosti pravidelného n-tthelniku tedy neni fesitelna pron = 7,9,11,13, 14, 18,19, 21, . ...

2291, za¥i 2016



KAPITOLA ||

Zazemi a dalsi priklady

11 Matematicka indukce

Matematickou indukci potiebujeme ke korektnimu zobechovéani porad, viz . ..

11.1 Prosta matematicka indukce

Princip matematické indukce v jeji nejjednodussi a nejcastéji pouzivané podobé se srozumitelné
vysvétluje pomoci dominového efektu, viz obr.[29] Podstatné pfi této interpretaci je, ze uvazujeme
vyhradné dilky postavené v jedné fadé! V takovém piipadé muzeme rozsifit princip dominového
efektu pro nekonecny pocet dilki. ..

Obréazek 29

Za touto popularizaci samoziejmé vidime pfirozena ¢€isla, jakozto prototyp nekoneéné dobie
uspofadané mnoZiny. Ve vSech nasledujicich formulacich zna¢i V (n) néjakou (libovolnou) vy-
rokovou formuli, kterd zavisi na n € N.
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Princip (matematické indukce). Piedpoklidejme, Ze
o plati V (1),
o pro libovolné k € N plati (V (k) = V(k +1)).

Potom plati V(n) pro vSechna n € N.

Vzpomeite si, ze v Peanové axiomatickém popisu pfirozenych ¢isel je princip matematické in-
dukce jednim z axioma.

Casto uzivame matematickou indukei v rizngé pozménénych podobach. Typickou variantou
je omezeni typu n > ng, kde ng je néjaké pfirozené ¢islo rizné od 1, viz napf. tlohu (Ta-
kové modifikace miZeme uvazovat i u v8ech nésledujicich formulaci, coz uZz znova piipominat
nebudeme.)

11.2 Silna matematicka indukce

U nékterych tdloh s vySe zformulovanym principem nevysta¢ime a potifebujeme matematickou
indukci v pon&kud siln&jsi podobé, viz napi. lohu Pokud tedy Fe§ime piedchozi tlohu ma-
tematickou indukci, musime pouZzit o néco silnéjsi princip:

Princip (silnéjsi matematické indukce). Piedpoklidejme, Ze
o plati V(1) a V(2),
e pro libovolné k € N plati (V(E) AV(k+1) = V(k+2)).

Potom plati V(n) pro vSechna n € N.

Tento princip muzeme nadale podle potieby zesilovat az k nasledujicimu:

Princip (silné matematické indukce). Predpokldidejme, Ze plati
o (V(k) pro vsechna k € N) = V(k +1).

Potom plati V(n) pro vSechna n € N.

Typické a velmi dobie znamé tvrzeni, které se dokazuje pomoci tohoto principu, je v nésledujici
uloze:

Uloha 52. Dokazte, Ze kaZdé celé ¢islo vétsi neZ 1 je soucinem prvocisel.

11.3 Poznamky a modifikace

Zobecnéni principu matematické indukce pro libovolnou dobie usporfddanou mnozinu vypada
takto:
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Princip (transfinitni indukce). Pfedpoklidejme, Ze M je dobfe uspofdidand mnoZina, k,l €
M a plati

o (V(k) pro vSechna k < 1) = V (I).

Potom plati V (n) pro vSechnan € M.

Uloha 53. Najdéte ve svijch pozndmkdch z teorie mnoZin néjaké turzend, které se dokazuje pomoci
transfinitni indukce.

Souvisejici metodou je tzv. princip nekone¢ného sestupu, lépe feCeno princip nemoznosti
nekone¢ného sestupu. Zde opét uvazujeme mnozinu pfirozenych ¢isel, ackoli lze princip formulovat
obecnéji.

Princip (nekone¢ného sestupu). Predpoklidejme, Ze k,l € N a plati
o V(I) = (ezistuje k <l takové, zZe V(k)).

Potom V(n) nemiZe platit pro Zédné n € N.

Jedné se o dikazovou metodu sporem, jez odkazuje pravé na fakt, Ze existuje jenom konec¢né
mnoho pfirozenych ¢isel, kterd jsou mensi nez dané ¢islo. Typické uziti tohoto principu najdete
v feSeni proslulé tlohy [I5] na str.[19] ..

12 Délitelnost

12.1 Véta o déleni se zbytkem

Zde zformulujeme vétu o déleni se zbytkem a pFipomeneme, Ze plati nejen v okruhu celych &isel,
ale taky napf. v okruhu polynomad. .. ...

12.2 Eukleidiv algoritmus a disledky

Eukleidiv algoritmus pro nalezeni nejvétsiho spole¢ného délitele (NSD) celych ¢isel 1ze najit na
zacatku VII. knihy Zaklada [E]. ..
Bezprostiednim diisledkem je néasledujici tvrzeni:

Véta (Bezoutova). Je-li NSD(a,b) = d, pak existugi celd ¢isla k al takovd, Ze plati

ak + bl = d.

Cisla k a | obdrzime zpétnym dosazovanim jednotlivych kroku Eukleidova algoritmu, tzn. lze je
vyjadfit i pro pomérné velké a a b docela efektivnim zptsobem. ..
12.3 Kongruence

Tady pfipomeneme ekvivalentni tpravy kongruenci. V porovnani s ekvivalentnimi apravami rov-
nosti je tu jeden chytak. ..
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12.4 Eulerova funkce a Eulerova véta

Eulerova funkce je zobrazeni ¢ : N — N, které lze definovat ruzné: je-li b = pi™* -p5?- - -+ prvodi-
selny rozklad ¢isla b, potom hodnota ¢(b) je

eb) = (P —pi 1) (5 —p3* ) -

:b'<1_pll>'(1_p12>”” (42)

= pocet ¢isel od 1 do b, kterd jsou nesoudélna s b;

je-li b = 1, definuje se ¢(b) = 1. Pokud bereme prvni rovnost v jako definujici, potom
zduvodnéni druhé rovnosti je velmi prosté. Zduvodnéni tfeti rovnosti neni sice tézké, ale neni ani
@=> trividlni, viz [HKS]. ..

Véta (Eulerova). Jsou-li a € Z a b € N nesoudélnd éisla, potom plati

a?® =1 mod b. (43)

Eulerova véta je zobecnénim tzv. malé Fermatovy véty, kterou lze za predpokladu, Ze p je prvocislo
a a je libovolné s nim nesoudélné ¢islo, formulovat takto:

a*1'=1 mod p. (44)
Pro nés asi nejsrozumitelnéjsi zduvodnéni Eulerovy véty lze najit v ramci teorie kone¢nych grup,
&> s odkazem na vétu Lagrangeovu. . .[T]
13 Koreny polynomiti aneb algebraické rovnice

Tady pfipomeneme néco o kotfenech polynomi, a to véetné zédkladni véty algebry. ..
V podkap. |10 (konkrétné v feSeni dlohy na str. jsme vzpominali na nasledujici nutnou
podminku pro raciondlni kofeny polynomi s celociselnymi koeficienty:

Véta. Uvazme polynom
P(r) = apz" + -+ a1z + ag

s celociselngmi koeficienty, kde a,, a aq jsou nenulové. Pokud x = E je raciondlnim koienem
polynomu P a toto vyjddrent je v nesoudélném tvaru (tj. NSD(p, q) = 1), potom

pdéliay a q délia,.

Protoze kazdé celé ¢islo mé jen koneény pocet déliteli, dostavame pro libovolny celoéiselny
polynom jenom koneény pocet racionalnich kandidatt na koteny. Ty pak staci postupné otestovat,
zda jimi skutecné jsou.. .

Ihttp://en.wikipedia.org/wiki/Fuler’s_theorem
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14 Diferencialni a integralni pocty

Vstupenkou do svéta vyssi matematiky je pojem limity. Limitni ivahy jsou patrné jak za po-
jmem derivace, tak integralu. Tady shrnujeme pouze nejzakladnéjsi zaklady. Nékolik dalsich
postiehti/vlastnosti 1ze najit v paralelni podkap. ..

14.1 Limita, spojitost, derivace

Vsechny niZe uvedené pojmy maji své levé/pravé varianty, piip. rozsifeni z bodu na né&jaké
podmnoziny definiéniho oboru. ..

Limita

Vsechny mozné limity, které jsme kdy potkali, 1ze shrnout do néasledujici neformélni (ale porad
celkem piesné) definice:

Zobrazeni f : X — Y md v bodé xq € X limitu L € Y, pokud se body, které jsou dostatecné
,,blizko“ k x¢, av8ak jsou ruzné od xq, zobrazuji na body, které jsou libovolné ,blizko* k L.
V takovém piipadé piSeme f(x) — L pro & — x nebo lim f(z) = L.
rT—T0o

Duraz klademe na slovo libovolné, aby bylo zfejmé, Ze nestaci, kdyZ se hodnoty f(x) ,blizi*
k L, ale Ze tato ,,blizkost* musi umét byt libovolné mala!

Z formulace je patrné, Ze limitu lze uvazovat pouze pro zobrazeni mezi takovymi mnoZinami,
kde jsme schopni dat néjaky vyznam vyrazim v uvozovkach. Obecné lze ,blizkost“ charakteri-
zovat pomoci okoli bodu:

Zobrazeni f : X — Y md v bodé zo € X limitu L € Y, pokud pro kazdé okoli Oy, C Y bodu
L existuje okoli O, C X bodu g tak, ze plati

f(Ozo \{z0}) C Or.

Pro prostory typu R" se zpravidla uvazuji hodné symetricka okoli, jejichz ,,velikost* se méii
pomoci néjaké (ne nutné eukleidovské) metriky a vyjadiuje se pomoci pismenek ¢ (pro dosta-
te¢né) a e (pro libovolng). . . =0)

Pro posloupnosti je X = N, a protoZze N je diskrétni mnozina, jediné limity, které ma smysl
uvazovat, jsou limity ,,pro = dostatecné blizko oo*, neboli pro ,,dostatec¢né velkd x“. ..

Spojitost

Zobrazeni f : X — Y je v bodé xzy € X spojité, pokud je v tomto bodé definoviano, ma v
tomto bodé limitu a tato limita je rovna funkéni hodnoté, tj.

lim f(z) = f(zo).

T—T0o
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Pomoci okoli, mazeme totéz formulovat nasledovné:

Zobrazeni f : X — Y je v bodé xog € X spojité, pokud pro kazdé okoli Oy C Y bodu L
existuje okoli O,, C X bodu z( tak, ze plati

f(Ozo) g OL~

0= Nutnou podminkou spojitosti je existence limity; tato podminka vsak neni dostatecna. ..

Derivace

Pojem derivace jsme se u¢ili pro redlné funkce jedné, resp. vice redlnych proménnych (tzn. vzhle-
dem k pfedchozimu znafeni uvazujeme ¥ = R a X = R, resp. X = R"). Derivace funkce
f : R — R méfi okamZitou rychlost, s jakou se méni hodnoty funkce f v zavislosti na pro-
ménné z. Pro funkce vice proménnych f : R®™ — R muZeme uvazovat, jak se funkce méni
vzhledem k jednotlivym proménnym (parcidlni derivace) nebo obecnéji, jak se méni v obecném
sméru (smérové derivace). ..

Okamzita rychlost zmény je limitou priamérnych rychlosti, coz pfesné obsahem v nasledujici
formulace:

Derivace funkce f: R — R v bodé xo € R je nasledujici limita (pokud existuje)

f'(zo) := lim flao + h}i - f(ilfo).

O Nutnou podminkou existence derivace je spojitost; tato podminka v8ak neni dostatecna. ..
Diskrétni analogii derivace (funkce) je diference (posloupnosti), viz odst. .

14.2 Riemanniv a Newtoniv integral

Nézorné cvifeni k pojmu uréitého integralu je v odst. -

Riemanniv integral
Obecny Riemanndv integrdlni soucet funkce f na intervalu (a,b) zavisi na déleni D tohoto inter-
valu na podintervaly (x;, z;4+1), kde

a=xg<x1<---<xp =,

a vybéru V reprezentujicich bodi ¢; € (x;, z;11), a to nésledujicim zpisobem:

n

S(D,V) = Z flei) - Ay, (45)

=0

kde Aml = X411 — Ty
Délka nejdelsiho podintervalu déleni D se nazyva normowu tohoto déleni. Pokud plati, Ze s
libovolnym zjemiujicim se délenim a libovolnym jemu p¥isluSnym vybérem reprezentujicich boda
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-%u.s B 0.5 N f 20

Estimated Arca = 04651897

Actual Area =06

Obrézek 30: Riemanntv integralni soucet funkce f(z) = 2% —3z? 41 na intervalu (—1,2)
odpovidajici ekvidistantnimu déleni na 7 podintervali a vybéru reprezentujicich bodu v
polovinach téchto podintervali.

Riemannovy soucty konverguji, a to pokazdé ke stejnému ¢islu, potom Fikame, Ze funkce je na
daném intervalu riemannovsky integrovatelnd. Ptesnéji feceno:

Funkce f je riemannovsky integrovatelnd na intervalu (a,b), jestlize existuje realné &islo T
takové, Ze pro dostatecné jemné déleni D tohoto intervalu — s naprosto libovolnymi vybéry
V' — jsou odpovidajici Riemannovy souc¢ty S(D, V) libovolné blizko I, neboli

lim  S(D,V)=1I

norma(D)—0

b
V takovém pfipadé piSeme I = [ f(z)dz a toto &islo nazyvame Riemannovym urcitym

integrdlem. ..

Nutnou podminkou integrovatelnosti je omezenost; tato podminka vSak neni dostatecna. .
Dostateénymi podminkami integrovatelnosti je napf. spojitost nebo monoténnost; tyto
podminky vSak nejsou nutné. .. =

Metoda

Pokud vime, Ze funkce f je na intervalu (a, b) integrovatelna, je mozné odpovidajici integral urcit
nésledujicim zpusobem:

1) zvolime jednu libovolnou posloupnost déleni (D1, Da, ... ), jejiz norma konverguje k 0,

2) pro kazdé n vybereme uplné libovolné reprezentujici body V,, pfislusné déleni D,,,

(1)
(2)
(3) vyjadiime posloupnost odpovidajicich Riemannovych souéta S(D,, V;,) podle ,
(4) spocitame limitu a podtrhneme vysledek:

b

/f(ac) dz = lim S(Dn, Vy). (46)

n—o0
a
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Toto je piesné postup, ktery jsme aplikovali v fefeni (d) tlohy Kritickym mistem této me-
tody je samoziejmé krok (3), kdy potiebujeme vyjadiit soucet S(D,,V,) v uzavieném tvaru v
zévislosti na n. . .

Ekvivalentni definice

K pojmu riemannovské integrovatelnosti se lze ekvivalentné dobrat nasledujicim zpusobem:
Omezené funkce ma na kazdém intervalu supremum a infimum. Pro déleni D intervalu (a, b)
oznacime na kazdém podintervalu infimum, resp. supremum funkce f jako

m; = igf{f(x)}, resp. M, :=sup{f(z)},
kde x € (x;,x;41). Dolnim, resp. hornim integrdlnim souctem funkce f vzhledem k déleni D pak
nazyvame ¢islo

n

S(D,inf) := Zmi - Az;, resp. S(D,sup):= Z M; - Ax;.
i=1

i=1
Vztah mezi viemi typy souctu, o kterych jsme dosud mluvili, je
S(D,inf) < S(D,V) < S(D,sup),

kde D je libovolné déleni a V je libovolny jemu piislusny vybér reprezentujicich bodi.

P P o ozxte
sSp 5p
4t 4F
I 3k
2t 2L

/l*_\l\
1 h 1

- 1/ 0.5 o
—1F

Estimated Area=—1.3518 Estimated Area =3.10803

Actual Area =08 N Actual Area =06

Obrazek 31: Dolni a horni integralni soucet funkce f(z) = x? — 322 + 1 na intervalu
(—1,2) odpovidajici ekvidistantnimu déleni na 7 podintervali.

Mnozina vSech dolnich, resp. hornich souc¢ti je vzhledem ke vSem moznym délenim intervalu

(a, by omezené. To mimo jiné znamend, 7e kazda 7 téchto mnoZin ma supremum a infimum. Dvé
z téchto Cisel se tradi¢né znaci

b b
/f(:z:) dz := s%p{S(D,inf)}, resp. /f(a:) dz := i%f{S(D,Sup)}

a nazyvaji se dolni, resp. horni integrdl funkce f na intervalu (a,b). Slibovani charakterizace
integrovatelnosti je tato:
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Véta (Darbouxova). Funkce f, kterd je omezend na intervalu (a,b), je riemannovsky inte-
grovatelnd pravé tehdy, kdyz odpovidajici dolni a horni integrdl jsou stejnd cisla. V takovém

pripadé platz’fbf(z) dz = fbf(:c) dz = fbf(x) dz.

Newtonova—Leibnizova véta

Zakladni, krasna, extrémné uziteéné a na prvni pohled rozhodné piekvapujici Newtonova a Leib-
nizova véta odhaluje souvislosti mezi integrovanim a derivovanim. ..

Véta (Zakladni véta integralniho poctu).

(1) Pokud funkce f je spojitd na intervalu {(a,b), potom funkce F(z) := [ f(t)dt je jeji

primitivnd funkcei, tj. F(x) md derivaci v kaZdém bodé tohoto intervalu a plati
o d (7
Flo)= < | [rwar) = j@). (47)

(2) Pokud funkce [ je riemannovsky integrovatelnd na intervalu (a,b) a F je (libovolnd)
primitivni funkce k funkci f na tomto intervalu, potom plati

/ f(@)de = F(b) — F(a). (48)

Poznamky k dikazu. Intuitivni zdivodnéni prvni ¢asti véty je na obr.
Pro spojité funkce je druhé ¢ast véty bezprostiednim disledkem ¢asti prvni; v této obecnéjsi
podobé se dokazuje s odkazem na Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté. . . 0O &
Z prvni Casti véty se mimo jiné dozvidame, ze kazda spojita funkce je derivaci néjaké jiné
funkce, neboli, Ze ke kazdé spojité funkci existuje funkce primitivni. Pokud bychom uvaZzovali
pouze integrovatelnost (a nikoli spojitost) f, potom by funkce F' byla spojitd (ale ne nutné
diferencovatelnd). . .

Metoda

Pokud vime, Ze funkce f je na intervalu (a, b) integrovatelna, je mozné odpovidajici integral urcit
nasledujicim zptisobem:

(1) najdeme funkci F, ktera je primitivni k funkei f na (a,b),

(2) dosadime meze jako v a podtrhneme vysledek.

Toto je pfesné postup, ktery jsme aplikovali v feSeni (e) fllohy Kritickym mistem této metody
je samoziejmé krok (1), kdy pot¥ebujeme vyjadfit primitivni funkci k f, a to v uzavieném
tvaru. ..
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t

Obrazek 32: Rychlost, s jakou koberec pokryva podlahu, odpovida jeho §ifce v prislusném
bodé: 44 = f(x).

15 Diferenc¢ni a sumacni pocty

V této casti se vracime ke dvéma otazkadm, kterym jsme se ¢astecné vénovali uz diive:

e Jak vyjadrit n-ty soucet posloupnosti, pokud moZno v uzavieném tvaru?
e Jak vyjadrit n-ty ¢len posloupnosti, ktera je zadana rekurentnim vztahem?

Ngjakou predstavu o obou téchto problémech méame z podkap. @] a[7] V podkap. [f] jsme si mohli
viimnout jisté symbidzy mezi kone¢nymi, resp. nekoneénymi soucty a urcitymi, resp. nevlastnimi
integraly. Tyto vztahy chipeme jako diskrétni a spojitou stranu jedné mince. V matematické
analyze jsme pievazné studovali tu druhou stranu mince, té prvni se budeme trochu dukladné&ji
vénovat nyni. Zac¢neme tim, Ze doplnime diskrétni protéjsky k tém nejzakladnéjsim pojmum.
Tady je stru¢ny piehled:

posloupnost a : N — R funkce f: R =R
diference Aa, = ani1 — an derivace f'(z) = lim W
h—0
primitivni posloupnost AA, = a, primitivni funkce F'(z) = f(x)
neurdity soudet > a, = A, +C neurdity integral [ f(z)dz = F(z) +C
J b
kone¢ny soucet > an, = Aj11 — A; urdity integral [ f(z)dz = F(b) — F(a)
n=t a
oo 7 o] b
fada Y a, = lim Y a, nevlastni integral [ f(z)dx = blim [ f(z)dz
n=i IO p=g a X g

Stru¢ny avod do problematiky a néjaké dalsi odkazy lze najit v [G]. Odstavce odpovidajici
diferencidlnim poc¢tim, integralnim po¢tam, resp. diferencidlnim rovnicim (jak je zname z kurza
mat. analyzy I, II, resp. III) jsou diferen¢ni pocty, sumacni po¢ty, resp. diferen¢ni rovnice.

15.1 Diferen¢ni poéty

Diskrétni verzi derivace funkce je diference posloupnosti.
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Diference

Diference posloupnosti (a,) je posloupnost (Aa,) definovana vztahem Aa, = an+1 — an. Ne
kazda funkce ma derivaci, zato kazda posloupnost ma diferenci. Definici a obecné vlastnosti
operatoru A shrnujeme v nasledujici tabulceﬂ

Ady = anir — ay 1) = Jim LI

A%a, = A(Aay) = Aapy1 — Aay, f'(@) = (f'@) = lim Hleth)=1"(z)
A(an+bn):Aan+Abn (f+g),:f,+g,

A(c-ay) = c-Aay, (cf) =cf
A(an'bn):a7L’Abn+Aan'bn+l (f'g),:f'g/+f/'g

Mame namiieno ke konkrétnimu uziti diferen¢niho poc¢tu, takze budeme potiebovat diference
nékterych uziteénych posloupnosti.

Uloha 54. Urcete diferenci (i) aritmetické, (ii) geometrické a (iii) Fibonacciho posloupnosti.
(i) Pro aritmetickou posloupnost s diferenci d ziejmé plati Aa,, = d.
(ii) Pro geometrickou posloupnost s kvocientem ¢ je Aa,, = a,-q¢—an, = (¢ — 1) - ay.

(iii) Pro Fibonacciho posloupnost plati Aa,, = (an + an—1) — @y = ap_1. O

Geometricka posloupnost je exponencidlni vzhledem k n a jeji diference je typové stejna.

Aritmeticka posloupnost je linearni vzhledem k n a jeji diferenci je konstantni posloupnost.
Diferenci konstantni posloupnosti je samoziejmé nulova posloupnost. Obecnéji, pro posloupnosti
tvaru a,, = n" plati

r(r—1)

r—2
R 1.
9 n + +

An"=(n+1)" —n" =rn"" ! +
Vidime, ze diferenci se snizuje stupeih exponentu o jednicku, ale vysledny vyraz vypada jaksi
komplikované. P#i nasledujicim uzite¢ném znaceni

nti=nn—-1)--(n—r+1)= (49)

se snadno zdavodni, Ze plati

Ant =r.p’=1

Zde jsme uvazovali r € N, ale definici n” lze pfirozené rozsitit tak, ze predchozi rovnost plati pro
libovolné r € ]RE

2V kazdém diléim p¥ehledu budeme pro porovnéani dopliovat odpovidajici vztahy ze spojitého svéta.
3Pro r = 0 se vezme n® := 1; pro r = —1, -2, ... se definuje n” : ; pro necelo¢iselné hodnoty r

I'(n+1)
I'(n—r+1)"

RS CED)
se pouzije gamma funkce n’ :=
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Zavér

Dva dusledky piedchoziho rozvazovani, na které se hodlame odkazovat, jsou tyto (rovnosti plati
pro libovolné ¢,7 € R a n € N):

Ag" =(¢—1)-¢" (¢") =Ing-q"
1

Uloha 55. V piedchozim piehledu dokazte vsechny rovnosti, které nejsou na proni pohled ziejmeé.

=

15.2 Sumacni pocty

Diskrétni verzi urc¢itého integralu je konecny soucet. O tom obecn& neni moc povidat, takze za-
¢neme oklikou, abychom se ke kone¢nym souc¢tim vratili v tzv. zékladni vété sumacéniho poctu. ..

Primitivni posloupnost a neuréity soucet

Posloupnost (A,,) takova, ze plati
AMy=a, | P@=rw
se jmenuje primitivni posloupnost, ptip. antidiference (a,). Kazda posloupnost (a,) méa mnoho

ruznych primitivnich posloupnosti, v§echny se v8ak od sebe lisi jenom o né&jakou konstantu C' € R.
Obecné primitivni posloupnosti k (a,,) se fiki neurdity soudet a znadi se

San=A4C | Jf@de=F@+c

Duvod tohoto pojmenovani a znaceni by mél byt ziejmy z nasledujicitho pododstavce. ..
Nyn{ uvadime dva ziejmé disledky (50), na které se budeme né&kolikrat odkazovat (rovnosti
@&> plati pro libovolné q,7 € R an € N):

St = ’;:fll +C Jarde=2"1C (51)
Y =5+ C Jq"ds = £ +C

Koneény aneb urdity soudet

Pro libovolnou posloupnost (a,) uvazme posloupnost (A,,) definovanou jako

n—1
Ap=a1+ - +ap-1= Zak~ (52)
k=1
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Potom pro libovolné n € N ziejmé plati AA,, = a,, neboli (4,) je primitivni posloupnosti k
posloupnosti (a,,). P¥i tomto znafeni navic pozorujeme, 7e

i
dar=ait+ta;=(a1++a;)— (a1 + - +ai_1) =Aj — Ay (53)
k=1

Tim jsme zdivodnili nasledujici analogii véty 142}

Véta (Zakladni véta sumacniho poctu).

n—1
(1) Pro libovolnou posloupnost (a,) je posloupnost (A, = > ax) jeji primitivni posloup-

nosti, tj.
n—1

AAn=A<Z ak> =ay F’(m)ZT‘L(ff(t)dt) = f(x)

k=1

(2) Pokud (A,) je (libovolnd) primitivni posloupnost k posloupnosti (a,), potom plati

ki_ ar = Ajy1 — A; J () de = F(b) - F(a)

Vsimnéte si, ze — na rozdil od véty [[4.2]— tato véta neobsahuje Zadné omezujici predpoklady.
Navic zduvodnéni této vty je o poznani primitivngjsi: stacilo nam k tomu pravé pét fadka!

Metoda

Kazda posloupnost (a,) mé pro libovolné i a j ur¢ity soucet i a. Tento soucet je mozné piimo
(tj. bez matematické indukce) uréit nasledujicim zpusobem: =

(1) najdeme posloupnost (A,,), ktera je vzhledem k (a,,) primitivni,

(2) dosadime meze jako v a podtrhneme vysledek.

Toto je piesné postup, ktery jsme poprveé aplikovali ve zdivodnéni (d) véty Kritickym mistem
této metody je samoziejmé krok (1), kdy potiebujeme vyjadfit primitivni posloupnost k dané
posloupnosti, a to v uzavieném tvaru. ..

Uloha 56. Urcete n-tij soucet (i) aritmetické, (ii) geometrické a (iii) Fibonacciho posloupnosti.

Reseni. Ve viech t¥ech pripadech umime vyjadiit a,, pomoci n a tato zéavislost je bud mocninna
nebo exponencidlni. Podle tedy umime najit primitivni posloupnost A,, a podle Vétypak
muzeme urcit kterykoli soucet se nam zlibi. Napf. vyjadieni n-tého ¢astecného souc¢tu geometrické
posloupnosti a,, = a1¢™ ! vypada podle tohoto navodu nésledovna:
q
-1

Zak:alq

-~ " @ g1

g ar = aq —a = g
q—1

k=1

k—1

+C,
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Posloupnosti v predchozi tiloze umime celkem pohodIné seéist i bez diferenéniho poctu, takze
nam tento postup nemusi pfijit uplné atraktivni. Pravé nabyté dovednosti bychom vsak méli
docenit v pfipadech jako napf. na str. 23] které se bez napovédy Fesi dost tézko. . .

15.3 Rekurentni vztahy aneb diferen¢ni rovnice

Regenf ulohy muzeme interpretovat jako feSeni jednoduché diferencni rovnice prvniho fadu
(Aa,, = n+1) s poc¢atecni podminkou (a; = 2). Obecné diferencéni rovnice prvniho, druhého, ...
radu jsou rovnice tvaru

Aap = ¢(n, an) f'(@) = o(z, f(2))
A?a, = p(n, an, Aay) [ (@) = o(z, f(2), ['(2))
kde ¢ je n&jaka funkce dvou, tiech, ... proménnych. Rozepsanim A, A2, ... lze kazdou diferen¢ni

rovnici psat jako
an41 = ¢(na an);
ant2 = PN, an, Gpt1),

To jsou znamé rekurentni vztahy, se kterymi jsme se potkali jizZ mnohokrét.
Uloha 57. Najdéte v tomto textu dalsi rekurentni vztahy, resp. diferencni rovnice.

Resend. 'V tloze [36] o hanojskych vézich jsme méli posloupnost (a,) popsanu rekurentnim vzta-
hem, resp. diferen¢ni rovnici

Gn41 = 2ap, + 1, resp. Aa, =a, +1

s pocatetni podminkou a; = 1. Podobné, aritmetické, geometricka a Fibonacciho posloupnost
jsou urceny rekurentnimi vztahy, resp. diferen¢nimi rovnicemi

Apt1 = an +d, resp. Aa, = d,
Ap41 = G- Gp, T€SP. Ady, = (q — Dan,

2
Apt2 = Apy1 + ap, resp. A%a, = a, — Aa,. O

Linearni diferenéni rovnice

Vsechny uvedené vztahy/rovnice maji spolecné to, 7e jsou linearni, tzn. jednoduché. Ukézeme
si, jak najit feSeni téchto rovnic piimo, tj. bez matematické indukce. Linearni diferen¢ni rovnice
jsou rovnice, které je mozné piepsat ve tvaru

Ap41 :kn'an"_rn f,(x) zk(x)f(:r)+r(x)
Ap42 = kn cQn+1 + ln “Qp + Ty f/l(x) = k(x) . fl(x) + l(x) . f(f) + T(LL‘)

kde koeficienty (k,), (1), (r,) jsou néjaké posloupnosti. Pokud je r,, = 0, pak se rovnice jmenuje
homogenni a pravé s témi za¢neme.
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Uloha 58. Najdéte v predchozim vijctu homogennt linedrni diferenéni rovnice a urcete jejich
obecnd TeSent.

Reseni. 7 uvedenych rovnic to jsou pravé rovnice popisujici geometrickou a Fibonacciho posloup-
nost. V obou pfipadech jsou vSechny koeficienty konstantni, coz déla tlohu vyrazné jednodussi.
Obecnym feSenim rovnice

Ap+1 = (q-ap

je kazda geometricka posloupnost tvaru a,, = C'-q¢", kde C € R je libovolné konstanta.

Z piedchozi rovnice plyne, 7e a, 2 = ¢*-a,, coz mé nasledujici uzitecné dusledky: Pokud by
kvocient g byl feSenim algebraické rovnice z? = k-z + [, potom by geometricks posloupnost ¢"
ziejmeé byla feSenim diferenc¢ni rovnice

nyo =k-apt1+1-ay.

Pritom kazdy jeji nadsobek by taky byl feSenim a pro dvé riizna feSeni by také jejich soucet byl fe-
Senim. Odtud plyne navod, jak hledat obecné feSeni rovnic tohoto typu, ktery jsme demonstrovali
na rovnici popisujici Fibonacciho posloupnost v tiloze [37 na str. [40] O

Uloha 59. Najdéte v predchozim vijétu nehomogenni linedrni diferencni rovnice a urcete jejich
obecnd teSent.

Resendi. Velmi specidlni rovnice tohoto typu jsou rovnice popisujici aritmetickou posloupnost
a rovnice z ulohy 35} Specidlnost spo¢iva v tom, Ze obé tyto rovnice lze vyjadrit ve tvaru

Aa, =y,

tudiZ obecné fegeni je a, = > .7, + C, kde C € R. Dalsim piikladem nehomogenni linearni
diferen¢ni rovnice byla rovnice z tlohy |36 o hanojskych vézich. . . O

15.4 PoznAamky

V souvislosti s urovinim souétd posloupnosti typu a,, = n" potiebujeme hned zkraje fesit
nasledujici tlohu, kterd muze byt zajimavi sama o sobé:

Uloha 60. Vyjddiete n” jakozto linedrni kombinaci nt proi=1,...,r.

Reseni. 7 ptedeslého vime, ze
n! = nl, n? =nZ+nt
Podobné se zdtvodni, ze

n® =0+ 3n% + nt, n* = nt+4 60+ Tn® 40k, ..

Zajimavou diskuzi k moZnému zobecnéni lze najit v [G]. .. O

Uvédomte si, Ze s vétou jsme se obecné nezbavili problému, ktery zminujeme pied tlohou
Tato véta jej vSak transformuje na problém, zda lze primitivni posloupnost k dané posloup-
nosti vyjadfit v uzavieném tvaru, ¢i nikoli.

Uloha 61. Dokaste, Ze pro Zidné r > 0 neumite vyjadrit primitivni posloupnost k posloupnosti

a, = £ v uzavieném tvaru.
n
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Nejen, Ze to neumime — ono to opravdu, ale opravdu nejde! Nicméné p¥i experimentovani s timto
tkolem si pravdépodobné kazdy vsimne, ze

Aty t_ -t
n) n+l n nmn+1)

Tento postieh s maximalnim potéSenim pouzivame pfi Fefeni (b) tlohy 22| na str. 25} ..

Pokud narazime na linearni diferen¢ni rovnici, kterad nema konstantni koeficienty, pak nemi-
zeme predpokladat existenci konstantniho feSeni, jak jsme to délali v FeSeni tlohy V takovém
pripadé teézisté ulohy tkvi pravé v nalezeni néjakého jednoho partikularniho feseni! Tento pro-
blém tady nehodlame p¥ili§ rozmazévat, ale méli bychom si aspon uvédomovat, ze existuji razné
metody, jak si s nim poradit. Tak jako v celé této ¢asti, spousta napadu je analogicka tomu, co
znate z matematické analyzy:

Uloha 62. Vzpomeiite na nékteré metody feseni linedrnich diferencidlnich rovnic a zkuste je
aplikovat k doFesent napt. diferencni rovnice (30)).

16 Nekonecné soucty aneb rady

Ciseln4 posloupnost je usporadana oo-tice redlnych sel, neboli zobrazeni a : N — R. Misto a(n)
piSeme a, a (ai,as,...... ) zkracujeme (a,, )52 ; nebo taky (a,). Konetné soucty prvnich n ¢lent
obvykle znac¢ime

n
Spi=a1tas+ - +a, = E ag.
k=1

Nekone¢ny soulet posloupnosti (a,)52, neboli fada, je pravé limita posloupnosti ¢asteénych
soucti:

n—oo

oo
Sec =a1+ag+---= § :ak = lim sn.
k=1

Tato limita miiZze, ale nemusi existovat; podle toho rozliSujeme, zda fada konverguje, nebo di-
verguje. Zakladni otdzky — v piipadé, Ze neumime vyjadfit posloupnost ¢asteénych soucti v
uzavieném tvaru — jsou:

e Jak poznat, zda dané fada konverguje/diverguje?

e Jak pfiblizné vyjadrit soucet konvergentni fady a jak pripadné tento soucet zpfesnit?
Reprezentativni vzorek konkrétnich tloh tohoto typu jsme fefili v podkap. [5| Tady rychle dopl-

nime nékolik souvisejicich poznatkii. ..

16.1 Vybrané poznatky

Jednoducha, ale uziteénd nutna podminka konvergence fady:

o0
Véta. Pokud Fada ) aj konverguje, potom lim aj = 0.
k=1 k—o0
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To, Ze opacna implikace obecné neplati, se s oblibou ilustruje napf¥. na harmonické fadé, viz ulohu
na str. 28 ..

Aplikace integralniho kritéria v oné uloze byla obzvlast jednoducha a elegantni, takze nemu-
sime citit potiebu se k této tloze vracet. AvSak divergenci harmonické fady lze taky velmi snadno
zduvodnit s odkazem na nasledujici obecné tvrzeni.

. =]

Vé&ta. Rada Y aj konverguje absolutné privé tehdy, kdyz jeji soucdet nezdvisi na poiadi
k=1

séitanci v Tadeé.

o0 o0

(To, 7e fada Y aj konverguje absolutné znamend, 7e konverguje fada > |ax|, jejiz vsichni
k=1 i=1

stitanci jsou nezaporni.)

Uloha 63 (harmonicka podruhé). Dokazte znovu, Ze harmonickd rada diverguje.

Reseni. Vzhledem k tomu, Ze harmonicka fada je tvorena vyhradné kladnymi s¢itanci, tak pred-
poklad konvergence automaticky znamené absolutni konvergenci. Pfedpokladejme tedy, ze har-
monick4 Ffada konverguje a méa soucet s. Podle ptedchozi véty by se zadnym pieskladanim séitanci
nemél tento soucet zménit. My vSak ukaZeme, Ze se po vhodném pieskladani zméni, coz bude
spor s predpokladem, takze harmonicka fada musi byt divergentni.

Napadu s preskladéanim této fady existuje cela fadaﬁ zde je jedna ukézka:

(D) () (Ea i)+
o 2 374 5°6)
(1) 4 (545 )+ (5o )
N 2 2 12 3 30
Nyni s¢itance preskladame a dostaneme
(UEINRL I Y
2 3 7 2 12 30 )7

coz se rovna s plus néco nenulového, ¢ili néco jiného nez byl ptivodni soucet s. O

Do paru s predposledni vétou jesté pripomindme jedno dulezité tvrzeni, se kterym se taky dé
vymyslet spousta inteligentni zabavy.

[ee]

Vé&ta (Riemannova). Predpoklidejme, Ze Fada > konverguje, ale nikoli absolutné. Potom
k=1

je mozné pieskladat scitance v Tadé tak, Ze tato novd fada konverguje k libovolnému redlnému

cislu, prip. diverguje k oo, prip. diverquje k —oo, pFip. osciluge.

Uloha 64 (Leibnizova). Presklddejte Leibnizovu Fadu tak, abyste dostali Fadu s dvojndsobngm
souctem.

4http://www.mathteacherctk.com/blog/2010/10/a-divergent-harmonic-series/
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Reseni. Leibnizova fada je alternujici fada

1 1 1 2 (—1)k+L
k=1

Pomoci Leibnizova kritéria se snadno zduvodni, Ze Leibnizova fada konverguje; soucet oznacime

s. Bereme-li v§echny scitance v absolutni hodnoté, dostavidme fadu harmonickou, o niz vime,

ze diverguje. Proto Leibnizova fada konverguje, ale nikoli absolutné. Podle Riemannovy véty

je mozné séitance zamichat tak, ze dostaneme libovolny soucet. Dvojnésobny soucet je mozné

obdrZet napf. takto:

Nejprve si s¢itance (v ptivodnim pofadi) upravime

(o 22 (22 2,
S=\F7e) a1 \376) 8T

po vhodném preskladani dostdvame

16.2 Dalsi poznatky

V predchozim jsme odkazovali na integralni kritérium konvergence (pro klesajici fady s kladnymi
¢leny) a Leibnizovo kritérium (pro alternujici fady). Déle jsme napft. v tloze [29| pouZili pfimé
porovnani s néjakou lépe uchopitelnou fadou, coz je viibec nejlepsi. . .

Kromé téchto kritérii si jisté jeSté vzpomindme na kritérium podilové a odmocninové.
Uvédomte si, ¢im byla tato dvé kritéria motivovana a pro¢ je jejich uziti u vétSiny piedchozich
dloh k nicemu. . .

Soucasné pripominame, ze kdykoli umime pomoci néjakého kritéria rozhodnout o konvergenci
dané fady, jsme odtud vzdy schopni zformulovat urcity odhad neznameého souctu, a to s libovolnou
presnosti. Timto jsme se ¢astecné zabyvali v odst. [5.2} ..

17 FEukleidovské konstrukce

Eukleidovské konstrukce jsou geometrické konstrukce, které jsou realizovatelné vyhradné pomoci
eukleidovského pravitka a kruzitka, tzn. v duchu prvnich t¥i Eukleidovych postulata [E]. ..

17.1 Sestrojitelné veli¢iny

Neékolikrat jsme se dotkli problému sestrojitelnosti redlnych velic¢in. Konstrukei té ¢i oné veli¢iny
chapeme jako konstrukci redlného éisla, které onu veli¢inu zastupuje. Vzhledem k tomu, ze v
eukleidovské geometrii neexistuje zadnéd kanonickd jednotka, musi byt tato néjak specifikovana
predem. Zakladni otézky zni:

e Jak poznat, zda je dané redlné ¢islo sestrojitelné?

e Jak presné takové ¢islo — vzhledem k dané jednotce — sestrojit?
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Cvideni

Algebraické operace, které jisté umime s eukleidovskym pravitkem a kruzitkem reprodukovat,
jsou néasledujici:

e soucet a rozdil, a to pomoci pfikladani a odebirani tisecek na p¥imce,
e soucin a podil, a to nap¥. pomoci podobnych trojuhelniki (viz téZz konstrukei na obr. ,

e druha odmocnina, a to napf. pomoci Eukleidovy véty o odvésné, resp. o vysce (viz obr. ,
ve specifickych piipadech lze pouZit také vétu Pythagorovu.

7 uvedeného plyne, Ze jsou-li a a b sestrojitelna realna ¢isla, pak takeé
a+b a—>b, ab a:b vVa

jsou sestrojitelné ¢isla. Opakovanim téchto operaci muzeme sestrojovat dalsi a dalsi ¢isla. . .

Charakterizace

Pokud chceme uplné charakterizovat vSechna eukleidovsky sestrojitelna c¢isla, je nutné se na
problém podivat vice algebraickyma o¢ima. Bod v eukleidovské roviné interpretujeme jako dvojici
realnych Eisel (soufadnice v kartézské realné roving). Sta¢i charakterizovat, ktera realna ¢isla jsou
sestrojitelnd z 1 (volba jednotky na soufadnych osach):

e Pomoci konstrukei odpovidajicich operacim + a — lze sestrojit pouze body s celo¢iselnymi
soufadnicemi.

e Pomoci konstrukci odpovidajicich operacim - a : lze sestrojit pouze body s raciondlnimi
soufadnicemi.

e Jakoukoli dalsi eukleidovskou konstrukei lze sestrojit bud bod s racionalnimi soufadnicemi
(prinik dvou p¥imek), nebo bod se soufadnicemi z téleseﬂ

Qi :=Q[Vd| = {a+bVd | a,b € Q},
kde v/d neni racionalni (prinik piimky a kruznice nebo prinik dvou kruznic).

e Dalsimi konstrukcemi lze sestrojit jediné body, jejichz soutadnice postupné patii do téles
Q2= Qu[Vedi], Q3:=Q[Vde], atd.,

kde d; € Ql; dy € QQ, atd.

Véta. Redlné cislo je sestrojitelné eukleidovskim pravitkem a kruzitkem prdvé tehdy, kdyz
jej lze vyjadrit pomoci koneéného poctu 1 a operaci +, —, -, :, v PTip. zavorek.
Jinak Teceno, redlné cislo je eukleidovsky sestrojitelné, pravé kdyz patii do néjakého télesa
z posloupnosti
{1} CcZcQ=QCQCQC---CQC---CR,

kde Q;11 = Q;[\/d;] pro néjaké d; € Q;.

5Tzv. algebraické rozsifent télesa racionalnich &isel. ..
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Takto lze sestrojit velkou spoustu realnych ¢isel, mimo jiné napft.

%\/10—2\/36@2, (54)

resp.

1
—\/34 -2v17—-24/34 -2V1 —4\/1 1 170 — 26vV17 — 44/ 34+ 2V1
4\/3 VIT —24/34 - 2V17 7+3V 7+\/70 6v17 \/3 +2V17 € Qs, (55)

jez odpovidaji strané pravidelného 5-tthelniku, resp. 17-thelniku vepsaného do jednotkové kruz-
nice. (Stupen rozsifeni zhruba napovid4, kolik se v konstrukei objevuje kruznic...) Vidime, Ze
sestrojitelné ¢isla jsou hodné specifickd algebraicka ¢isla — nikdy takto nesestrojime vSechna
iracionélni, natoz pak transcendentni ¢isla. At délame, co délame, drtiva vétSina realnych Cisel
eukleidovsky sestrojit nelze. ..

Uloha 65. Na zdkladé algebraického vyjadreni redlného cisla rozhodnéte, zda je eukleidovsky
sestrogitelné. Pokud ano, vymyslete néjakou jeho konstrukci.

Pokud potiebujete konkrétné&jsi zadani, zkuste napt. ¢isla , resp. . Viz téz nékolik pro-
blémi v odst. 7.3l ..
17.2 Kvadratura rovinnych tutvari

(Geometrickou) kvadraturou rovinného utvaru se mysli konstrukce ¢tverce, ktery ma stejny ob-
sah jako dany utvar. Pfitom konstrukci jako obvykle myslime konstrukci eukleidovskou. Pojem
obsahu neni v Zakladech nijak vymezen, avSak nakldda se s nim jako s kazdou jinou veli¢inou
podle vyslovenych axiomu. Zejména plati, Ze shodné utvary maji stejny obsah.

Kvadratura obecného mnohotihelniku

Posloupnost tvrzeni v [E] (poc¢inaje 1.34 a vrcholice I1.14) Fesi tento problém pro libovolné mno-
hothelniky. Kli¢ova tvrzeni a konstrukéni navody pfipominame na obr. B3H35] ..

A ED F D £
W AWF
B c 8 ¢

Obrazek 33: 1.35: Rovnobézniky se stejnou zédkladnou a stejnou vyskou maji stejny obsah.

Vsimnéte si, Ze se znalosti Thaletovy véty lze tisecku E'H na obr.|35|interpretovat jako vysku v
pravouhlém trojuhelniku BHF. Tvrzeni 11.14 tedy zduvodiuje tzv. Eukleidovu vétu o vysce.

Stiihani

Zduvodnéni mnoha tvrzeni, které se tykaji stejnych obsahii, jsou zaloZzena na shodnostech ¢asti,
z nichz se dané utvary sklddaji. To znamené, Ze stejnoplochost lze v mnoha piipadech nézorné
demonstrovat tak, 7e se jeden utvar rozstithd a ze vzniklych ¢asti se slozi ten druhy.
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€ k
B'. ”'M

Obrazek 34: 1.44: Konstrukce rovnobézniku (ABM L), ktery ma danu jednu stranu (AB)
a stejny obsah jako dany trojuhelnik (resp. rovnobéZnik GBEF).

M
8 G
' E F
c® D

Obrazek 35: 11.14: Konstrukce strany ¢tverce (EH), ktery mé stejny obsah jako dany
mnohouhelnik (resp. obdélnik BCDE).

Ve vyse diskutované kvadratufe mnohothelniku nemusi byt na prvni pohled zfejmé, jak by
@> se mély stiihat stejnoploché pravothelniky — tento krok je zn4dzornén na obr. [36] ..
Drobné zobecnéni dosavadnich pozorovani je shrnuto v nasledujici vété:

Véta (Wallaceova—Bolyaiova-Gerwienova). Dva mnohothelniky maji stejny obsah prdvé
tehdy, kdyZ jeden lze rozstiihat na éasti, z nichz lze sloZit ten druhgy.

S témito poznatky muzeme snadno sestrojovat svoje vlastni dukazy nékterych zndmych tvr-
zeni, kterd se tykaji rovnosti obsahii. . .

Uloha 66. Dokazte, ze umite kvadraturovat obecnyj mnohothelnik, a to i s dodatecnym strihdnim.

Jedna z moznosti kvadratury obecného trojuhelniku je predstavena na obr.

Kvadratura kfivych oblasti

Kromé libovolného mnohotihelniku je mozné kvadraturovat také fadu oblasti s kfivou hranici.
Klasickymi piiklady jsou napi. parabolicka tse¢ (viz tlohu na str. nebo Hippokratovy
pulmésice:

Uloha 67 (Hippokratova). Dokazte, Ze nad libovolngm pravouhlijm trojihelnikem plati, Ze obsah
pilmésici vyznacengjch na obr.[38 je stejny jako obsah trojihelniku.

S kruhem je to samoziejmé jiné — viz ulohu [68§] ..
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Obrazek 37: Kvadratura trojihelniku se st¥thanim.

17.3 Slavné problémy starovéku

Problém geometrické kvadratury kruhu je jeden z nejslavnéjich problému starovéku. Do této
skupiny problému patii také

e problém rektifikace kruznice (konstrukce tsecky, jejiz velikost je rovna obvodu dané kruz-
nice),

e problém zdvojeni krychle (konstrukce krychle s dvojnasobnym objemem jako dané krychle),
e problém trisekce uhlu (rozdéleni daného thlu na tfetiny),
e problém konstrukce pravidelného n-tthelniku.

Poslednim dvéma jmenovanym problémim se vénujeme samostatné v podkap. [10] (viz tlohy [i7]
a ; diskuzi nad zbylymi problémy se rozloucime:

Uloha 68 (slavnd). Zdivodnéte, pro¢ meni mozné (i) zdvojit krychli, (ii) kvadraturovat kruh,
(#ii) rektifikovat kruznici, a to pouze pomoci eukleidovského pravitka a kruZitka.

Resend. (i) Je-li velikost hrany dané krychle a, pak hledana krychle mé mit hranu délky = = ¥/2a.
Treti odmocnina ze 2 je sice algebraickeé ¢islo, ale podle véty [I7.1] neni sestrojitelné.

(ii) Je-li polomé&r daného kruhu r, pak hledany ¢tverec ma mit hranu dlouhou z = /7r. Cislo
7, natoZ pak jeho odmocnina, neni vibec algebraické ¢islo, tudiz neni sestrojitelné.
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Obrazek 38: Hippokratovy pulmésice

(iii) Je-li polomér dané kruznice r, pak hledana tsetka mé mit velikost x = 27r. Ze stejného
divodu jako vySe neni tato tloha fesitelna. O

Poznamky k méieni kruhu

V feSeni predchozi tlohy pouzivime dnes obvykly zptisob vyjadfovani obsahu kruhu a obvodu
kruZznice, stejné jako pomérné nedavny poznatek, ze m neni algebraické ¢islo. Vzhledem k dilezi-
tosti téchto informaci, prikladame strucny piehled:

(1) Ve XII knize Eukleidovych Zakladu je odvozeno, Ze:
e Pomeér obsahi kruhi je stejny jako pomeér druhijch mocnin jejich prﬁmérﬁEI
Pii obvyklém znaceni miizeme obsah véty psat takto:

Sy : Sy =r:rZ meboli S;:7r?=5,:72 = konst. (56)

(2) V Archimédové praci O méfeni kruhu je dokazano, Ze:

o Obsah kruhu je roven obsahu pravouhlého trojihelniku, jehoz jedna odvésna je shodnd s
polomérem, druhd s obvodem kruhu. |Z|

Pii obvyklém znaceni véta tika, ze S = %7“0, coz spolu s dava
S = oro= konst - 2.

To znamend, Ze stejnd konstanta vystupuje ve vyjadieni jak obsahu, tak obvodu kruhu v
zévislosti na jeho poloméru. Tradi¢né se tato konstanta znaci m, tudiz

o=2r-r a S=mx-1%

Z tohoto vysledku vyplyva, Ze problém kvadratury kruhu je ekvivalentni problému rektifikace
kruznice.

(3) Od roku 1767 se diky J.H. Lambertovi vi, ze:

Shttp://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookXII/propXII2.html
7http ://en.wikipedia.org/wiki/Measurement_of_a_Circle


http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookXII/propXII2.html
http://en.wikipedia.org/wiki/Measurement_of_a_Circle
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Obrazek 39: K méfeni kruhu.

e Cislo 7 neni raciondlnif]
(4) A teprve od roku 1882 se diky F. Lindemannovi vi, Ze:
e Cislo T neni algebmickéﬁ

Odtud je kone¢né& patrné, pro¢ byla kvadratura kruhu (ekvivalentné, rektifikace kruznice) po
tak neoby¢ejné dlouhou dobu otevienym problémem. ..

18 Shodnosti v roviné

V podkap. 0] potfebujeme znat, kolik existuje typt shodnosti v roviné a jak se navzajem skladaji.
Pro doplnéni prikladame jednu dobie zndmou tabulku, kde jsou v8echny shodnosti charakterizo-
vany podle jejich samodruznych prvki. ..

Mezi témito transformacemi je jedna zakladni — osova soumérnost. Duvod tohoto pojme-
novani je ziejmy z nésledujiciho cviceni:
Uloha 69. Dokaste, Ze kazdou shodnost v roviné lze vyjdadrit pomoci nejvyse ti osovijch someér-

@=> nost.

Obréazek 41

8h‘ttp ://en.wikipedia.org/wiki/Proof_that_%CF%80_is_irrational
911‘l:1'.p ://en.wikipedia.org/wiki/Lindemann}E2%80%93Weierstrass_theorem#Transcendence_of_e_and_.CF.
80


http://en.wikipedia.org/wiki/Proof_that_%CF%80_is_irrational
http://en.wikipedia.org/wiki/Lindemann%E2%80%93Weierstrass_theorem#Transcendence_of_e_and_.CF.80
http://en.wikipedia.org/wiki/Lindemann%E2%80%93Weierstrass_theorem#Transcendence_of_e_and_.CF.80
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