
P°edmluva

Následující materiál p°edstavuje osnovu k seminá°i Metody °e²ení matematických úloh 2. Text je
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KAPITOLA I

P°íklady

1 Míchání karet a skládání permutací

N¥které karetní triky se dají vysv¥tlit, p°íp. vymý²let s pomocí docela jednoduché, ale zajímavé
matematiky. V této £ásti rozebíráme °e²ení jednoho speci�ckého problému spojeného s mícháním
karet, jak je popsán v [St1, kap. 11]. V²echny následující empirické údaje a grafy jsou dílem
�. K°ehlíka.

1.1 Formulace problému

Opakujeme-li míchání balí£ku s N kartami aspo¬ N !-krát, pak výsledné po°adí karet musí být
� podle Dirichletova principu � stejné jako n¥které z p°edchozích. Pokud mícháme pokaºdé
stejn¥ a navíc pokud moºno jednodu²e, tak lze docela snadno a p°esn¥ zjistit, kdy znovu obdrºíme
p·vodní po°adí karet. V následujícím se soust°edíme na tzv. faro £ili tkalcovské míchání:

Balí£ek se sudým po£tem karet se rozd¥lí na dv¥ stejné hromádky, z nichº se karty na st°í-
da£ku poskládají do nové hromádky, a tento postup se nadále opakuje. Rozli²ují se dva p°ípady
tkalcovského míchání podle toho, z které p·lky rozd¥leného balí£ku za£ínáme. Po°adí

123456

²esti karet se po jednom vn¥j²ím, resp. vnit°ním tkalcovském míchání zm¥ní na

142536, resp. 415263.

P°i vn¥j²ím míchání z·stává vºdy první a poslední karta na stejném míst¥ a ostatní karty jsou
míchány jakoby vnit°n¥. Studovat vn¥j²í míchání s N kartami je tedy totéº jako studovat vnit°ní
míchání s N − 2 kartami. Ve zbytku této £ásti diskutujeme pouze vn¥j²í míchání � hledáme
°e²ení následující úlohy:

Úloha 1. Ur£ete n¥jaké L tak, aby balí£ek s N kartami byl po L-krát opakovaném vn¥j²ím
tkalcovském míchání op¥t uspo°ádán v p·vodním po°adí.
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1.2 Pokusy a post°ehy

Pokud za£neme experimentovat s malými balí£ky, zjistíme docela rychle, ºe výsledek se t¥ºko
odhaduje a je²t¥ h·° zd·vod¬uje. Za£neme s p°ehledem n¥kolika odpov¥dí, ve kterých se následn¥
pokusíme vyznat. Hodnota L uvedená v tabulce je nejmen²í moºná:

N 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36
L 1 2 4 3 6 10 12 4 8 18 6 11 20 18 28 5 10 12
N 38 40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60 62 64 66 68 70 72
L 36 12 20 14 12 23 21 8 52 20 18 58 60 6 12 66 22 35

Na obr. 1 pro p°edstavu znázor¬ujeme prvních 25 výsledk· gra�cky (vodorovn¥ N , svisle L).

Obrázek 1: na vodorovné ose N , na svislé ose L

Na první pohled je patrný pom¥rn¥ velký rozptyl hodnot, který se se vzr·stajícím N nadále
zv¥t²uje. Na²í pozornost zejména p°itahují podez°ele nízké hodnoty L odpovídající

N = 2, 4, 8, 16, 32, . . . ,

coº moºná není náhoda.
Pokud podrobn¥ji zkoumáme, jak se m¥ní po°adí karet po kaºdém míchání, pak zjistíme

následující: První a poslední karta z balí£ku z·stávají p°i vn¥j²ím míchání na míst¥. Ostatní
karty se objevují na r·zných místech a tvo°í cykly r·zných délek. Nap°.

• pro n = 6 najdeme jediný cyklus délky 4,

• pro n = 8 dva cykly délky 3, jmenovit¥ (2, 5, 3) a (4, 6, 7),

• pro n = 10 jeden cyklus délky 6 a jeden délky 2, jmenovit¥ (2, 6, 8, 9, 5, 3) a (4, 7),

• pro n = 12 jediný cyklus délky 10,

• atp.

Hledané L je pak nejmen²ím spole£ným násobkem délek t¥chto cykl·. V následujícím zkusíme
odpovídající permutace popsat obecn¥.



1 Míchání karet a skládání permutací 7

1.3 Reformulace problému

Pro obecnéN ur£íme permutaci, která odpovídá jednomu vn¥j²ímu tkalcovskému míchání balí£ku
s N kartami; tuto permutaci ozna£íme P . Z de�nice vn¥j²ího tkalcovského míchání plyne, ºe tato
permutace funguje následovn¥:/

P (k) ≡ 2k − 1 mod (N − 1),

kde k ∈ {1, . . . , N}. Opakování míchání nyní odpovídá skládání permutací. P°ímým dosazením
pozorujeme, ºe

P 2(k) ≡ 4k − 3
P 3(k) ≡ 8k − 7
P 4(k) ≡ 16k − 15

...

 mod (N − 1).

Tato pozorování pot°ebujeme zobecnit. Pomocí matematické indukce snadno dokáºeme, ºe
pro libovolné n ∈ N platí /

Pn(k) ≡ 2n(k − 1) + 1 mod (N − 1). (1)

Ptáme se po kolika mícháních jsou karty v p·vodním po°adí, neboli, pro které L je PL = id.
P°itom PL = id práv¥ tehdy, kdyº PL(k) = k pro v²echna k ∈ {1, . . . , N}, coº je vzhledem k (1)
ekvivalentní s podmínkou

2L(k − 1) + 1 ≡ k mod (N − 1).

Tato kongruence platí pro v²echna k práv¥ tehdy, kdyº

2L ≡ 1 mod (N − 1). (2)

Celý odstavec tak m·ºeme uzav°ít následující sympatickou ekvivalencí, jeº charakterizuje °e²ení
úlohy 1:

V¥ta. Balí£ek s N kartami je po L-krát opakovaném vn¥j²ím tkalcovském míchání uspo°ádán
v p·vodním po°adí práv¥ tehdy, kdyº platí (2).

1.4 �e²ení problému

Díky uvedené reformulaci problému nyní najdeme jeho °e²ení. Protoºe N je zde vºdycky sudé,
jsou £ísla 2 a N − 1 nesoud¥lná. Tudíº podle Eulerovy v¥ty víme, ºe

L = ϕ(N − 1)

je zaru£en¥ °e²ením p°edchozí rovnice (ϕ je tzv. Eulerova funkce, viz odst. 12.4). Odtud mimo-
chodem plyne, ºe L < N−1, coº je celkem slu²ný odhad, a to zejména ve srovnání s úvodním N !.

Jak z praktických, tak i z teoretických d·vod· nás samoz°ejm¥ zajímá nejmen²í moºné °e²ení.
Nejprve si v²imneme jednoduché nutné podmínky:

V¥ta. Pokud je balí£ek s N kartami po L-krát opakovaném vn¥j²ím tkalcovském míchání
uspo°ádán v p·vodním po°adí a L je nejmen²í £íslo s touto vlastností, potom L d¥lí ϕ(N−1).
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D·kaz. Vzhledem k charakterizaci ve V¥t¥ 1.3 sta£í ukázat, ºe pokud L je °e²ením kongruence
(2) a p°itom L ned¥lí ϕ(N−1), potom L není nejmen²í moºné. To je velmi snadné cvi£ení. . . /

Opa£ná implikace obecn¥ neplatí a otázkou z·stává, který d¥litel £ísla ϕ(N − 1) odpovídá
práv¥ minimálnímu °e²ení úlohy. Pro srovnání doplníme £ást úvodní tabulky práv¥ o hodnoty
ϕ(N − 1):

N 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36
L 1 2 4 3 6 10 12 4 8 18 6 11 20 18 28 5 10 12
ϕ 1 2 4 6 6 10 12 8 16 18 12 22 20 18 28 30 20 24
N 38 40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60 62 64 66 68 70 72
L 36 12 20 14 12 23 21 8 52 20 18 58 60 6 12 66 22 35
ϕ 36 24 40 42 24 46 42 24 . . .

Stejn¥ tak doplníme p°edchozí gra�cké znázorn¥ní, viz obr. 2.

Obrázek 2: na vodorovné ose N , na svislé L (£tvere£ky), resp. ϕ (trojúhelní£ky)

Vidíme, ºe minimální °e²ení n¥kdy je a jindy není vlastním d¥litelem hodnoty ϕ(N − 1).
Vyznat se v tomhle obecn¥ vypadá jako mnohem sloºit¥j²í problém:

Úloha ]2. Ur£ete nejmen²í moºné L tak, aby balí£ek s N kartami byl po L-krát opakovaném
vn¥j²ím tkalcovském míchání op¥t uspo°ádán v p·vodním po°adí.

Obecným °e²ením téhle úlohy je práv¥ nejmen²í spole£ný násobek £ísel z de�nující rovnosti
Eulerovy funkce, viz (42) na str. 56. D·kaz tohoto obecného výsledku necháváme pro obzvlá²´
zvídavé zájemce. . ./

Pr·m¥rn¥ zvídavého £tená°e uspokojíme aspo¬ zd·vodn¥ním jednoho z úvodních post°eh·
pro speci�cké po£ty karet:

V¥ta. Pokud balí£ek obsahuje N = 2m karet, pak nejmen²í moºné L je rovno m.

D·kaz. Vzhledem k p°edchozím rozvahám sta£í ukázat, ºe L = m je nejmen²ím °e²ením rovnice

2L ≡ 1 mod (2m − 1),

coº je vskutku snadné.
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1.5 Poznámky

Existují jiné a dal²í karetní triky zaloºené na speci�ckých mícháních a jejich dokonalé kontrole.
Za mnohými se op¥t skrývá zajímavá matematika. . . 1

Jiný problém spojený s mícháním, který má potenciál k zajímavému zobecn¥ní, lze najít nap°.
v následující jednoduché úloze: /
Úloha 3 ([MO]). Recep£ní v hotelu si vykládala karty a dostala následující posloupnost:

5, 9, 2, 7, 3, 6, 8, 4.

P°esunula dv¥ sousední karty na jiné místo tak, ºe tato dvojice op¥t sousedila, a to ve stejném
po°adí. Tento krok provedla celkem t°ikrát, dokud nebyly karty uspo°ádány vzestupn¥ podle své
hodnoty. Zjist¥te, jak recep£ní postupovala.

2 P°elévání vody a lineární diofantické rovnice

Diofantické rovnice jsou algebraické rovnice ov²em °e²ené výhradn¥ nad celými, p°íp. p°iroze-
nými £ísly. Základní otázky zní:

• Je daná rovnice °e²itelná?

• Pokud je rovnice °e²itelná, má kone£n¥ nebo nekone£n¥ mnoho °e²ení?

• Je moºné n¥jak koncep£n¥ najít v²echna °e²ení?

Nejjednodu²²ími typy rovnic, pro které umíme uspokojiv¥ odpov¥d¥t na v²echny zmín¥né otázky,
jsou lineární diofantické rovnice, coº jsou rovnice tvaru

ax+ by + · · · = h, (3)

kde v²echny koe�cienty h, a, b, . . . jsou celá £ísla a x, y, . . . jsou celo£íselné neznámé. Pokud je
taková rovnice °e²itelná, pak má automaticky nekone£n¥ mnoho celo£íselných °e²ení. S jistými
dodate£nými omezeními m·ºe mít jenom kone£n¥ mnoho °e²ení, které lze zpravidla najít syste-
matickým zkou²ením, viz odst. 2.4.

2.1 Úvod

Úlohy vedoucí k t¥mto typ·m rovnic jsou velmi hojné a pom¥rn¥ oblíbené. Pro p°íklad uvádíme
jednu takovou typickou úlohu:

Úloha 4. Najd¥te n¥jaký zp·sob, jak odm¥°it 10 litr· vody, pokud máte k dispozici neomezený
zdroj vody, libovoln¥ velkou pomocnou nádobu a dále (i) t°i nádoby o objemu 4, 7 a 12 litr·, resp.
(ii) dv¥ nádoby o objemu 4 a 7 litr·.

N¥co podobného °e²il kaºdý nejednou, takºe se touto konkrétní úlohou moc zdrºovat nebudeme;
odpovídající diofantické rovnice jsou /

4x+ 7y + 12z = 10, resp. 4x+ 7y = 10.

Pokud hledáme n¥jaké °e²ení, pak víc nádob znamená víc moºností, a tudíº v¥t²í ²ance na úsp¥ch.
Pokud hledáme v²echna °e²ení, pak je naopak jednodu²²í za£ít s men²ím po£tem nádob, tedy
neznámých. V tomto duchu povedeme následující diskuzi.

1http://www.ams.org/samplings/feature-column/fcarc-mulcahy1

http://www.ams.org/samplings/feature-column/fcarc-mulcahy1
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Uvaºujme obecnou lineární diofantickou rovnici (3). Pokud koe�cienty a, b, . . . na levé stran¥
mají n¥jakého spole£ného d¥litele, který není d¥litelem £ísla h napravo, pak je jasné, ºe taková
rovnice nem·ºe mít celo£íselné °e²ení. Máme tedy jednoduchou nutnou podmínku °e²itelnosti
rovnice (3). V následujících odstavcích nazna£íme, pro£ je tato podmínka také dostate£ná. Tzn.,
ºe (pon¥kud neformáln¥) dokáºeme následující tvrzení:

V¥ta. Lineární diofantická rovnice (3) je °e²itelná práv¥ tehdy, kdyº nejv¥t²í spole£ný d¥litel
£ísel a, b, . . . d¥lí £íslo h.

Pro rovnice s jednou neznámou v¥ta evidentn¥ platí a tímto p°ípadem se nemusíme zaobírat.
Nejprve probereme rovnice se dv¥ma neznámými, poté nazna£íme zobecn¥ní. V kaºdém p°ípad¥
budou následující argumenty konstruktivní, to znamená, ºe z nich vyplyne n¥kolik metod °e²ení.

2.2 Rovnice se dv¥ma neznámými

Uvaºme obecnou rovnici se dv¥ma neznámými

ax+ by = h, (4)

pro niº p°edpokládáme, ºe NSD(a, b) d¥lí h. Chceme najít v²echna °e²ení a sou£asn¥ si uv¥domit,
kde p°esn¥ p°edpoklad vstupuje do hry.

Post°ehy

Pokud jsou a, b a h dostate£n¥ milá £ísla, m·ºe se nám poda°it n¥jaké °e²ení uhodnout; takové
°e²ení ozna£íme xp, yp. Uv¥domte si, ºe to uº vºdycky sta£í k tomu, abychom na²li v²echna °e²ení!
Platí totiº, ºe dvojice x = −kb a y = ka je °e²ením homogenní rovnice

ax+ by = 0

pro libovolné k ∈ Z. Odtud plyne, ºe dvojice

x = xp − kb, y = yp + ka,

pro k ∈ Z, popisují nekone£n¥ mnoho °e²ení rovnice (4). Pozor, to obecn¥ neznamená, ºe jsme na-
²li v²echna °e²ení: m·ºe se stát, ºe mezi °e²eními odpovídajícími sousedním hodnotám parametru
k leºí n¥jaké dal²í °e²ení. V takovém p°ípad¥ je pak nutné uvedený popis zjemnit! (Rozmyslete
si, kdy k takové situaci m·ºe dojít a kdy nikoli. Je moºné upravit p°edchozí postup tak, aby tato
kontrola nebyla nutná?)/
�e²ení pomocí Eukleidova algoritmu

Jediné slabé místo p°edchozího postupu spo£ívalo v uhodnutí jednoho konkrétního °e²ení xp, yp.
Z algebry bychom v²ak m¥li v¥d¥t, ºe i kdyº se nám neda°í ºádné °e²ení uhodnout, tak ur£it¥
existuje (za p°edpokladu, ºe je spln¥na podmínka °e²itelnosti rovnice):

Podle tzv. Bezoutovy v¥ty existují celá £ísla k a l taková, ºe platí

ak + bl = NSD(a, b), (5)
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viz odst. 12.2. Pokud tedy NSD(a, b) = d d¥lí h, potom je z°ejmé, ºe dvojice

xp = k
h

d
, yp = l

h

d

je °e²ením rovnice (4). V²echna ostatní °e²ení je moºné ur£it stejn¥ jako v p°edchozím odstavci.
Odtud vidíme, ºe diskutovaná podmínka je skute£n¥ dostate£ná k °e²itelnosti diofantické

rovnice (4). Podstatné je, ºe se nejedná pouze o teoretický výsledek, ale ºe v²echny kroky byly
konstruktivní � zd·vodn¥ní Bezoutovy rovnosti je odvozeno z (roz²í°eného) Eukleidova al-
goritmu k ur£ení NSD celých £ísel. �ísla k, l, a tedy i °e²ení xp, yp, lze vºdy velmi efektivn¥
spo£ítat bez ohledu na to, jaké jsou koe�cienty v dané diofantické rovnici!

�e²ení pomocí kongruencí

Vzpome¬me, jak by se rovnice (4) °e²ila nad t¥lesem reálných nebo racionálních £ísel: Jednu
neznámou prohlásíme za libovolnou, nap°. x, a druhou dopo£ítáme,

y =
h− ax
b

. (6)

Nyní °e²íme tutéº úlohu nad celými £ísly, takºe pot°ebujeme ur£it, pro která x ∈ Z je taky £íslo
(6) celé. To je samoz°ejm¥ ekvivalentní s tím, ºe £íslo h − ax je d¥litelné £íslem b. Najít n¥jaké
takové x je moºné systematickým zkou²ením, p°i£emº sta£í probrat nejvý²e tolik moºností, jaká je
absolutní hodnota b. V²echna ostatní vyhovující x se pak opakují práv¥ s periodou b. Takto se lze
vºdy dopracovat k popisu v²ech °e²ení, nicmén¥ uvedený postup má n¥kolik nedostatk·: Jednak
se nám nelíbí ono zkou²ení, jednak není p°íli² jasné, jakou roli zde hraje p°edpoklad °e²itelnosti
rovnice (4), tj. p°edpoklad, ºe NSD(a, b) d¥lí h. Proto p°idáváme je²t¥ jednu interpretaci.

Podmínku, ºe �£íslo h− ax je d¥litelné £íslem b� , m·ºeme °íct tak, ºe �zbytek po d¥lení £ísla
h−ax £íslem b je 0� nebo taky �£ísla ax a h mají po d¥lení £íslem b stejný zbytek� . Totéº stru£n¥
zapisujeme následovn¥:

h− ax ≡ 0 mod b,

ax ≡ h mod b.
(7)

Na²e úloha je tímto transformována na °e²ení jedné kongruence s jednou neznámou. Pod-
statné pro nás je, ºe tento problém je op¥t velmi dob°e prostudován, o £emº sv¥d£í následující:

V¥ta. Kongruence (7) je °e²itelná práv¥ tehdy, kdyº NSD(a, b) d¥lí h.

D·kaz. Stejn¥ jako ve V¥t¥ 2.1, je implikace zleva doprava je snadná (a snadno se ukáºe nep°ímo).
Proto diskutujeme jenom druhou implikaci, tj. p°edpokládáme, ºe NSD(a, b) = d d¥lí h a chceme
najít °e²ení. Pokud je d 6= 1, m·ºeme místo (7) psát ekvivalentní kongruenci adx ≡

h
d mod b

d ,
kde uº jsou £ísla a

d a b
d nesoud¥lná. Abychom nemuseli v²echno p°ezna£ovat, rovnou (bez újmy

na obecnosti) p°edpokládáme, ºe NSD(a, b) = 1.
Pro libovolné c 6= 0 je kongruence (7) ekvivalentní s

c ·ax ≡ c ·h mod b.

�e²ení ur£íme tak, ºe nedosazujeme libovolné, ale naopak n¥jaké vhodné c, °ekn¥me

c = aϕ(b)−1,
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kde ϕ : N→ N je Eulerova funkce. Takto dostáváme

aϕ(b)x ≡ aϕ(b)−1 ·h mod b,

coº je podle Eulerovy v¥ty totéº jako

x ≡ aϕ(b)−1 ·h mod b. (8)

To znamená, ºe x = haϕ(b)−1 je °e²ením kongruence (7). Navíc v²echna dal²í °e²ení se li²í práv¥
o celo£íselné násobky £ísla b.

Pokud tedy umíme vyjád°it hodnotu Eulerovy funkce ϕ(b), potom z (8) máme rovnou v²echna
°e²ení kongruence (7), coº nám po dosazení do (6) dává rovnou v²echna °e²ení diofantické rovnice
(4), se kterou jsme za£ínali. S vyjád°ením hodnoty Eulerovy funkce m·ºe být obecn¥ docela
problém, av²ak k vy°e²ení kongruence (7) to zpravidla není nutné. Pokud je kongruence °e²itelná,
obvykle lze °e²ení celkem hbit¥ najít standardními úpravami, viz odst. 12.3. . .

2.3 Rovnice s libovolným po£tem neznámých

P°edchozí post°ehy lze velmi jednodu²e roz²í°it tak, aby bylo z°ejmé, ºe V¥ta 2.1 platí pro
libovolný po£et neznámých. Bavíme se samoz°ejm¥ pouze o implikaci zprava doleva a stejn¥ jako
dosud nás zajímá, zda odtud vyplyne n¥jaká metoda, jak ur£it v²echna °e²ení. Uvaºujeme tedy
obecnou rovnici (3), pro niº p°edpokládáme, ºe NSD(a, b, . . . ) d¥lí h.

Zobecn¥ná Bezoutova rovnost

Zobecn¥ná Bezoutova v¥ta °íká, ºe pro libovolnou n-tici £ísel a, b, . . . existují celá £ísla k, l, . . .
taková, ºe platí

ak + bl + · · · = NSD(a, b, . . . ).

Tato £ísla lze vºdy najít pomocí roz²í°eného Eukleidova algoritmu, a to na základ¥ vztahu

NSD(a, b, c) = NSD(NSD(a, b), c).

Stejn¥ jako v p°ípad¥ dvou neznámých, z p°edpokladu ihned plyne jedno partikulární °e²ení
xp, yp, . . . .

Abychom ur£ili v²echna °e²ení rovnice (3), sta£í k tomuto °e²ení p°i£íst v²echna °e²ení homo-
genní rovnice

ax+ by + · · · = 0.

Ur£it¥ není problém najít nekone£n¥ mnoho °e²ení této rovnice, jeº jsou popsána n−1 parametry
(pro rovnice o n neznámých). Na rozdíl od p°ípadu se dv¥ma neznámými v²ak m·ºe být docela/
problém rozhodnout, zda jsou °e²ení v²echna, a p°edchozí popis p°ípadn¥ zjemnit. Proto tuto
my²lenku dál nerozvíjíme a zamyslíme se nad alternativním °e²ením.

Obecné °e²ení pomocí kongruencí

V tomto odstavci zobecníme p°edchozí elegantní uºití kongruencí. Ukáºeme, jak postupovat pro
rovnice se t°emi neznámými, jejichº obecné °e²ení je odvozeno výhradn¥ z poznatk·, které jsme
formulovali vý²e pro rovnice se dv¥ma neznámými. Obecný induk£ní krok necháváme zájemc·m
k vlastnímu procvi£ení. . ./
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�e²ení. Uvaºujme obecnou rovnici se t°emi neznámými

ax+ by + cz = h, (9)

kde bez jakékoli újmy op¥t m·ºeme p°edpokládat, ºe NSD(a, b, c) = 1. Chceme ukázat, ºe tento
p°edpoklad zaru£uje °e²itelnost rovnice (9).

Pokud je trojice x, y, z °e²ením této rovnice, pak je také °e²ením kaºdé kongruence

ax+ by + cz ≡ h mod m,

kde m je libovolné £íslo. Pokud nyní za m dosadíme nikoli libovolné £íslo, ale práv¥ m :=
NSD(a, b), potom je tato kongruence ekvivalentní s

cz ≡ h mod m. (10)

Protoºe NSD(m, c) je roven NSD(a, b, c), a ten je podle p°edpokladu roven 1, máme podle V¥ty 2.2
zaru£enu °e²itelnost této kongruence. Kdyº ji vy°e²íme a výsledek dosadíme do (9), dostáváme
diofantickou rovnici se dv¥ma neznámými (x a y) a jedním volným celo£íselným parametrem
(který je schován ve vyjád°ení z):

ax+ by = h− cz. (11)

V p°edchozích odstavcích jsme dokázali, ºe tato rovnice má celo£íselné °e²ení práv¥ tehdy, kdyº
NSD(a, b) = m d¥lí £íslo h− cz na pravé stran¥. Protoºe v²ak z je °e²ením kongruence (10), musí
být h − cz násobkem £ísla m. Proto má tato rovnice celo£íselné °e²ení a navíc jsme se nau£ili
n¥kolik zp·sob·, jak v²echna °e²ení najít. Celkem tedy vidíme, ºe z p°edpokladu NSD(a, b, c) = 1
plyne °e²itelnost rovnice (9).

Op¥t zd·raz¬ujeme, ºe z uvedeného neplyne pouze °e²itelnost diofantické rovnice, ale taky
konkrétní návod, jak v²echna její °e²ení ur£it!

Úloha 5. Aplikujte v²echny uvedené metody k ur£ení v²ech °e²ení úlohy 4; porovnejte v²echny
výstupy. /
2.4 Modi�kace a poznámky

Dal²í typické úlohy, které vedou k lineárním diofantickým rovnicím, jsou úlohy s váºením na
vahách, placením v obchod¥, v restauraci apod. Tyto úlohy £asto obsahují dodate£né podmínky
a omezení, které mohou skýtat dodate£né komplikace. �asto taková omezení omezují výsledný
po£et °e²ení, jeº je pak moºné najít systematickým zkou²ením. To samoz°ejm¥ není pro na²e
zkoumání úpln¥ atraktivní, ale i zde se dá ob£as najít zajímavá matematika. Nap°. následující
úlohu lze interpretovat jako hledání cesty v jistém orientovaném grafu.2

Úloha 6. Mezi v²emi °e²eními úlohy 4 najd¥te to, které je nejmén¥ energeticky náro£né.
�e²te znova tutéº úlohu za p°edpokladu, ºe máte k dispozici pouze 12 litr· vody. /
�asto potkáváme soustavy diofantických rovnic, p°íp. nerovnic. Je typické, ºe k jednozna£-

nému, p°íp. ke kone£nému po£tu °e²ení vedou i soustavy, kde je mén¥ rovnic neº neznámých (coº
je nad racionálními nebo reálnými £ísly nemyslitelné).

Úloha 7 (Eulerova). Jistá osoba koupila vep°e, kozy a ovce, celkem 100 kus· za 100 korun.
Vep°i ho stáli 3 1

2 koruny za kus, kozy 1 1
3 a ovce 1

2 koruny. Kolik kus· kaºdého druhu nakoupil? /
2http://www.cut-the-knot.org/ctk/Water.shtml

http://www.cut-the-knot.org/ctk/Water.shtml
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U n¥kterých úloh nemusí být diofantické rovnice vid¥t na první pohled. Pokud si v²ak jejich
p°ítomnost uv¥domíme, m·ºeme k °e²ení p°istupovat koncep£n¥ji neº ostatní.

Úloha 8 ([MO]). Na dra£ím ostrov¥ ºilo 103 modrých a 113 zelených drak·. Zlý £arod¥j ostrov
zaklel:

�Kdyº se setkají 3 draci jedné barvy s 5 draky druhé barvy, v²ech 8 navºdy zmizí!�
Je moºné, aby na ostrov¥ z·stali jenom mod°í draci? Kolik by jich potom bylo?/

Úloha 9. Honza dostal kouzelný me£, kterým má zabít kouzelného trojhlavého a trojocasého
draka. Drak je usmrcen, pokud má useknuty v²echny hlavy a v²echny ocasy. Kouzelné vlastnosti
me£e, resp. draka jsou tyto:

• usekne-li se drakovi jeden ocas, narostou mu hned dva nové,

• useknou-li se dva ocasy sou£asn¥, naroste jedna hlava,

• usekne-li se jedna hlava, narostou dv¥ nové hlavy,

• useknou-li se dv¥ hlavy sou£asn¥, nenaroste nic.

Kolik nejmén¥ sek· pot°ebuje Honza k usmrcení draka? Kolik nejmén¥ sek· pot°ebuje Honza
k usmrcení draka, aby m¥l nakonec stejn¥ mnoho useknutých hlav jako ocas·?/

Spole£ným rysem p°edchozích t°í úloh je také to, ºe u p°ípadných rovnic se zajímáme pouze
o kladná celo£íselná °e²ení. Kanonickou úlohou tohoto typu je tzv. Frobeni·v problém s mincemi,
který m·ºe vypadat nap°. takto:

Úloha 10. Útrata v obchod¥ je vyjád°ena p°irozeným £íslem. Máme k dispozici pouze £ty°koru-
nové a sedmikorunové mince. Ur£ete v²echny moºné £ástky, které není moºné s t¥mito mincemi
uhradit.

Takových £ástek je jen kone£n¥ mnoho, tzn. od jisté hodnoty lze takto uhradit cokoli za p°edpo-
kladu, ºe máme dost mincí. Jinými slovy, pro dostate£n¥ velká h má rovnice

4x+ 7y = h

vºdy n¥jaké kladné celo£íselné °e²ení. Protoºe se jedná o lineární úlohu se dv¥ma neznámými,/
m·ºeme si do jisté míry pomáhat obrázky, viz obr. 3.

Obrázek 3: 4x+ 7y = h

Obecná formulace Frobeniova problému je tato:3

3http://en.wikipedia.org/wiki/Coin_problem

http://en.wikipedia.org/wiki/Coin_problem
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Úloha ]]11 (Frobeniova). U rovnice (3) p°edpokládáme, ºe koe�cienty a, b, . . . jsou kladná celá
nesoud¥lná £ísla. Ur£ete nejv¥t²í moºné h, pro které nemá tato rovnice kladné celo£íselné °e²ení.

Na rozdíl od dosud diskutovaných problém·, obecná odpov¥¤ na tento problém není známá. Pro
rovnici se dv¥ma neznámými platí, ºe nejv¥t²í takové £íslo je

h = ab− a− b;

zd·vodn¥ní v²ak není v·bec jednoduché. . . 4

Pro a = 4 a b = 7 vychází vskutku h = 28−4−7 = 17. Úlohu 10 a následující úvahy m·ºeme
formulovat také následovn¥ (jakoºto hezké procvi£ení matematické indukce):

Úloha 12. Dokaºte, ºe pro libovolné h ≥ 18 má rovnice 4x+ 7y = h °e²ení v oboru p°irozených
£ísel.

3 Pythagorejské trojice a nelineární diofantické rovnice

V následujících odstavcích si budeme povídat o n¥kolika nelineárních diofantických rovnicích.
Za£neme s tzv. Pythagorejskými trojicemi, coº jsou °e²ení homogenní algebraické rovnice druhého
stupn¥ se t°emi neznámými. Stru£n¥ se zmíníme o p°íbuzných rovnicích a o velké Fermatov¥ v¥t¥.

3.1 Pythagorejské trojice

Pythagorejské trojice jsou p°irozená £ísla, která jsou °e²ením rovnice

x2 + y2 = z2. (12)

Pojmenování je z°ejm¥ odvozeno z Pythagorovy v¥ty, která °íká, ºe v pravoúhlém trojúhelníku
s odv¥snami délek x a y a p°eponou délky z platí práv¥ tato rovnost. Pythagorejské trojice
lze proto interpretovat jako pravoúhlé trojúhelníky s celo£íselnými délkami stran. Aspo¬ jeden
takový trojúhelník zná úpln¥ kaºdý, totiº

x = 3, y = 4, z = 5.

Vidíme tedy, ºe (12) má °e²ení, a v tomto odstavci odpovíme také na zbylé otázky z úvodu
podkap. 2:

Úloha 13. Nejd¥te v²echny pravoúhlé trojúhelníky s celo£íselnými velikostmi stran, neboli najd¥te
v²echna kladná celo£íselná °e²ení rovnice (12).

Jednoduché post°ehy a plán

Protoºe rovnice (12) je symetrická vzhledem k x a y, dostaneme zám¥nou t¥chto dvou neznámých
u libovolného jejího °e²ení op¥t °e²ení (nap°. x = 4, y = 3, z = 5). Proto se o po°adí x a y zatím
moc nestaráme, tuto dvojzna£nost si uv¥domujeme a £asem n¥jak za�xujeme.

Protoºe rovnice (12) je sudého stupn¥, dostaneme zm¥nou znaménka u kterékoli neznámé
libovolného jejího °e²ení op¥t °e²ení (nap°. x = −3, y = 4, z = 5). Proto se od za£átku do konce
staráme pouze o kladná °e²ení.

Protoºe rovnice (12) je homogenní, dostaneme po vynásobení libovolného jejího °e²ení ja-
kýmkoli p°irozeným £íslem op¥t °e²ení (nap°. x = 6, y = 8, z = 10). S kaºdým °e²ením tedy

4http://www.ams.org/samplings/feature-column/fc-2013-08

http://www.ams.org/samplings/feature-column/fc-2013-08
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ihned máme nekone£n¥ mnoho dal²ích °e²ení. Proto se v dal²ím budeme soust°edit výhradn¥ na
�nejmen²í moºná� °e²ení, tj. °e²ení tvo°ená navzájem nesoud¥lnými £ísly. Takovým °e²ením se
°íká primitivní °e²ení, p°íp. primitivní pythagorejské trojice.

Z uvedeného vidíme, ºe pythagorejských trojic je nekone£n¥ mnoho. Nejprve se p°esv¥d£íme,
ºe také primitivních pythagorejských trojic je nekone£n¥ mnoho, posléze tuto mnoºinu p°esn¥
popí²eme. Zp·sob·, jak generovat primitivní pythagorejské trojice, existuje celá °ada. Mnohé jsou
sice zajímavé, £asto v²ak pom¥rn¥ trikové nebo neúplné. My zde p°edstavíme jednu metodu, která
je zaloºena na zmín¥né geometrické interpretaci a která nás navíc p°ivede k úplné charakterizaci.

�áste£né °e²ení

Protoºe z 6= 0, rovnice (12) je ekvivalentní rovnici(x
z

)2
+
(y
z

)2
= 1. (13)

Místo toho, abychom hledali celo£íselná °e²ení rovnice (12), sta£í se zajímat o racionální °e²ení
rovnice

p2 + q2 = 1. (14)

Za touto rovnicí vidíme jednotkovou kruºnici se st°edem v po£átku kartézské sou°adné soustavy.
Racionální °e²ení rovnice (14) tedy odpovídají racionálním bod·m na této kruºnici.5 Tvrdíme,
ºe nekone£n¥ mnoho takových bod· odpovídá nekone£n¥ mnoha racionálním bod·m na vhodné
p°ímce. Toho lze dosáhnout nap°. pomocí stereogra�cké projekce z bodu S = [−1, 0] na osu q:

Obrázek 4

Pro libovolný bod A na kruºnici je jeho stereogra�cký obraz A′ ur£en jako pr·se£ík p°ímky
SA s osou q. P°edpokládejme, ºe bod A má sou°adnice [p, q]. Potom na základ¥ podobnosti
trojúhelník· SBA a SOA′ snadno vyvodíme, ºe obraz bodu A má sou°adnice/

A′ =

[
0,

q

1 + p

]
.

Odtud je zejména vid¥t, ºe bod A je racionální práv¥ tehdy, kdyº bod A′ je racionální.
Celkem tedy celo£íselnému °e²ení rovnice (12) odpovídá racionální bod na kruºnici, a tomu

odpovídá racionální bod na ose q. Naopak, kaºdý racionální bod na ose q ur£uje racionální
5Racionálními body myslíme body, které mají ob¥ sou°adnice racionální.
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bod na kruºnici, a ten � po vynásobení jeho sou°adnic vhodným £íslem � ur£uje celo£íselné
°e²ení rovnice (12). Nás zajímají výhradn¥ kladná °e²ení: ta odpovídají racionálním bod·m na
£tvrtkruºnici v prvním kvadrantu,6 a ty odpovídají racionálním bod·m na ose q ov²em pouze z
intervalu (0, 1). Tímto jsme zd·vodnili následující tvrzení:

V¥ta. Kladné °e²ení diofantické rovnice (12) odpovídá n¥jakému racionálnímu £íslu z in-
tervalu (0, 1), a naopak.

Z uvedeného neplyne, ºe tato korespondence je vzájemn¥ jednozna£ná, a to ani v p°ípad¥,
ºe se omezíme pouze na primitivní °e²ení. Abychom se v problému vyznali úpln¥, bude nutné
popsat inverzní zobrazení k stereogra�cké projekci, která v této interpretaci hraje hlavní roli.

P°edpokládejme, ºe bod A′ na ose q má sou°adnice [0, r] a bod A na kruºnici má sou°adnice
[p, q]; chceme vyjád°it p a q pomocí r. Z vý²e uvedeného víme, ºe tato t°i £ísla jsou svázána
rovnostmi

q = r(1 + p) a p2 + q2 = 1.

Dosazením první rovnice do druhé a obvyklými úpravami dostáváme

(1 + r2)p2 + (2r2)p+ (r2 − 1) = 0,

coº chápeme jako kvadratickou rovnici s neznámou p a parametrem r. Jedním ko°enem této
rovnice je zajisté p = −1 (jakoºto první sou°adnice bodu S). Proto m·ºeme druhý ko°en snadno
vyjád°it pomocí Viètových vzorc· a odtud � po dosazení do vý²e uvedené lineární rovnice
� vyjád°íme q: /

p =
1− r2

1 + r2
, q =

2r

1 + r2
.

Pokud tedy za r dosazujeme pouze racionální £ísla z intervalu (0, 1), tzn. r = m
n , kde m < n

jsou p°irozená £ísla, potom po úprav¥ dostáváme:

p =
n2 −m2

n2 +m2
, q =

2mn

n2 +m2
. (15)

Po vynásobení obou t¥chto sou°adnic spole£ným jmenovatelem dostáváme kladné celo£íselné
°e²ení rovnice (12):

x = n2 −m2, y = 2mn, z = n2 +m2. (16)

Korespondence zformulovaná v p°edchozí v¥t¥ tedy explicitn¥ vypadá takto:

• Kladné celo£íselné °e²ení (x, y, z) rovnice (12) ur£uje racionální bod [p, q] =
[
x
z ,

y
z

]
na

£tvrtkruºnici, a ten ur£uje racionální £íslo q
1+p = y

z+x z intervalu (0, 1):

(x, y, z) 7→ y

z + x
.

• Racionální £íslo r = m
n z intervalu (0, 1) ur£uje racionální bod [p, q] na £tvrtkruºnici

se sou°adnicemi (15), a ten ur£uje kladné celo£íselné °e²ení (16):

m

n
7→ (n2 −m2, 2mn, n2 +m2).

6Nebo taky ve t°etím kvadrantu, který v²ak ignorujeme kv·li v¥t²í p°ehlednosti a jednozna£nosti.
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Dal²í post°ehy a úplné °e²ení

Je²t¥ neº za£neme generovat pythagorejské trojice, m·ºeme si v²imnout n¥kolika v¥cí:/
• Pokud je trojice (16) nesoud¥lná, £ísla m a n musí být nutn¥ nesoud¥lná.

• Pokud je trojice (16) nesoud¥lná, £ísla m a n musí mít nutn¥ opa£nou paritu (jedno sudé,
druhé liché).

V následující tabulce uvádíme n¥kolik pythagorejských trojic odpovídajích malým hodnotám m
a n:

m 1 1 2 1 2 3 1 2 3 4 1 2 3 4 5 1 2 3
n 2 3 3 4 4 4 5 5 5 5 6 6 6 6 6 7 7 7
x 3 8 5 15 12 7 24 21 16 9 35 32 27 20 11 48 45 40
y 4 6 12 8 16 24 10 20 30 40 12 24 36 48 60 14 28 42
z 5 10 13 17 20 25 26 29 34 41 37 40 45 52 61 50 53 58

NSD 1 2 1 1 4 1 2 1 2 1 1 8 9 4 1 2 1 2

Z uvedeného vzorku to vypadá, ºe vý²e uvedené nutné podmínky jsou také dostate£né. Nyní
ukáºeme, ºe tento post°eh platí obecn¥, £ímº dostaneme vytouºenou úplnou charakterizaci pri-
mitivních pythagorejských trojic:

V¥ta. Trojice x, y, z je primitivním °e²ením diofantické rovnice (12) práv¥ tehdy, kdyº platí
(16), kde m < n jsou nesoud¥lná p°irozená £ísla opa£né parity.

D·kaz. V p°edchozím textu jsme zd·vodnili, ºe trojice (16) je °e²ením rovnice (12) a ºe kaºdé
°e²ení (12) je tvaru (16). Dále jsme ukázali, ºe pokud je trojice (16) nesoud¥lná, potom m a n
musí být nutn¥ nesoud¥lná £ísla opa£né parity. Sta£í tedy dokázat opa£nou implikaci, coº ud¥láme
nep°ímo:

P°edpokládejme, ºe trojice (16) má spole£ného (netriviálního) d¥litele, kterého ozna£íme d.
Chceme odtud vyvodit, ºe £ísla m a n jsou soud¥lná nebo mají stejnou paritu. Z p°edpokladu
plyne, ºe d d¥lí také x+ z = 2n2 a z−x = 2m2. To znamená, ºe d = 2 nebo d d¥lí n2 a sou£asn¥
d d¥lí m2:

• Pokud d = 2, potom v²echna t°i £ísla x, y, z jsou sudá. Z vyjád°ení x a z plyne, ºe £ísla m2

a n2 musí mít stejnou paritu, tudíº £ísla m a n musí mít také stejnou paritu.

• Pokud n2 a m2 mají spole£ného d¥litele, potom také n a m musí mít spole£ného d¥litele.

3.2 P°íbuzné rovnice

Varianta p°edchozí úlohy:

Úloha 14 ([L]). Dokaºte, ºe rovnice x2 + y2 = zn má kladné celo£íselné °e²ení pro libovolné
n = 1, 2, 3, . . ./

Podobn¥ vyhlíºející, av²ak zcela jiná úloha:
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Úloha ]15 (Fermatova). Dokaºte, ºe rovnice x4 + y4 = z4 nemá °e²ení v oboru p°irozených
£ísel.

�e²ení. Nebudeme zabíhat do podrobností, ale aspo¬ zformulujeme hlavní my²lenky:

(1) Dokáºeme, ºe neexistuje pythagorejská trojice, jejíº n¥která dvojice by byla tvo°ena druhými
mocninami nebo dvojnásobky druhých mocnin p°irozených £ísel.

(2) Odtud plyne, ºe neexistuje °e²ení rovnice r2 + s4 = t4 v oboru p°irozených £ísel.

(3) Odtud plyne, ºe rovnice x4 + y4 = z4 nemá °e²ení v oboru p°irozených £ísel.

Implikace (1)=⇒(2) a (2)=⇒(3) se velmi jednodu²e zd·vodní nep°ímo. D·kaz tvrzení (1) podle
principu nekone£ného sestupu vypadá takto:

P°edpokládáme, ºe pythagorejská trojice se zmi¬ovanou vlastností existuje a ozna£íme ji t°eba
(x, y, z). Podle toho, pro kterou dvojici tato vlastnost platí, rozd¥líme diskuzi na t°i p°ípady.
V kaºdém z t¥chto p°ípad· vyvodíme, ºe existuje jiná pythagorejská trojice (x′, y′, z′) s úpln¥ /
stejnými vlastnostmi, pro kterou navíc platí z′ < z. Stejným zp·sobem lze potom sestrojit dal²í
trojici (x′′, y′′, z′′) takovou, ºe z′′ < z′, a takto by se dalo postupovat do nekone£na. To v²ak
není moºné, protoºe v²echna £ísla z > z′ > z′′ > . . . jsou p°irozená. �ádná pythagorejská trojice
s uvedenou vlastností tedy existovat nem·ºe.

3.3 Poznámky

Pyth. trojice: Eukleidés X.29 a dal²í zdroje. . . 7

N¥co o dal²ích diofantických rovnicích se lze nau£it nap°. z knih [HK�, Si].
Otázky, které jsme formulovali na za£átku podkap. 2, jsou r·zn¥ komplikované pro r·zné typy

rovnic. Otázka °e²itelnosti se proto v roce 1900 objevila jako 10. problém na slavném Hilbertov¥
seznamu tehdy otev°ených závaºných matematických problém·.8

Nejslavn¥j²í ze v²ech diofantických rovnic je bezpochyby rovnice v následující úloze:

Úloha ]]16 (Fermatova). Dokaºte, ºe pro n > 2 nemá rovnice xn + yn = zn °e²ení v oboru
p°irozených £ísel.

Díky úloze 15 víme, ºe tvrzení platí, pokud n je násobkem 4. Zobecn¥ní pro ostatní n se ukázalo
být mnohem komplikovan¥j²í, neº si autor úlohy pravd¥podobn¥ p°edstavoval. Tato úloha má
velice zajímavou historii, která od formulace problému do jeho úplného vy°e²ení trvala více neº
t°i století. . . 9

4 Záhon zelí a kone£né sou£ty

Osv¥d£enou skupinou úloh, na nichº lze trénovat jak standardní po£tá°ské dovednosti, tak i míru
ostrovtipu, jsou úlohy s dopl¬ováním posloupností, ur£ováním jejich sou£t· apod. Pro mnoho
úloh tohoto typu existují také velice p°ímá a elegantní °e²ení, coº si samoz°ejm¥ nenecháme ujít.
Základní otázka zní:

• Jak vyjád°it n-tý sou£et posloupnosti v uzav°eném tvaru?

7http://www.maths.surrey.ac.uk/hosted-sites/R.Knott/Pythag/pythag.html
8http://cs.wikipedia.org/wiki/Hilbertovy_probl%C3%A9my
9http://cs.wikipedia.org/wiki/Velk%C3%A1_Fermatova_v%C4%9Bta

http://www.maths.surrey.ac.uk/hosted-sites/R.Knott/Pythag/pythag.html
http://cs.wikipedia.org/wiki/Hilbertovy_probl%C3%A9my
http://cs.wikipedia.org/wiki/Velk%C3%A1_Fermatova_v%C4%9Bta
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Uzav°eným tvarem se myslí vyjád°ení �bez t°í te£ek� , neboli vyjád°ení v závislosti na n pouze
pomocí elementárních funkcí.

Tato podkapitola velmi úzce souvisí s podkap. 7; obecné zázemí hledejte v podkap. 15, p°íp.
taky podkap. 11. Tady diskutujeme jenom n¥kolik nejmilej²ích typ· posloupností, zevrubn¥ji se
tomuto tématu v¥nuje nap°. celá jedna kapitola v [HK�] nebo [L]. . .

4.1 Zahradnické po£ty

Za£n¥me s jednoduchou motiva£ní úlohou (zatím bez posloupností):

Úloha 17. Zahradník p¥stuje zelí, a to vºdy na n¥jakém £tvercovém záhon¥ se stejným po£tem
hlávek v kaºdém °ádku a kaºdém sloupci. Letos vyp¥stoval o 113 hlávek více neº vloni. Ur£ete,
kolik hlávek zelí letos vyp¥stoval.

�e²ení. Rozdíl výp¥stk· je rozdílem dvou £tvercových £ísel, coº m·ºeme vyjád°it jako n2−m2 =
(n+m)(n−m) = 113. Vzhledem k tomu, ºe 113 je prvo£íslo, musí být n+m = 113 a n−m = 1.
Odtud plyne n = 57 (a m = 56), tedy n2 = 3 249.

Jednozna£nost °e²ení plynula z p°edpokladu, ºe rozdíl výp¥stk· v leto²ním a lo¬ském roce byl
prvo£íslem. Bezprost°edním d·sledkem bylo, ºe lo¬ský záhon byl o jeden °ádek a jeden sloupec
men²í neº ten leto²ní. Nyní uvaºujme následující variantu p°edchozí úlohy:

Úloha 18. Zahradník p¥stuje zelí, a to vºdy na £tvercovém záhon¥, který je kaºdým rokem o
jeden °ádek a jeden sloupec v¥t²í. První rok vyp¥stoval 144 hlávek a letos vyp¥stoval o 113 hlávek
více neº vloni. Ur£ete, kolikátým rokem p¥stuje zahradník zelí a kolik hlávek za celou tu dobu
vyp¥stoval.

�e²ení. Bavíme se o posloupnosti (an)∞n=1 = (144, 169, 196, . . . , (n + 11)2, . . . ). Máme ur£it,
pro které n platí ∆an = an − an−1 = 113, a pro toto n máme dále ur£it odpovídající sou£et
sn = a1 + a2 + · · ·+ an.

Jednoduchou úpravou zji²´ujeme, ºe ∆an = (n + 11)2 − (n + 10)2 = 113 práv¥ tehdy, kdyº
n = 46. Naopak, vyjád°it sou£et

s46 = 122 + 132 + · · ·+ 572 (17)

vyºaduje hodn¥ trp¥livosti, n¥jakou inteligentní úpravu nebo jiný nápad. Nap°. podle rovnosti
(18), kterou záhy zd·vodníme, vychází

s46 = (57 ·58 ·115− 11 ·12 ·23) : 6 = 62 859.

O n¥kolika metodách, jak vyjád°it sou£ty typu (17) v uzav°eném tvaru, se ob²írn¥ji zmíníme
v následujících odstavcích. Neº tak u£iníme, uv¥domte si, ºe zelí se zpravidla sází do sponu, a
°e²te p°edchozí úlohu v této variant¥. . ./

4.2 Sou£et posloupnosti £tverc·

V tomto odstavci uvaºujeme posloupnost (1, 4, 9, 16, . . . ), neboli (an) := (n2). Máme za úkol
vyjád°it n-tý £áste£ný sou£et

sn = 1 + 4 + 9 + · · ·+ n2 =

n∑
k=1

k2
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v uzav°eném tvaru. Prvních n¥kolik £len· posloupnosti £áste£ných sou£t· vypadá takto:

(sn) = (1, 5, 14, 30, 55, 91, 140, 204, 285, 385, 506, . . . ).

Tato posloupnost, tzv. posloupnost pyramidových £ísel, je prostudována velmi zevrubn¥.10 V
následujících odstavcích n¥kolika r·znými zp·soby zd·vodníme, ºe platí:

V¥ta. Pro libovolné n ∈ N platí

n∑
k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
. (18)

Indukce

Máme-li na základ¥ experimentování nápad, jak by mohl vypadat n-tý £len posloupnosti (sn) v
závislosti na n (nebo nám to n¥kdo prozradí), potom m·ºeme tuto domn¥nku ov¥°it matema-
tickou indukcí:

�e²ení (a). Pro m = 1 rovnost z°ejm¥ platí.
P°edpokládáme, ºe rovnost platí pro m ∈ N, chceme odtud ukázat, ºe platí také pro m+ 1: /

m+1∑
k=1

k2 =

m∑
k=1

k2 + (m+ 1)2

=
m(m+ 1)(2m+ 1)

6
+ (m+ 1)2 = · · · · · ·

=
(m+ 1)(m+ 2)(2m+ 3)

6
.

Problém je, kdyº nám nikdo nenapovídá a ºádný nápad nep°ichází. Proto p°edstavujeme dal²í
odvození. . .

Vizualizace

�asto pomáhá vizualizace s£ítaných £ísel, p°íp. jejich vhodné p°eskupení.

�e²ení (b). Dva p°íklady takového zd·vod¬ování, které nepot°ebují ºádné dal²í komentá°e, jsou
na obr. 5 a obr. 6. /

Úpravy

K témuº výsledku se lze dopracovat také r·znými po£etními úpravami pomocí drobných trik·.

Nap°., pokud stávající úkol chápeme jako speciální p°ípad obecn¥j²í úlohy � vyjád°it
n∑
k=1

kr pro

r ∈ N �, potom se snadno ztotoºníme s následující reduktivní my²lenkou:

10http://oeis.org/A000330

http://oeis.org/A000330
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Obrázek 5: 3(12 + 22 + · · ·+ n2) = (2n+ 1)(1 + 2 + · · ·+ n)

Obrázek 6: 3(12 + 22 + · · ·+ n2) = n(n+ 1)(n+ 1
2 )

�e²ení (c). Podle binomické v¥ty platí

(k + 1)3 = k3 + 3k2 + 3k + 1 neboli (k + 1)3 − k3 = 3k2 + 3k + 1.

Pokud tento nápad zopakujeme n-krát, a to pro k = 1, . . . , n, a v²echny tyto rovnosti se£teme,
potom dostaneme

(n+ 1)3 − 1 = 3(1 + · · ·+ n2) + 3(1 + · · ·+ n) + n.

Odtud vidíme, ºe sou£et
n∑
k=1

kr pro r = 2 je moºné vyjád°it pomocí sou£tu téhoº typu pro r = 1,

a ten umí v uzav°eném tvaru vyjád°it skute£n¥ kaºdý. Odtud po jednoduchých úpravách skute£n¥
dostaneme (18)./
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P°ímé odvození

Nejobecn¥j²í metoda, která nevyºaduje ºádné speciální nápady ani p°edstavivost, je zaloºena na
pojmu primitivní posloupnosti a aplikaci základní v¥ty suma£ního po£tu, viz odst. 15.2:

�e²ení (d). Primitivní posloupnost k posloupnosti (an) = (n2) z hlavy neznáme. Se zna£ením
jako v odst. 15.1, tj. pomocí n1 = n a n2 = n(n− 1), se v²ak n2 dá vyjád°it takto:

n2 = (n2 − n) + n = n2 + n1.

Podle (51) na str. 64 tedy ur£íme primitivní posloupnost, resp. neur£itý sou£et:

∑
n2 =

n3

3
+
n2

2
+ C.

Podle v¥ty 15.2 uº jenom dosadíme meze:

n∑
k=1

k2 =
(n+ 1)3

3
+

(n+ 1)2

2
− 13

3
− 12

2

=
(n+ 1)n(n− 1)

3
+

(n+ 1)n

2
− 0− 0 =

n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

4.3 Instantní zobecn¥ní

V¥t²inu z práv¥ uvedených my²lenek (zejména tu poslední) lze pohodln¥ zobecnit pro sou£ty
typu

1r + 2r + · · ·+ nr =

n∑
k=1

kr,

kde r ∈ N. Tady shrnujeme n¥kolik ukázkových výsledk·, které doporu£ujeme k samostatnému
ov¥°ení: /

V¥ta. Pro libovolné n ∈ N platí

n∑
k=1

k0 = n,

n∑
k=1

k1 = n(n+ 1)/2,

n∑
k=1

k2 = n(n+ 1)(2n+ 1)/6,

n∑
k=1

k3 = n2(n+ 1)2/4,

n∑
k=1

k4 = n(n+ 1)(2n+ 1)(3n2 + 3n− 1)/30.

(19)

Moºné zd·vodn¥ní rovnosti odpovídající r = 1, resp. r = 3 je na obr. 7, resp. obr. 8.

4.4 Dal²í po£itatelné p°íklady

Kaºdý výklad o posloupnostech obvykle za£íná aritmetickou a geometrickou posloupností. Kaºdá
z t¥chto posloupností je de�nována jednoduchým rekurentním vztahem, jednozna£n¥ je ur£ena
hodnotou jednoho libovolného £lenu, nap°. a1.

Aritmetická posloupnost s diferencí d je de�nována rekurentním vztahem an+1 = an + d.
Jednu speci�ckou aritmetickou posloupnost jsme s£ítali na obr. 7.
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Obrázek 7: 1 + 2 + · · ·+ n =
(
n+1
2

)

Obrázek 8: 13 + 23 + · · ·+ n3 = (1 + 2 + · · ·+ n)2

Úloha 19 (aritmetická). Dokaºte, ºe pro aritmetickou posloupnost s diferencí d platí /
an = a1 + (n− 1)d a sn =

n(a1 + an)

2
= · · · (20)

Geometrická posloupnost s kvocientem q je de�nována rekurentním vztahem an+1 = an ·q.

Úloha 20 (geometrická). Dokaºte, ºe pro geometrickou posloupnost s kvocientem q platí/
an = a1q

n−1 a sn = a1
1− qn

1− q
. (21)

Uv¥domte si, ºe v obou p°ípadech lze jako obvykle argumentovat mnoha rozli£nými zp·soby.
V duchu p°edchozích odstavc· bychom m¥li vid¥t alespo¬ £ty°i r·zné metody! (N¥kolik cvi£ení/
s aritmetickou a geometrickou posloupností je²t¥ absolvujeme v podkap. 15, viz nap°. úlohu 56
na str. 65.)

P°íli² mnoho posloupností, s nimiº bychom si um¥li poradit tak jako s vý²e uvedenými, ne-
známe. Tady p°ipomeneme jenom n¥kolik dal²ích typ·, se kterými jsme se v¥t²inou jiº n¥kde
potkali. U kaºdé úlohy uvádíme dv¥ metody °e²ení, o dal²ích doporu£ujeme aspo¬ krátce zap°e-
mý²let. . .

Úloha 21 (aritmeticko�geometrická). Vyjád°ete n-tý £áste£ný sou£et posloupnosti an = n
2n a do-

myslete n¥jaká p°irozená zobecn¥ní.
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�e²ení. (a) Podobnou úpravou jako p°i jednom z °e²ení úlohy 20 lze vyjád°it

sn −
1

2
sn =

1

2
+

1

4
+ · · ·+ 1

2n
− n

2n+1
=

(
1− 1

2n

)
− n

2n+1
.

Odtud se jiº snadno vyjád°í sn. . .
Obecn¥j²í posloupností, na niº lze aplikovat tento typ úprav, je jakákoli posloupnost, jejíº

n-tý £len je sou£inem odpovídajícího £lenu n¥jaké aritmetické a n¥jaké geometrické posloupnosti
(odtud název úlohy). . .

(b) Pro posloupnosti tohoto typu lze taky docela snadno vyjád°it primitivní posloupnost,
tudíº jakýkoli sou£et lze snadno vyjád°it dosazením podle v¥ty 15.2. V tomto p°ípad¥ platí /∑ n

2n
= −n+ 1

2n−1
+ C;

po dosazení a úprav¥ dostaneme tentýº výsledek jako v p°ede²lém °e²ení. . .

Úloha 22 (Leibnizova). Vyjád°ete n-tý £áste£ný sou£et posloupnosti an = 1
n(n+1) a domyslete

n¥jaká p°irozená zobecn¥ní.

�e²ení. (a) K vy°e²ení a zobecn¥ní tohoto sou£tu významn¥ p°ispívá tento post°eh:

1

n(n+ 1)
=

1

n
− 1

n+ 1
. (22)

Vyjád°ení an v závislosti na n je racionální a rozklad tohoto výrazu na parciální zlomky je
náhodou takový, ºe v¥t²ina s£ítanc· v sn = a1 + · · ·+ an se vyru²í; konkrétn¥ vychází

sn = 1− 1

n+ 1
=

n

n+ 1
.

Tento post°eh sou£asn¥ nazna£uje p°irozená zobecn¥ní tohoto postupu.
(b) Na pravé stran¥ (22) samoz°ejm¥ rozeznáváme (aº na znaménko) diferenci posloupnosti(

1
n

)
. Podle v¥ty 15.2 tedy platí

n∑
k=1

1

n(n+ 1)
=

[
− 1

n

]n+1

1

= − 1

n+ 1
+ 1.

4.5 Problematické p°íklady

Posloupností, pro které je moºné vyjád°it jejich libovolný kone£ný sou£et v uzav°eném tvaru,
je sice hodn¥, ale v ºádném p°ípad¥ to nejsou v²echny. Obecn¥ je to tak, ºe funkce vyjad°ující
sn v závislosti na n jsou zpravidla vy²²í transcendentní funkce, a to i v pom¥rn¥ nevinn¥
vyhlíºejících p°ípadech:11

Úloha 23. Dokaºte, ºe pro ºádné r > 0 neumíte vyjád°it
n∑
k=1

1
kr v uzav°eném tvaru. /

A£koli ani my ani nikdo jiný tyto sou£ty v uzav°eném tvaru nevyjád°í, vºdy je moºné jejich
hodnoty n¥jak odhadnout! Tady si rozmyslíme jeden moºný odhad pro r = 2 zaloºený na
p°ímém srovnání s posloupností z úlohy 22.

11http://en.wikipedia.org/wiki/Harmonic_number

http://en.wikipedia.org/wiki/Harmonic_number
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Úloha 24. Dokaºte, ºe umíte odhadnout hodnotu sou£tu
n∑
k=1

1
k2 v uzav°eném tvaru.

�e²ení. Pro libovolné k ≥ 2 platí

1

k(k + 1)
<

1

k2
<

1

(k − 1)k
,

tudíº stejné nerovnosti platí také pro jakékoli odpovídající sou£ty. Sou£ty, které omezují hledanou
hodnotu, v²ak umíme vyjád°it podle °e²ení úlohy 22:

n∑
k=1

1

k(k + 1)
=

n

n+ 1
<

n∑
k=1

1

k2
<

2n− 1

n
= 1 +

n∑
k=2

1

(k − 1)k
. (23)

K tomuto problému se je²t¥ vrátíme v úlohách 29�30, odkud by m¥lo být patrné, ºe tutéº v¥c
lze d¥lat r·zným zp·sobem a ºe p°íslu²ný odhad je moºné podle pot°eby zp°esnit. . .

5 Achilles, ºelva a nekone£né sou£ty

V této podkapitole se snaºíme domý²let vý²e diskutované úkoly ad in�nitum. Dopl¬ující otázka
k té, kterou jsme formulovali na za£átku podkap. 4, zní:

• Co se stane, kdyº n→∞?

Obecné zázemí k této £ásti hledejte v podkap. 16.

5.1 Achilles a ºelva

Nelze za£ít jinak neº následujícím klasickým problémem:

Úloha 25 (Zénónova). Zjist¥te, jak rychle b¥hal Achilles a jak ºelva ve slavném Zénónov¥ závod¥.
Dokaºte, ºe Achilles ºelvu ur£it¥ dob¥hne a v závislosti na ºelvím náskoku ur£ete kde.

Obrázek 9

�e²ení. Schváln¥ odkazujeme na Zénónovu interpretaci, aby nás to navedlo k nekone£nému
sou£tu. P°edpokládejme, ºe Achilles i ºelva b¥ºí konstantní rychlostí, Achilles je p-krát rych-
lej²í neº ºelva (p > 1), a ta má na startu náskok a1. Neº Achilles ub¥hne vzdálenost a1, ºelva se
posune o vzdálenost a2 = a1

p , neº Achilles ub¥hne vzdálenost a2, ºelva se posune o a3 = a2
p atd./
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Vzdálenost, kterou Achilles urazí, neº ºelvu dob¥hne, je rovna

s := a1 + a2 + a3 + · · · =
∞∑
k=1

ak.

Protoºe posloupnost (an) je geometrická, s kvocientem q = 1
p , umíme její n-tý sou£et vyjád°it v

uzav°eném tvaru podle (21). Protoºe q = 1
p < 1, platí lim

n→∞
qn = 0 a hledaný nekone£ný sou£et

je roven

s = a1
1

1− q
= a1

p

p− 1
.

V °e²ení úlohy jsme si p°ipomn¥li standardní odvození sou£tu (konvergentní) geometrické
°ady. Vzhledem k jeho d·leºitosti, výsledek náleºit¥ zvýrazníme:

V¥ta. Geometrická °ada s kvocientem q je konvergentní práv¥ tehdy, kdyº |q| < 1; v takovém
p°ípad¥ je její sou£et roven

∞∑
k=1

a1q
k−1 = lim

n→∞
a1

1− qn

1− q
= a1

1

1− q
.

Alternativní odvození téhoº je nazna£eno na obr. 10 (kde kvocient je ozna£en r). . . /

Obrázek 10: (a+ ar + ar2 + · · · ) : (1
r ) = (ar) : (1− r)

S touto poznámkou bychom si m¥li uv¥domit, ºe k vy°e²ení p°edchozí úlohy ur£it¥ není nutné
manipulovat s nekone£nými sou£ty. Návod tkví ve formulaci úkolu:

Úloha 26 (ad 25). Zjist¥te, jak rychle b¥hal Achilles a jak ºelva ve slavném Zénónov¥ závod¥.
Dokaºte, ºe Achilles ºelvu ur£it¥ dob¥hne a v závislosti na ºelvím náskoku ur£ete kdy. /
5.2 Dal²í nekone£né sou£ty

Nyní rychle domyslíme n¥které úlohy zmi¬ované vý²e. Nejprve si v²ímáme, ºe pokud pro s£ítance

obecné °ady a1 + a2 + · · · =
∞∑
k=1

ak neplatí

lim
k→∞

ak = 0, (24)
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potom je tato °ada jist¥ divergentní (viz v¥tu 16.1 na str. 68). Z vý²e uvedených p°íklad· pod-
mínce (24) vyhovují pouze:

• nulová °ada (jakoºto p°íklad degenerované aritmetické, p°íp. geometrické °ady), jejíº sou£et
je 0;

• geometrická °ada s kvocientem |q| < 1, jejíº sou£et jsme vetkli do v¥ty 5.1;

• °ady tvo°ené posloupnostmi z úloh 21�24, o jejichº sou£tech si ihned n¥co °ekneme.

Úloha 27 (ad 21, 22). Pro následující °ady ur£ete jejich sou£ty a domyslete n¥jaká p°irozená

zobecn¥ní: (i)
∞∑
k=1

k
2k
, (ii)

∞∑
k=1

1
k(k+1) , (iii) apod.

�e²ení. Z vyjád°ení £áste£ných sou£t· sn =
n∑
k=1

ak v °e²ení úloh 21 a 22 plyne:

∞∑
k=1

k

2k
= lim
n→∞

(
2− 1

2n−1
− n

2n

)
= 2,

∞∑
k=1

1

k(k + 1)
= lim
n→∞

(
1− 1

n+ 1

)
= 1.

Zobecn¥ní ve vý²e zmi¬ovaném duchu doporu£ujeme jako uºite£né cvi£ení. . .

Úloha 28 (ad 23). Dokaºte, ºe pro kaºdé r > 0 umíte rozhodnout, zda °ada
∞∑
k=1

1
kr konverguje

£i diverguje.

�e²ení. Tady se nejlépe hodí integrální kritérium. . .

Záv¥r je následující: �ada
∞∑
k=1

1
kr konverguje práv¥ tehdy, kdyº r > 1./

Ilustrace k meznímu p°ípadu odpovídajícímu r = 1 je na obr. 11.

Obrázek 11:
n∫
i

1
x dx <

n∑
k=i

1
k

(
<

n∫
i

1
x−1 dx

)

Úloha 29 (ad 24). Dokaºte, ºe umíte odhadnout hodnotu sou£tu
∞∑
k=1

1
k2 a ºe tento odhad umíte

libovoln¥ zp°esnit.
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�e²ení. Díky p°ímému srovnání v (23) víme, ºe platí

lim
n→∞

n

n+ 1
= 1 <

∞∑
k=1

1

k2
< 2 = lim

n→∞

2n− 1

n
.

Tento odhad lze jednodu²e zp°es¬ovat tak, ºe p°edchozí srovnání neprovádíme od k = 1, ale
podle pot°eby od 2, 3, . . . . Na základ¥ p°edchozího po£ítání snadno doplníme /

∞∑
k=i

1

k(k + 1)
=

1

i
<

∞∑
k=i

1

k2
<

1

i− 1
=

∞∑
k=i

1

(k − 1)k
,

odkud p°i£tením
i−1∑
k=1

1
k2 = 1 + 1

4 + · · · + 1
(i−1)2 dostáváme odhad hledaného sou£tu. Pro dosta-

te£n¥ velká i, m·ºe být rozdíl 1
i−1 −

1
i libovoln¥ malý; hledaný sou£et tedy umíme odhadnout s

libovolnou p°esností.

Úloha 30 (ad 29). Dokaºte, ºe pro kaºdé r > 1 umíte odhadnout hodnotu sou£tu
∞∑
k=1

1
kr a ºe

tento odhad umíte libovoln¥ zp°esnit.

�e²ení. O konvergenci této °ady jsme v úloze 28 rozhodli pomocí integrálního kritéria. Místo,
abychom jako v p°edchozí úloze srovnávali °adu s jinou konvergentní °adou, m·ºeme hodnotu
hledaného sou£tu odhadnout pomocí vhodných integrál·. Protoºe v²echny s£ítance v °ad¥ jsou
kladné a postupn¥ klesající, pro libovolné i ≥ 2 platí

∞∫
i

1

xr
dx <

∞∑
k=i

1

kr
<

∞∫
i

1

(x− 1)r
dx.

Nevlastní integrály na obou stranách se snadno dopo£ítají, odtud dostaneme n¥jaký odhad, a
ten lze dále libovoln¥ zp°es¬ovat. . . /
5.3 Poznámky

K vy£íslení sou£tu

Zp·sob argumentace v p°edchozích úlohách je spí²e pravidlem neº výjimkou: �asto umíme po-
znat, ºe nekone£ná °ada má reálný sou£et, ale nejsme schopni ur£it p°esn¥ jaký. D·vodem bývá
to, ºe neumíme ur£it posloupnost £áste£ných sou£t·, tudíº nem·ºeme po£ítat její limitu. Nicmén¥
kaºdé z kritérií, pomocí n¥hoº o konvergenci dané °ady rozhodujeme, nám vºdy sou£asn¥ nabízí
jakýsi odhad celkového sou£tu, a to s libovolnou p°esností! /

P°estoºe nap°. °ada v úloze 29 je práv¥ tohoto typu, je kupodivu moºné její sou£et vyjád°it
p°esn¥:

Úloha ]]31 (Eulerova). Dokaºte, ºe platí

∞∑
k=1

1

k2
=
π2

6
.

Toto tvrzení lze zd·vodnit mnoha zp·soby, v²echny jsou v²ak netriviální a pom¥rn¥ ra�no-
vané. . . 12

12http://math.stackexchange.com/questions/8337/different-methods-to-compute-sum-limits-n-1-infty-frac1n2

http://math.stackexchange.com/questions/8337/different-methods-to-compute-sum-limits-n-1-infty-frac1n2
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Na druhé stran¥ existují °ady se stejnými vlastnostmi, jejichº sou£et v²ak lze ur£it pom¥rn¥
snadno. Máme na mysli zejména °ady, které vzniknou dosazením konkrétních hodnot do Tay-
lorova rozvoje n¥které elementární funkce. Takto lze nap°. vyjad°ovat iracionální (£i transcen-
dentní) £ísla jakoºto sou£ty °ad £ísel racionálních. Tady uvádíme n¥kolik dob°e známých ukázek:

Úloha 32. Dokaºte, ºe/
(i)

∞∑
k=0

1
k! = 1 + 1

2 + 1
6 + 1

24 + · · · = e,

(ii)
∞∑
k=1

(−1)k+1

k = 1− 1
2 + 1

3 −
1
4 + · · · = ln 2,

(iii)
∞∑
k=1

(−1)k−1

2k−1 = 1− 1
3 + 1

5 −
1
7 + · · · = π

4 ,

(iv) apod.

K pouºitým kritériím

Uv¥domte si, ºe uºití integrálního kritéria má jistá omezení: Jednak funkce, která interpoluje
danou posloupnost musí být kladná a klesající. Hlavn¥ v²ak obecn¥ £elíme podobným nástrahám
jako v poznámce p°ed úlohou 23 � neur£ité integrály k mnoha elementárním funkcím jsou vy²²í
transcendentní funkce. Vzpome¬te na n¥které typické p°íklady. . .

Krom¥ integrálního a srovnávacího kritéria si jist¥ je²t¥ vzpomínáme na kritérium podílové
a odmocninové (pro alternující °ady je²t¥ Leibnizovo). Uv¥domte si, £ím byla tato dv¥ kritéria
motivována a pro£ je jejich uºití u v¥t²iny p°edchozích úloh k ni£emu. . ./

6 Kvadratura mnohoúhelníku a integrální po£ty

Podstatnou £ást této podkapitoly m·ºeme chápat jako volné pokra£ování té p°edchozí � neko-
ne£né sou£ty se p°irozen¥ objevují p°i vyjad°ování obsah· (k°ivých) rovinných útvar·. Základní
otázka zní:

• Jak vyjád°it obsah (m¥°itelného) rovinného útvaru?

Tomuto problému se p°ezdívá kvadratura rovinného útvaru. Pojmenování odkazuje do klasických
£as·, kdy se obsah nevyjad°oval reálným £íslem jako dnes, ale odkazem na n¥jaký jednodu²²í
útvar, nap°. £tverec. Konstrukci £tverce, který má stejný obsah jako daný útvar, budeme nazývat
geometrickou kvadraturou; vyjád°ení obsahu reálným £íslem (vzhledem k dané jednotce) budeme
nazývat analytickou kvadraturou. N¥kolik obecných poznámek k tématu lze najít v odst. 17.2 a
odst. 14.2. . .

6.1 Kvadratura mnohoúhelníku

Analytická kvadratura jakéhokoli mnohoúhelníku je v podstat¥ nezajímavá, tudíº diskutujeme
pouze kvadraturu geometrickou. Pro obecné mnohoúhelníky lze navíc kaºdou takovou úlohu
názorn¥ °e²it pomocí n·ºek. . .

Úloha 33 ([Po]). K°íº na obr. 12 je stvo°en z p¥ti shodných £tverc·. Rozd¥lte k°íº (i) n¥kolika,
(ii) dv¥ma °ezy a ze vzniklých £ástí sloºte jeden £tverec.
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Obrázek 12

�e²ení. (i) Bez omezení na po£et °ez· se jedná o standardní cvi£ení k v¥t¥ 17.2. . .
(ii) Pokud je po£et °ez· n¥jak omezen, musíme p°emý²let trochu intenzivn¥ji; v tomto p°ípad¥

m·ºe pomoci následující post°eh: Ozn. stranu daného mnohoúhelníku a a stranu hledaného
£tverce x. Podle zadání má platit

x2 = 5a2 = a2 + (2a)2.

Pokud nám toto vyjád°ení p°ipomíná Pythagorovu v¥tu, pak neznámou veli£inu x v zadaném
mnohoúhelníku snadno najdeme a poºadované °ezy podle toho doplníme. . . /
6.2 Kvadratura paraboly

V celém tomto odstavci se zabýváme kvadraturou paraboly, £ímº myslíme kvadraturu obrazce
omezeného parabolou a p°ímkou (p°íp. n¥kolika p°ímkami). . .

Úloha 34 (parabolická). Ur£ete obsah parabolické úse£e.

P°ístup Archiméd·v

Úloha 34 byla poprvé vy°e²ena Archimédem (ve 3. století p°. Kr.), a to n¥kolika zp·soby, je-
jichº hlavní my²lenky zde stru£n¥ p°edstavíme. K jejich úplnému pochopení pot°ebujeme n¥kolik
jednoduchých vlastností paraboly, které na p°íslu²ných místech zmíníme.

Archimédovo geometrické °e²ení spo£ívá v postupném vy£erpávání parabolické úse£e vepsa-
nými trojúhelníky, jak jest nazna£eno na obr. 13. Parabolická úse£ je zde vymezena t¥tivou Qq.

Obrázek 13

První vepsaný trojúhelník je PQq, p°i£emº bod P je ur£en tím, ºe te£na paraboly v tomto bod¥
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je rovnob¥ºná s Qq. (Takový bod se nazývá vrcholem parabolické úse£e.13.) Rozdíl mezi p·vodní
úse£í a trojúhelníkem PQq sestává práv¥ ze dvou men²ích úse£í vymezených úse£kami PQ a Pq,
do nichº jsou vepsány trojúhelníky PQR a Pqr. Kaºdý z t¥chto trojúhelník· zaujímá víc neº
polovinu plochy odpovídající úse£e. Opakováním tohoto postupu je tudíº moºné aproximovat
obsah dané úse£e s libovolnou p°esností. Ukáºeme, ºe:

V¥ta. Obsah parabolické úse£e ur£ené t¥tivou Qq je roven 4/3 obsahu trojúhelníku PQq, kde
P je vrchol úse£e.

�e²ení (a). Vyjád°íme posloupnost obsah· trojúhelník·, kterými postupn¥ úse£ vypl¬ujeme:
V prvním kroku máme trojúhelník PQq, jehoº obsah ozna£íme a1 (= s1).
Ve druhém kroku p°idáváme dva trojúhelníky PQR a Pqr, jejichº sou£et obsah· ozna£íme

a2. Z geometrických vlastností paraboly se dá vyvodit, ºe/
SPQR = SPqr =

1

8
SPQq.

To znamená, ºe a2 = 1
4a1 a obsah vepsaného mnohoúhelníku PRQqr je roven s2 = a1 + 1

4a1.
V dal²ím kroku p°idáváme £ty°i trojúhelníky, jejichº sou£et obsah· ozna£íme a3. Ze stejného

d·vodu jako vý²e mají v²echny tyto trojúhelníky stejný obsah, který je roven osmin¥ obsahu
(libovolného) trojúhelníku z kroku p°edcházejícího. Platí tedy a3 = 1

4a2 a obsah odpovídajícího
vepsaného mnohoúhelníku je s2 = a1 + 1

4a1 + 1
16a1.

V n-tém kroku p°idáváme 2n trojúhelník·, jejichº sou£et obsah· je roven an = 1
4an−1, a

obsah odpovídajícího mnohoúhelníku je

sn = a1

(
1 +

1

4
+

1

16
+ · · ·+ 1

4n

)
.

Odtud pro n → ∞ dostaneme obsah parabolické úse£e. Tady v²ak jasn¥ rozeznáváme geo-
metrickou °adu s kvocientem 1

4 , kterou bez problému se£teme:

Susece = lim
n→∞

sn =
a1

1− 1
4

=
4

3
SPQq. (25)

Archimédovo mechanické °e²ení je zaloºeno na ra�novaném vyvaºování parabolické úse£e
a jistého trojúhelníku, jak jest nazna£eno na obr. 14. Parabolická úse£ je zde op¥t vymezena
t¥tivou Qq. P°ímka QE je te£nou paraboly v bod¥ Q, v²echny svislé £áry jsou rovnob¥ºné s osou
paraboly a nazna£ují d¥lení (a aproximaci obsahu) dané úse£e, které lze podle pot°eby libovoln¥
zjem¬ovat. . .

�e²ení (b). Z geometrických vlastností paraboly se dá vyvodit, ºe pro libovolnou p°ímku rovno-
b¥ºnou s osou paraboly platí/

OiRi : OiEi = Oiq : Qq, (26)

kde Oi, Ri, rep. Ei jsou pr·se£íky p°ímky s t¥tivou, parabolou, resp. te£nou jako na obrázku.
Na páku QA, která je podep°ená v bod¥ O a OA = OQ, je²t¥ doplníme body Hi. P°edchozí

pom¥r m·ºeme (na základ¥ podobnosti trojúhelník·) vyjád°it také jako HiO : QO, £i OHi : OA.
Proporce (26) je tedy ekvivalentní s rovností

OiRi ·OA = OiEi ·OHi.

13Vrchol parabolické úse£e je vrcholem paraboly, práv¥ kdyº je t¥tiva kolmá k ose paraboly.
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Obrázek 14

Tuto rovnost m·ºeme p°eloºit jako rovnováhu mezi te¬ounkým plátkem OiRi parabolické úse£e
umíst¥ném na páce v (pevném) bod¥ A a te¬ounkým plátkem OiEi trojúhelníku EQq umíst¥ném
v (prom¥nném) bod¥ Hi.

Po �se£tení� (integraci) tak dostáváme rovnováhu mezi celou parabolickou úse£í p·sobící v
bod¥ A a trojúhelníkem EQq spojit¥ p·sobícím na druhém rameni. P·sobení trojúhelníku na
pravém rameni je stejné, jako kdyby celý p·sobil v jediném bod¥ odpovídajícím t¥ºi²ti. Tento
bod se nachází v jedné t°etin¥ mezi O a Q (blíºe k O). Platí tedy

Susece ·OA = SEQq ·
1

3
OQ,

neboli

Susece =
1

3
SEQq. (27)

Vztah (27) p°edstavuje uspokojivou odpov¥¤ na zadání úlohy 34. Abychom se p°iblíºili vý²e
formulovanému vyjád°ení, sta£í si uv¥domit, jaký je vztah mezi trojúhelníky, které se objevovali
v °e²ení (a) a (b):

Z geometrických vlastností paraboly � a to práv¥ t¥ch, které byly pouºity v uvedených
°e²eních � bezprost°edn¥ vyplývá, ºe /

SEQq = 4SPQq,

viz obr. 15. Odtud tedy vidíme, ºe rovnosti (25) a (27) jsou ekvivalení.

P°ístup Fermat·v

Tutéº úlohu °e²il také Pierre de Fermat, av²ak v trochu jiném kabát¥: Místo na úse£ paraboly se
nejprve soust°edíme na oblast, která je k ní vzhledem k opsanému trojúhelníku jako na obr. 15
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Obrázek 15

komplementární. Abychom eliminovali nepodstatné technické drobnosti, uvaºujeme parabolu ur-
£enou grafem funkce y = x2 s body Q = [0, 0] a q = [1, 1] (a tedy E = [1, 0]). Obsah diskutované
oblasti ozna£íme Skomp; z°ejm¥ platí

Skomp + Susece = SEQq =
1

2
.

�e²ení (c). Pro libovolné α ∈ (0, 1) uvaºujme posloupnost £ísel (α, α2, α3, . . . ). Tato posloupnost
konverguje k 0 a platí 1 > α > α2 > · · · > 0; interval 〈0, 1〉 je tak rozd¥len na nekone£n¥ mnoho
postupn¥ se zmen²ujících podinterval·. Diskutovaný útvar je pokryt nekone£n¥ mnoha obdélníky
s vý²kami rovnými funk£ním hodnotám y = x2 v pravých krajních bodech t¥chto podinterval·,
viz obr. 16. Sou£et obsah· v²ech t¥chto obdélník· je roven

Obrázek 16

Sα := (1− α)1 + (α− α2)α2 + (α2 − α3)α4 + · · · = (1− α)(1 + α3 + α6 + · · · ).

Tato °ada je geometrická, s kvocientem α3 < 1, pro£eº ji umíme snadno se£íst:

Sα =
1− α
1− α3

.
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Z konstrukce plyne, ºe Sα je horním odhadem hledaného obsahu P , který je tím p°esn¥j²í, £ím
men²í jsou základny pokrývajících obdélník·. Pro α→ 1 tedy dostaneme výsledek:

Skomp = lim
α→1

1− α
1− α3

=
1

3
.

Odtud zejména plyne

Susece =
1

2
− 1

3
=

1

6
,

coº je v naprostém souladu s (27). . .

P°ístup Riemann·v

Pokra£ujeme se stejnými konvencemi jako v p°edchozím p°ístupu.

�e²ení (d). Jiný zp·sob pokrytí diskutované oblasti je na obr. 17: Zde je interval 〈0, 1〉 rozd¥len

Obrázek 17

na ²est stejn¥ dlouhých podinterval·, z nichº kaºdý tvo°í stranu jednoho z pokrývajících obdél-
ník·. Sou£et obsah· t¥chto ²esti obdélník· je horním odhadem hledaného obsahu Skomp a je
roven

S6 :=
1

6

(
1

36
+

1

9
+

1

4
+

4

9
+

25

36
+ 1

)
= . . .

Tento odhad lze zp°esnit tak, ºe základní interval rozd¥líme na více podinterval·: pokud jej
rozd¥líme na n stejn¥ dlouhých podinterval· (s hrani£ními body 0 < 1

n < 2
n < · · · < 1) bude

sou£et obsah· pokrývajících obdélník· roven

Sn :=

n∑
k=1

1

n
·
(
k

n

)2

=
1

n3

n∑
k=1

k2 (28)

a skute£ný obsah Skomp dostaneme jako limitu pro n → ∞. Vyjád°it tento sou£et v uzav°eném
tvaru není tak snadné jako v p°ípad¥ geometrické posloupnosti, ale moºné to je � viz V¥tu 4.2.
Odtud plyne, ºe

Skomp = lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

n(n+ 1)(2n+ 1)

6n3
=

1

3
.

Protoºe funkce f(x) = x2 je spojitá, je riemannovsky integrovatelná a v uvedeném °e²ení

jsme nespo£ítali nic jiného, neº
1∫
0

x2 dx = 1
3 . Z de�nice riemannovské integrovatelnosti víme,
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ºe výsledek nezávisí na tom, jakou posloupnost d¥lení a jaký výb¥r reprezentant· (ur£ujících
aproximující obdélní£ky) volíme. Jako uºite£né cvi£ení doporu£ujeme dopo£ítat totéº pomocí
dolních nebo n¥jakých obecn¥j²ích sou£t·. . ./
P°ístup Newton·v a Leibniz·v

Pokra£ujeme se stejnými konvencemi jako v p°edchozím p°ístupu, ov²em s naprosto novými
my²lenkami: Experimentováním s diferencemi posloupností a ur£ováním kone£ných sou£t·, resp.
p°emý²lením nad vztahem mezi okamºitou rychlostí pohybu a délkou dráhy, kterou sledovaný
objekt za daný interval urazí, p°i²el G.W. Leibniz, resp. I. Newton k první verzi zásadního tvrzení,
které dnes nazýváme základní v¥tou matematické analýzy, p°íp. Newtonovou�Leibnizovou v¥tou
(viz odst. 14.2). . .

�e²ení (e). Funkce f(x) = x2 je na intervalu 〈0, 1〉 spojitá, proto je na tomto intervalu rieman-
novsky integrovatelná a platí

Skomp =

1∫
0

x2 dx.

Funkce f(x) = x2 má primitivní funkci F (x) = x3

3 (+ libovolná konstanta). Podle Newtonovy�
Leibnizovy v¥ty platí

1∫
0

x2 dx =

[
x3

3

]1
0

=
1

3
− 0 =

1

3
.

6.3 Poznámky

Odvodit nedokázaná tvrzení o parabole, nap°. analyticky. . ./
Upravit po°adí chronologicky + pozn. Eudoxos, Cavalieri, Cauchy, . . .

Co takhle
b∫
a

x2 dx, resp.
b∫
a

xr dx, . . . ?

Co takhle kvadratura kruhu, p°íp. kruhové úse£e?

7 D¥lení roviny a dal²í rekurentní vztahy

V této podkapitole navazujeme na n¥které problémy, které jsme potkali uº v podkap. 4. Základní
otázka zní:

• Jak vyjád°it n-tý £len posloupnosti, která je zadána rekurentním vztahem?

Uv¥domte si, ºe základní otázka podkap. 4 je jen speciálním p°ípadem té stávající: Posloupnost
£áste£ných sou£t· (sn) libovolné posloupnosti (an) je ur£ena práv¥ rekurentním vztahem

sn+1 = sn + an+1, kde s1 = a1.

Op¥t se jedná o problémy induktivního charakteru, takºe se op¥t budeme soust°edit hlavn¥ na
velmi typickou potíº:

• Co d¥lat, kdyº je na²e indukce krátká?

Obecné zázemí hledejte v odst. 15.3. . .
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7.1 D¥lení roviny

Jedna p°ímka rozd¥luje (eukleidovskou, p°íp. a�nní) rovinu na dv¥ nesouvislé £ásti. Dv¥ p°ímky
rozd¥lují rovinu na nejvý²e 4 £ásti (práv¥ kdyº p°ímky nejsou rovnob¥ºné). T°i p°ímky vymezují
nejvý²e 7 £ástí (práv¥ kdyº jsou kaºdé dv¥ navzájem r·znob¥ºné) atd.

Obrázek 18

Ptáme se, jak tato pozorování zobecnit:

Úloha 35. Ur£ete, na kolik nejvý²e £ástí m·ºe být rozd¥lena rovina práv¥ n p°ímkami.

Obecn¥ platí, ºe p°idáme-li k n p°ímkám v rovin¥ jednu dal²í, m·ºeme dostat nejvý²e n + 1
nových £ástí. Odpovídající posloupnost maximálního po£tu £ástí v závislosti na po£tu p°ímek je /

(an) = (2, 4, 7, 11, 16, 22, 29, 37, 46, 56, 67, 79, 92, 106, 121, . . . ).14

Tato posloupnost je zcela ur£ena rekurentním vztahem

an+1 = an + (n+ 1), kde a1 = 2. (29)

Otázka zní, jak odtud obecn¥ vyjád°it an?

Indukce

Za£ali jsme induktivn¥, m·ºeme zkusit v tomto duchu pokra£ovat:

�e²ení (a). Pokud si napí²eme n¥kolik dal²ích £len· posloupnosti (an), m·ºeme si v²imnout, ºe
sou£in n(n+ 1) je vºdy sudý a jeho polovina se li²í od an o 1:

an =
n(n+ 1)

2
+ 1.

Tento post°eh skute£n¥ platní obecn¥, coº lze snadno ov¥°it matematickou indukcí. . . /
Úpravy

De�nující vztah (29) je docela jednoduchý, takºe m·ºeme zkusit na n¥co p°ijít rekurzivním, tj.
zp¥tným dosazováním:

�e²ení (b). Takto postupn¥ dostáváme

an = an−1 + n

= an−2 + (n− 1) + n

...

= a1 + 2 + 3 + · · ·+ (n− 1) + n.

14http://oeis.org/A000124

http://oeis.org/A000124
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Na posledním °ádku vidíme sou£et n¥kolika £len· aritmetické posloupnosti a ze zadání víme, ºe
a1 = 2. Odtud tedy plyne

an = 2 +
(n− 1)(n+ 2)

2
.

P°ímé odvození

De�nující rovnost (29) m·ºeme p°epsat jako

∆an = n+ 1,

coº by nám m¥lo p°ipomenout obecné záv¥ry odst. 15.2. �e²ení najdeme pomocí primitivní
posloupnosti k aritmetické posloupnosti (n+ 1):

�e²ení (c). Podle (51) na str. 64 víme, ºe

an =
n2

2
+ n+ C.

Protoºe a1 = 2, musí být C = 1. Celkem tedy dostáváme

an =
n(n− 1)

2
+ n+ 1.

Záv¥r

Záv¥r, který jsme práv¥ trojím zp·sobem odvodili, zní takto:

V¥ta. Rovina m·ºe být rozd¥lena n p°ímkami nejvý²e na an £ástí, kde

an =
n2 + n+ 2

2
.

Hodnotu an jsme vyjád°ili pokaºdé jinak, takºe pokud to je²t¥ n¥kdo neud¥lal, doporu£ujeme
v²echna tato vyjád°ení porovnat. Za pozornost stojí, ºe totéº £íslo lze vyjád°it také takto:/

an =

(
n

2

)
+

(
n

1

)
+

(
n

0

)
.

To signalizuje, ºe výsledek lze odvodit je²t¥ jiným zp·sobem. . . 15

7.2 Dal²í rekurentní vztahy

V tomto odstavci zmíníme n¥kolik dal²ích typických úloh s rekurentními vztahy. Zamyslíme se
zejména nad moºnostmi a omezeními vý²e diskutovaných metod.
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Obrázek 19

Hanojské v¥ºe

Úloha 36 (Lucasova). Najd¥te obecné °e²ení problému známého jako hanojské v¥ºe16 ve variant¥
se t°emi kolíky.

Experimentováním s malými po£ty pater si kaºdý vytvo°í n¥jakou hypotézu, jak by to mohlo
fungovat obecn¥. Pro n-patrovou v¥º ozna£íme an po£et tah·, které sta£í k p°emíst¥ní této v¥ºe.
Rádi bychom vyjád°ili an v závislosti na n. Postupn¥ zji²´ujeme, ºe platí a1 = 1, a2 = 3, a3 = 7
atd.17 Obecn¥, v¥º o n + 1 patrech m·ºeme p°emístit tak, ºe nejprve p°eskládáme horních n
pater, poté p°emístíme spodní patro a na n¥j naskládáme zp¥t n pater. Vzhledem k zavedenému
zna£ení tedy platí

an+1 = 2an + 1, kde a1 = 1. (30)

�e²ení (a). Na základ¥ úvodního experimentování si m·ºeme v²imnout, ºe pro malá n platí

an = 2n − 1.

To, ºe taková posloupnost je skute£n¥ °e²ením (30), se snadno ov¥°í dosazením a matematickou
indukcí. . . /
�e²ení (b). Zp¥tným dosazováním vztahu (30) do sebe zji²´ujeme:

an = 2an−1 + 1

= 2(2an−2 + 1) + 1 = 4an−2 + 3

...

= 2n−1a1 + 2n−2 + · · ·+ 2 + 1.

Na posledním °ádku vidíme sou£et n¥kolika £len· geometrické posloupnosti a sou£asn¥ víme, ºe
a1 = 1. Odtud tedy plyne

an = 2n−1 +
1− 2n−1

1− 2
= 2n − 1.

�e²ení (c). Zapomeneme na úvodní experimenty a °e²íme rekurentní rovnici (30) s po£áte£ní
podmínkou a1 = 1:

Pokud by rovnice vypadala takto: an+1 = 2an, potom by °e²ením byla geometrická posloup-
nost s kvocientem 2, tedy posloupnost tvaru C ·2n, kde C ∈ R.

15http://www.cut-the-knot.org/proofs/LinesDividePlane.shtml
16http://cs.wikipedia.org/wiki/Hanojsk%C3%A9_v%C4%9B%C5%BEe
17http://oeis.org/A000225

http://www.cut-the-knot.org/proofs/LinesDividePlane.shtml
http://cs.wikipedia.org/wiki/Hanojsk%C3%A9_v%C4%9B%C5%BEe
http://oeis.org/A000225
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Pokud uhodneme/najdeme jedno jediné °e²ení pn p·vodní rovnice (30), pak obecné °e²ení
této rovnice bude tvaru

an = C ·2n + pn.

Protoºe v rovnici (30) jsou v²echny koe�cienty konstantní, jist¥ bude mít tato rovnice n¥jaké
konstantní °e²ení. Jediné konstantní °e²ení je pn = −1, tudíº

an = C ·2n − 1

je obecným °e²ením (30).
�e²ení úlohy je jednozna£n¥ vymezeno po£áte£ní podmínkou a1 = 1, coº po dosazení a úprav¥

dává C = 1. . .

Fibonacciho posloupnost

Fibonacciho posloupnost za£íná takto

(an) = (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, . . . )18

a úpln¥ je ur£ena rekurentním vztahem

an+2 = an+1 + an, kde a1 = a2 = 1. (31)

Tento p°íklad vybíráme jednak pro jeho vlastní p°itaºlivost, jednak proto, ºe si chceme uv¥domit,
která metoda je nejmocn¥j²í. . .

Úloha 37 (Binetova). Vyjád°ete n-tý £len Fibonacciho posloupnosti v uzav°eném tvaru.

(a) Snadno si m·ºeme v²imnout, ºe úpln¥ postrádáme jakýkoli nápad, který bychom prost¥ ov¥°ili
matematickou indukcí (ze záv¥re£ného vyjád°ení (34) se dá odtu²it pro£). . .

(b) Zp¥tné dosazování de�nující rovnice (31) do sebe sice odhaluje zajímavé struktury, av²ak
vyznat se v nich není v·bec snadné, viz téº obr. 20./

Obrázek 20

(c) Rekurentní rovnice (31) je sice druhého °ádu, je v²ak po°ád pom¥rn¥ jednoduchá. Proto
se ni£eho nelekáme a rovnici prost¥ vy°e²íme podle návodu, který je odvozen v odst. 15.3:

�e²ení. P°edpokládáme, ºe °e²ení je tvaru an = qn, coº má tyto d·sledky: an+1 = qan, an+2 =
q2an apod. Po dosazení do rovnice (31) dostáváme algebraickou podmínku na hodnotu kvoci-
entu q:

q2 = q + 1, neboli q2 − q − 1 = 0. (32)
18http://oeis.org/A000045

http://oeis.org/A000045
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Tato rovnice má dva r·zné reálné ko°eny

q =
1±
√

5

2
.

Obecné °e²ení na²í rovnice je tedy tvaru

an = C1

(
1 +
√

5

2

)n
+ C2

(
1−
√

5

2

)n
, (33)

kde C1, C2 jsou libovolné konstanty.
Koe�cienty C1, C2 ∈ R jsou jednozna£n¥ vymezeny po£áte£ní podmínkou a1 = a2 = 1. Po

dosazení do (33) a úprav¥ dostáváme C1 a C2 jako °e²ení soustavy dvou lineárních rovnic o dvou
neznámých: /

C1 = −C2 =
1√
5
.

Tyto hodnoty dosadíme zp¥t do (33), tro²ku upravíme a s mimo°ádným uspokojením podtrhneme
výsledek:

an =
(1 +

√
5)n − (1−

√
5)n

2n
√

5
. (34)

7.3 Poznámky

V²echno je jednoduché, protoºe to je lineární. . . !

P°edpokládejme, ºe v Hanoji jsou £ty°i a více v¥ºí:19

Úloha ]]38 (Reveova). Najd¥te (i) n¥jaké, (ii) optimální °e²ení úlohy 36 ve variant¥ se £ty°mi
a více kolíky.

Kvadratickou rovnici (32) lze ekvivalentn¥ p°epsat takto:

1 + q

q
=
q

1
. (35)

D·vodem tohoto p°episu je, ºe tady rozpoznáváme de�nici zlatého °ezu.20 Z uvedeného tedy
mj. vysvítá, jak a pro£ spolu tyto v¥ci souvisí. . .

Mnoho a mnoho rekurentních vztah· m·ºeme potkat tém¥° na kaºdém rohu � nap°. Fi-
bonacciho posloupnost odpovídá neomezenému r·stu idealizované nesmrtelné králi£í populace
apod. Rekurzivní úvahy se p°irozen¥ objevují také u °ady kombinatorických úloh; zde je n¥kolik
ukázek: /
Úloha 39 ([L]). Háºeme n-krát n¥jakou mincí. V závislosti na n vyjád°ete pravd¥podobnost, ºe
n¥kdy b¥hem házení padne panna dvakrát za sebou.

Úloha 40 ([L]). Ur£ete, kolika zp·soby lze rozmístit n v¥ºí na ²achovnici n× n tak, aby se v¥ºe
navzájem neohroºovaly a sou£asn¥ aby platilo n¥které z následujících omezení:

19http://oeis.org/A007664
20http://en.wikipedia.org/wiki/Golden_ratio

http://oeis.org/A007664
http://en.wikipedia.org/wiki/Golden_ratio
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(i) Aby ºádná v¥º nestála na hlavní úhlop°í£ce.

(ii) Aby rozmíst¥ní v¥ºí bylo symetrické podle hlavní úhlop°í£ky.

(iii) Aby rozmíst¥ní v¥ºí bylo symetrické podle st°edu ²achovnice.

(iv) Apod.

8 Dláºd¥ní roviny a dal²í diofantické rovnice

Kaºdý umí vydláºdit (eukleidovskou) rovinu kachli£kami, které mají tvar rovnostranných troj-
úhelník·, nebo £tverc·, nebo pravidelných ²estiúhelník·. Pokud uvaºujeme dláºd¥ní, kde se st°í-
dají r·zné typy pravidelných mnohoúhelník·, pak objevujeme nové a nové moºnosti. Dláºdit lze
mnoha r·znými zp·soby, my se zda omezíme na dláºd¥ní typu �hrana na hranu� :

Úloha 41. Kolika zp·soby je moºné vydláºdit rovinu pravidelnými mnohoúhelníky tak, aby hrana
jednoho mnohoúhelníku lícovala s hranou jiného?

Za chvíli uvidíme, ºe s jistými slabými omezeními je v²ech moºností jenom kone£n¥ mnoho a
kupodivu jenom velmi málo. . .

8.1 Nutná podmínka

Protoºe kaºdý mnohoúhelník má se v²emi sousedními mnohoúhelníky spole£ný vrchol, evidentní
nutnou podmínkou existence dláºd¥ní typu hrana na hranu je, aby sou£et úhl· okolo kaºdého
vrcholu byl roven plnému úhlu. Pokud se v dláºd¥ní okolo jednoho vrcholu potká k mnohoúhelník·
s po£ty vrchol· n1, n2, . . . , nk, potom musí platit

αn1 + αn2 + · · ·+ αnk
= 360◦,

kde αni
zna£í velikost vnit°ního úhlu pravidelného ni-úhelníku. Protoºe pravidelné mnohoúhel-

níky mají jen velmi omezené velikosti vnit°ních úhl·, dostaneme jen velmi omezenou mnoºinu
°e²ení. . .

Sou£et vnit°ních úhl· v obecném n-úhelníku je roven (n − 2)180◦; velikost vnit°ního úhlu/
pravidelného (konvexního) n-úhelníku je tedy

αn :=
n− 2

n
180◦ =

(
1− 2

n

)
180◦.

Vý²e uvedená nutná podmínka má tedy tuto konkrétní podobu:(
1− 2

n1

)
+

(
1− 2

n2

)
+ · · ·+

(
1− 2

nk

)
= 2,

coº je po úprav¥ totéº, co
1

n1
+

1

n2
+ · · ·+ 1

nk
=
k − 2

2
. (36)

Nejmen²í mnohoúhelník je trojúhelník, v p°edchozí rovnici je tedy kaºdé ni v¥t²í neº nebo
rovno 3. Kolem jednoho vrcholu jsou alespo¬ 3 a nejvý²e 6 mnohoúhelník· (a to 6 trojúhelník·),
v uvedeném vyjád°ení je tedy k = 3, 4, 5, nebo 6.
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8.2 Lokální °e²ení

Vzhledem k p°edchozím post°eh·m za£ínáme °e²ení úlohy 41 tím, ºe najdeme °e²ení n¥kolika
speci�ckých nelineárních diofantických rovnic:

Úloha 42. Pro k = 3, 4, 5, 6 ur£ete v²echna celo£íselná °e²ení rovnice (36), která jsou v¥t²í neº
nebo rovna 3.

Neº tuhle úlohu úpln¥ vy°e²íme, doporu£ujeme zkontrolovat, ºe u kaºdého vrcholu v kaºdém
dláºd¥ní, které známe (nebo n¥kde najdeme), je podmínka (36) skute£n¥ spln¥na. To by nám
mohlo pomoci k nalezení obecné metody °e²ení kaºdé takové rovnice. . . /
�e²ení. Rovnice (36) je symetrická vzhledem k neznámým n1, n2, . . . , nk, proto sta£í, kdyº se
omezíme pouze na °e²ení vyhovující dodate£né podmínce

3 ≤ n1 ≤ n2 ≤ · · · ≤ nk (37)

(v²echna ostatní °e²ení lze pak obdrºet permutacemi). . .

k = 3 Rovnice (36) má v tomto p°ípad¥ tvar

1

n1
+

1

n2
+

1

n3
=

1

2
. (38)

Jedno z °e²ení odpovídá t°em ²estiúhelník·m, tj. n1 = n2 = n3 = 6. Pokud by n1 ≥ 7, potom
také n2, n3 ≥ 7 a sou£et 1

n1
+ 1
n2

+ 1
n3

by v takovém p°ípad¥ byl ost°e men²í neº 1
2 . Odtud plyne,

ºe n1 m·ºe nabývat jenom n¥kolika málo moºností, a to

n1 = 3, 4, 5, 6.

Dosazením kaºdé z t¥chto moºností do (38) dostáváme rovnici stejného typu, ale uº jen o dvou
neznámých. Tuto novou rovnici lze °e²it obdobným zp·sobem (tj. dal²í redukcí) nebo taky
roznásobením a rozkladem (tato metoda má v²ak jistá omezení). . . /

Postupn¥ tak dostáváme následujících deset °e²ení:

(3, 7, 42), (3, 8, 24), (3, 9, 18), (3, 10, 15), (3 , 12 , 12 ),

(4, 5, 20), (4 , 6 , 12 ), (4 , 8 , 8 ),

(5, 5, 10),

(6 , 6 , 6 ).

k = 4 Rovnice (36) má v tomto p°ípad¥ tvar

1

n1
+

1

n2
+

1

n3
+

1

n4
= 1.

Podobn¥ jako v p°edchozím p°ípad¥ postupn¥ zjistíme omezení na n1, pro kaºdé vyhovující n1
zjistíme omezení na n2 atd. Postupn¥ tak dostaneme následující £ty°i °e²ení: /

(3, 3, 4, 12), (3 , 3 , 6 , 6 ), (3 , 4 , 4 , 6 ),

(4 , 4 , 4 , 4 ).



44 I P°íklady

k = 5 Rovnice (36) má v tomto p°ípad¥ tvar

1

n1
+

1

n2
+

1

n3
+

1

n4
+

1

n5
=

3

2
.

Podobn¥ jako vý²e postupn¥ dostaneme dal²í dv¥ °e²ení: /
(3 , 3 , 3 , 3 , 6 ), (3 , 3 , 3 , 4 , 4 ).

k = 6 Rovnice (36) má v tomto p°ípad¥ tvar

1

n1
+

1

n2
+

1

n3
+

1

n4
+

1

n5
+

1

n6
= 2.

Tady £ekáme jediné °e²ení, coº se také snadno ov¥°í:/
(3 , 3 , 3 , 3 , 3 , 3 ).

Celkem jsme takto dostali 10 + 4 + 2 + 1 = 17 °e²ení, která vyhovovala dodate£né podmínce
(37). V²echna °e²ení lze získat v²emoºnými permutacemi. . .

Kaºdému °e²ení rovnice (36) odpovídá konkrétní rozmíst¥ní ur£itých mnohoúhelník· kolem
jednoho vrcholu. Tady je samoz°ejm¥ namíst¥ zamyslet se nad p°ípadnými permutacemi, které
jsme v °e²ení úlohy 42 pon¥kud upozadili, viz obr. 21. Uv¥domte si, ºe ne kaºdá permutace nutn¥
dává jinou kon�guraci kolem vrcholu a zkuste s v tom v²em n¥jak vyznat. . ./

Obrázek 21: (3, 4, 4, 6); (4, 3, 4, 6).

8.3 Globální °e²ení

K ur£ení v²ech °e²ení úlohy 41 pot°ebujeme uvaºovat v²echny moºné lokáln¥ p°ípustné kon�gu-
race (které jsme úsp¥²n¥ vy£erpali v p°edchozím odstavci) a pokusit se je roz²í°it do celé roviny.
O to se lze pokou²et bu¤ stejnorodým, nebo nestejnorodým zp·sobem: v prvém p°ípad¥ je kolem
kaºdého vrcholu kon�gurace stejného typu, ve druhém p°ípad¥ mohou být typy kon�gurací u
r·zných vrchol· r·zné, viz obr. 22.

Stejnorodá

V²echny moºnosti lze vy£erpat systematickým zkou²ením a diskuzí u kaºdého nového vrcholu. To
je v kaºdém p°ípad¥ pom¥rn¥ pracné, ale � aspo¬ v p°ípad¥ stejnorodého dláºd¥ní � pom¥rn¥
p°ímo£aré:/
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Obrázek 22: (4, 3, 4, 6); (3, 4, 4, 6) a (3, 6, 3, 6)

V¥ta. Existuje práv¥ 11 (neshodných) stejnorodých dláºd¥ní roviny pravidelnými mnoho-
úhelníky typu hrana na hranu.

T¥chto 11 dláºd¥ní se obvykle d¥lí na 3 regulární a 8 poloregulárních: Regulární dláºd¥ní jsou
taková, kdy v²echny mnohoúhelníky jsou shodné, £ili práv¥ ta, která zná kaºdý: (6, 6, 6), (4, 4, 4, 4)
a (3, 3, 3, 3, 3, 3). Poloregulární jsou pov¥t²inou nová, tudíº zajímavá. . .

Jako nápov¥du jsme v²echny vyhovující typy v p°edchozích vý£tech vyzna£ili kurzívou; v²echna
poloregulární dláºd¥ní jsou znázorn¥na na obr. 23.

Obrázek 23

Nestejnorodá

Obdobná diskuze pro nestejnorodá dláºd¥ní je samoz°ejm¥ podstatn¥ subtiln¥j²í. Bez n¥jakého
dodate£ného up°esn¥ní je takových dláºd¥ní nekone£n¥ mnoho, av²ak p°ípustných typ· vrchol·
není o moc víc neº v p°edchozím p°ípad¥:
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Úloha ]43 (ad 41). Dokaºte, ºe existuje nekone£n¥ mnoho nestejnorodých dláºd¥ní roviny pra-
videlnými mnohoúhelníky typu hrana na hranu, av²ak v kaºdém z t¥chto dláºd¥ní se vyskytují
pouze vrcholy vý²e vyzna£eného typy nebo typu (3, 3, 4, 12).

Pov²imn¥te si, ºe on¥ch nekone£n¥ mnoho moºností lze vytvo°it jenom variací dláºd¥ní na obr. 24!/
Dodate£ná up°esn¥ní a odpovídající klasi�kace (obvykle kone£né!) jsou d·kladn¥ prostudovány;
pouºité nástroje v¥t²inou p°esahují moºnosti tohoto kurzu. . . 21

Obrázek 24

8.4 Poznámky

Nutná podmínka v odst. 8.1 vedla k °e²ení n¥kolika speci�ckých diofantických rovnic. Z uvedených
°e²ení vidíme následující bezprost°ední zobecn¥ní pro libovolný po£et neznámých a libovolnou
(racionální) pravou stranu:

Úloha 44. Dokaºte, ºe libovolná diofantická rovnice typu/
1

x
+

1

y
+ · · · = w, (39)

kde w ∈ Q, má jen kone£n¥ mnoho kladných celo£íselných °e²ení.

Místo omezení �hrana na hranu� lze uvaºovat mírn¥j²í omezení, místo pravidelných mnoho-
úhelník· m·ºeme dovolit jakékoli � £ím více uvol¬ujeme omezení, tím více se objevuje moºností
a tím h·°e se tyto moºnosti klasi�kují. Av²ak i v t¥ch nejdivo£ej²ích p°ípadech je vºdy pom¥rn¥
snadné t°ídit dláºd¥ní podle jejich symetrií. Nap°. v²echna stejnorodá dláºd¥ní typu hrana na
hranu mají tu vlastnost, ºe vzniklý vzor se pravideln¥ opakuje ve dvou nezávislých sm¥rech;
dláºd¥ním s touto vlastností se °íká periodická. (U nestejnorodých dláºd¥ní práv¥ omezení to-
hoto typu mohou být on¥mi dodate£nými omezeními, o kterých jsme mluvili u úlohy 43.) N¥co
o symetriích si °ekneme v následující podkapitole.

V²imn¥te si, ºe vý²e uvedené teoretické výsledky lze £asto najít jen tak na podlaze, viz obr. 25.

9 Periodické vzory a diskrétní grupy transformací

U r·zných dláºd¥ní m·ºeme pozorovat r·zné symetrie; £asto v²ak na pohled rozdílná dláºd¥ní
mají naprosto stejné symetrie, viz nap°. dláºd¥ní znázorn¥ná na obr. 26 a obr. 25 (resp. obr. 22
vlevo)./

Pokud bychom se omezili pouze na periodická dláºd¥ní (bez ohledu na to, zda jsou tvo°ená
pravidelnými nebo obecnými mnohoúhelníky, zda jsou �hrana na hranu� £i nikoli), pak zjistíme,
ºe z hlediska symetrií jich z n¥jakého záhadného d·vodu nebude víc neº 17 typ·, viz úlohu 46. . ./

21http://mathworld.wolfram.com/DemiregularTessellation.html

http://mathworld.wolfram.com/DemiregularTessellation.html
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Obrázek 25

Obrázek 26

Protoºe z hlediska symetrií je jedno, jestli studujeme dláºd¥ní nebo tapety, budeme v dal²ím
mluvit obecn¥ o periodických vzorech. V²echny symetrie n¥jakého vzoru (s operací skládání)
tvo°í grupu, tzv. grupu symetrií onoho vzoru. Základní otázka zní:

• Jak klasi�kovat periodické vzory podle jejich symetrií?

9.1 Frízové vzory

V tomto odstavci se budeme zabývat jednodu²²í verzí uvedeného problému, a to periodickými
vzory, které se opakují pouze v jednom sm¥ru. Takovým vzor·m se p°ezdívá frízové vzory a
odpovídající grupy symetrií se proto nazývají frízové grupy. V následujících odstavcích nazna£íme
°e²ení této základní úlohy:

Úloha 45 (frízová). Ur£ete, kolik existuje typ· frízových vzor·, které mají navzájem r·zné sy-
metrie.

Jinými slovy, máme ur£it, kolik existuje � aº na izomor�smus � frízových grup. Je p°irozené
za£ít zkoumat r·zné frízové vzory a zkou²et se v problému trochu zorientovat. Takto nap°. zjis-
tíme, ºe 7 vzor· na obr. 27 má 7 r·zných (p°esn¥ji neizomorfních) grup symetrií. Ptáme se, zda /
existují dal²í frízové grupy, které nejsou izomorfní ºádné z t¥chto sedmi. . .

Moºné symetrie

Základní symetrie, kterou mají v²echny frízové vzory, je

• posunutí (nejkrat²í moºné ozn. t).
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Obrázek 27

Dále takový vzor m·ºe mít n¥kterou z následujících symetrií:

• osová soum¥rnost podle vodorovné osy (ozn. ox),

• osová soum¥rnost podle svislé osy (ozn. oy),

• st°edová soum¥rnost (ozn. sc),

• posunutá soum¥rnost ve sm¥ru vodorovné osy (ozn. gτ ).

Jednotlivé grupy m·ºeme za£ít rozli²ovat podle jejich generátor·. V kaºdém z t¥chto p°ípad·
pot°ebujeme rozli²it, co v²echno ony grupy obsahují, neboli co v²echno m·ºe vzniknout skládáním
generujících prvk·. Potom snadno rozpoznáme, které jsou navzájem izomorfní a které nikoli. . .

Skládání symetrií

Kv·li stru£n¥j²ímu vyjad°ování ozna£íme my²lenou frízovou grupu G. Kaºdá taková grupa má
podgrupu 〈t〉 = {tk | k ∈ Z}, kde stejn¥ jako vý²e t zna£í nejkrat²í moºné posunutí.

Za£neme sérií jednoduchých tvrzení, která budeme pot°ebovat a která je nejprve pot°eba
zd·vodnit. V²ude v následujícím je k ∈ Z a t ob£as zna£í vektor posunutí (tedy nikoli posunutí
jako transformaci):/
• oy ∈ G =⇒ oy′ ∈ G, kde y′ = tk(y),

• sc ∈ G =⇒ sc′ ∈ G, kde c′ = c+ kt,

• gτ ∈ G =⇒ τ = kt nebo τ = k
2 t,

• ox ∈ G⇐⇒ gt ∈ G,

• ox, oy′ ∈ G =⇒ sc ∈ G, kde c = x ∩ y′,
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• ox, sc ∈ G =⇒ oy′ ∈ G, kde y′ 3 c,

• oy, sc ∈ G, potom ox ∈ G⇐⇒ c ∈ y.

• oy, sc ∈ G a c 6∈ y =⇒ g t
2
∈ G.

Nyní vidíme, ºe krom¥ t (který je v²ude), sta£í uvaºovat jenom následujících n¥kolik generátor·:

ox, oy, sc, g t
2
.

V tuto chvíli tedy vidíme nejvý²e 24 = 16 moºností. . .

Záv¥r

Nyní víme, s £ím a jak po£ítat; za£neme tedy uvaºovat rozli£né generátory, ur£íme d·sledky,
porovnáme s dosud získanými grupami, kaºdou novou grupu zvýrazníme a doplníme n¥jaké ilu-
strace: /
• G = 〈t〉 LLL, QQQ

• G = 〈t, ox〉 = 〈t, ox, gt〉 CCC, EEE

• G = 〈t, oy〉 AAA, VVV

• G = 〈t, sc〉 NNN, SSS

• G = 〈t, g t
2
〉 LΓL

• G = 〈t, ox, oy〉 = 〈t, ox, oy, sc, gt〉 HHH, OOO

◦ G = 〈t, ox, sc〉 = 〈t, ox, sc, oy′ , gt〉

◦ G = 〈t, ox, g t
2
〉 = 〈 t2 , ox, g t

2
〉

• G = 〈t, oy, sc〉 =

{
〈t, oy, sc, ox, gt〉, pokud c ∈ y
〈t, oy, sc, g t

2
〉, pokud c 6∈ y VΛV

◦ G = 〈t, oy, g t
2
〉 = 〈t, oy, g t

2
, sc〉

◦ G = 〈t, sc, g t
2
〉 = 〈t, sc, g t

2
, oy〉

◦ Atd. . .

Dostáváme celkem 7 moºností, které nutn¥ musí korespondovat s t¥mi na obr. 27 � prove¤te
toto p°i°azení. /

Tímto jsme zd·vodnili, ºe na obr. 27 jsou skute£n¥ zastoupeny v²echny moºné frízové grupy
a jakákoli jiná frízová grupa je nutn¥ izomorfní n¥které z on¥ch sedmi:

V¥ta. Existuje práv¥ 7 typ· frízových vzor·, které mají navzájem r·zné symetrie.
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9.2 Poznámky

Úloha ]46 (tapetová). Dokaºte, ºe existuje práv¥ 17 typ· tapetových vzor·, které mají navzájem
r·zné symetrie.

10 Trisekce úhlu a ko°eny polynom·

Problém trisekce úhlu pat°í mezi slavné problémy starov¥ku, které odkazují na moºnosti euklei-
dovských konstrukcí, tzn. geometrických konstrukcí provád¥ných eukleidovským pravítkem a
kruºítkem. Charakterizace eukleidovsky sestrojitelných veli£in v odst. 17.1 dává tu²it, ºe °e²ení
tohoto geometrického problému musí být v podstat¥ algebraické. . .

Úloha 47 (t°etinová). Pro daný úhel rozhodn¥te, zda je moºné jej rozd¥lit na t°etiny pomocí
eukleidovského pravítka a kruºítka.

N¥které úhly zaru£en¥ rozt°etit lze (nap°. pravý úhel), s jinými si poradit neumíme. Jde o to,
jestli se v problému lze vyznat n¥jak koncep£n¥. . .

10.1 Algebra

Reformulace

Abychom získali kontrolu nad tímto problémem, diskutujeme sestrojitelnost n¥jaké délkové veli-
£iny p°idruºené k danému úhlu α, nap°. cosα, tgα apod. Vztah mezi cosα a cos 3α lze snadno
vyvodit ze sou£tových vzorc·:/

cos 3α = 4 cos3 α− 3 cosα.

Pokud ozna£íme a := cos 3α (dáno) a x := cosα (hledáno), potom p°edchozí rovnost je ekviva-
lentní

4x3 − 3x− a = 0. (40)

Pro srovnání, vztah mezi tgα a tg 3α je tento:/

tg 3α =
3 tgα− tg3 α

1− 3 tg2 α
,

Pokud ozna£íme b := tg 3α (dáno) a x := tgα (hledáno), potom p°edchozí rovnost je ekvivalentní

x3 − 3bx2 − 3x+ b = 0. (41)

Tímto je problém redukován na následující:

Úloha 48 (ad 47). Pro dané £íslo a (resp. b) rozhodn¥te, zda polynom (40) (resp. (41)) má
sestrojitelný ko°en x.

Obecná odpov¥¤ na tento dotaz není zatím z°ejmá, uvedená reformulace nám v²ak umoºní aspo¬
n¥co. . .
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Obecné poznatky

Tady na chvíli p°ejímáme zna£ení z odst. 17.1: Qk+1 zna£í algebraické roz²í°ení

Qk+1 := Qk[
√
dk],

kde dk ∈ Qk a Qk zna£í n¥jaké algebraické roz²í°ení t¥lesa Qk−1 atd., p°i£emº Q0 = Q.
Následující poznatky a jejich zd·vodn¥ní jsou velmi analogické tomu, co umíme °íct o ko°enech

polynom· s reálnými koe�cienty nad C = R[
√
−1]. . ./

V¥ta. Pro polynomy lichého stupn¥ s koe�cienty z Qk platí:

(1) Má-li polynom n¥jaký ko°en z Qk+1, pak má i ko°en z Qk.

(2) Odtud, speciáln¥, má-li polynom racionální koe�cienty a ko°en z Qk+1, pak má i ko°en
z Q.

(3) Odtud obrácen¥, nemá-li polynom s racionálními koe�cienty racionální ko°en, nemá ani
ko°en z ºádného roz²í°ení Qi!

Uºitek

Nyní sta£í vzpomenout, jak se hledají racionální ko°eny pro polynomy s racionálními koe�ci-
enty, a otestovat sílu p°edchozích úvah nap°. na následující úloze:

Úloha 49 (ad 48). Dokaºte, ºe (i) úhel 60◦, (ii) ºádný ostrý vnit°ní úhel v pravoúhlém trojúhel-
níku s odv¥snami 1 a 2 nelze eukleidovsky rozd¥lit na t°etiny.

. . . . . .

Nyní máme n¥kolik konkrétních eukleidovsky sestrojitelných úhl·, u kterých umíme zd·vod-
nit, ºe nejsou eukleidovsky rozt°etitelné. Z vý²e uvedeného v²ak vyplývá obecná charakterizace:

V¥ta. Úhel β lze eukleidovsky rozd¥lit na t°etiny práv¥ tehdy, kdyº polynom (40) je reduci-
bilní nad Q[a], kde a = cosβ.

10.2 Poznámky

Konstrukce s ozna£eným pravítkem

S problémem trisekce úhlu souvisí následující úloha:

Úloha 50 ([MO]). Libor narýsoval kruºnici se st°edem S a body A, B, C, D, viz obr. 28. Zjistil,
ºe úse£ky SC a BD jsou stejn¥ dlouhé. V jakém pom¥ru jsou velikosti úhl· ASC a ABC?

Na této znalosti je zaloºena trisekce úhlu pomocí �ozna£eného pravítka� , jak ji znal jiº Ar-
chimédés. . .
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A B

C

D

S

Obrázek 28

Pravidelné mnohoúhelníky

Konstrukce pravidelného n-úhelníku evidentn¥ souvisí s problémem trisekce úhlu, akorát je pod-
statn¥ redukována mnoºina úhl· do diskuze. V [E] najdeme konstrukce pro n = 3, 4, 5 a 15. Pro
kaºdý sestrojitelný pravidelný k-úhelník, není problém sestrojit taky pravidelný 2k-úhelník. Tzn.
úloha je °e²itelná také pro n = 6, 8, 10, 12, 16, 20 a dal²í.

Úloha ]51 (Gaussova�Wantzelova). Dokaºte, ºe pravidelný n-úhelník lze sestrojit eukleidovským
pravítkem a kruºítkem práv¥ tehdy, kdyº n je sou£inem libovolné mocniny 2 a navzájem r·zných
Fermatových prvo£ísel.

Fermatovo prvo£íslo je prvo£íslo tvaru Fk = 22
k

+ 1. K dne²nímu dni22 je známo pouze p¥t
Fermatových prvo£ísel:

F0 = 3, F1 = 5, F2 = 17, F3 = 257, F4 = 65 537.

Úloha sestrojitelnosti pravidelného n-úhelníku tedy není °e²itelná pro n = 7, 9, 11, 13, 14, 18, 19, 21, . . .

2221. zá°í 2016



KAPITOLA II

Zázemí a dal²í p°íklady

11 Matematická indukce

Matematickou indukci pot°ebujeme ke korektnímu zobec¬ování po°ád, viz . . .

11.1 Prostá matematická indukce

Princip matematické indukce v její nejjednodu²²í a nej£ast¥ji pouºívané podob¥ se srozumiteln¥
vysv¥tluje pomocí dominového efektu, viz obr. 29. Podstatné p°i této interpretaci je, ºe uvaºujeme
výhradn¥ dílky postavené v jedné °ad¥! V takovém p°ípad¥ m·ºeme roz²í°it princip dominového
efektu pro nekone£ný po£et dílk·. . .

Obrázek 29

Za touto popularizací samoz°ejm¥ vidíme p°irozená £ísla, jakoºto prototyp nekone£né dob°e
uspo°ádané mnoºiny. Ve v²ech následujících formulacích zna£í V (n) n¥jakou (libovolnou) vý-
rokovou formuli, která závisí na n ∈ N.
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Princip (matematické indukce). P°edpokládejme, ºe

• platí V (1),

• pro libovolné k ∈ N platí (V (k) =⇒ V (k + 1)).

Potom platí V (n) pro v²echna n ∈ N.

Vzpome¬te si, ºe v Peanov¥ axiomatickém popisu p°irozených £ísel je princip matematické in-
dukce jedním z axióm·.

�asto uºíváme matematickou indukci v r·zn¥ pozm¥n¥ných podobách. Typickou variantou
je omezení typu n ≥ n0, kde n0 je n¥jaké p°irozené £íslo r·zné od 1, viz nap°. úlohu 12. (Ta-
kové modi�kace m·ºeme uvaºovat i u v²ech následujících formulací, coº uº znova p°ipomínat
nebudeme.)

11.2 Silná matematická indukce

U n¥kterých úloh s vý²e zformulovaným principem nevysta£íme a pot°ebujeme matematickou
indukci v pon¥kud siln¥j²í podob¥, viz nap°. úlohu 37. Pokud tedy °e²íme p°edchozí úlohu ma-
tematickou indukcí, musíme pouºít o n¥co siln¥j²í princip:

Princip (siln¥j²í matematické indukce). P°edpokládejme, ºe

• platí V (1) a V (2),

• pro libovolné k ∈ N platí (V (k) ∧ V (k + 1) =⇒ V (k + 2)).

Potom platí V (n) pro v²echna n ∈ N.

Tento princip m·ºeme nadále podle pot°eby zesilovat aº k následujícímu:

Princip (silné matematické indukce). P°edpokládejme, ºe platí

• (V (k) pro v²echna k ∈ N) =⇒ V (k + 1).

Potom platí V (n) pro v²echna n ∈ N.

Typické a velmi dob°e známé tvrzení, které se dokazuje pomocí tohoto principu, je v následující
úloze:

Úloha 52. Dokaºte, ºe kaºdé celé £íslo v¥t²í neº 1 je sou£inem prvo£ísel.

11.3 Poznámky a modi�kace

Zobecn¥ní principu matematické indukce pro libovolnou dob°e uspo°ádanou mnoºinu vypadá
takto:
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Princip (trans�nitní indukce). P°edpokládejme, ºe M je dob°e uspo°ádaná mnoºina, k, l ∈
M a platí

• (V (k) pro v²echna k < l) =⇒ V (l).

Potom platí V (n) pro v²echna n ∈M .

Úloha 53. Najd¥te ve svých poznámkách z teorie mnoºin n¥jaké tvrzení, které se dokazuje pomocí
trans�nitní indukce.

Související metodou je tzv. princip nekone£ného sestupu, lépe °e£eno princip nemoºnosti
nekone£ného sestupu. Zde op¥t uvaºujeme mnoºinu p°irozených £ísel, a£koli lze princip formulovat
obecn¥ji.

Princip (nekone£ného sestupu). P°edpokládejme, ºe k, l ∈ N a platí

• V (l) =⇒ (existuje k < l takové, ºe V (k)).

Potom V (n) nem·ºe platit pro ºádné n ∈ N.

Jedná se o d·kazovou metodu sporem, jeº odkazuje práv¥ na fakt, ºe existuje jenom kone£n¥
mnoho p°irozených £ísel, která jsou men²í neº dané £íslo. Typické uºití tohoto principu najdete
v °e²ení proslulé úlohy 15 na str. 19. . .

12 D¥litelnost

12.1 V¥ta o d¥lení se zbytkem

Zde zformulujeme v¥tu o d¥lení se zbytkem a p°ipomeneme, ºe platí nejen v okruhu celých £ísel,
ale taky nap°. v okruhu polynom·. . . . . .

12.2 Eukleid·v algoritmus a d·sledky

Eukleid·v algoritmus pro nalezení nejv¥t²ího spole£ného d¥litele (NSD) celých £ísel lze najít na
za£átku VII. knihy Základ· [E]. . .

Bezprost°edním d·sledkem je následující tvrzení:

V¥ta (Bezoutova). Je-li NSD(a, b) = d, pak existují celá £ísla k a l taková, ºe platí

ak + bl = d.

�ísla k a l obdrºíme zp¥tným dosazováním jednotlivých krok· Eukleidova algoritmu, tzn. lze je
vyjád°it i pro pom¥rn¥ velké a a b docela efektivním zp·sobem. . .

12.3 Kongruence

Tady p°ipomeneme ekvivalentní úpravy kongruencí. V porovnání s ekvivalentními úpravami rov-
ností je tu jeden chyták. . .
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12.4 Eulerova funkce a Eulerova v¥ta

Eulerova funkce je zobrazení ϕ : N→ N, které lze de�novat r·zn¥: je-li b = pα1
1 ·p

α2
2 · · · · prvo£í-

selný rozklad £ísla b, potom hodnota ϕ(b) je

ϕ(b) = (pα1
1 − p

α1−1
1 ) ·(pα2

2 − p
α2−1
2 ) · · · ·

= b ·
(

1− 1

p1

)
·
(

1− 1

p2

)
· · · ·

= po£et £ísel od 1 do b, která jsou nesoud¥lná s b;

(42)

je-li b = 1, de�nuje se ϕ(b) = 1. Pokud bereme první rovnost v (42) jako de�nující, potom
zd·vodn¥ní druhé rovnosti je velmi prosté. Zd·vodn¥ní t°etí rovnosti není sice t¥ºké, ale není ani
triviální, viz [HK�]. . ./

V¥ta (Eulerova). Jsou-li a ∈ Z a b ∈ N nesoud¥lná £ísla, potom platí

aϕ(b) ≡ 1 mod b. (43)

Eulerova v¥ta je zobecn¥ním tzv. malé Fermatovy v¥ty, kterou lze za p°edpokladu, ºe p je prvo£íslo
a a je libovolné s ním nesoud¥lné £íslo, formulovat takto:

ap−1 ≡ 1 mod p. (44)

Pro nás asi nejsrozumiteln¥j²í zd·vodn¥ní Eulerovy v¥ty lze najít v rámci teorie kone£ných grup,
s odkazem na v¥tu Lagrangeovu. . . 1/

13 Ko°eny polynom· aneb algebraické rovnice

Tady p°ipomeneme n¥co o ko°enech polynom·, a to v£etn¥ základní v¥ty algebry. . .
V podkap. 10 (konkrétn¥ v °e²ení úlohy 49 na str. 51) jsme vzpomínali na následující nutnou

podmínku pro racionální ko°eny polynom· s celo£íselnými koe�cienty:

V¥ta. Uvaºme polynom
P (x) = anx

n + · · ·+ a1x+ a0

s celo£íselnými koe�cienty, kde an a a0 jsou nenulové. Pokud x = p
q je racionálním ko°enem

polynomu P a toto vyjád°ení je v nesoud¥lném tvaru (tj. NSD(p, q) = 1), potom

p d¥lí a0 a q d¥lí an.

Protoºe kaºdé celé £íslo má jen kone£ný po£et d¥litel·, dostáváme pro libovolný celo£íselný
polynom jenom kone£ný po£et racionálních kandidát· na ko°eny. Ty pak sta£í postupn¥ otestovat,
zda jimi skute£n¥ jsou. . .

1http://en.wikipedia.org/wiki/Euler's_theorem

http://en.wikipedia.org/wiki/Euler's_theorem
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14 Diferenciální a integrální po£ty

Vstupenkou do sv¥ta vy²²í matematiky je pojem limity. Limitní úvahy jsou patrné jak za po-
jmem derivace, tak integrálu. Tady shrnujeme pouze nejzákladn¥j²í základy. N¥kolik dal²ích
post°eh·/vlastností lze najít v paralelní podkap. 15. . .

14.1 Limita, spojitost, derivace

V²echny níºe uvedené pojmy mají své levé/pravé varianty, p°íp. roz²í°ení z bodu na n¥jaké
podmnoºiny de�ni£ního oboru. . .

Limita

V²echny moºné limity, které jsme kdy potkali, lze shrnout do následující neformální (ale po°ád
celkem p°esné) de�nice:

Zobrazení f : X → Y má v bod¥ x0 ∈ X limitu L ∈ Y , pokud se body, které jsou dostate£n¥
�blízko� k x0, av²ak jsou r·zné od x0, zobrazují na body, které jsou libovoln¥ �blízko� k L.

V takovém p°ípad¥ pí²eme f(x)→ L pro x→ x0 nebo lim
x→x0

f(x) = L.

D·raz klademe na slovo libovoln¥, aby bylo z°ejmé, ºe nesta£í, kdyº se hodnoty f(x) �blíºí�
k L, ale ºe tato �blízkost� musí um¥t být libovoln¥ malá!

Z formulace je patrné, ºe limitu lze uvaºovat pouze pro zobrazení mezi takovými mnoºinami,
kde jsme schopni dát n¥jaký význam výraz·m v uvozovkách. Obecn¥ lze �blízkost� charakteri-
zovat pomocí okolí bod·:

Zobrazení f : X → Y má v bod¥ x0 ∈ X limitu L ∈ Y , pokud pro kaºdé okolí OL ⊆ Y bodu
L existuje okolí Ox0

⊆ X bodu x0 tak, ºe platí

f(Ox0
\ {x0}) ⊆ OL.

Pro prostory typu Rn se zpravidla uvaºují hodn¥ symetrická okolí, jejichº �velikost� se m¥°í
pomocí n¥jaké (ne nutn¥ eukleidovské) metriky a vyjad°uje se pomocí písmenek δ (pro dosta-
te£n¥) a ε (pro libovoln¥). . . /

Pro posloupnosti je X = N, a protoºe N je diskrétní mnoºina, jediné limity, které má smysl
uvaºovat, jsou limity �pro x dostate£n¥ blízko ∞� , neboli pro �dostate£n¥ velká x� . . .

Spojitost

Zobrazení f : X → Y je v bod¥ x0 ∈ X spojité, pokud je v tomto bod¥ de�nováno, má v
tomto bod¥ limitu a tato limita je rovna funk£ní hodnot¥, tj.

lim
x→x0

f(x) = f(x0).
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Pomocí okolí, m·ºeme totéº formulovat následovn¥:

Zobrazení f : X → Y je v bod¥ x0 ∈ X spojité, pokud pro kaºdé okolí OL ⊆ Y bodu L
existuje okolí Ox0

⊆ X bodu x0 tak, ºe platí

f(Ox0) ⊆ OL.

Nutnou podmínkou spojitosti je existence limity; tato podmínka v²ak není dostate£ná. . ./
Derivace

Pojem derivace jsme se u£ili pro reálné funkce jedné, resp. více reálných prom¥nných (tzn. vzhle-
dem k p°edchozímu zna£ení uvaºujeme Y = R a X = R, resp. X = Rn). Derivace funkce
f : R → R m¥°í okamºitou rychlost, s jakou se m¥ní hodnoty funkce f v závislosti na pro-
m¥nné x. Pro funkce více prom¥nných f : Rn → R m·ºeme uvaºovat, jak se funkce m¥ní
vzhledem k jednotlivým prom¥nným (parciální derivace) nebo obecn¥ji, jak se m¥ní v obecném
sm¥ru (sm¥rové derivace). . .

Okamºitá rychlost zm¥ny je limitou pr·m¥rných rychlostí, coº p°esn¥ obsahem v následující
formulace:

Derivace funkce f : R→ R v bod¥ x0 ∈ R je následující limita (pokud existuje)

f ′(x0) := lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
.

Nutnou podmínkou existence derivace je spojitost; tato podmínka v²ak není dostate£ná. . ./
Diskrétní analogií derivace (funkce) je diference (posloupnosti), viz odst. 15.1. . .

14.2 Riemann·v a Newton·v integrál

Názorné cvi£ení k pojmu ur£itého integrálu je v odst. 6.2. . .

Riemann·v integrál

Obecný Riemann·v integrální sou£et funkce f na intervalu 〈a, b〉 závisí na d¥lení D tohoto inter-
valu na podintervaly 〈xi, xi+1〉, kde

a = x0 < x1 < · · · < xn = b,

a výb¥ru V reprezentujících bod· ci ∈ 〈xi, xi+1〉, a to následujícím zp·sobem:

S(D,V ) :=

n∑
i=0

f(ci) ·∆xi, (45)

kde ∆xi := xi+1 − xi.
Délka nejdel²ího podintervalu d¥lení D se nazývá normou tohoto d¥lení. Pokud platí, ºe s

libovolným zjem¬ujícím se d¥lením a libovolným jemu p°íslu²ným výb¥rem reprezentujících bod·
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Obrázek 30: Riemann·v integrální sou£et funkce f(x) = x2−3x2 +1 na intervalu 〈−1, 2〉
odpovídající ekvidistantnímu d¥lení na 7 podinterval· a výb¥ru reprezentujících bod· v
polovinách t¥chto podinterval·.

Riemannovy sou£ty konvergují, a to pokaºdé ke stejnému £íslu, potom °íkáme, ºe funkce je na
daném intervalu riemannovsky integrovatelná. P°esn¥ji °e£eno:

Funkce f je riemannovsky integrovatelná na intervalu 〈a, b〉, jestliºe existuje reálné £íslo I
takové, ºe pro dostate£n¥ jemná d¥lení D tohoto intervalu � s naprosto libovolnými výb¥ry
V � jsou odpovídající Riemannovy sou£ty S(D,V ) libovoln¥ blízko I, neboli

lim
norma(D)→0

S(D,V ) = I.

V takovém p°ípad¥ pí²eme I =
b∫
a

f(x) dx a toto £íslo nazýváme Riemannovým ur£itým

integrálem. . .

Nutnou podmínkou integrovatelnosti je omezenost; tato podmínka v²ak není dostate£ná. . .
Dostate£nými podmínkami integrovatelnosti je nap°. spojitost nebo monotónnost; tyto

podmínky v²ak nejsou nutné. . . /
Metoda

Pokud víme, ºe funkce f je na intervalu 〈a, b〉 integrovatelná, je moºné odpovídající integrál ur£it
následujícím zp·sobem:

(1) zvolíme jednu libovolnou posloupnost d¥lení (D1, D2, . . . ), jejíº norma konverguje k 0,

(2) pro kaºdé n vybereme úpln¥ libovoln¥ reprezentující body Vn p°íslu²né d¥lení Dn,

(3) vyjád°íme posloupnost odpovídajících Riemannových sou£t· S(Dn, Vn) podle (45),

(4) spo£ítáme limitu a podtrhneme výsledek:

b∫
a

f(x) dx = lim
n→∞

S(Dn, Vn). (46)
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Toto je p°esn¥ postup, který jsme aplikovali v °e²ení (d) úlohy 34. Kritickým místem této me-
tody je samoz°ejm¥ krok (3), kdy pot°ebujeme vyjád°it sou£et S(Dn, Vn) v uzav°eném tvaru v
závislosti na n. . .

Ekvivalentní de�nice

K pojmu riemannovské integrovatelnosti se lze ekvivalentn¥ dobrat následujícím zp·sobem:
Omezená funkce má na kaºdém intervalu supremum a in�mum. Pro d¥lení D intervalu 〈a, b〉

ozna£íme na kaºdém podintervalu in�mum, resp. supremum funkce f jako

mi := inf
x
{f(x)}, resp. Mi := sup

x
{f(x)},

kde x ∈ 〈xi, xi+1〉. Dolním, resp. horním integrálním sou£tem funkce f vzhledem k d¥lení D pak
nazýváme £íslo

S(D, inf) :=

n∑
i=1

mi ·∆xi, resp. S(D, sup) :=

n∑
i=1

Mi ·∆xi.

Vztah mezi v²emi typy sou£t·, o kterých jsme dosud mluvili, je

S(D, inf) ≤ S(D,V ) ≤ S(D, sup),

kde D je libovolné d¥lení a V je libovolný jemu p°íslu²ný výb¥r reprezentujících bod·.

Obrázek 31: Dolní a horní integrální sou£et funkce f(x) = x2 − 3x2 + 1 na intervalu
〈−1, 2〉 odpovídající ekvidistantnímu d¥lení na 7 podinterval·.

Mnoºina v²ech dolních, resp. horních sou£t· je vzhledem ke v²em moºným d¥lením intervalu
〈a, b〉 omezená. To mimo jiné znamená, ºe kaºdá z t¥chto mnoºin má supremum a in�mum. Dv¥
z t¥chto £ísel se tradi£n¥ zna£í

b∫
a

f(x) dx := sup
D
{S(D, inf)}, resp.

b∫
a

f(x) dx := inf
D
{S(D, sup)}

a nazývají se dolní, resp. horní integrál funkce f na intervalu 〈a, b〉. Slibovaná charakterizace
integrovatelnosti je tato:
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V¥ta (Darbouxova). Funkce f , která je omezená na intervalu 〈a, b〉, je riemannovsky inte-
grovatelná práv¥ tehdy, kdyº odpovídající dolní a horní integrál jsou stejná £ísla. V takovém

p°ípad¥ platí
b∫
a

f(x) dx =
b∫
a

f(x) dx =
b∫
a

f(x) dx.

Newtonova�Leibnizova v¥ta

Základní, krásná, extrémn¥ uºite£ná a na první pohled rozhodn¥ p°ekvapující Newtonova a Leib-
nizova v¥ta odhaluje souvislosti mezi integrováním a derivováním. . .

V¥ta (Základní v¥ta integrálního po£tu).

(1) Pokud funkce f je spojitá na intervalu 〈a, b〉, potom funkce F (x) :=
x∫
a

f(t) dt je její

primitivní funkcí, tj. F (x) má derivaci v kaºdém bod¥ tohoto intervalu a platí

F ′(x) =
d

dx

 x∫
a

f(t) dt

 = f(x). (47)

(2) Pokud funkce f je riemannovsky integrovatelná na intervalu 〈a, b〉 a F je (libovolná)
primitivní funkce k funkci f na tomto intervalu, potom platí

b∫
a

f(x) dx = F (b)− F (a). (48)

Poznámky k d·kazu. Intuitivní zd·vodn¥ní první £ásti v¥ty je na obr. 32.
Pro spojité funkce je druhá £ást v¥ty bezprost°edním d·sledkem £ásti první; v této obecn¥j²í

podob¥ se dokazuje s odkazem na Lagrangeovu v¥tu o st°ední hodnot¥. . . /
Z první £ásti v¥ty se mimo jiné dozvídáme, ºe kaºdá spojitá funkce je derivací n¥jaké jiné

funkce, neboli, ºe ke kaºdé spojité funkci existuje funkce primitivní. Pokud bychom uvaºovali
pouze integrovatelnost (a nikoli spojitost) f , potom by funkce F byla spojitá (ale ne nutn¥
diferencovatelná). . .

Metoda

Pokud víme, ºe funkce f je na intervalu 〈a, b〉 integrovatelná, je moºné odpovídající integrál ur£it
následujícím zp·sobem:

(1) najdeme funkci F , která je primitivní k funkci f na 〈a, b〉,

(2) dosadíme meze jako v (48) a podtrhneme výsledek.

Toto je p°esn¥ postup, který jsme aplikovali v °e²ení (e) úlohy 34. Kritickým místem této metody
je samoz°ejm¥ krok (1), kdy pot°ebujeme vyjád°it primitivní funkci k f , a to v uzav°eném
tvaru. . .
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Obrázek 32: Rychlost, s jakou koberec pokrývá podlahu, odpovídá jeho ²í°ce v p°íslu²ném
bod¥: dA

dx = f(x).

15 Diferen£ní a suma£ní po£ty

V této £ásti se vracíme ke dv¥ma otázkám, kterým jsme se £áste£n¥ v¥novali uº d°íve:

• Jak vyjád°it n-tý sou£et posloupnosti, pokud moºno v uzav°eném tvaru?

• Jak vyjád°it n-tý £len posloupnosti, která je zadána rekurentním vztahem?

N¥jakou p°edstavu o obou t¥chto problémech máme z podkap. 4 a 7. V podkap. 5 jsme si mohli
v²imnout jisté symbiózy mezi kone£nými, resp. nekone£nými sou£ty a ur£itými, resp. nevlastními
integrály. Tyto vztahy chápeme jako diskrétní a spojitou stranu jedné mince. V matematické
analýze jsme p°eváºn¥ studovali tu druhou stranu mince, té první se budeme trochu d·kladn¥ji
v¥novat nyní. Za£neme tím, ºe doplníme diskrétní prot¥j²ky k t¥m nejzákladn¥j²ím pojm·m.
Tady je stru£ný p°ehled:

posloupnost a : N→ R funkce f : R→ R

diference ∆an = an+1 − an derivace f ′(x) = lim
h→0

f(x+h)−f(x)
h

primitivní posloupnost ∆An = an primitivní funkce F ′(x) = f(x)

neur£itý sou£et
∑
an = An + C neur£itý integrál

∫
f(x) dx = F (x) + C

kone£ný sou£et
j∑
n=i

an = Aj+1 −Ai ur£itý integrál
b∫
a

f(x) dx = F (b)− F (a)

°ada
∞∑
n=i

an = lim
j→∞

j∑
n=i

an nevlastní integrál
∞∫
a

f(x) dx = lim
b→∞

b∫
a

f(x) dx

Stru£ný úvod do problematiky a n¥jaké dal²í odkazy lze najít v [G]. Odstavce odpovídající
diferenciálním po£t·m, integrálním po£t·m, resp. diferenciálním rovnicím (jak je známe z kurz·
mat. analýzy I, II, resp. III) jsou diferen£ní po£ty, suma£ní po£ty, resp. diferen£ní rovnice.

15.1 Diferen£ní po£ty

Diskrétní verzí derivace funkce je diference posloupnosti.
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Diference

Diference posloupnosti (an) je posloupnost (∆an) de�novaná vztahem ∆an = an+1 − an. Ne
kaºdá funkce má derivaci, zato kaºdá posloupnost má diferenci. De�nici a obecné vlastnosti
operátoru ∆ shrnujeme v následující tabulce:2

∆an = an+1 − an f ′(x) = lim
h→0

f(x+h)−f(x)
h

∆2an = ∆(∆an) = ∆an+1 −∆an f ′′(x) = (f ′(x))′ = lim
h→0

f ′(x+h)−f ′(x)
h

...
...

∆(an + bn) = ∆an + ∆bn (f + g)′ = f ′ + g′

∆(c ·an) = c ·∆an (c ·f)′ = c ·f ′

∆(an ·bn) = an ·∆bn + ∆an ·bn+1 (f ·g)′ = f ·g′ + f ′ ·g

Máme namí°eno ke konkrétnímu uºití diferen£ního po£tu, takºe budeme pot°ebovat diference
n¥kterých uºite£ných posloupností.

Úloha 54. Ur£ete diferenci (i) aritmetické, (ii) geometrické a (iii) Fibonacciho posloupnosti.

(i) Pro aritmetickou posloupnost s diferencí d z°ejm¥ platí ∆an = d.

(ii) Pro geometrickou posloupnost s kvocientem q je ∆an = an ·q − an = (q − 1) ·an.

(iii) Pro Fibonacciho posloupnost platí ∆an = (an + an−1)− an = an−1.

Geometrická posloupnost je exponenciální vzhledem k n a její diference je typov¥ stejná.
Aritmetická posloupnost je lineární vzhledem k n a její diferencí je konstantní posloupnost.

Diferencí konstantní posloupnosti je samoz°ejm¥ nulová posloupnost. Obecn¥ji, pro posloupnosti
tvaru an = nr platí

∆nr = (n+ 1)r − nr = rnr−1 +
r(r − 1)

2
nr−2 + · · ·+ 1.

Vidíme, ºe diferencí se sniºuje stupe¬ exponentu o jedni£ku, ale výsledný výraz vypadá jaksi
komplikovan¥. P°i následujícím uºite£ném zna£ení

nr := n(n− 1) · · · (n− r + 1) =
n!

(n− r)!
(49)

se snadno zd·vodní, ºe platí /
∆nr = r ·nr−1.

Zde jsme uvaºovali r ∈ N, ale de�nici nr lze p°irozen¥ roz²í°it tak, ºe p°edchozí rovnost platí pro
libovolné r ∈ R.3

2V kaºdém díl£ím p°ehledu budeme pro porovnání dopl¬ovat odpovídající vztahy ze spojitého sv¥ta.
3Pro r = 0 se vezme n0 := 1; pro r = −1,−2, . . . se de�nuje nr := 1

(n+1)···(n−r)
; pro necelo£íselné hodnoty r

se pouºije gamma funkce nr :=
Γ(n+1)

Γ(n−r+1)
.
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Záv¥r

Dva d·sledky p°edchozího rozvaºování, na které se hodláme odkazovat, jsou tyto (rovnosti platí
pro libovolné q, r ∈ R a n ∈ N):

∆qn = (q − 1) ·qn (qx)′ = ln q ·qx

∆nr = r ·nr−1 (xr)′ = r ·xr−1
(50)

Úloha 55. V p°edchozím p°ehledu dokaºte v²echny rovnosti, které nejsou na první pohled z°ejmé.

/

15.2 Suma£ní po£ty

Diskrétní verzí ur£itého integrálu je kone£ný sou£et. O tom obecn¥ není moc povídat, takºe za-
£neme oklikou, abychom se ke kone£ným sou£t·m vrátili v tzv. základní v¥t¥ suma£ního po£tu. . .

Primitivní posloupnost a neur£itý sou£et

Posloupnost (An) taková, ºe platí

∆An = an F ′(x) = f(x)

se jmenuje primitivní posloupnost, p°íp. antidiference (an). Kaºdá posloupnost (an) má mnoho
r·zných primitivních posloupností, v²echny se v²ak od sebe li²í jenom o n¥jakou konstantu C ∈ R.
Obecné primitivní posloupnosti k (an) se °íká neur£itý sou£et a zna£í se

∑
an = An + C

∫
f(x) dx = F (x) + C

D·vod tohoto pojmenování a zna£ení by m¥l být z°ejmý z následujícího pododstavce. . .
Nyní uvádíme dva z°ejmé d·sledky (50), na které se budeme n¥kolikrát odkazovat (rovnosti

platí pro libovolné q, r ∈ R a n ∈ N):/

∑
nr = nr+1

r+1 + C
∫
xr dx = xr+1

r+1
+ C∑

qn = qn

q−1 + C
∫
qx dx = qx

ln q
+ C

(51)

Kone£ný aneb ur£itý sou£et

Pro libovolnou posloupnost (an) uvaºme posloupnost (An) de�novanou jako

An := a1 + · · ·+ an−1 =

n−1∑
k=1

ak. (52)
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Potom pro libovolné n ∈ N z°ejm¥ platí ∆An = an, neboli (An) je primitivní posloupností k
posloupnosti (an). P°i tomto zna£ení navíc pozorujeme, ºe

j∑
k=i

ak = ai + · · ·+ aj = (a1 + · · ·+ aj)− (a1 + · · ·+ ai−1) = Aj+1 −Ai. (53)

Tím jsme zd·vodnili následující analogii v¥ty 14.2:

V¥ta (Základní v¥ta suma£ního po£tu).

(1) Pro libovolnou posloupnost (an) je posloupnost (An :=
n−1∑
k=1

ak) její primitivní posloup-

ností, tj.

∆An = ∆

(
n−1∑
k=1

ak

)
= an F ′(x) = d

dx

(
x∫
a

f(t) dt

)
= f(x)

(2) Pokud (An) je (libovolná) primitivní posloupnost k posloupnosti (an), potom platí

j∑
k=i

ak = Aj+1 −Ai
b∫
a

f(x) dx = F (b)− F (a)

V²imn¥te si, ºe � na rozdíl od v¥ty 14.2 � tato v¥ta neobsahuje ºádné omezující p°edpoklady.
Navíc zd·vodn¥ní této v¥ty je o poznání primitivn¥j²í: sta£ilo nám k tomu práv¥ p¥t °ádk·!

Metoda

Kaºdá posloupnost (an) má pro libovolné i a j ur£itý sou£et
j∑
k=i

ak. Tento sou£et je moºné p°ímo

(tj. bez matematické indukce) ur£it následujícím zp·sobem:

(1) najdeme posloupnost (An), která je vzhledem k (an) primitivní,

(2) dosadíme meze jako v (53) a podtrhneme výsledek.

Toto je p°esn¥ postup, který jsme poprvé aplikovali ve zd·vodn¥ní (d) v¥ty 4.2. Kritickým místem
této metody je samoz°ejm¥ krok (1), kdy pot°ebujeme vyjád°it primitivní posloupnost k dané
posloupnosti, a to v uzav°eném tvaru. . .

Úloha 56. Ur£ete n-tý sou£et (i) aritmetické, (ii) geometrické a (iii) Fibonacciho posloupnosti.

�e²ení. Ve v²ech t°ech p°ípadech umíme vyjád°it an pomocí n a tato závislost je bu¤ mocninná
nebo exponenciální. Podle (51) tedy umíme najít primitivní posloupnost An a podle v¥ty 15.2 pak
m·ºeme ur£it kterýkoli sou£et se nám zlíbí. Nap°. vyjád°ení n-tého £áste£ného sou£tu geometrické
posloupnosti an = a1q

n−1 vypadá podle tohoto návodu následovn¥:∑
ak = a1

qk−1

q − 1
+ C,

n∑
k=1

ak = a1
qn

q − 1
− a1

q0

q − 1
= a1

qn − 1

q − 1
.
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Posloupnosti v p°edchozí úloze umíme celkem pohodln¥ se£íst i bez diferen£ního po£tu, takºe
nám tento postup nemusí p°ijít úpln¥ atraktivní. Práv¥ nabyté dovednosti bychom v²ak m¥li
docenit v p°ípadech jako nap°. (19) na str. 23, které se bez nápov¥dy °e²í dost t¥ºko. . .

15.3 Rekurentní vztahy aneb diferen£ní rovnice

�e²ení úlohy 35 m·ºeme interpretovat jako °e²ení jednoduché diferen£ní rovnice prvního °ádu
(∆an = n+ 1) s po£áte£ní podmínkou (a1 = 2). Obecné diferen£ní rovnice prvního, druhého, . . .
°ádu jsou rovnice tvaru

∆an = ϕ(n, an) f ′(x) = ϕ(x, f(x))

∆2an = ϕ(n, an,∆an) f ′′(x) = ϕ(x, f(x), f ′(x))

...
...

kde ϕ je n¥jaká funkce dvou, t°ech, . . . prom¥nných. Rozepsáním ∆, ∆2, . . . lze kaºdou diferen£ní
rovnici psát jako

an+1 = ψ(n, an),

an+2 = ψ(n, an, an+1),

...

To jsou známé rekurentní vztahy, se kterými jsme se potkali jiº mnohokrát.

Úloha 57. Najd¥te v tomto textu dal²í rekurentní vztahy, resp. diferen£ní rovnice.

�¥²ení. V úloze 36 o hanojských v¥ºích jsme m¥li posloupnost (an) popsánu rekurentním vzta-
hem, resp. diferen£ní rovnicí

an+1 = 2an + 1, resp. ∆an = an + 1

s po£áte£ní podmínkou a1 = 1. Podobn¥, aritmetická, geometrická a Fibonacciho posloupnost
jsou ur£eny rekurentními vztahy, resp. diferen£ními rovnicemi

an+1 = an + d, resp. ∆an = d,

an+1 = q ·an, resp. ∆an = (q − 1)an,

an+2 = an+1 + an, resp. ∆2an = an −∆an.

Lineární diferen£ní rovnice

V²echny uvedené vztahy/rovnice mají spole£né to, ºe jsou lineární, tzn. jednoduché. Ukáºeme
si, jak najít °e²ení t¥chto rovnic p°ímo, tj. bez matematické indukce. Lineární diferen£ní rovnice
jsou rovnice, které je moºné p°epsat ve tvaru

an+1 = kn ·an + rn f ′(x) = k(x) ·f(x) + r(x)

an+2 = kn ·an+1 + ln ·an + rn f ′′(x) = k(x) ·f ′(x) + l(x) ·f(x) + r(x)

...
...

kde koe�cienty (kn), (ln), (rn) jsou n¥jaké posloupnosti. Pokud je rn = 0, pak se rovnice jmenuje
homogenní a práv¥ s t¥mi za£neme.
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Úloha 58. Najd¥te v p°edchozím vý£tu homogenní lineární diferen£ní rovnice a ur£ete jejich
obecná °e²ení.

�e²ení. Z uvedených rovnic to jsou práv¥ rovnice popisující geometrickou a Fibonacciho posloup-
nost. V obou p°ípadech jsou v²echny koe�cienty konstantní, coº d¥lá úlohu výrazn¥ jednodu²²í.
Obecným °e²ením rovnice

an+1 = q ·an

je kaºdá geometrická posloupnost tvaru an = C ·qn, kde C ∈ R je libovolná konstanta.
Z p°edchozí rovnice plyne, ºe an+2 = q2 ·an, coº má následující uºite£né d·sledky: Pokud by

kvocient q byl °e²ením algebraické rovnice x2 = k ·x + l, potom by geometrická posloupnost qn

z°ejm¥ byla °e²ením diferen£ní rovnice

an+2 = k ·an+1 + l ·an.

P°itom kaºdý její násobek by taky byl °e²ením a pro dv¥ r·zná °e²ení by také jejich sou£et byl °e-
²ením. Odtud plyne návod, jak hledat obecné °e²ení rovnic tohoto typu, který jsme demonstrovali /
na rovnici popisující Fibonacciho posloupnost v úloze 37 na str. 40.

Úloha 59. Najd¥te v p°edchozím vý£tu nehomogenní lineární diferen£ní rovnice a ur£ete jejich
obecná °e²ení.

�e²ení. Velmi speciální rovnice tohoto typu jsou rovnice popisující aritmetickou posloupnost
a rovnice z úlohy 35. Speciálnost spo£ívá v tom, ºe ob¥ tyto rovnice lze vyjád°it ve tvaru

∆an = rn,

tudíº obecné °e²ení je an =
∑
rn + C, kde C ∈ R. Dal²ím p°íkladem nehomogenní lineární

diferen£ní rovnice byla rovnice z úlohy 36 o hanojských v¥ºích. . .

15.4 Poznámky

V souvislosti s ur£ováním sou£t· posloupností typu an = nr pot°ebujeme hned zkraje °e²it
následující úlohu, která m·ºe být zajímavá sama o sob¥:

Úloha 60. Vyjád°ete nr jakoºto lineární kombinaci ni pro i = 1, . . . , r.

�e²ení. Z p°ede²lého víme, ºe
n1 = n1, n2 = n2 + n1.

Podobn¥ se zd·vodní, ºe

n3 = n3 + 3n2 + n1, n4 = n4 + 6n3 + 7n2 + n1, . . .

Zajímavou diskuzi k moºnému zobecn¥ní lze najít v [G]. . .

Uv¥domte si, ºe s v¥tou 15.2 jsme se obecn¥ nezbavili problému, který zmi¬ujeme p°ed úlohou
23. Tato v¥ta jej v²ak transformuje na problém, zda lze primitivní posloupnost k dané posloup-
nosti vyjád°it v uzav°eném tvaru, £i nikoli.

Úloha 61. Dokaºte, ºe pro ºádné r > 0 neumíte vyjád°it primitivní posloupnost k posloupnosti
an = 1

nr v uzav°eném tvaru.
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Nejen, ºe to neumíme � ono to opravdu, ale opravdu nejde! Nicmén¥ p°i experimentování s tímto
úkolem si pravd¥podobn¥ kaºdý v²imne, ºe

∆

(
1

n

)
=

1

n+ 1
− 1

n
=

−1

n(n+ 1)
.

Tento post°eh s maximálním pot¥²ením pouºíváme p°i °e²ení (b) úlohy 22 na str. 25. . .

Pokud narazíme na lineární diferen£ní rovnici, která nemá konstantní koe�cienty, pak nem·-
ºeme p°edpokládat existenci konstantního °e²ení, jak jsme to d¥lali v °e²ení úlohy 36. V takovém
p°ípad¥ t¥ºi²t¥ úlohy tkví práv¥ v nalezení n¥jakého jednoho partikulárního °e²ení! Tento pro-
blém tady nehodláme p°íli² rozmazávat, ale m¥li bychom si aspo¬ uv¥domovat, ºe existují r·zné
metody, jak si s ním poradit. Tak jako v celé této £ásti, spousta nápad· je analogická tomu, co
znáte z matematické analýzy:

Úloha 62. Vzpome¬te na n¥které metody °e²ení lineárních diferenciálních rovnic a zkuste je
aplikovat k do°e²ení nap°. diferen£ní rovnice (30)./

16 Nekone£né sou£ty aneb °ady

�íselná posloupnost je uspo°ádaná∞-tice reálných £ísel, neboli zobrazení a : N→ R. Místo a(n)
pí²eme an a (a1, a2, . . . . . . ) zkracujeme (an)∞n=1 nebo taky (an). Kone£né sou£ty prvních n £len·
obvykle zna£íme

sn := a1 + a2 + · · ·+ an =

n∑
k=1

ak.

Nekone£ný sou£et posloupnosti (an)∞n=1, neboli °ada, je práv¥ limita posloupnosti £áste£ných
sou£t·:

s∞ = a1 + a2 + · · · =
∞∑
k=1

ak := lim
n→∞

sn.

Tato limita m·ºe, ale nemusí existovat; podle toho rozli²ujeme, zda °ada konverguje, nebo di-
verguje. Základní otázky � v p°ípad¥, ºe neumíme vyjád°it posloupnost £áste£ných sou£t· v
uzav°eném tvaru � jsou:

• Jak poznat, zda daná °ada konverguje/diverguje?

• Jak p°ibliºn¥ vyjád°it sou£et konvergentní °ady a jak p°ípadn¥ tento sou£et zp°esnit?

Reprezentativní vzorek konkrétních úloh tohoto typu jsme °e²ili v podkap. 5. Tady rychle dopl-
níme n¥kolik souvisejících poznatk·. . .

16.1 Vybrané poznatky

Jednoduchá, ale uºite£ná nutná podmínka konvergence °ady:

V¥ta. Pokud °ada
∞∑
k=1

ak konverguje, potom lim
k→∞

ak = 0.
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To, ºe opa£ná implikace obecn¥ neplatí, se s oblibou ilustruje nap°. na harmonické °ad¥, viz úlohu
28 na str. 28. . .

Aplikace integrálního kritéria v oné úloze byla obzvlá²´ jednoduchá a elegantní, takºe nemu-
síme cítit pot°ebu se k této úloze vracet. Av²ak divergenci harmonické °ady lze taky velmi snadno
zd·vodnit s odkazem na následující obecné tvrzení.

V¥ta. �ada
∞∑
k=1

ak konverguje absolutn¥ práv¥ tehdy, kdyº její sou£et nezávisí na po°adí

s£ítanc· v °ad¥.

(To, ºe °ada
∞∑
k=1

ak konverguje absolutn¥ znamená, ºe konverguje °ada
∞∑
k=1

|ak|, jejíº v²ichni

s£ítanci jsou nezáporní.)

Úloha 63 (harmonická podruhé). Dokaºte znovu, ºe harmonická °ada diverguje.

�e²ení. Vzhledem k tomu, ºe harmonická °ada je tvo°ena výhradn¥ kladnými s£ítanci, tak p°ed-
poklad konvergence automaticky znamená absolutní konvergenci. P°edpokládejme tedy, ºe har-
monická °ada konverguje a má sou£et s. Podle p°edchozí v¥ty by se ºádným p°eskládáním s£ítanc·
nem¥l tento sou£et zm¥nit. My v²ak ukáºeme, ºe se po vhodném p°eskládání zm¥ní, coº bude
spor s p°edpokladem, takºe harmonická °ada musí být divergentní.

Nápad· s p°eskládáním této °ady existuje celá °ada,4 zde je jedna ukázka:

s =

(
1 +

1

2

)
+

(
1

3
+

1

4

)
+

(
1

5
+

1

6

)
+ . . .

=

(
1 +

1

2

)
+

(
1

2
+

1

12

)
+

(
1

3
+

1

30

)
+ . . .

Nyní s£ítance p°eskládáme a dostaneme(
1 +

1

2
+

1

3
+ . . .

)
+

(
1

2
+

1

12
+

1

30
+ . . .

)
,

coº se rovná s plus n¥co nenulového, £ili n¥co jiného neº byl p·vodní sou£et s.

Do páru s p°edposlední v¥tou je²t¥ p°ipomínáme jedno d·leºité tvrzení, se kterým se taky dá
vymyslet spousta inteligentní zábavy.

V¥ta (Riemannova). P°edpokládejme, ºe °ada
∞∑
k=1

konverguje, ale nikoli absolutn¥. Potom

je moºné p°eskládat s£ítance v °ad¥ tak, ºe tato nová °ada konverguje k libovolnému reálnému
£íslu, p°íp. diverguje k ∞, p°íp. diverguje k −∞, p°íp. osciluje.

Úloha 64 (Leibnizova). P°eskládejte Leibnizovu °adu tak, abyste dostali °adu s dvojnásobným
sou£tem.

4http://www.mathteacherctk.com/blog/2010/10/a-divergent-harmonic-series/

http://www.mathteacherctk.com/blog/2010/10/a-divergent-harmonic-series/
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�e²ení. Leibnizova °ada je alternující °ada

1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · · =

∞∑
k=1

(−1)k+1

k
.

Pomocí Leibnizova kritéria se snadno zd·vodní, ºe Leibnizova °ada konverguje; sou£et ozna£íme
s. Bereme-li v²echny s£ítance v absolutní hodnot¥, dostáváme °adu harmonickou, o níº víme,
ºe diverguje. Proto Leibnizova °ada konverguje, ale nikoli absolutn¥. Podle Riemannovy v¥ty
je moºné s£ítance zamíchat tak, ºe dostaneme libovolný sou£et. Dvojnásobný sou£et je moºné
obdrºet nap°. takto:

Nejprve si s£ítance (v p·vodním po°adí) upravíme

s =

(
2− 2

2

)
− 2

4
+

(
2

3
− 2

6

)
− 2

8
+ . . . ,

po vhodném p°eskládání dostáváme

2− 2

2
+

2

3
− 2

4
+

2

5
− · · · = 2s.

16.2 Dal²í poznatky

V p°edchozím jsme odkazovali na integrální kritérium konvergence (pro klesající °ady s kladnými
£leny) a Leibnizovo kritérium (pro alternující °ady). Dále jsme nap°. v úloze 29 pouºili p°ímé
porovnání s n¥jakou lépe uchopitelnou °adou, coº je v·bec nejlep²í. . .

Krom¥ t¥chto kritérií si jist¥ je²t¥ vzpomínáme na kritérium podílové a odmocninové.
Uv¥domte si, £ím byla tato dv¥ kritéria motivována a pro£ je jejich uºití u v¥t²iny p°edchozích
úloh k ni£emu. . ./

Sou£asn¥ p°ipomínáme, ºe kdykoli umíme pomocí n¥jakého kritéria rozhodnout o konvergenci
dané °ady, jsme odtud vºdy schopni zformulovat ur£itý odhad neznámého sou£tu, a to s libovolnou
p°esností. Tímto jsme se £áste£n¥ zabývali v odst. 5.2. . .

17 Eukleidovské konstrukce

Eukleidovské konstrukce jsou geometrické konstrukce, které jsou realizovatelné výhradn¥ pomocí
eukleidovského pravítka a kruºítka, tzn. v duchu prvních t°í Eukleidových postulát· [E]. . .

17.1 Sestrojitelné veli£iny

N¥kolikrát jsme se dotkli problému sestrojitelnosti reálných veli£in. Konstrukci té £i oné veli£iny
chápeme jako konstrukci reálného £ísla, které onu veli£inu zastupuje. Vzhledem k tomu, ºe v
eukleidovské geometrii neexistuje ºádná kanonická jednotka, musí být tato n¥jak speci�kována
p°edem. Základní otázky zní:

• Jak poznat, zda je dané reálné £íslo sestrojitelné?

• Jak p°esn¥ takové £íslo � vzhledem k dané jednotce � sestrojit?
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Cvi£ení

Algebraické operace, které jist¥ umíme s eukleidovským pravítkem a kruºítkem reprodukovat,
jsou následující:/
• sou£et a rozdíl, a to pomocí p°ikládání a odebírání úse£ek na p°ímce,

• sou£in a podíl, a to nap°. pomocí podobných trojúhelník· (viz téº konstrukci na obr. 34),

• druhá odmocnina, a to nap°. pomocí Eukleidovy v¥ty o odv¥sn¥, resp. o vý²ce (viz obr. 35),
ve speci�ckých p°ípadech lze pouºít také v¥tu Pythagorovu.

Z uvedeného plyne, ºe jsou-li a a b sestrojitelná reálná £ísla, pak také

a+ b, a− b, a ·b, a : b,
√
a

jsou sestrojitelná £ísla. Opakováním t¥chto operací m·ºeme sestrojovat dal²í a dal²í £ísla. . .

Charakterizace

Pokud chceme úpln¥ charakterizovat v²echna eukleidovsky sestrojitelná £ísla, je nutné se na
problém podívat více algebraickýma o£ima. Bod v eukleidovské rovin¥ interpretujeme jako dvojici
reálných £ísel (sou°adnice v kartézské reálné rovin¥). Sta£í charakterizovat, která reálná £ísla jsou
sestrojitelná z 1 (volba jednotky na sou°adných osách):

• Pomocí konstrukcí odpovídajících operacím + a − lze sestrojit pouze body s celo£íselnými
sou°adnicemi.

• Pomocí konstrukcí odpovídajících operacím · a : lze sestrojit pouze body s racionálními
sou°adnicemi.

• Jakoukoli dal²í eukleidovskou konstrukcí lze sestrojit bu¤ bod s racionálními sou°adnicemi
(pr·nik dvou p°ímek), nebo bod se sou°adnicemi z t¥lesa5

Q1 := Q[
√
d] = {a+ b

√
d | a, b ∈ Q},

kde
√
d není racionální (pr·nik p°ímky a kruºnice nebo pr·nik dvou kruºnic).

• Dal²ími konstrukcemi lze sestrojit jedin¥ body, jejichº sou°adnice postupn¥ pat°í do t¥les

Q2 := Q1[
√
d1], Q3 := Q2[

√
d2], atd.,

kde d1 ∈ Q1, d2 ∈ Q2, atd.

V¥ta. Reálné £íslo je sestrojitelné eukleidovským pravítkem a kruºítkem práv¥ tehdy, kdyº
jej lze vyjád°it pomocí kone£ného po£tu 1 a operací +, −, · , :, √ , p°íp. závorek.

Jinak °e£eno, reálné £íslo je eukleidovsky sestrojitelné, práv¥ kdyº pat°í do n¥jakého t¥lesa
z posloupnosti

{1} ⊂ Z ⊂ Q =: Q0 ⊆ Q1 ⊆ Q2 ⊆ · · · ⊆ Qk ⊆ · · · ( R,

kde Qi+1 = Qi[
√
di] pro n¥jaké di ∈ Qi.

5Tzv. algebraické roz²í°ení t¥lesa racionálních £ísel. . .
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Takto lze sestrojit velkou spoustu reálných £ísel, mimo jiné nap°.

1

2

√
10− 2

√
5 ∈ Q2, (54)

resp.

1

4

√
34− 2

√
17− 2

√
34− 2

√
17− 4

√
17 + 3

√
17 +

√
170− 26

√
17− 4

√
34 + 2

√
17 ∈ Q5, (55)

jeº odpovídají stran¥ pravidelného 5-úhelníku, resp. 17-úhelníku vepsaného do jednotkové kruº-
nice. (Stupe¬ roz²í°ení zhruba napovídá, kolik se v konstrukci objevuje kruºnic. . . ) Vidíme, ºe
sestrojitelná £ísla jsou hodn¥ speci�cká algebraická £ísla � nikdy takto nesestrojíme v²echna
iracionální, natoº pak transcendentní £ísla. A´ d¥láme, co d¥láme, drtivá v¥t²ina reálných £ísel
eukleidovsky sestrojit nelze. . .

Úloha 65. Na základ¥ algebraického vyjád°ení reálného £ísla rozhodn¥te, zda je eukleidovsky
sestrojitelné. Pokud ano, vymyslete n¥jakou jeho konstrukci./
Pokud pot°ebujete konkrétn¥j²í zadání, zkuste nap°. £ísla (54), resp. (55). Viz téº n¥kolik pro-
blém· v odst. 17.3. . .

17.2 Kvadratura rovinných útvar·

(Geometrickou) kvadraturou rovinného útvaru se myslí konstrukce £tverce, který má stejný ob-
sah jako daný útvar. P°itom konstrukcí jako obvykle myslíme konstrukci eukleidovskou. Pojem
obsahu není v Základech nijak vymezen, av²ak nakládá se s ním jako s kaºdou jinou veli£inou
podle vyslovených axióm·. Zejména platí, ºe shodné útvary mají stejný obsah.

Kvadratura obecného mnohoúhelníku

Posloupnost tvrzení v [E] (po£ínaje I.34 a vrcholíce II.14) °e²í tento problém pro libovolné mno-
hoúhelníky. Klí£ová tvrzení a konstruk£ní návody p°ipomínáme na obr. 33�35. . ./

Obrázek 33: I.35: Rovnob¥ºníky se stejnou základnou a stejnou vý²kou mají stejný obsah.

V²imn¥te si, ºe se znalostí Thaletovy v¥ty lze úse£ku EH na obr. 35 interpretovat jako vý²ku v
pravoúhlém trojúhelníku BHF . Tvrzení II.14 tedy zd·vod¬uje tzv. Eukleidovu v¥tu o vý²ce.

St°íhání

Zd·vodn¥ní mnoha tvrzení, která se týkají stejných obsah·, jsou zaloºena na shodnostech £ástí,
z nichº se dané útvary skládají. To znamená, ºe stejnoplochost lze v mnoha p°ípadech názorn¥
demonstrovat tak, ºe se jeden útvar rozst°íhá a ze vzniklých £ástí se sloºí ten druhý.
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Obrázek 34: I.44: Konstrukce rovnob¥ºníku (ABML), který má dánu jednu stranu (AB)
a stejný obsah jako daný trojúhelník (resp. rovnob¥ºník GBEF ).

Obrázek 35: II.14: Konstrukce strany £tverce (EH), který má stejný obsah jako daný
mnohoúhelník (resp. obdélník BCDE).

Ve vý²e diskutované kvadratu°e mnohoúhelníku nemusí být na první pohled z°ejmé, jak by
se m¥ly st°íhat stejnoploché pravoúhelníky � tento krok je znázorn¥n na obr. 36. . ./

Drobné zobecn¥ní dosavadních pozorování je shrnuto v následující v¥t¥:

V¥ta (Wallaceova�Bolyaiova�Gerwienova). Dva mnohoúhelníky mají stejný obsah práv¥
tehdy, kdyº jeden lze rozst°íhat na £ásti, z nichº lze sloºit ten druhý.

S t¥mito poznatky m·ºeme snadno sestrojovat svoje vlastní d·kazy n¥kterých známých tvr-
zení, která se týkají rovností obsah·. . .

Úloha 66. Dokaºte, ºe umíte kvadraturovat obecný mnohoúhelník, a to i s dodate£ným st°íháním.

Jedna z moºností kvadratury obecného trojúhelníku je p°edstavena na obr. 37.

Kvadratura k°ivých oblastí

Krom¥ libovolného mnohoúhelníku je moºné kvadraturovat také °adu oblastí s k°ivou hranicí.
Klasickými p°íklady jsou nap°. parabolická úse£ (viz úlohu 34 na str. 31) nebo Hippokratovy
p·lm¥síce:

Úloha 67 (Hippokratova). Dokaºte, ºe nad libovolným pravoúhlým trojúhelníkem platí, ºe obsah
p·lm¥síc· vyzna£ených na obr. 38 je stejný jako obsah trojúhelníku. /

S kruhem je to samoz°ejm¥ jiné � viz úlohu 68. . .
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Obrázek 36: St°íhání stejnoplochých pravoúhelník· (ADEF a ALMB).

Obrázek 37: Kvadratura trojúhelníku se st°íháním.

17.3 Slavné problémy starov¥ku

Problém geometrické kvadratury kruhu je jeden z nejslavn¥j²ích problém· starov¥ku. Do této
skupiny problém· pat°í také

• problém rekti�kace kruºnice (konstrukce úse£ky, jejíº velikost je rovna obvodu dané kruº-
nice),

• problém zdvojení krychle (konstrukce krychle s dvojnásobným objemem jako daná krychle),

• problém trisekce úhlu (rozd¥lení daného úhlu na t°etiny),

• problém konstrukce pravidelného n-úhelníku.

Posledním dv¥ma jmenovaným problém·m se v¥nujeme samostatn¥ v podkap. 10 (viz úlohy 47
a 51); diskuzí nad zbylými problémy se rozlou£íme:

Úloha 68 (slavná). Zd·vodn¥te, pro£ není moºné (i) zdvojit krychli, (ii) kvadraturovat kruh,
(iii) rekti�kovat kruºnici, a to pouze pomocí eukleidovského pravítka a kruºítka.

�e²ení. (i) Je-li velikost hrany dané krychle a, pak hledaná krychle má mít hranu délky x = 3
√

2a.
T°etí odmocnina ze 2 je sice algebraické £íslo, ale podle v¥ty 17.1 není sestrojitelné.

(ii) Je-li polom¥r daného kruhu r, pak hledaný £tverec má mít hranu dlouhou x =
√
πr. �íslo

π, natoº pak jeho odmocnina, není v·bec algebraické £íslo, tudíº není sestrojitelné.
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Obrázek 38: Hippokratovy p·lm¥síce

(iii) Je-li polom¥r dané kruºnice r, pak hledaná úse£ka má mít velikost x = 2πr. Ze stejného
d·vodu jako vý²e není tato úloha °e²itelná.

Poznámky k m¥°ení kruhu

V °e²ení p°edchozí úlohy pouºíváme dnes obvyklý zp·sob vyjad°ování obsahu kruhu a obvodu
kruºnice, stejn¥ jako pom¥rn¥ nedávný poznatek, ºe π není algebraické £íslo. Vzhledem k d·leºi-
tosti t¥chto informací, p°ikládáme stru£ný p°ehled:

(1) Ve XII. knize Eukleidových Základ· je odvozeno, ºe:

• Pom¥r obsah· kruh· je stejný jako pom¥r druhých mocnin jejich pr·m¥r·.6

P°i obvyklém zna£ení m·ºeme obsah v¥ty psát takto:

S1 : S2 = r21 : r22 neboli S1 : r21 = S2 : r22 = konst. (56)

(2) V Archimédov¥ práci O m¥°ení kruhu je dokázáno, ºe:

• Obsah kruhu je roven obsahu pravoúhlého trojúhelníku, jehoº jedna odv¥sna je shodná s
polom¥rem, druhá s obvodem kruhu. 7

P°i obvyklém zna£ení v¥ta °íká, ºe S = 1
2r ·o, coº spolu s (56) dává

S =
1

2
r ·o = konst ·r2.

To znamená, ºe stejná konstanta vystupuje ve vyjád°ení jak obsahu, tak obvodu kruhu v
závislosti na jeho polom¥ru. Tradi£n¥ se tato konstanta zna£í π, tudíº

o = 2π ·r a S = π ·r2.

Z tohoto výsledku vyplývá, ºe problém kvadratury kruhu je ekvivalentní problému rekti�kace
kruºnice.

(3) Od roku 1767 se díky J.H. Lambertovi ví, ºe:

6http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookXII/propXII2.html
7http://en.wikipedia.org/wiki/Measurement_of_a_Circle

http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookXII/propXII2.html
http://en.wikipedia.org/wiki/Measurement_of_a_Circle


76 II Zázemí a dal²í p°íklady

Obrázek 39: K m¥°ení kruhu.

• �íslo π není racionální.8

(4) A teprve od roku 1882 se díky F. Lindemannovi ví, ºe:

• �íslo π není algebraické.9

Odtud je kone£n¥ patrné, pro£ byla kvadratura kruhu (ekvivalentn¥, rekti�kace kruºnice) po
tak neoby£ejn¥ dlouhou dobu otev°eným problémem. . .

18 Shodnosti v rovin¥

V podkap. 9 pot°ebujeme znát, kolik existuje typ· shodností v rovin¥ a jak se navzájem skládají.
Pro dopln¥ní p°ikládáme jednu dob°e známou tabulku, kde jsou v²echny shodnosti charakterizo-
vány podle jejich samodruºných prvk·. . .

Mezi t¥mito transformacemi je jedna základní � osová soum¥rnost. D·vod tohoto pojme-
nování je z°ejmý z následujícího cvi£ení:

Úloha 69. Dokaºte, ºe kaºdou shodnost v rovin¥ lze vyjád°it pomocí nejvý²e t°í osových som¥r-
ností./

Obrázek 41

8http://en.wikipedia.org/wiki/Proof_that_%CF%80_is_irrational
9http://en.wikipedia.org/wiki/Lindemann%E2%80%93Weierstrass_theorem#Transcendence_of_e_and_.CF.

80

http://en.wikipedia.org/wiki/Proof_that_%CF%80_is_irrational
http://en.wikipedia.org/wiki/Lindemann%E2%80%93Weierstrass_theorem#Transcendence_of_e_and_.CF.80
http://en.wikipedia.org/wiki/Lindemann%E2%80%93Weierstrass_theorem#Transcendence_of_e_and_.CF.80
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Obrázek 40
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http://www.ams.org/samplings/feature-column/fc-current.cgi
http://mks.mff.cuni.cz/
http://math.muni.cz/mo/
http://vyfuk.fykos.cz/
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