PLINO04 cviceni, podzim 2010

Pr. 1

Méjme definovana prirozend c¢isla a zakladni operace na nich. Definujte
délitelnost.

Pr. 2

Na zakladé definice délitelnosti definujte sudé a liché ¢islo. Definujte je
i bez vyuziti délitelnosti.

Pr. 3

Dokazte, ze soucet dvou, tii, ¢tyt sudych ¢isel je sudé ¢islo. Vyuzijte ptimy
diikaz i ditkaz sporem.

Pr. 4

Dokazte, ze soucet dvou lichych ¢isel je sudé cislo. Dokazte, Ze soucet tii
lichych cisel je liché ¢islo. Vyuzijte primy diikaz i ditkkaz sporem.

Pr. 5

Dokazte, ze pro libovolna prirozena Cisla a, b plati:
pokud 2 *a *a = b *b, pak b je sudé.

Pr. 6

Vyjadrete vyroky (A A B), (AV B) pouze pomoci negace a implikace.
Pr. 7

Vyjadiete vyrok (A = B) pouze pomoci negace a disjunkce.

Pr. 8

Méjme vyroky:

e A: x je sudé.

e B:y jesudé.

o C:x + yjesudé

Prectéte nasledujici vyroky:

e A=C
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e (AVB)=C

o (AN-A)

e (AN-A)=C

e "AN-B)=C
e ("AN-B)=-C

Které z nich jsou pravdivé?

Pr. 9

Prepiste v jazyce predikatové logiky:

e Vsechna prvocisla jsou liché.

e Vsechna prvocisla mensi nez 5 jsou suda.
e Vsechna prvocisla vétsi nez 5 jsou licha.
e Existuje sudé prvocislo.

Muzete pouzivat predikdt Prime(x) a aritmetiku nad celymi ¢isly. Které
z vyrokl vyse jsou pravdivé?

Pr. 10

Prepiste v jazyce predikatové logiky a dokazte:
e zadné sudé Cislo neni zaroven liché

e 2xxxx=yx*xy) =y jesudé

e zadné prvocislo vétsi nez 2 neni sudé

Muzete pouzivat predikat Prime(x), aritmetiku nad celymi ¢éisly a operator
délitelnosti ().

Pr. 11

Dokazte indukei pro vSechna ptirozena n > 1:
en+1<2xn

e 2xn <27
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e 1+24+...+n=n/2%x(1+n)

Pr. 12

Induktivné definujte:

e prirozend ¢isla pomoci konstanty 1 a operace +

e celociselné vyrazy s operaci +

e celociselné vyrazy s operaci + a *

e nckonecnou posloupnost 7, 11, 15, 19, 23, ...
e nekonecnou posloupnost 2, 5, 11, 23, 47, ...
Pr. 13

Dokazte strukturalni indukeci, ze kazdy celociselny vyraz podle definice
vyse ma sudy pocet zavorek.

Pr. 14

Jsou nasledujici vyroky pravdivé?

o {0} € {0}

o {0} C{0)

o {0} € {{0}}

o {0} < {{0}}

o {4}e{reN|z>3}
edlec{reN|z>3}

o {4} C{xeN|z>3}

e 4C{xeN|z>3}

e {4} e {{z} |z e N A x>3}
Pr. 15

Zapiste P(A) pro mnoziny:
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e A=1{1,2,3}
o A={0.{0}}

Pr. 16
Zapiste:
e mnozinu vsech sudych Cisel
e mnozinu vsech prvocisel
MuzZete pouzivat mnozinu N, aritmetiku nad ni a operator délitelnosti.

Pr. 17

Definujte:
e mnozinovy rozdil

e symetricky mnozinovy rozdil

Pr. 18

Dokazte:
eaccANB=acA
ceacANB=acAUB

e agcANACB=acB

Pr. 19
Prepiste v jazyce predikatové logiky Peanovy axiomy

e existuje nula

kazdé c¢islo x mé naslednika S(z)
e nula neni néslednikem zadného cisla

e rlizna Cisla maji rizné nésledniky: a # b = S(a) # S(b)
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Pr. 20

Méjme definovano scitani a nasobeni nasledujicimi predpisy:
e a+0=a

e a+S(b)=S(a+0b)

e ax(0=0

e axS(b)=(axb)+a

Vypoctéte podle definic:

o1 +1

©2+2

e 2%1

Definujme induktivné slova nad mnozinou {a, b, c}:

e a,b,c jsou slova

e pokud z je slovo, pak ax, bz, cx jsou slova
Definujme sc¢itani retézcii nasledovné: Pro slova x a y
® a0+ =axr

e b+ur=10bx

e ct+rx=cx

e ya+1xr=y+ax

yo+z=y+bx
e yc+r=y-+cx
Vypoctéte podle definice:

e abc + aaa
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e aaa + bbb
e ab + aaabac

e aaabac + ab

Pr. 22

Prepiste jako mnoziny ¢isla:

0=0, S(z) =z U{z}
Pr. 23

Prepiste jako mnoziny:

Zapiste kartézsky soucin Az B, resp. AxBxC' pro mnoziny:
e A=1{1,2,3},B={4,5}

e A={1,2,3},B=1

o A=1{1,2,3},B={4,5},C ={1,2,3}

e A=N,B={1,2,3}

e A=N,B=N

Pr. 25

Méjme nésledujici relace nad mnozinou {a, b}:

6
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e Ry={(a,a),(a,b),(bb)}
e Rs={(a,a),(b,a),(b,b)}
L] R(; - @

Které z nich jsou reflexivni, symetrické, antisymetrické, tranzitivni? Které
z nich jsou funkce? Které z funkci jsou uplné, injektivni, surjektivni, bijekce?

Pr. 26
Vyjadrete se k vlastnostem nasledujicich relaci:
e relace délitelnosti ({(a,b) | Ik € N(axk =10b)})

e {(a,2%a)la € N}

Pr. 27

Jsou néasledujici mnoziny spocetné? Pokud ano, pokuste se najit bijekeci
mezi prirozenymi ¢isly a prisluSnou mnozinou:

e suda cisla
e licha ¢isla

cela cisla

racionalni ¢isla

realné cisla v intervalu < 0,1 >

Pr. 28
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Vypiste prechodovou funkei nasledujictho automatu:
b

[ 1
%@#@i

a

Pr. 29

Ktery jazyk generuji nasledujici gramatiky?:

e S—>AB,A—a,B—b
e S —aaS,S — aa

e S— X, §—aS, X —ab, X = aXb

Pr. 30

Napiste (bezkontextovou) gramatiku generujici nasledujici jazyky:
. {0}

e {a,aa,ab}

o (

{ab, abab, ababab, ...}

{a, ab, aba, abab, ababa, ababab, abababa, ...}

{a'¥ | 4,7 > 0}
o {aiti | i >0}

Je mozné pro dané jazyky sestrojit také koneény automat? Pokud ano, napiste
jej. Pokud ne, zamyslete se, pro¢ to nejde.

Pr. 31
Kolik existuje posloupnosti obsahujicich pravé nasledujici prvky?

8
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e Slunce, Mésic, Zemé
e a,a, b, b,c

e a,a,a,a,a,b,cd

Pr. 32

Hazeme ttikrat po sobé kostkou. Jaka je je pravdépodobnost, ze
e padne potadé 1, 2, 3

e padnou tii stejnd Cisla

e padne soucet 5

e padne soucet 7

Pr. 33

Z mista A do mista B vedou 4 cesty, z mista B do mista C vedou 3 cesty.
Kolika rtiznymi zpiisoby se miizeme dostat z A do C a zpét, pokud

e nemame zadna omezeni na vybeér cest
e nechceme jit dvakrat stejnou cestou
e chceme jit tam i zpét stejnou cestou

Jaka je pravdépodobnost, Ze pfi ndhodném vybéru cest si vybereme stejné
cesty jako nas kamarad, ktery jde stejnou trasu? (urCete pro vSechny vyse
uvedené pripady)

Pr. 34

Hazeme tfemi nerozlisitelnymi mincemi.

e Kolik riznych kombinaci muze padnout (pokud nejsme schopni rozlisit
jednotlivé mince)?

e Jakd je pravdépodobnost, Zze padnou pravé tfi panny?

e Jakd je pravdépodobnost, ze padne pravé jedna panna a dva orli?
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Pr. 35

HéZeme tremi nerozliSitelnymi kostkami.

e Kolik ruznych kombinaci mize padnout (pokud nejsme schopni rozlisit
jednotlivé kostky)?

e Jakd je pravdépodobnost, ze padnou tfi stejna ¢isla?

e Jakd je pravdépodobnost, Ze padne soucet 57

Pr. 36

Kolik je triprvkovych podmnozin

e mnoziny {1,2,3}

e mnoziny {1,2,3,4,5}

e mnoziny {1,2,...,n} (n € N,n > 2)

Kolik je m-prvkovych podmnozin vyse uvedenych mnozin (pro libovolné
prirozené m mensi nez velikost prislusné mnoziny)?

Pr. 37

Méjme statisticky soubor 2, 3, 3, 3, 5, 4, 5, 9. Urcete modus, median,
prumér, rozptyl a smérodatnou odchylku. Nakreslete histogramy pro cetnost,
relativni ¢etnost a kumulativni ¢etnosti. (V tomto i v dalsich prikladech
muZete pouzivat kalkulacky i jiné inteligentni stroje :) na pisemce budou
priklady zadény tak, aby vychézely pékné.)

Pr. 38

Pro nésledujici soubory nakreslete graf zavislosti na souboru z minulého
cviceni, pokuste se odhadnout korelaci a poté korelaci vypoctéte dosazenim
do vzorce:

2,3,3,3,5,4,5,9
© 2,223 8858

10,9,9,9, 6,7, 6, 2

1,9,1,9,1,9,1,9

10
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Pr. 39

Sestavte statisticky soubor, ktery bude mit alesponi 5 prvki, z nichz
maximalné dva budou stejné, tak, aby mél:

e modus 4

e medidn 5

e prumeér 6

e rozptyl 9

e vSechny vysSe uvedené

e prumér 1000 a medidn 3

e modus 4, median 5 a rozptyl 0

Ke kazdému z navrzenych souborti se pokuste navrhnout druhy tak, aby jejich
korelace byly postupné -1; 0; 0,5; 1. Nakreslete grafy zavislosti souborii.

11
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Pr. 1

Nakreslete grafy a urcete stupné jednotlivych vrcholi:

o V={1,234}, F={{1,2},{1,4},{2,3},{3,4},{2,4}}
o V=A{w,zy 2}, E={wz} {z,y},{y 2}}

o V=1{1,2,3,4}, E = {{1,2}}

o V={1,2},E=0

o V=0E=0

Které z nich jsou souvislé, které z nich jsou stromy? Vyjadrete tyto grafy jako
relace.

Pr. 2

Nakreslete a zapiste mnozinovym zapisem nésledujici grafy:
e Uplny graf na 4 vrcholech

e Uplny graf na 3 vrcholech

e Uplny graf na 2 vrcholech

e Uplny graf na 1 vrcholu

e Uplny graf na 6 vrcholech

e kruznici na 6 (resp. 5, 4, 3, 2, 1) vrcholech

e cestu na 6 (resp. 5, 4, 3, 2, 1) vrcholech

e graf, ktery ma stupné vrchold postupné 2, 3, 3, 2

e graf, ktery ma stupné vrcholi postupné 3, 3, 4, 4, 4

graf, ktery ma stupné vrchol postupné 2, 4, 4, 2

Najdéte v téchto grafech nejvétsi kliky, nejvetsi cykly a nejdelsi cesty.
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Pr. 3

Které z nasledujicich grafii jsou izomorfni? Najdéte isomorfismy, ptipadné

urcete, pro¢ grafy izomorfni nejsou.

Pr. 4
Najdéte nejdelsi cesty a cykly v nasledujicich grafech:

[N}
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Pr. 5

Nakreslete nasledujici orientované grafy:

V= {1, 2,3, 4}7 E= {(la 2)7 (17 4)7 (27 3), (374)7 (2, 4)}
V= {w,m,y,z}, E= {(w,x)7 (xay)7 (Z>y)7 (U)?Z)}

V ={1,2,3,4}, F = {(1,2)}

V ={1,2}, F = () Najdéte v téchto grafech nejvétsi cykly a nejdels
cesty.

Pr. 6

V nasledujicich grafech najdéte minimalni kostry a nejkratsi cesty mezi
vybranymi dvojicemi vrcholi. Nejprve ,selskym rozumem”, poté pouzijte
Kruskaltv a Dijkstrav algoritmus.
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Pr. 7

V orientovaném grafu z predchoziho cvi¢eni najdéte silné souvislé kompo-
nenty.

Pr. 8
Naprogramujte Kruskaltv a Dijkstriv algoritmus v Pythonu.
Pr. 9

Zapiste v jazyce logiky vlastnosti, které musi spliovat pravdépodobnostni
rozlozeni.

Pr. 10

Vyjadiete funkénim zépisem a grafem rozlozeni pravépodobnosti pti hodu
kostkou.

Pr. 11
Méjme nésledujici statisticky soubor (vyska lidi ve skupiné):
160, 160, 160, 170, 170, 180, 180, 180, 190, 210

Nakreslete graf pravdépodobnostniho rozlozeni vysky lidi na zdkladé to-
hoto souboru. Jaka je pravdépodobnost, ze ¢lovék bude vyssi nez 1857

4
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Nakreslete graf distribu¢ni funkce pro statisticky soubor vyse.
Pr. 12

Héazeme dvakrat po sobé kostkou. Poprvé padlo 5. Jaka je pravdépodobnost,
ze padne soucet vétsi nez 8?7 Pouzijte vzorec podminéné pravdépodobnosti.

Pr. 13

Méjme nésledujici idaje o skupiné lidi:

| ID | Vyska (cm) | Véha (kg) |

1 180 80
2 170 90
3 190 60
4 190 80
) 180 80
6 190 90

Méjme c¢lovéka, o kterém vime, ze méri 190 cm. Jaka je pravdépodob-
nost, ze jeho vdha bude alespon 80 kg? (Predpoklddejme, Ze nase data jsou
reprezentativni. (Kterému zédkonu tento nas predpoklad odporuje?))

Pr. 14
Dokazte Bayestv vzorec.
Pr. 15

Vsichni chlapci nosi kalhoty, polovina divek nosi také kalhoty (druha
polovina nosi sukné :) ). Vidime z dalky c¢lovéka, ktery ma kalhoty. Jaka je
pravdépodobnost, Ze je to chlapec?

Pr. 16

Méjme nésledujici text a predpokladejme, ze pro dané tcely je to repre-
zentativni vzorek:

Stdt ma stdat na strané pro stdt vhodné. Stdt na strané obcani je pro stdt

voevs

Jaka je pravdépodobnost, ze slovo ,stat” (bez rozliseni velikosti pismen)
je sloveso (podst. jméno), pokud:
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e neuvazujeme zadnou informaci o kontextu

slovo ,stat” stoji na zacatku véty

predchozi slovo je predlozka

nasledujici slovo obsahuje pravé dvé pismena

Pr. 17

Mame podezieni, ze hraci kostka neni vyvazena, ale ze na ni ¢astéji padaji
Sestky. Mame v tmyslu kostku sérii 20 pokust vyzkouset. Kolikrat musi
padnout sestka, aby se nase podezreni statisticky potvrdilo s moznosti chyby
méné nez 1 %7



