PLANOVANIE REGRESNEHO EXPERIMENTU

Predlozeny text bol spracovany hlavne podla [5],[6],[7].

1. ZAKLADNE POJMY

Prva faza pripravy experimentu spocéiva v stanoveni cielovych parametrov a
pokial tieto nie su priamo observovatelné (meratelné), v stanoveni dostatoéneho
poctu takych priamo observovatelnych parametrov, ktoré st vo vhodnom (vysvet-
lime neskor) znamom funkénom vztahu s cielovymi parametrami. Vektor cielovych
parametrov ozna¢me 3. Budeme predpokladat, ze 8 € R¥. Priamo observovatelné
(meratelné) teoreticky bezchybné parametre (velic¢iny) oznac¢me g, fia, ..., iy, teda
poéet priamo meratelnych veli¢in je Ny. Dalej predpokladame, ze poznime funkeiu
f(-): RF — RNo (vyjadrujicu meratelné parametre ako funkcie cielovych para-
metrov). Tuto situdciu popisuje teoreticky model

H(B)

wetig = | P

fNo‘(ﬁ)

Priklad 1.1. Ulohou je stanovit siradnice 3y, 3s bodu A = (01, 02), ked meriame
vzdialenosti iy, p12, ps (danych) bodov B = (x1,y1), C = (22,y2) D = (23,y3) od
bodu A.

Teoreticky model merania je
L1 \/(51 —21)?2 4+ (02 —y1)?

p=1 2| = V(B —22)?+ (82 — y2)?
H3 \/([31—:1;3)2—|—([32—y3)2

Priklad 1.2. Treba urcit’ vahu troch predmetov (31, 32, 33 na rucickovych vahach
(maju jednu misku).

Vazit mozeme velicéiny 1, ..., ptg, pricom teoreticky model vazenia je
H1 Bo
H2 Bo + b1
H3 Bo + 2
pa | Bo + 33
ps | Bo + B1 + B2 7
% Bo + B1 + B3
M7 Bo + B2 + B3

8 Bo + B1+ B2 + B3
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kde napr. (o znamena, ze vazime prazdne vahy, ps znamena, ze vazime spolu prvé
a druhé zavazie, atd. Stretli sme sa tu aj s novym fenoménom, a sice parametrom
fo. Je to nulovy tdaj vah (préazdne véhy). Voldme ho tzv. rusivym parametrom.
Z nagich tivah ho vylacime, hoci z modelu merania ho vyliéit nemozeme.

V nasledujiicom budeme predpokladat, ze teoreticky model merania je linearny
(alebo linearizovany) v cielovych parametroch, t.j.

fi

f;
(1.1) w=t@)=F=|  |s.

fy,
kde F je znama Ny x k matica planu, f] je jej i—ty riadok. Model z prikladu 1.2 je
linearny. Model z prikladu 1.1 vieme linearizovat. Ako ?

Priklad 1.1 - pokrac¢ovanie. Nech x1 = 0,00m, y; = 0,00m; x5 = 2365, 22m,
y2 = 0,00m; x3 = 3603,67m, y3 = 823,35m. Priblizné (namerané) hodnoty
(1 A 1980,102m, p1o ~ 2040,243m, s ~ 2598, 878m.

7 rovnic

1980,102 = /(810 — 0,00)2 + (B20 — 0,00)2
2040,243 = /(B0 — 2365, 22)% + (B20 — 0,00)2

spocitame hodnoty (19 a (320, z ¢coho dostavame
ﬁlO — 1131,5m a ﬁzo = 1625,0m

Funkciu f linearizujeme (rozvinieme do Taylorovho radu a zanedbame ¢éleny radu
druhého a vyssich) okolo hodnot (1o a (a0, teda

N — —3 510—1'1‘ S
i~V (Bro —20)” + (B0 — y:)” + V(Bio — 2i)? + (P20 — yi)? .

+ P20 — v 60, =123

\/(510 — ;)% + (820 — ¥i)

Dostavame linearizovany model (1.1)

(i1 — 1980, 131 0,57183; + 0,82183% 0,571 0,821\ /o,
(12 — 2040,267 | = | —0,60553; +0,79653, | = [ —0,605 0,796 ( ‘ ﬁ1>
(11 — 2598, 897 —0,95183; + 0, 30853, —0,951 0,308 2

s (novymi) parametrami 63; a 3.

Observovatelny parameter p; samozrejme nepozname presne. Vysledok jeho
zmerania je ¢islo y;, ktoré povazujeme za realizaciu ndhodnej veliciny Y;. Vaha toh-
to merania je A; a je nepriamo tmernéa disperzii D(Y;). Vsetky merania povazujeme
v nasledujiicom za neskorelované. Dostavame sa k stochastickému modelu merania.
V pripade, Ze prave jedenkrit (nezavisle) meriame kazdy priamo observovatelny



parameter p;, ¢ = 1,2, ..., Ny a vahy jednotlivych merani su A;, « = 1,2, ..., Ny,
stochasticky model merania je linedrny regresny model (Y n, 1, Fng 6861, 02 A1),
Observaény vektor (vektor merani) Y mé vektor strednych hodnét FB3 a kova-
rianénd maticu o2A ™!, kde

A0 0

0 A 0
A= ,

0 0 ... Aw,

Dalsia faza pripravy experimentu spocéiva v reipektovani pravidiel optimalneho
navrhu (regresného) experimentu, kedy odpoveddme na otdzku, kolkokrat ktory
priamo observovatelny parameter treba merat, aby vysledok spracovania respek-
toval uréité dopredu zadané kritéria optimality, napr. aby experiment pri zadane]
presnosti cielovych parametrov bol ¢o najlacnejsi, aby uréité vybrané parametre
boli odhadnuté s najvacsou moznou presnostou, t.j. s minimalnou moznou dis-
perziou ich odhadov, atd.

Priklad 1.3. Kazdy priamo observovatelny parameter meriame prave jedenkrat.

Linearny regresny model merania je

(YNo1, Fno kBr1,0° A7),
teda strednd hodnota observa¢ného vektora je

f]
f;
&(Y)=] . |B=Fp

!
fNO

a jeho kovarianéné matica je c2A 1. Najlepsim linedrnym nevychylenym odhadom

(NNLO) parametra 3 je B(Y) = (F'AF)"'F'AY. Kovarianéné matica NNLO 8

Je

X5 =0} (F'AF)™! =
MO .0 f] ' 1
— o2 L (£, ) O A:z O f;‘; :Uz{ﬁoz/\ifif{}
o 0 o) \r,

Predpokladame, Ze experiment je navrhnuty tak, ze matica F'AF je reguldrna

(vdhy A, i = 1,2,..., Np st kladné a hodnost matice F, teda h(F) =k < Np).

Priklad 1.4. Vyberme r réznych priamo observovatelnych veli¢in g, ..., pt;, . Ve-
licinu p;; merajme n;; krat, pricom vsetkych merani nech je opat’ Ny, ¢ize

2;21 nij = No.



Observaény vektor a matica planu v tomto pripade si

!
1/;171 fll
!
Yvi17n1 fl/1
1/;271 le
" : N :
YN071 = - 5 FNO7k = !
Y, f’
12.M2 72
. !
Yi, 1 fi,,
Yi i, f!
»

(riadok fi/j je prave n;, krat, j = 1,2,...,r). Matica vdh observa¢ného vektora je
A = diag{ i,y Niys Nigy ooy Nigs -
n;; krat, j = 1,2,...,r. Lahko vidime, Ze NNLO 8 je v tomto pripade

i1y ey Aig s oy Ay -y Ag, |, pricom na diagondle je A;; préave

B(*Y) = (*F *A*F)™' “F' *A *Y = (,F' ,A ,F)™' ,F/ ,A.Y = 3(,Y),

kde
f/ nll All 0 o« e O ?
" 0 Niy iy 0 "
*Fr,k = 5 *Ar,r = . . 5 *Yr,l = 5
{ . . . . ?
i 0 0 c. niT/\ir i
icom Yy, = - 0,0 Vi 0, 5= 1,2 Y 1.V Y; 1 nezévislé
pricom Y;, = mi 2at=1Tij 0 J=12m Vi1, Y 0,00 Yy st nezavisle mera-

~

nia veliciny ;. Kovarianéna matica odhadu 8(,Y) je

Y= (F LALF) T =
ni, Ai, 0 0 £, -
0 Niy iy 0 fi’Q
=o' S (fi. o fi) | : : : =
0 0 ni, i, fi/,,
-1

T
_ 2 ). f f
=0 E n1j/\1jf1jfij
J=1

Zadefinujme si niektoré zakladné pojmy.



Definicia 1.5. Funkcia
6+ {1,2,...,No} = <0,1>

pre ktori plati Ef\;ol d(¢) = 1 sa nazyva ndvrh, plan alebo projekt experimentu
(design of experiment). Ak celkovy pocet merani je N, potom ¢islo n; = N§(1)
uddva pocet opakovanych merani hodnoty p;. Cislo §(i) je relativny pocet replikdcii
(opakovani) merania hodnoty ;.

Definicia 1.6. Mnozinu indexov Sp(§) = {i : 6(:) > 0} nazyvame spektrom
(suportom, nosicom) navrhu §.

Samozrejme Sp(d) C {1,2,..., No}. Merdme tie veli¢iny pii, , fhiy, ..., tti, spomedzi
vietkych experimentdlnych bodov (observovatelnych veli¢in, parametrov), teda z
mnoziny € = {1, ..., LN, }, ktorych indexom plan § priradil nenulovi hodnotu, ¢ize
pre ktoré §(z;) > 0.

Definicia 1.7. Matica

M(d) = Y ()AL,

1€Sp(9)

kde f! je dany vektor, pre ktory plati f/3 = p;, sa nazyva informacnd matica
experimentu pri navrhu 9.

Definicia 1.8. Majme & = {y1,..., N, } (mnozinu priamo observovatelnych pa-
rametrov) a navrh §. Celkovy pocet merani je N. Cielové parametre si B € RF.
Pozname f; - vektor, pre ktory plati £/3 = p; a \; - vdhu merania veli¢iny p;, 1 =
1,2,..., No. Respektujeme pldan 4, t.j. opakujeme n; = No(¢) krat meranie velic¢iny
i, ak prirodzené ¢islo1 € Sp(§). Potom linedrny regresny model experimentu s
(presnym) navrhom 4 je

(1.2) (Y5, FsB,0°As).

Ak {i1,...,0.} = Sp(0), tak matica Fs je vytvorend riadkami fi’j, 7=1,2,....1 aA;
je diagonalna matica

Nijni, 0 ... 0 i, 8(i1) 0 . 0
0  Aini, ... 0 0 Nid(ia) ... 0
As = . =N .
0 0 ... Aini 0 0 D VP 10N

Y je r rozmerny nahodny vektor, ktorého j - ta suradnica je {Ys}; = %(Yij,l +
J
Yijo+ ...+ lfz‘j,nij ), J=1,2,..7

Veta 1.9. Majme linedrny regresny model (1.2) z definicie 1.8. Plati
1. Linedrny funkcional ¢(-) vektora parametrov 3 je (linedrne a nevychylene)
odhadnutelny prave vtedy ak g(8) = g'B, pricom

g€ M(M(5)) = {M(6)u: uec R}



2. Vektor parametrov 3 je (linedrne a nevychylene) odhadnutelny prave vtedy
ak M(9) je regularna matica.
3. Najlepsi nevychyleny linearny odhad (NNLO) parametra 3 je

B(Y;) = (FiAsFs5) ' FAsYs.

4. Kovarianéna matica NNLO [;'(Y(;) je
cov(B(Ys),N) = o2 (FsAsFs) ™" = NM—I(a).

Dokaz. Spravte ako cvicenie.

Pre experiment s cielovymi parametrami (31, ..., J; a observovatelnymi parame-
trami iy, ..., g N, mozno urcit tolko nédvrhov, kolko je funkeii § : {1,2,...,No} —
< 0,1 > splihajicich podmienku Ef\;ol 5(1) = 1. Pre Ny 2 2 je tychto funkcii
nekoneéne vela. Triedu vsetkych navrhov oznaéme A. Navrh § € A nazveme

regularnym, ak det(M(d)) # 0. Triedu vsetkych reguldrnych navrhov oznaéime
Apey.

Priklad 1.10. (podla [7], str. 13) Majme tri predmety Ay, Az, As, ktorych hmot-
nosti su 31, 2,33 (nezname). Pomocou N = 4 vdzeni treba urcit’ (odhadnit). na
rucickovych vahach tieto hmotnosti.

Vytvorme si teoreticky model vazenia podla prikladu 1.2 a stochasticky model

podla prikladu 1.3. No =8, € = {p1,..., s},

1 0 0 0
1 1.0 0

Y 1 010

Y; 1 00 1

Y8,1: : 7F874: 1110 7A:IS,8-

Y, 11 0 1

1 0 1 1

1 1 1 1

I. organizdcia vazenia (nazvime ju beznou):

1. vazenie - zistenie nulovej vychylky véh &

2. vazenie - vazenie predmetu A,

3. véazenie - vazenie predmetu A,

4. vazenie - vazenie predmetu As
Podla prikladu 1.2 sme si vybrali 4 observatelné veli¢iny, a sice 1, 2, ti3, pta. Pocet
vietkych vézeni je N = 4, plan tohto (bezného) experimentu je &, pre ktory plati
0(1) = dp(2) = &(3) = d(4) = 7, &(5) = d(6) = &(7) = &(8) = 0, teda
Sp(éy) = {1,2,3,4}. Observacny vektor je Y5, = (¥11,Y21,Y51,Ya1)". Jeho

stredné hodnota je

F(sb'y =

— =
o O = O
O~ O O
— o O O



pricom v = (k, f1, 2, 03)". Matica vah merani je As, = Iy 4. NNLO parametra ~
je (F5, As,Fs5,) ' F5 A5, Y5, a kovarianénd matica tohto odhadu je

1 -1 -1 -1

., o -1 2 0 0
UZ(ngA(st(sb) t= ZM 1(55) =0’ 1 1 9 1
—1 1 1 2

II. organizacia vazenia (nazvime ju premyslenou):
1. vazenie - véazenie vSetkych troch predmetov
2. vazenie - vazenie predmetu A,
3. véazenie - vazenie predmetu A,
4. vazenie - vazenie predmetu As
Tentokrat sme si vybrali 4 observatelné veli¢iny psg, o, i3, pt4.  Pocet vsetkych

véazeni je opat N = 4, pldn (premysleného) experimentu je &,, pre ktory plati
5,(8) = 5,(2) = 6,(3) = 8,(4) = L, 8,(5) = 6,(6) = 8,(T) = &,(1) = 0, teda

Sp(d,) = {8,2,3,4}. Observacny vektor je Y5, = (Ys1,Y21,Y31,Ys1)". Jeho

stredné hodnota je
1 1 1 1
1 1.0 0
F5p‘y - 1 0 1 0 Y,
1 0 0 1

~ = (K, 51, B2, Fs)'. matica vdh merani je opat As, = Iy 4. NNLO parametra v je
(ng As, F(;p)_ngp A5, Y5, a kovarianéna matica tohto odhadu je

1 —0,5 —0,5 —0,5
2
2 -1 _ 9 -1 _ 2| 0,5 1 0 0
g (F6PA5PF5P) - 4 M (5]9) =0 _075 0 1 0
0,5 0 0 1

Ked porovnavame oba organizécie vazenia (oba plany), vidime, ze pri oboch dosté-

vame nevychylené odhady nezndmych hmotnosti 31, 32, #3. Pri beznom pléane maju

2

tieto odhady disperzie 202, pokial pri premyslenom pléne st disperzie odhadov o2,

teda mensie. Navyse pri premyslenom plane st odhady neskorelované.

2. NAJDOLEZITEJSIE KRITERIA OPTIMALITY

Navrh ¢ treba vybrat tak, aby spiflal nejaké kritéruim. Méme napr. urcit co
najpresnejsie hodnotu h’@, 8 € R¥ (h je dany vektor). Merat mozeme N- krat. Za
optimalny budeme povazovat ten navrh ¢*, pre ktory plati

WM~ (6*)h = min{h’'M " (§)h: § € Ay}

Néavrh 6* v tomto pripade minimalizuje disperziu odhadu H’B’

V praxi sa najcastejSie vyskytuju tie kriteridlne funkcie, ktoré si uvedené v
nasledujicom. Pouziva sa pre ne oznacenie D—optimalita (podla slova dispersion),
A—optimalita (average), L—optimalita, restringovand A—optimalita a restringova-
néd D—optimalita. Iné kritérid pozri napr. v [7].
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Definicia 2.1. Zobrazenie L(-) : R* — R je linedrny pozitivny funkcional defino-
vany na priestore Sy symetrickych matic typu k x k, pre ktory plati

(i) v{A,B € S;} L(A+B)=L(A)+ L(B),

(ii) V{a € R}IV{A € Sy} L(aA) = aL(A),

(iii) V{A € S; : A je pozitivne definitnd matica } L(A) > 0.

Definicia 2.2. Navrh 6}, € A,y je D—optimalny ak

det{M™(5%)] = min{detM™(8)] : § € Ayey}.

Definicia 2.3. Navrh 6% € A, je A—optimalny ak

Tr[M~1(6%)] = min{Tr[M™(8)] : § € Ayey}.

Definicia 2.4. Ndvrh 67 € A,., je L—optimalny ak
LMY (67)] = min{LM ™ (8)] : § € Ayeg}

Nech je vektorovy parameter B € RF vyjadreny v tvare

B
B2)’
kde 81 (uzitoény parameter) je ky rozmerny a 35 (rusivy parameter) je k2 rozmerny,

pricom ky + ks = k. V silade s tymto rozkladom je rozlozena aj informa¢na matica
a jej inverzia. Teda plati, Ze pri pouziti planu ¢ a celkovom poc¢te merani N je
2

kovariancénd matica cov([;l) = %Ml’l((S), kde

. M8 ML2(§
(2-1) M (5) = <M2,1E(S; Mz,zg(g;)-

Definicia 2.5. Ndvrh ¢, € A,y je restringovane D—optimalny ak

detM" (53, )] = min{detM""(§)] : § € Ayeg}.

Definicia 2.6. Ndvrh % € A, je restringovane A—optimalny ak
Tr[M" (6% )] = min{Tr[M"(§)] 1 § € Ayey}.
Trochu odlisné je kritérium X —optimality.
Definicia 2.7. Ndvrh 65 € A,y je X—optimalny ak

0.2

N*

Hz— M~ (6%)

2
‘ = mzn{HE — %M_l(é)H : (S - AregyN = 1,2,...},



kde ¥ je dopredu zadana cielova kovarianéna matica vysledného odhadu vek-
torového parametra 3, pricom ||A|| = /Tr(AA’).

V pripade ¥ —optimality hladame nielen plan 63,, ale aj optimélny pocet merani
N*.

Kritérium D—optimality mé nasledovnil interpretaciu:

Ak Ys ~ N, (Fs8, 02A5_1), tak (1 — a)—konfidenény elipsoid pre vektor 8 € RF

pri N meraniach je

F/AsF;

Eieal®) = {us (u=pY NN - ) S 01 - o)

g

a jeho objem je
3 k
72 \7(0;1 —a)]2

ST+ 4 et X (FyAsFs)

(pozri [1], kapitola 11.12). Pretoze

1 ok
AR Ve

— Tk
Vet (A Fs)] N

D—optimalita navrhu zarucuje minimalny objem konfiden¢ného elipsoidu. Pri
pouziti tohoto kritéria je niekedy potrebné kontrolovat priblizni gulatost konfi-
denéného elipsoidu. Prilis velké rozdiely medzi velkostami jeho hlavnych poloosi
mozu niekedy signalizovat neziaduce vlastnosti navrhu. Na druhej strane D—opti-
malita ma tzv. minimaxnu vlastnost (pozri vetu 3.1 v kapitole 3). Tato vlastnost
navrhu § moze byt v niektorych pripadoch velmi dolezita. Preto sa D—optimalita
v praxi pomerne casto pouziva.

Pretoze

0.2

could = T

A—optiméalny plan minimalizuje stcet disperzii odhadov zloziek vektora 3.

Kritérium A (A—optimalita) je Specidlnym pripadom L—optimality, lebo Tr(-)
je linedrny a pozitivny funkcional. Pri rieseni odhadu linedrnej funkcie h(8) =
h'B s minimalnou disperziou odhadu (pozri zaciatok tejto kapitoly) ide zase o
L—optimalny plén, lebo funkcional L(:) definovany vztahom L(A) = h’Ah (h je
dany pevny vektor) je opat pozitivny linearny funkcional.

M~ (4).

Specidlnym pripadom L—optimality je aj restringovand A—optimalita, ked mi-
nimalizujeme Tr[M*!(§)] (pozri (1.2)) vhodnou volbou § € A, . Matica M1 (§)
patri parametrom, pre ktoré chceme minimalizovat sicet disperzii ich odhadov.

V pripade X—optimality ide o maximalne pribliZzenie (v danej norme) matice

2
cov(f3) = %M_l(& k cielovej matici X.

Okrem uvedenych kritérii sa objavuju kritéria motivované specialnymi poziadav-
kami uzivatela. Obyc¢ajne maji konvexna (alebo konkdvnu) kriterialnu funkeiu.
Niekedy sa pouzije kritérium, ktoré je konvexnou kombinaciou uvedenych kritérii.
Jedné sa o snahu udrzat dobré vlastnosti oboch kritérii, alebo potlacit neziadicu
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vlastnost’ navrhu optiméalneho podla jedného kritéria priblizenim k navrhu op-
timéalneho podla iného kritéria. Podrobnd tedria o kritériach optimality je napr.
v [7], kde je uvedend aj bohaté literatira o optimalnom navrhovani regresného
experimenta.

3. VETY O EKVIVALENCII PRE NIEKTORE KRITERIA OPTIMALITY

Veta 3.1. Nasledujuce tvrdenia si ekvivalentné. 1. Navrh 6}, € A,., je D—opti-
malny, teda det[M™1(63,)] = min{det]M™1(8)] : § € Avey}

2. Névrh 6}, € A,ey minimalizuje d(6) = max{ ;M1 (8)f;: i=1,2,...,No},
teda d(07,) = min{d(d) : 0 € Ay}

3. d(0},) = k (dimenzia vektora 3).
Dékaz. Dokaz vety realizujeme nasledovnym sposobom: 1. = 2. a sticasne 2. & 3.
a2 =1

1. = 2. a sticasne 2. < 3.

Nech &%, € Ay, je D—optimalny, teda det[M™1(6%)] = min{detM~1(5)] : ¢ €
Ayeg}. Vezmime Iubovolny navrh § a o €< 0,1). Navrh § = (1 —a)d}, + ad je
podla lemy 8.11 regularny, pricom

M@) = 3 [(1—a)h (i) + ad(i)NEE, = (1— a)M(8}) + aM(d),
iESp(S)

Podla lemy 8.12 je pre o €< 0,1) funkcia g(a) = IndetM(d) spojita diferencova-
telnd, pricom ¢(0) = maz{g(a): a €<0,1)}. Teda g(0) = g(a) pre a €< 0,1) a
musi byt

d
im -2 g(a) <
lim —~g(a) =0

(ide o derivéciu sprava). Dostdvame (pomocou lemy 8.6)

lim ilnalet[(l —a)M(5) + aM(9)] =

a—0 do

= Tim Tr{[(1 — a)M(8}) + aM()] ™ [~= (1 — a)M(8}) + aM(3))]} =

a—0 da
= Tr{M™"(65)[-M(8%) + M(6)]} = =Trlg i + TrM ™~ (65)M(8) =
=TrM™'(6p) Y SHNEE]—k= Y SONEM TN (SH)E —k S0,
i€Sp(8) i€Sp(d)

teda

(3.1) D S(HNEMTH(SH)E S k.
1€Sp(9)

Ak vezmeme jednobodovy navrh § so Sp(d§) = {io}, tak z (3.1) pre ig = 1,2,..., No

Je

N B, M7 (3)E, < E,

0o Mg



(3.2) d(55) = max{ M () : i =1,2,...,No} < k.

Pravda pre kazdy regularny navrh 6 € A,., plati
NO NO

(3.3) k=TrM " (§)M(8) = Tr[M~"(8) Y Nib(i)f:f]] =D 6(i) fiM ™" (9)f:.
i=1 i=1

Okrem toho pre kazdy § € A,¢4 je
(3.4) maz{\EIM (O i =1,2,...,No} > k.
Dokaz tvrdenia (3.4) vykoname sporom. Ak by pre nejaky navrh n € A,., bolo

maz{\EM T ())E 0 i =1,2,..., No} <k,

tak
NO NO
S n@OAEM T () £ p(iymar{ NEM T ()i i =12, No} =
=1 =1

No
= mar{ M ())f; . i=1,2, ...,No}zn(i) =
=1
= mar{ M ()0 i =1,2,..., No} <k,
¢o je v spore s (3.3). Z (3.2) a (3.4) pre ¢}, (pretoze 0}, € A,cy) dostdvame

k< d(6p) <k,

d(op) =k =min{d(d) : 0 € Ay}
Dokézali sme 1. = 2. a tiez 2. & 3.
2.=> 1.
Ak teda mame regularny navrh 6 € A,.4, tak
d(8) = max{\EM & 0 i =1,2,...,No} = d(6}) = F,
kde 67, je (ITubovolny) D—optimalny navrh. Nech § € A,., minimalizuje
d(8) = max{ M6+ i=1,2,...,No}

na mnozine A,.,. Musi byt

(3.5) d(s) = ,

11



1z
(lebo podla (3.4) pre kazdy é € A,y je d(§) 2 k a pre (l'ubovolny) D—optimalny
navrh ¢}, je d(6},) = k). Plati (pretoze 67, je D—optimalny)
0 < detM ™ (8})) < detM ™1 (6),
teda (podla lemy 8.9)

k
(3.6) 1 < detM(5})detM ™ (5) = det[M(55)M ' (5)] = [
=1
(415 --+5 , 7k st vlastné hodnoty matice M(&% )M ™1(§), ktoré st podla lemy 8.8 redlne

a kladné), cize
1

(3.7) 1< (ﬁ 7i> .

Na druhej strane podla lemy 8.10, lemy 8.9 a (3.5) je

1 s 1 _ ..
= TrM(6))M 1(6) = FTrM 1(5)4 > ShAff] =
i€Sp(dy)
1 . _
= Y SHOAEM T £
t€Sp(dy)
1 .. _ .
< P Z §h(iymaz{\EM (&) i =1,2,....No} =
1€Sp(dy)
1 .. 1 ..
(3.8) =7 >, 0p(i)d(8) = & Y. Sl =1,
1€Sp(dy) 1€Sp(dy)

7 ¢oho dostidvame

(3.9) H’y = 1.

Zo vztahov (3.6) a (3.9) mame
1 < detM(65)detM™1(8) <1,

teda
detM(d7,) = detM(§),

¢o znamena, ze

detM(0) = max{detM(p) : p € Ay},
alebo ekvivalentne
detM ™1 (8) = min{detM ™ (1) : 1 € Apey

Dokézali sme 2. = 1. a aj cela vetu. O
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Veta 3.2. Nasledujiice tvrdenia su ekvivalentné.

1. Ndvrh &% € A,ey je A—optimélny, teda Tr[M™1(5%)] = min{Tr[M~1(J)] :
§ € Ay}

2. Ndvrh &% € Ao, minimalizuje A(8) =maz{\f/[M™1(8)]*f; : 1 =1,2,..., No},
teda A(6%) = min{A(0): § € Ayey}.

3. A(8%) = TrM~1(5%).
Dékaz. Dokaz vety realizujeme nasledovnym sposobom: 1. = 2., 1. = 3., 2. = 1.,
3. = 1.

1.= 2.

Nech &% € A,., je A—optimalny, teda TrM ™1 (%) = min{TrM~1(J) : § €
Ayegt. Vezmime lubovolny navrh § a o €< 0,1). Néavrh § = (1 —a)d’ + ad je
podla lemy 8.11 regularny, pricom

M@) = 3 [(1-a)d4 (i) + ad(i)\if, = (1— a)M(3h) + aM(d).
iESp(S)

Pre a €< 0,1) je funkcia h(a) = TrM ! (S) spojita diferencovatelna, pricom h(0) =
min{h(a): a €<0,1)}. Teda h(0) < h(a) pre a €< 0,1) a musi byt

d
lim —h(a) 20

a—0 da

(ide o derivéciu sprava). Pomocou dosledku 8.4 (polozime tam C = I) dostdvame

lim iTrl\/I_l((l —a)dy + ad) =

a—0 do

E—— Clyiir%) Trl\/[_l((l — )8y + ad) {%M((l —a)dy + acs)} M_l((l —a)dy +ad) =

= — lim TrM ™ ((1 — a)d% + af) [di[(l —a)M(6%) + aM(é)]}

a—0 o

M (1 = a)d} +ad) =

= —TrM™(6%)[-M(6%) + M(§)IM™1(5%) =

(3.10) = TrM 1 (§5)[M(8%) — M(§)M ™ (6%) = 0.

Ak si vezmeme jednobodovy navrh ¢ so spektrom Sp(d) = {ig}, tak z (3.10) pre
io = ]_, 2, ceey NO je

TrM ™ (§*)[M(8%) — Ao i, £LIM ™ (6%) =

20" 10

= TrM (%) — TrM (8% A £i £ M7 (6%) =

e Rat 5}

= TrM~Y(6%) — i £l M2(8%)f;, 2 0,

0o Mg
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cize pre i = 1,2, ..., No
TrM~1 (%) 2 N M2 (5D,
teda
(3.11) TrM~1(8%) 2 maz{\EM2(8)E 0 i =1,2,..., No} = A(&%).

Pre Tubovolny regularny navrh é € A,., plati

No No
D SHNTIM T (OEEM T ()] =Tr Y S(HAMM T (OEEM T (5) =

(3.12)

No
= TrM~1(4) Z SONEEM () = TrM~H(SM(S) M () = TrM~1(5),
=1
teda pre Iubovolny reguldrny navrh § € A4 je
No
TrM ™' (8) = Y S(@)NTrM ™ (§)EEM ™' (8)] <
=1

No
< d()ymar{\TrM ™ (OEEM T () 1 i=1,2,...,No} =

=1

= maz{\F[M YO . i =1,2,...,No} = A(4),

TrM~1(§) < A(6).
Z predpokladu TrM ™1 (6% ) = min{TrM~1(8) : § € Ay} teda
TrM 1 (8%) = min{TrM™1(§) : § € Apey} Smain{A(§): §€ Avey}

Ale z (3.11) méame
I (54) 2 A(5).

Dostidvame

AG) STrM7Y (85 Smin{A(d: §€ Ay},

¢im sme dokazali 1. = 2.
Stucasne musi byt

(3.13) A(6%) = TrM_l((SZ) =min{A(d: §€ Ayt
teda

(3.14) A(S%) = TrM (%)
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a dokazali sme 1. = 3.
Teraz 2. = 1.
Nech 6* € A,y minimalizuje A(§) na mnozine A,.,.Z predpokladu

(3.15) TrM ™ (6*) > min{TrM ™1 (8) : § € Aoy} = TrM 1 (8%)
vyplynie spor. Potom totiz musi existovat nédvrh 4, ze pre funkciu
s(a) = TrM (1 — a)A* + ad), a €<0,1)

plati

(3.16) lim diTrM—l(u —a)é* +ad) < 0.

a—0 do
Kedze 6* minimalizuje A(9), je
maz{\F M6 i =1,2,...,No} <
< maz{\FIMTH )P i =1,2,...,No} =
=TrM 1 (8%5) = min{TrM 1 (8) : §€ Aney}
a stcasne z platnosti (3.15) vyplyva (analogickou cestou ako odvodzovanie (3.10)),

ze

lim %Tﬂvrl(u —a)§* + ab) =
=TrM ™' (6")[M(") - M(§)]M™(87) =
= TrM ' (6*) = TrM ™! (5*)[%03 NS(OEEIM () >
> TrM ™ (6*) — max{AiTrlzl—l(5)fif;M—1(5*)} =
(3.17) = TrM ™Y (%) — A(6*) = TrM ™1 (5%) — A(6%) 2 0,

¢ize (3.17) je v spore s (3.16). Z toho vyplyva, ze neméze platit TrM~1(5*) >
TrM~1(8%), cize

(3.18) TrM (&) Smin{TrM 1 (8) 1 § € Aoy} = TrM 1 (5%).
Samozrejme
(3.19) min{TrM 1 (8) 1 § € Apey} S TrM™1(5%)

a dostavame, ze

TrM ™ (6*) = min{TrM 1 (8) : § € Apey ).
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Dokazali sme 2. = 1.
Konec¢ne dokazeme sporom 3. = 1.
Nech §** € A,¢, je taky névrh, ktory neminimalizuje TrM~1(§), ¢ize
TrM~H(5**) > TrM 1 (8%4) = min{TrM () : § € Avey}

Potom ale musi{ existovat nivrh &, ze ¢ = (1 — @)d** 4+ ad mé vlastnost, ze

) d 1%
(3.20) clylg%) @TTM (6) < 0.
Polozme
3.21 1 dTmrls—d 0
(3.21) Lim ——Tr (0)=d<0.

Podobnou cestou ako pri odvodzovani (3.17) a s vyuzitim (3.12) a (3.21) dostdvame

No
_ 1 d —1/%y —1/ ck% B —1/ cxx\p ol =1 gkry >
d = clylg%) @TTM (&) =TrM™(6"") — ;:1 b () TrM ™ (HEEM ™ (6™) 2

> TrM~H(6*) — maz{\f M) f . i =1,2,..., No},

- d+mar{\F ML) 1 =1,2,...,No} = TrM ™ (5*),
alebo

—TrM~Y(6*) + maz{\E[M7L6))%f . i=1,2,...,No} =2 —d > 0,
teda

A(S™) = mar{\E ML) 0 i =1,2,..., No} > TrM ™1 (6*).
Dokézali sme 3. = 1. aj celd vetu. O

A—optimalita je pecidlnym pripadom L—optimality, ked funkcional L(-) je defi-
novany pre dany pevny vektor h € RF ako L(A) = h’Ah (pozri zéver 2. kapi-
toly). Vetu o ekvivalencii pre L—optimalny navrh dokazujeme analogicky ako pre
A—optimalitu (pozri [5], str. 68). Tu si ju len sformulujeme.

Veta 3.3. Nasledujiice tvrdenia su ekvivalentné.

1. Névrh 6} € A,y je L—optimalny, teda LIM™!(63)] = min{L[M™1(d)] : § €
Aregt

2. Névrh 8 € A,ey minimalizuje [(§) = maz{\, LM~ (§)LEM~1(§)] : ¢ =
1,2,...,No}, teda (07 ) = mun{l(d) : § € Ay}

3. 1(51) = LIM-1(5)].

Veta o ekvivalencii pre restringovany A—optiméalny plan vyplyva z vety 3.3, ked
minimalizujeme LM ™1(§)] = Tr[M"1(§)] (pozri (2.1).

Teraz si este uvedieme vetu o ekvivalencii pre restringovany D—optimalny plan.
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Veta 3.4. Nasledujiice tvrdenia su ekvivalentné.

1. Nédvrh ¢}, € A,y je restringovane D—optimalny, teda det[l\/[lvl((s;‘)r)] =
min{det[M"1 ()] : § € Avey}.

2. Névrh 0y, € Ayey minimalizuje d(8) = max{\fIM~H(8)f;—
NEDYMELOED - i =1,2,., No}, teda d, (55, ) = min{d,(5) : & € Apey}.

7

Tu B = (B, 83%) arozklad M(9) a f; zodpoveda rozkladu vektora (3 na jednotlivé

subvektory, "
_ ([ Mia(6) My 2(d) _(f
M) = (Minls) M) ) 5= ()

3. d,(6p,) = k1 (dimenzia vektora (3 ).
Dékaz. je zlozitejsi a vynechdvame ho (pozri [2], str. 115).

Sktseny uzivatel moze na zédklade intuicie alebo predchadzajicich skiisenosti
vypracovat’ taky navrh, ze je blizko optimélneho (podla zvoleného kritéria opti-
mality). Napr. ak maz{\{IM~1(*)f; : ¢ = 1,2,...,No} je len nepodstatne
vacsi ako dimenzia k vektora 3, potom navrh 6* je z hladiska praktického pouzitia
D—optimélny a nemusime ho uz nijako vylepsovat.

Podobne uvazujeme i pri ostatnych vyssieuvedenych kritériach. Pouzivame pri-
tom 3. tvrdenia viet o ekvivalencii.

Ak predbezny navrh vyrazne nespifla poziadavku 3. tvrdenia prislusnej vety o
ekvivalencii, potom tento navrh iterac¢ne vylepsime postupom uvedenym v dalse]
kapitole.

4. ITERACNE URCENIE OPTIMALNEHO NAVRHU

Lema 4.1. Nech d(i,6) = f!M~(8)f;, pricom § € A,y ai € {1,2,...,Ng}. Pre
Iubovolny plén § € Ay, 1 € {1,2,..., No} a o € (0,1) plati

det[(1 — a)M(6) + aXfifl] = (1 — a)* {1 + (lfioz)/\id(i’é)} detM(9).

Dékaz. Ak si zvolime v leme 8.14 A = (1 — a)M(4), B = Va\f;, C = —Va\f],
D = 1, dostdvame z rovnosti detAdet(D — CA™'B) = detDdet(A — BD™!C)

tvrdenie lemy. O

Lema 4.2. Nech 6 € A,y4, 0 # d},. Potom

maz{det[(1 — a)M(S) + a\ff]]: a € (0,1),1 =1,2,...,No} =

_ (Ai*dg*v(S))k (Ai*di’;;) - 1>k_1 detM(5) > detM(5),

pricom 1* je také ¢islo z mnoziny {1,2,..., Ny}, Ze

Aind(1*,6) = max{\;d(i,0) : i =1,2,...,No}.
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Dékaz. 7 lemy 4.1 je vidiet, ze det[(1 — a)M(9) + aX; £if]] je rastica funkcia veliciny
Aid(2,0) (tato velicina nezévisi od «). Aby sme (pre dany plan 6 € A,.,) dosiahli
maximum det[(1 — a)M(J) + aX;fif]], musime pouzit hodnotu A\;»d(i*,d) a max-

a /\i*d(i*,cs)} detM(§) vzhladom na a. Budeme

imali t (1 —a)fql
imalizovat’ ( «) { + T

maximalizovat Indet[(1 — a)M(5) + ad; i« ). ] vzhladom na a.

d
d—lndet[(l —a)M(4) + alps £ Tl] =

(a4

= di {kln(l —a)+in {1 + ﬁ&*d(i*’é)} + lndetM(5)} =

(a4

ko, Aed(i'0)
 l-a 1—oz1—oz—|—oz/\i*al(i*,5)_7

N d(i*,8) — k
DNwd(i*,8) — 1]k

ot =

Pretoze z predpokladu navrh § nie je D—optimalny, musi byt \ixd(:*,d) — k > 0,
teda a* > 0. Lahko sa presvedcime, ze

2

d
——lIndet[(1 — a)M(6) + aX;: T ]

do? <0,

*

a=o

cize takto uréeny extrém je maximum. Teda

maz{det[(1 — a)M(S) + a\ff]]: a € (0,1),1 =1,2,...,No} =

= maz{(1 — a)F {1 + (lfioz)/\id(i’é)} detM(d): a€(0,1),i =1,2,...,No} =

a*

= (1—a*)* {1 + m/\i*d(i*,é)} detM(6) =

— (Ai*dg*’ 5)>k (Ai*dé;;) — 1) - detM(8) > detM(§). O

Veta 4.3. Nech pre postupnost planov dg, d1, ... plati

o1 = (1 —agy,)ds + 04:+1/\ij:+1fij:+1fi/:+17
pricom i, je uréené z rovnice
/\i*+1d(i:+1,53) = max{\;d(i,6s): i =1,2,.... No} =

8

= maz{\EM (50 i =1,2,...,No}
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oty = Az‘:+1d(i§+175s)—k |
[Nis, d(1%541,05) — 1]k

Nech 6; # 63, 1 =1,2,..., potom

lim detM(ds) = detM(dp).

§—> 00

Dokaz. je zlozity a potrebuje hlbsie vniknut do tedrie, pozri napr. [7],[2]. Preto ho
tu vynechame.

V predchéadzjucich tvrdeniach opisana optimalna volba éisel af, s = 1,2,..., je
dost zlozitd. Jednoduchsi postup pre volbu cisel ay a tiez iteracny postup, ktory
sa osvedcil v praxi je nasledovny.

Nech g je startovaci navrh. Prvé zlepsenie, ktoré vedie k navrhu d; je konvexna
kombinacia planu dp a vhodne zvoleného “jednobodového* navrhu 67 so spektrom

Sp(67) = {if}. teda
(Sl = (1 — Oéo)(SO + Oéo(sr, Qg € (0, 1)

Navrh d5 je opat konvexnd kombindacia planu §; a vhodne zvoleného “jednobodo-
vého névrhu &5 so spektrom Sp(d5) = {i3}, teda

52 = (1 — a1)51 + Oél(S;, oy € (0, 1)

Takto postupujeme, az ziskame navrh d,,¢, ktory spifla zvolené kritérium optimality
dostatoéne presne.

Volba startovacieho ndvrhu dg, volba éisel ag, aq, ... a volba postupnosti i7, 13, ...,
je dana nasledujticimi pravidlami.

Nech Sp(do) = {i1,2,....0%} a hodnoty navrhu dy v bodoch spektra nech st

do(i) = o i € Sp(do). Je vhodné, aby startovaci plén mal v spektre prave

k indexov, alebo len o mélo vacsi pocet indexov ako k (k je dimenzia vektora
parametrov 3). Volba startovacieho planu dp musi byt takéd aby jeho informacnd
matica M(dg) bola reguldrna. Regularita tejto matice je ekvivalentnd nevychylenej
(nestrannej) odhadnutelnosti vektora parametrov 8 (pozri vetu 1.9). V dalsom
budeme pokracovat tak, ze pocet bodov spektra startovacieho planu bude rovny k.
lahko sa dajt upravit nizsie uvedené vztahy pre pripad inej volby (véaésieho poétu)
bodov spektra startovacieho planu.

Ak i € Sp(do), potom zrejme Sp(d1) = Sp(do). Hodnoty 41(j) zvolime podla
nasledujiceho pravidla

2

T ak j =17,

o
—+

hif)=q9 1 j # i a stcasne j € Sp(do),

E4+1’
0

, inak.



Ak i} ¢ Sp(do), potom Sp(d1) = Sp(do) U {17} a
1 .
k_l_lv ak.] Zlv
51(7) = 1 . L .
1) R ak 7 # 1] a sticasne j € Sp(do),
0 inak.

Uplne analogicky postupujeme v dalsich iteraciach.
Ak Sp(dy) = {i1,92, .y ik, } a2ty 4y € Sp(dp), potom

(F+p)3p(ipes) +1

Sp(dp+1) = Sp(dp); p+alipir) = [

a pre ostatné indexy j € Sp(d,) je

(k+ )3y(5)

5P+1(.j): k_l_p_l_l

Ak iy & Sp(d,), potom

Sp(dp+1) = Sp(d,) U {1;4-1}

a pre j € Sp(d,) je
(k£ )%(J)

) ) =

P+1(.]) L _I_p +1
a pre i, je

1

) )= —.

p+1(ip41) Ftp+1
Takto popisany postup, ktory uréuje dp41 = (1 — ap41)d, + apt1d, g, dava pre
~ / 1 . 7 7 M M 7
¢isla o vztahy o) = il p=0,1,2,... . V literattre [7],[2] st i iné volby
cisel ag, aq, ... .

Urcenie postupnosti ¢7,¢3, ..., pri jednotlivych kritériach optimality:

D—optimalita:
/\i:_l_lfl{:_l_lM_l((ss)fi:_l_l = max{Ajf;M_1(53)fj =12, ...,NO},
s=0,1,2,....

Restringovana D—optimalita pre urcenie prvych k; stradnic vektora 3:

s+1

A [fi/:.|.1M 1(58)fi:+1 - (f’(:jl)/M27%(5s)f’(:jl] -

= maz {\[EMTH6OE — (£7) M08 0 j=1,2,... No},
s=0,1,2,....
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A—optimalita:

!/
/\Z:+1 fl:+

[M_l((ss)]zfi:_l_l — max{Ajf;[M_1(53)]2fj : J=12,..,No},

1
s=0,1,2,....
L—optimalita:

Ao LMY (8)f fle MTH(S,)]
s+1 s+1 ‘a4
= max{/\jL[M_l(53)fjf;M_1(53)] : J=1,2,...,No},

s=0,1,2,....

Pri uvedenom sekven¢énom vylepsovani startovacieho navrhu g je potrebné na
kazdom dalsom kroku znovu uréit inverziu prislusnej informaénej matice planu.
Pri va¢som pocte parametrov k a vacsom pocte iteracii (niekedy radovo 100 — 1000
iterdcii) je iterovanie informacnych matic naroénou numerickou tlohou.

Poznamka 4.4. Pri iterativnom vylepsSovani $tartovacieho navrhu dg s vyhodou
pouzivame vztah
M~ (55)uu'M~1(4,)

1+ uM-1(§)u ’

M~ (§541) = [M(&s) + uu']~! = M1 (8,) —

(pozri Lemu 8.15). V naSom pripade (ak v Startovacom navrhu bolo prave k ex-
perimentalnych bodov) je

M(ds+1) = Z Nifif0,41(1) =
1€SP(dst1)

. k + s s
= Z /\ifif{CSs(@)m + /\ij;+1fij:+1fi/j;+15s+1(Zs+1) =
1€5p(ds41)
ity
k+s 1

E+s+1 ( )+k+3+1 s+l e+l g

Preto
‘ -1 ‘ ' -1
_ AZ:+1M (58)flz+1fl:+1M (53)
k+s+ /\i:+1ff:+11\/[—1(53)fi:+1

7

E+s+1 M-

-1 .
M~ (ds41) = s

(45)

5. PRAVIDLA PRE ZASTAVENIE ITERACI{

Pravidla z predchadzjtacej kapitoly zarucuja konvergenciu iteraéne vylepsova-
nych navrhov k navrhu optimalnemu. Konvergencia nemusi vzdy postupovat tak
rychle, ako by sme si to priali, ale na druhej strane ani nepotrebujeme, aby proces
dokonvergoval. Posta¢i nam vyhovujice priblizenie k optimélnemu planu. Toto



pribliZenie si stanovime pravidlom zastavenia pomocou dostatoéne malého kladného
¢isla € > 0. Iteracie zastavime pri navrhu, ktory oznacime 0,45 (posledny).

D—optimalita: Posledny navrh d,,5 bude ten, pre ktory plati
1
max{EAjf;M_l(csposl)fj 7 =12,...,No} <1l+4e.

Da sa dokazat, ze v tomto pripade plati

|:d€tM_1 (5]9031)

% 1 —1 .
detM—l((g*D) :| § maw{z/\]f;M (5posl)fj D)= ]_727 '”7N0}‘

A—optimalita: Posledny navrh d,,5 bude ten, pre ktory plati

max{Ajf;[M_l(csposl)]zfj 7 =1,2,...,No} — Trl\/[_l((SPOSI) < e.

L—optimalita: Posledny navrh d,,, bude ten, pre ktory plati

max{AjL[M—l(5p03,)fjf;M—1(5p03,)] D J =12, No} — LM ™ (8,01)] < &.

Restringovand D—optimalita (uréujeme prvych ky stiradnic vektora 3): Posledny
navrh d,,5 bude ten, pre ktory plati

1 )
max{ax\j[f;M_l((Sposl)fj — (£ ML (Spos) ] 0 = 1,2, No} < 14e.

D& sa dokazat, ze potom plati

1
detMl’l((Sposl) k1 <
detMU1(6%, )| =

1 )
max{EAj[f;M—l(apos,)fj — (£ MG ()] 5= 1,2, No}.

6. X—OPTIMALITA

Podla definicie 2.7 navrh 6% € A, je X—optimdlny ak

0.2

N*

Hz— M~ (58)

2
‘ = mzn{HE — %M_l(é)H : (S - AregyN = 1,2,...},

kde ¥ je dopredu zadand cielovd kovarianéna matica vysledného odhadu vek-
torového parametra 8. Hladdme 63, a N*. Oznaéme

VA :
g, = —fi, 1 = 1,2,...,N0
o)



G’ =(gi:g2, 8N, )
2
Pri nejakom N a navrhu 65, ma NNLO 3 kovarianénu maticu %M—l(ég), ktore]

inverzia je

sL(1) 0 0
N 0 (2 ... 0
SM(0E) =GN [ ] G.
0 0 §5(No)

Ak existuji nezdporné éisla 6%(1),05(2), ..., 05 (No), (pre ktoré Ef\;ol 05(1) =1) ze
plati

s5(1) 0 0
/ 0 (2 ... 0 B
(6.1) GN| G=x",
0 0 §5(No)

tak sme nasli 6% aj N* = N. Podla lemy 8.18 sa da systém (6.1) prepisat ako

4% (1) 0 0
o 0 §5(2) ... 0 »
(G' ® G")vee ) = vecX ",
0 0 52 (No)

ktory sa da este zjednodusit tym, Ze sa vynechajd rovnice pre {71}, ;, pre ktoré

k(k —1)
2

ked vo vektore vec¥ ™! vynechdme sdradnice {371}, ;, pre 7 < j a A takd maticu,
ktord dostaneme ked v matici G’ @ G’ vynechdme prave tie isté riadky, ktoré
zodpovedaju stradniciam vynechanym vo vektore vecX ™!, tak najst X —optimélny
névrh (pri nejakom N) je ekvivalentné hladaniu vektora x € R™o N M, kde

i < j (dostaneme rovnic). Ak oznac¢ime y taky vektor, ktory dostaneme

No
M = {XERNO 21 20,29 20, .,an, 2 O,ij =N},
j=1

ktory (vektor) minimalizuje veli¢inu
K(x) =x'A’Ax — 2y’Ax.

Problém riesime ako tilohu kvadratického programovania (pozri napr. [3], str. 118).
Riesenie xg = N(05(1),0%(2), ..., 0% (Ng))' ndm dava optimélny navrh 63, pri danom
pocéte merani N.

Uvazujme teraz dva navrhy s réznym poc¢tom merani. Pri prvom experimente
nech je tento pocet Ny, pri druhom N;. V obidvoch experimentoch nech st matica



A a vektor y rovnaké. Nech x; je riesenie nasej tlohy pre prvy experiment a Xs je
riesenie tlohy pre druhy experiment. Moéze nastat situdcia, ze K (x1) < K(x3), teda
s mensim poctom merani sa v prvom experimente lepsie priblizime k predpisane]
matici ¥7!. Samozrejme dédme prednost navrhu prvého experimentu. Tato tvaha
nas vedie k nasledovnej modifikacii definicie X —optimélneho néavrhu, s ktorou v
praxi vystacime.

Vektor xg = Ny,65 nazveme priblizne ¥ —optimalnym, ak minimalizuje veli¢inu
K(x) = x’A’Ax — 2y’Ax, jeho komponenty ¢ 1,2032,..., %0 N, S0 neziporné a
pre komponenty vektora 63, plati Ef\;ol §%(i) = 1. Cislo N,y je optimalny poéet
merani, pri¢om Nopt < Ny, kde Nypqp je maximélny poéet merani, ktory v danom
experimente este pripustame. Zrejme

No

. Loq
Oy (1) = ﬁv Nopt:Zin-
i=10¢ i=1

Ak pouzijeme oznacenie

- oA ! I, g _ [ Onoa
K(x)=x'A'Ax —2y'Ax, B= <11 1), b—<NmM>,

tak xo minimalizuje K(x), pricom spifla podmienky Bxy < b (toto oznacenie
chiapeme tak, ze pre zvoleny komponent vektora na lavej strane zodpovedajici
komponent vektora na pravej strane nie je mensi).

Problém riesime opat metédami kvadratického programovania.

7. URCENIE OPTIMALNEHO NAVRHU EXPERIMENTU
V NIEKTORYCH SPECIALNYCH PRIPADOCH

Niekedy mame za tlohu uréit optimalny navrh experimentu, ked mnozina priamo
observovatelnych parametrov nie je konec¢na. Predpokladajme, Zze mnozina priamo
observovate’lnych parametrov je

(e =181 ve<ab>},
1
- o(a)
o?(+) je polyném, ktory nemé korene v intervale < a,b > a jeho stupen je mens{
alebo sa rovna 2(k — 1). V tomto pripade existuje D—optimalny navrh &}, ze
Sp(6%5) = {zW 2@ 2®}. Pre navrh &% plati
( ) ]. .

dp(at) = o 1=1,2,..., k.
Dékaz tvrdenia najdete v [7]. Ako uréit body z(V, 2 .. 2*) spektra tohto
D—optimélneho navrhu ? Dostaneme ich rieSenim maximalizacnej llohy

kde f, = (1,z,2%,...,2%71). Majme tiez dané vahy \, ako \, pricom

k

ﬁ Z) I (=9 = 2)

J=1 t,j,=1
1>

sMe<a, b> <"“>e<a b>



za podmienky (V) < 2 < .. < 2 Ide o tdlohu maximalizécie redlnej funkcie &
realnych premennych.
Iny pripad, ked vieme napisat optimalny navrh je ak

{Mx = f;ﬁ Core< avb >}7

kde f, = (1,z,22,...,2%*71) a védhy \, st konstantné. Nech y € R— < a,b >.
Odhadujeme hodnotu f;3 = Ele y/~13; (predikcia, alebo extrapolacia). Op-
timalny nédvrh experimentu v tomto pripade je ten, ktory vedie k minimalizacii
disperzie odhadu 3, ¢ize je to L—optimalny navrh, kde linearny funkcional L(-)

je definovany ako L(A) = f; Af,. Oznacme

2 = cos k_lﬂ' , 1=1,2 .. k.
E—1

Hladany L— optimdalny navrh pre extrapoldciu 67 ma spektrum pozostavajice z

bodov

4 — (1)
x(l):a—l—b—l—(b a)z i— 19

) 2,k
2

takych, ze plati
(2 —y)
(2 — @) |

6 () =]]

JFi

Dokaz pozrite v [7], kde st dokézané aj iné podobné tvrdenia pre najdenie op-
timalnych navrhov v niektorych specidlnych situaciach.

8. POMOCNE TVRDENIA

Nech B je reguldrna n x n matica, ktorej prvky st diferencovatelnymi funkciami
premennej ¢, ¢ize {B}; ; = b;; = b;(t), 1,7 =1,2,..,n,

0B 0b;;(t) . .
a5 je n X n matica, ktorej prvky s %, 1,7 =1,2,...,n
odetB . y . Ltore! v s odetB _ 19
sp J¢ ™ X 1 matica, ktorej prvky st Doy 1,5 =1,2,...,n,
{B}11 0 .. 0
0 {B}22 ... 0
diagB = .
0 {B}lun
Lema 8.1. Platf
0B~ — _B—la_BB—l




Dékaz. Prvky matice B™! oznaéme b(_ ), 1,7 = 1,2,...,n. Tiez su diferencova-

telnymi funkciami premennej ¢, ¢ize bgj D — bEJ 1)(t), 1,7 = 1,2,...,n. Pre 1,5 =
1,2,...,n je

(BB~ 1}71_251,6 1oy, (1) = 6

(0;5 je tzv. Kroneckerovo delta, ¢ize d;; = 0 pre 1 # j a 6;; = 1 pre 1 = j.) Preto

0 _ "9 _
= (BB, = Y = bty )

k=1
_ - Palt) -y - b (1) N
= ot ki (t)-l-z ik(t)T, 1,7 =1,2,...,n,
k=1 k=1
¢o v maticovom zapise je
0B oB~!
_B—1 B 0
ot ) ’
éize
oB~! OB
= _—_B~ 1_B 1 0
ot ot

Lema 8.2. Nech C je n x n matica konstant. Plati

oTrBC oB
o rCo

Dokaz.

dTrBC o Obii(t) OB OB
BT at;;;b” cﬂ—;; BT cji=1Tr 8tC TrC 5 O

Z predchadzajicich dvoch liem priamo dostavame

Dosledok 8.3. Plati

oTrB T 0B
Ot ot
Dosledok 8.4. Plati
1
oTrrB~'(t)C — _T.CB 1Z?B(t)B_1

ot ot



Zzi

Lema 8.5. Plati

OdetB { (det B)(B~1Y, ak je B nesymetricka
OB | (detB)(2B~' — diagB~!), ak je B symetrickd.

Dokaz. Determinant regularnej n x n matice B sa da pisat’ ako
detB ={B};,1Bi1 +{B}i2Bi2+ ...+ {B}inBin

pre i € {1,2,....,n}, pricom B, je doplnok (n — 1)-ho stupiia determinantu detB
patriaci k prvku {B}; ¢ (pozri napr. [4], str. 270). Preto

OdetB B 0
o{B}i; O{B}i;

({B}i1Bixn +{B}i2Biz+ ... +{B}inBin)-

Dostidvame
odetB
NHB}i; ’
a
BLl BLQ e BL"
adetB BQ 1 BQ 2 . BQ —1N7
_ ) ) Tl = (det B)(B
B _ [ e (et B)(B™)'
Bn,l Bn,2 Bn,n
lebo
BLl 3271 Bn,l
detB detB det B
1,2 Bj 5 n,2
B !'=]| detB detB =~~~ detB
Bi7n BZ7n Bn,n
detB detB ~~ detB

(pozri napr. [4], str. 320). Toto plati o nesymetrickej matici B. V pripade, ze B je
symetricka, teda

{B}r,s — {B(61176127 ceey bln7 6227 6237 <. 762117 <. 7bn—1 n—1, bn—l i3] bnn)}r,s —

b,s, akr < s,
N bsr, akr > s.

Pre symetrick maticu teda

{B}l,l {B}L? . {B}l,n bll [)12 . bln
{B}z,l {B}272 e {B}Zm bia bys ... bap
{B}ml {B}n,Z <. {B}nm bin ban ... bun

Preto

n n

ddetB ZZ ddetB 0{B}i;  0detB 0{B}i;
b O{Blr: bui OBl bui

k=11=1



.
-~ 9{B}.;

Pre i < j je

[{B}i,lBi,l + {B}i7zBi72 4+ ...+ {B}i,nBi,n] 1= Bm‘, 7 = 1, 2, I )

6detB iz ddetB 0{B}y,;  ddetB 0{B}, ; ddetB 0{B};,;
—1 a{B}k,l bz] a{B}l,] bl] a{B}]J bl] a

k=1

0
= [{B}i1Bix +{B}i2Bis + ... + {B}inBin] .14
H{B}i;
0
+ 2B}, [{B}i1Bja +{B};2Bjz2 + ... + {B};nBjn].1 =
= B, + Bj.
Uplne rovnako pre i > j dostaneme
odetB
—— = Bj.i+ B,
c1ze
odetB  0detB odetB
6611 6612 o c%ln
9detB odetB  0detB odetB
8?3 =1 Ob dbyy  Obyn | = (detB)(2B™! — diagB™). O
ddetB  OdetB ddetB

Lema 8.6. Pre symetricka regularnu n X n maticu B plati

OlndetB(t) 1 8B( )
T =TrB~ Era

Dékaz. Ak si uvedomime, 7e B aj B™! s symetrické matice, teda pre 1 > j plati

B B
{B71},;, ={B7 '}, {%—t} = {%—t} A tvrdenie predchadzjicej lemy, ¢ize
0,

ddetB { 2{B7'}, ;detB, aki < j,

abi]‘ {B_l}m‘detB, ak 1 = 7,
dostdvame
8lndetB(t) 1 6detB OdetB 0b;; _,0B
=TrB™ —. O
ot detB ot detB Z Z o, ot - ot

=1 j=



Lema 8.7. A, B nech su symetrické m xm matice, A je pozitivne definitna. Potom
existuje nesingularna m x m matica U taka, ze plati

UAU' =1, UBU' = A,

pricom A je diagonalna.

Dékaz. Oznatme wy,...,W,, ortonormalne charakteristické vektory matice A a
dy, ..., dpn jej charakteristické éisla prislichajice tymto charakteristickym vektorom.
Teda

AWZ‘ = diWi, 1= 1,2, e, m.

Cize existujui matice

d, 0 0
. 0 ds 0
W = (wiiwei...0wy,) a D= \
0 0 dm
ze
AW = WD, WW =W'W =1,
alebo
WAW =D, WDW’'=A, WD 'w' =A"1
Oznacéme
1
V& 0 ... 0 v 0 -0
1
D%: 0 Vda ... 0 D—%: 0 v 0
: 1
0 0 ... Vdn 0 0 ... o=
a
C=WD:W'

Matica C je reguldrna, symetrickd, pricom C? = WD:W' WD:W' = WDW' =
A, teda WD W' =C~! aC2=A"1. Matica S = C"'BC~! je symetricka.
Nech sq, ..., 8, st jej ortonormalne charakteristické vektory a Aq,..., \,,, charakte-
ristické éisla prislichajice tymto vektorom, teda

C'BC s, = \;s;, 1=1,2,...,m.
Oznacéme

Z; = C_ISZ‘7 1 =1,2,...,m.

Zrejme

A_lBZi = A_IBC_ISZ‘ = A_ICC_IBC_ISZ‘ = A_IC/\Z‘SZ‘ = C_l/\isi = \;Z;.



Preto z;, 1 = 1,2, ..., m st charakteristické vektory matice A™'Ba \;, 1 = 1,2, ...
st im prislachajtce charakteristické cisla, ¢ize

A™'Bz; = Nizi, 1=1,2,...,m.

/ / / /
z} z1Az, z1Azy ... ZiAzZ,
, 7)) S zhAzy  zhAzy ... zhLAz,
UAU = : A(z1:22:..2) = ) =1,
/ / / /
z,, z,, Az, z,,Azy ... 2z, Az,

lebo 7z Az; = z/.C'Cz; = sls; = §;;. Dalej

le /\1 0 0
Z; S 0 X ... O

UBU' = ] B(z1:22:....2p) = . = A,
z 0O 0 ... An

lebo z!Bz; = z;,AA™'Bz; = z;C*A™'Bz; = s/C !C*C?BC's; =
= SiC_lBC_ls]‘ = /\]‘SQS]‘. O

Lema 8.8. Nech M{,M, su m X m symetrické a pozitivne definitné matice,

M,y Ay st charakteristické ¢isla matice 1\/[11\/[2_1. Potom su \q,..., \,, realne
a kladne.
Dékaz. Ai,..., \;p s rieSenim rovnice

det(M;M; ! — ) = 0,
ktora je ekvivalentna nasledujicim rovniciam
det](My — AM3)M; '] = 0,
det(M; — A\M3) =0,
det[M2 (M, *M; M, * — \[)MZ] = 0,
det(M, ®M; M,  — \I) = 0.

_1 1
Pretoze M, >M M, * je pozitivne definitna matica, vietky jej vlastné éisla, teda
1

riesenia rovnice det(M, 2M;M, ? — A\I) = 0 s redlne a kladné. O



a1l

Lema 8.9. Majme n x n maticu ¥ a nech ~1, ...,v, su korene jej charakteristickej
rovauice, t.j. rovnice det(F — ~I) = 0. Potom detF = H?:1 v aTrF =% " 7.

Dékaz. Charakteristicka rovnica det(F — ~I) = 0 sa d& pisat ako

(=1)"™" + 07"+ e b1y + by = 0,

(8.1) (—1)"(7"+a17"_1 + .ot an_1y +ay) =0,
pricom (priamo z definicie determinantu) plati

(8.2) by = (—1)"a, = detF, b = (—1)"a; = (—1)""'"TrF.
Rovnicu (8.1) moézeme pisat ako

(8.3) (=D"(y =)y = 72)--(y =) =0

a roznasobenim (8.3) dostdvame vztahy medzi korenmi a koeficientami charakte-
ristickej rovnice, teda

—a1 =71+ ... +Vn
az =172 t -+ Yn—-17n
(8.4) —ag =71Y2Y3s + - T Yn—2Yn-17n

(=1)"an = 7192 Yn-

Z (8.2) a (8.4) dostdvame tvrdenie lemy. O

Lema 8.10. Nech Ay, ..., A\, st nezaporné c¢isla. Plati

(8.5) (ﬁ /\i> = % i A

Dékaz. Ak a =0, b= 0, tak
(8.6) ab <
lebo

(a_b)Z z 07

teda postupne
a® — 2ab + b* >0

a’ + b? > 2ab



%(az + bz) 2 ab.

Nech Ay 20,y 2 0, a polozme v (8.6) a = VA1,b =/ \a. Potom z (8.6)
1
(87) vV /\1/\2 = ab § 5(/\1 + /\2)
Nech dalej A1, A2, Az, Ay st nezaporné. Podla (8.7) plati
1 1
AMAg £ 5(/\1 +A2) a VA3 S 5(/\3 + A1),

¢ize (znovu vyuzijue (8.7))

4 1 1
VAIA2 A3y = \/\/ MA2V A3y S \/5(/\1 + /\2)5(/\3 + M) S

11 1 MF+ N+ A3+ A
§§{§(/\1+/\2)+§(/\3—|—/\4)]: : 24 & =

Matematickou indukciou dokazeme, ze (8.5) plati pre n = 2* (k je prirodzené éislo).
Pre k = 2 (8.5) plati. Nech plati (8.5) pre n = 2% ukézeme, 7e plati aj pre
n = 2k Teda nech plati

ok Qlk . ok
M) =iy
=1 =1
Vezmime A1, Ao, ..., Ao, Aok g1, .oy Agkti—g ok, Naozaj
_1 1 1
ok+1 2k+1 ok ok ok 2k 1 ok 1 ok
Iy - (H Ai) [ s |2 50 2 dige 2 A <
=1 1=1 J=1 =1 j=1
ok ok ght1
1{1 1 1
Sl 2Nt D s | = e DN
i=1 j=1 i=1

Teraz ukazeme, ze ak (8.5) plati pre nejaké n = 2, tak plati aj pre n — 1 (spatna

indukcia).

A+ A4+ A
n—1

Teda ak nerovnost (8.5) plati pre (nejaké) n = 2, mé tvar

. Vsetky A; st nezaporné.

Uvazujme A1, Az, ..., A1, Ay =

At A+ o+ A

n—1

(8.8) 7{//\1/\2.../\”_1
At A+ o+ A

[/\1 + A4+ Ao + =

<

A+ A+ ).

3| =

n—1 n—l(



Nerovnost (8.8) sa da pisat tiez ako

n—1 n—1 n—1 n n—1
1 1
A; A < A
(H ) n—1 Z ! “n—1+4 ’
1=1 1=1 1=1
¢ize (ak aspon jedno \; > 0)
1 n;1 1—%

A

n—1 n—1 1 n—1
()] <y
=1 7=1

Umocnenim na dostdvame
n —_
1

n—1 n—1 1 n—1
‘ < ‘
(HA> ST

1=1 =1

Tym sme lemu dokézali pre kazdé n = 1,2, ... . O

Lema 8.11. Majme dva ndvrhy 61,62, pricom 6; € A,.,. Pre a €< 0,1) patri
§ = (1 —a)d +ady doAyey a

M(3) = (1 — a)M(d;) + aM(S,).

Dékaz. Najprv ukazeme, ze Sje navrh. Skutocne Sje zobrazenie z {1,2,.... No} —
< 0,1 >, pre ktoré plati

ZS(Z) - Z (I —a)di(1) + ada(i) =

i€{Sp(d1)USp(d2)}
(1—=a) > &) +a Y &)=01-a)+ta=1
i€Sp(d1) 1€Sp(d2)

Informaéné matice navrhov 41, 9, st
ST SNEE = ) LN,
1€5p(d1) JESP(d2)

pricom M(dy) je pozitivne definitnd a M(dz2) je pozitivne semidefinitna. Informacnd
matica navrhu ¢ je

M($) = Yo (=) (i) + ad()AEf] =
1€{Sp(61)USp(d2)
(1—a) Y &a@ONEE +a Y S()AEf] = (1— a)M(61) + aM(62)
1€Sp(d1) 1€Sp(d2)

a pre a €< 0,1) to je pozitivne definitnd matica (vyplyva priamo z definicie
pozitivnej definitnosti matice). O



Lema 8.12. Majme navrhy 01,62, pricom 61 € Aoy, o €<0,1), § = (1—a)dy +
ady (€ Ayey podla Lemy 8.11). Reédlna funkcia

gla) = IndetM(§) = Indet[(1 — a)M(d1) + aM(d3)]

je spojita, diferencovatelnd a konkdvna na < 0,1).

Dékaz. 7 definicie determinantu vyplyva, ze detM(§) = det[(1—a)M(d1)+aM(dz)]
je polyném k—teho stupna premennej «, teda to je spojita a diferencovatelna funk-
cia. Pretoze pre o €< 0,1) je det[(1 — a)M(d1) + aM(d2)] > 0 a In(-) je vsade
na (0,00) spojitd, diferencovatelna a konkavna, je ¢g(-) (ako funkecia o) na < 0,1)
spojitd, diferencovatelna a konkavna. O

Uvedme jednu z charakteristickych vlastnosti funkecie IndetM(d) na mnozine
{M(6): 6 € Apey}
Lema 8.13. Funkcia Indet(.) je na mnozine {M(0) : 6 € A,.,} konkdvna.

Dékaz. Vezmime ubovolné 6,2 € A,ey. Podlalemy 8.7 existuje regularna matica
U, ze UM(6;)U’ =T a UM(62)U’ = A (diagonédlna). Pretoze In(-) je na (0,00)
(rydzo)konkavna funkcia, dostdvame pre kazdé o €< 0,1 >

Indet[(1 — a)M(8;) + aM(8;)] = IndetU (1 — o) + aAJU' ™' =

k
= In{detU?det[(1 — o)I + aA]} = IndetU™? + In H[(l —a)l+a)] =

=1

k k
= IndetU™? + Z In[(1—a)l+a)] 2 IndetU™?% + Z[(l —a)lnl + alnX;] =
=1 =1
= IndetU™? + alndetA = (1-— a)lndetU_2 + a[lndetU_2 + IndetA] =
= (1—a)lndet1\/[(51)—I—ozlndetU_lU’_lA = (1—0z)lndet1\/[(51)—I—ozlnaletU_lAU’_1 =
= (1 — a)lndetM(é1) + alndetM(d2).

Nerovnost je ostrd, ak a € (0,1) a ak \; # 1 aspon pre jedno ¢ € {1,2,...,k}, t.j.

Lema 8.14. Nech A, D su regularne matice. Potom plati

det (‘é g) = detAdet(D — CA™'B) = detDdet(A — BD'C).

Dékaz. Zrejme

(8 B)-wl( e D(E BIE A

= det (A 0 ) = detAdet(D — CA_lB).
Tiez

e p)=llo ) (@ B) (Love 1))

. -1
:det(A BD—C o0

_ _ —1
0 D)-dethet(A BD™'C). O



Lema 8.15. Nech A je regularna n x n matica, u,v € R". Plati:
A tuv/ A1
A Nl=At - — —
(A +uv) 14+v'A-lu

Dékaz. Lemu l'ahko dokazeme vynasobenim matic (A 4+ uv’)(A + uv’)_l. O

Definicia 8.16. Nech

aiy a1n bll bls

a1 Ce aon 621 Ce 623
Am,n = . 7Br,s =

am1 Ce Amn brl Ce brs

Kroneckerov suc¢in matic A a B je

CL11B CL12B alnB

CL21B a22B Ce GQnB
A®B=

¢miB am2B ... an,B

mr,ns

Vlastnosti kroneckerovho sti¢inu matic pozri napr. v [9].

Definicia 8.17. Ak napiseme “pod seba“ st]/pce matice K, povieme, ze sme vyko-
nali na matici operaciu vec. Teda

ki

ks,

ky
Lema 8.18. Pre matice prislusnych rozmerov plati

vecABC = (C' @ A)vecB,
TrAB = (vecB’)’vecA.

Dokaz. Lemu dokéazte ako cviéenie.

Viac o optimélnom navrhu experimentu nédjdete v monografii [7], priklady st v
[8]. V [7] sa nachddza aj obsirny zoznam dalsej literatiry k danej téme.
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