
PL�ANOVANIE REGRESN�EHO EXPERIMENTU

Predlo�zen�y text bol spracovan�y hlavne podl�a ���������	�


�� Z�akladn�e pojmy

Prv�a f�aza pr��pravy experimentu spo�c��va v stanoven�� ciel�ov�ych parametrov a
pokial� tieto nie su priamo observovatel�n�e �meratel�n�e
� v stanoven�� dostato�cneho
po�ctu tak�ych priamo observovatel�n�ych parametrov� ktor�e s�u vo vhodnom �vysvet�
l��me nesk�or
 zn�amom funk�cnom vzt�ahu s ciel�ov�ymi parametrami
 Vektor ciel�ov�ych
parametrov ozna�cme �
 Budeme predpokladat�� �ze � � Rk
 Priamo observovatel�n�e
�meratel�n�e
 teoreticky bezchybn�e parametre �veli�ciny
 ozna�cme ��� ��� ���� �N�� teda
po�cet priamo meratel�n�ych veli�c��n je N�
 �Dalej predpoklad�ame� �ze pozn�ame funkciu
f��
 � Rk � RN� �vyjadruj�ucu meratel�n�e parametre ako funkcie ciel�ov�ych para�
metrov

 T�uto situ�aciu popisuje teoretick�y model
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Pr��klad ���� �Ulohou je stanovit� s�uradnice ��� �� bodu A � ���� ��
� ked� meriame
vzdialenosti ��� ��� �� �dan�ych� bodov B � �x�� y�
� C � �x�� y�
 D � �x�� y�
 od
bodu A�

Teoretick�y model merania je
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Pr��klad ���� Treba ur�cit� v�ahu troch predmetov ��� ��� �� na ru�ci�ckov�ych v�ahach
�maj�u jednu misku��

V�a�zit� m�o�zeme veli�ciny ��� ���� ��� pri�com teoretick�y model v�a�zenia je�BBBBBBBBB�

��
��
��
��
��
��
�	
��

�CCCCCCCCCA
�

�BBBBBBBBB�

��
�� � ��
�� � ��
�� � ��

�� � �� � ��
�� � �� � ��
�� � �� � ��

�� � �� � �� � ��

�CCCCCCCCCA
�

�



�

kde napr
 �� znamen�a� �ze v�a�zime pr�azdne v�ahy� �� znamen�a� �ze v�a�zime spolu prv�e
a druh�e z�ava�zie� atd�
 Stretli sme sa tu aj s nov�ym fenom�enom� a s��ce parametrom
��
 Je to nulov�y �udaj v�ah �pr�azdne v�ahy

 Vol�ame ho tzv
 ru�siv�ym parametrom

Z na�sich �uvah ho vyl�u�cime� hoci z modelu merania ho vyl�u�cit� nem�o�zeme

V nasleduj�ucom budeme predpokladat�� �ze teoretick�y model merania je line�arny

�alebo linearizovan�y
 v ciel�ov�ych parametroch� t
j
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f �N�

�CCA��

kde F je zn�ama N� � k matica pl�anu� f �i je jej i�ty riadok
 Model z pr��kladu �
� je
line�arny
 Model z pr��kladu �
� vieme linearizovat�
 Ako �

Pr��klad ��� � pokra�covanie� Nech x� � �� ��m� y� � �� ��m� x� � ����� ��m�
y� � �� ��m� x� � ����� �	m� y� � ���� ��m� Pribli�zn�e �nameran�e� hodnoty
�� � ����� ���m� �� � ����� ���m� �� � ����� �	�m�
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spo�c��tame hodnoty ��� a ���� z �coho dost�avame

��� � ����� �m a ��� � ����� �m�

Funkciu f linearizujeme �rozvinieme do Taylorovho radu a zanedb�ame �cleny r�adu
druh�eho a vy�s�s��ch
 okolo hodn�ot ��� a ���� teda
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s �nov�ymi
 parametrami ��� a ���

Observovatel�n�y parameter �i samozrejme nepozn�ame presne
 V�ysledok jeho

zmerania je �c��slo yi� ktor�e pova�zujeme za realiz�aciu n�ahodnej veli�ciny Yi
 V�aha toh�
to merania je �i a je nepriamo �umern�a disperziiD�Yi

 V�setky merania pova�zujeme
v nasleduj�ucom za neskorelovan�e
 Dost�avame sa k stochastick�emu modelu merania

V pr��pade� �ze pr�ave jedenkr�at �nez�avisle
 meriame ka�zd�y priamo observovatel�n�y
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parameter �i� i � �� �� ����N� a v�ahy jednotliv�ych meran�� s�u �i� i � �� �� ����N��
stochastick�y model merania je line�arny regresn�y model �YN����FN��k�k��� �

����


Observa�cn�y vektor �vektor meran��
 Y m�a vektor stredn�ych hodn�ot F� a kova�
rian�cn�u maticu ������ kde
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�Dal�sia f�aza pr��pravy experimentu spo�c��va v re�spektovan�� pravidiel optim�alneho
n�avrhu �regresn�eho
 experimentu� kedy odpoved�ame na ot�azku� kol�kokr�at ktor�y
priamo observovatel�n�y parameter treba merat�� aby v�ysledok spracovania re�spek�
toval ur�cit�e dopredu zadan�e krit�eria optimality� napr
 aby experiment pri zadanej
presnosti ciel�ov�ych parametrov bol �co najlacnej�s��� aby ur�cit�e vybran�e parametre
boli odhadnut�e s najv�a�c�sou mo�znou presnost�ou� t
j
 s minim�alnou mo�znou dis�
perziou ich odhadov� atd�


Pr��klad ��	� Ka�zd�y priamo observovatel�n�y parameter meriame pr�ave jedenkr�at�

Line�arny regresn�y model merania je

�YN����FN��k�k��� �
����
�

teda stredn�a hodnota observa�cn�eho vektora je
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f �N�

�CCA� � F�

a jeho kovarian�cn�a matica je �����
 Najlep�s��m line�arnym nevych�ylen�ym odhadom
�NNLO
 parametra � je ���Y
 � �F��F
��F��Y
 Kovarian�cn�a matica NNLO ��
je
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Predpoklad�ame� �ze experiment je navrhnut�y tak� �ze matica F��F je regul�arna
�v�ahy �i� i � �� �� ����N� s�u kladn�e a hodnost� matice F� teda h�F
 � k � N�



Pr��klad ���� Vyberme r r�oznych priamo observovatel�n�ych veli�c�	n �i� � ���� �ir � Ve

li�cinu �ij merajme nij kr�at� pri�com v�setk�ych meran�	 nech je op�at�N�� �ci�zePr

j�� nij � N��
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Observa�cn�y vektor a matica pl�anu v tomto pr��pade s�u
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�riadok f �ij je pr�ave nij kr�at� j � �� �� ���� r

 Matica v�ah observa�cn�eho vektora je
�� � diagf�i� � ���� �i� � �i� � ���� �i� � ���� �ir � ���� �irg� pri�com na diagon�ale je �ij pr�ave

nij kr�at� j � �� �� ���� r
 L�ahko vid��me� �ze NNLO �� je v tomto pr��pade

����Y
 � ��F� �� �F
�� �F� �� �Y � ��F� �� �F
�� �F� �� �Y � ����Y
�

kde

�Fr�k �

�B� f �i�




f �ir

�CA � ��r�r �

�BB�
ni��i� � � � � �
� ni��i� � � � �


















� � � � � nir�ir

�CCA � �Yr�� �

�B� Y i�





Y ir

�CA �

pri�com Y ij �
�
nij

Pnij
t�� Yij �t� j � �� �� ���� r� Yij��� Yij ��� ���� Yij �nij s�u nez�avisl�e mera�

nia veli�ciny �ij 
 Kovarian�cn�a matica odhadu ����Y
 je


 
� � ����F� �� �F
�� �

� ��

��������	�fi� � ���� fir

�BB�
ni��i� � � � � �
� ni��i� � � � �


















� � � � � nir�ir

�CCA
�BBB�
f �i�
f �i�




f �ir

�CCCA

��������
��

�

� ��

�� rX
j��

nij�ij fijf
�
ij

�A��

�

Zade�nujme si niektor�e z�akladn�e pojmy
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De�n��cia ��
� Funkcia

� � f�� �� ����N�g � � �� � 	

pre ktor�u plat�	
PN�

i�� ��i
 � � sa naz�yva n�avrh� pl�an alebo projekt experimentu
�design of experiment�� Ak celkov�y po�cet meran�	 je N � potom �c�	slo ni � N��i

ud�ava po�cet opakovan�ychmeran�	 hodnoty �i� �C�	slo ��i
 je relat�	vny po�cet replik�aci�	
�opakovan�	� merania hodnoty �i�

De�n��cia ���� Mno�zinu indexov Sp��
 � fi � ��i
 	 �g naz�yvame spektrom
�suportom� nosi�com� n�avrhu ��

Samozrejme Sp��
 � f�� �� ����N�g
 Mer�ame tie veli�ciny �i� � �i� � ���� �ir spomedzi
v�setk�ych experiment�alnych bodov �observovatel�n�ych veli�c��n� parametrov
� teda z
mno�ziny E � f��� ���� �N�g� ktor�ych indexom pl�an � priradil nenulov�u hodnotu� �ci�ze
pre ktor�e ��ij
 	 �


De�n��cia ���� Matica
M��
 �

X
i�Sp��
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kde f �i je dan�y vektor� pre ktor�y plat�	 f �i� � �i� sa naz�yva informa�cn�a matica
experimentu pri n�avrhu ��

De�n��cia ���� Majme E � f��� ���� �N�g �mno�zinu priamo observovatel�n�ych pa

rametrov� a n�avrh �� Celkov�y po�cet meran�	 je N � Ciel�ov�e parametre s�u � � Rk�
Pozn�ame fi 
 vektor� pre ktor�y plat�	 f �i� � �i a �i 
 v�ahu merania veli�ciny �i� i �
�� �� ����N�� Re�spektujeme pl�an �� t�j� opakujeme ni � N��i
 kr�at meranie veli�ciny
�i� ak prirodzen�e �c�	slo i � Sp��
� Potom line�arny regresn�y model experimentu s
�presn�ym� n�avrhom � je

��
�
 �Y� �F��� �
���
�

Ak fi�� ���� irg � Sp��
� tak matica F� je vytvoren�a riadkami f �ij � j � �� �� ���� r a ��

je diagon�alna matica
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Y� je r rozmern�y n�ahodn�y vektor� ktor�eho j 
 ta s�uradnica je fY�gj � �
nj
�Yij �� �

Yij �� � ���� Yij �nij 
� j � �� �� ���� r�

Veta ���� Majme line�arny regresn�y model ���
� z de�n�	cie ���� Plat�	
�� Line�arny funkcion�al g��
 vektora parametrov � je �line�arne a nevych�ylene�

odhadnutel�n�y pr�ave vtedy ak g��
 � g��� pri�com

g � M�M��

 � fM��
u � u � Rkg�
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� Vektor parametrov � je �line�arne a nevych�ylene� odhadnutel�n�y pr�ave vtedy
ak M��
 je regul�arna matica�

�� Najlep�s�	 nevych�ylen�y line�arny odhad �NNLO� parametra � je

���Y�
 � �F����F�

��F����Y��

�� Kovarian�cn�a matica NNLO ���Y�
 je

cov� ���Y�
�N
 � ���F����F�

�� �

��

N
M����
�

D�okaz� Spravte ako cvi�cenie


Pre experiment s ciel�ov�ymi parametrami ��� ���� �k a observovatel�n�ymi parame�
trami ��� ���� �N� mo�zno ur�cit� tol�ko n�avrhov� kol�ko je funkci�� � � f�� �� ����N�g �
� �� � 	 spl�naj�ucich podmienku

PN�

i�� ��i
 � �
 Pre N� � � je t�ychto funkci��
nekone�cne vel�a
 Triedu v�setk�ych n�avrhov ozna�cme �
 N�avrh � � � nazveme
regul�arnym� ak det�M��

 	� �
 Triedu v�setk�ych regul�arnych n�avrhov ozna�c��me
�reg


Pr��klad ����� �podl�a ���� str� ��� Majme tri predmety A�� A�� A�� ktor�ych hmot

nosti s�u ��� ��� �� �nezn�ame�� Pomocou N � � v�a�zen�	 treba ur�cit� �odhadn�ut��� na
ru�ci�ckov�ych v�ahach tieto hmotnosti�

Vytvorme si teoretick�y model v�a�zenia podl�a pr��kladu �
� a stochastick�y model
podl�a pr��kladu �
�
 N� � �� E � f��� ���� ��g�
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I
 organiz�acia v�a�zenia �nazvime ju be�znou
�
�
 v�a�zenie � zistenie nulovej v�ychylky v�ah 

�
 v�a�zenie � v�a�zenie predmetu A�

�
 v�a�zenie � v�a�zenie predmetu A�

�
 v�a�zenie � v�a�zenie predmetu A�

Podl�a pr��kladu �
� sme si vybrali � observatel�n�e veli�ciny� a s��ce ��� ��� ��� ��
 Po�cet
v�setk�ych v�a�zen�� je N � �� pl�an tohto �be�zn�eho
 experimentu je �b� pre ktor�y plat��
�b��
 � �b��
 � �b��
 � �b��
 �

�
� � �b��
 � �b��
 � �b�	
 � �b��
 � �� teda

Sp��b
 � f�� �� �� �g
 Observa�cn�y vektor je Y�b � �Y���� Y���� Y���� Y���
�
 Jeho
stredn�a hodnota je

F�b� �

�B�
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

�CA��
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pri�com � � �
� ��� ��� ��
�
 Matica v�ah meran�� je ��b � I���
 NNLO parametra �
je �F��b��bF�b


��F��b��bY�b a kovarian�cn�a matica tohto odhadu je

���F��b��bF�b
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II
 organiz�acia v�a�zenia �nazvime ju premyslenou
�
�
 v�a�zenie � v�a�zenie v�setk�ych troch predmetov
�
 v�a�zenie � v�a�zenie predmetu A�

�
 v�a�zenie � v�a�zenie predmetu A�

�
 v�a�zenie � v�a�zenie predmetu A�

Tentokr�at sme si vybrali � observatel�n�e veli�ciny ��� ��� ��� ��
 Po�cet v�setk�ych
v�a�zen�� je op�at� N � �� pl�an �premyslen�eho
 experimentu je �p� pre ktor�y plat��
�p��
 � �p��
 � �p��
 � �p��
 �

�
�
� �p��
 � �p��
 � �p�	
 � �p��
 � �� teda

Sp��p
 � f�� �� �� �g
 Observa�cn�y vektor je Y�p � �Y���� Y���� Y���� Y���
�
 Jeho
stredn�a hodnota je

F�p� �

�B�
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

�CA��

� � �
� ��� ��� ��

�
 matica v�ah meran�� je op�at� ��p � I���
 NNLO parametra � je

�F��p��pF�p

��F��p��pY�p a kovarian�cn�a matica tohto odhadu je

���F��p��pF�p
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 � ��

�B�
� ��� � ��� � ��� �

��� � � � �
��� � � � �
��� � � � �

�CA �

Ked� porovn�avame oba organiz�acie v�a�zenia �oba pl�any
� vid��me� �ze pri oboch dost�a�
vame nevych�ylen�e odhady nezn�amych hmotnost�� ��� ��� ��
 Pri be�znom pl�ane maj�u
tieto odhady disperzie ���� pokial pri premyslenom pl�ane s�u disperzie odhadov ���
teda men�sie
 Navy�se pri premyslenom pl�ane s�u odhady neskorelovan�e


�� Najd�ole�zitej�sie krit�eri�a optimality

N�avrh � treba vybrat� tak� aby sp�l�nal nejak�e krit�eruim
 M�ame napr
 ur�cit� �co
najpresnej�sie hodnotu h���� � Rk �h je dan�y vektor

 Merat� m�o�zeme N� kr�at
 Za
optim�alny budeme pova�zovat� ten n�avrh ��� pre ktor�y plat��

h�M�����
h � minfh�M����
h � � � �regg�

N�avrh �� v tomto pr��pade minimalizuje disperziu odhadu dh��

V praxi sa naj�castej�sie vyskytuj�u tie kriteri�alne funkcie� ktor�e s�u uveden�e v

nasleduj�ucom
 Pou�z��va sa pre ne ozna�cenie D�optimalita �podl�a slova dispersion
�
A�optimalita �average
� L�optimalita� re�stringovan�a A�optimalita a re�stringova�
n�a D�optimalita
 In�e krit�eri�a pozri napr
 v �	�
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De�n��cia ���� Zobrazenie L��
 � Rk � R je line�arny pozit�	vny funkcion�al de�no

van�y na priestore Sk symetrick�ych mat�	c typu k � k� pre ktor�y plat�	

�i� 
fA�B � Skg L�A �B
 � L�A
 � L�B
�
�ii� 
fa � Rg
fA � Skg L�aA
 � aL�A
�
�iii� 
fA � Sk � A je pozit�	vne de�nitn�a matica g L�A
 	 ��

De�n��cia ���� N�avrh ��D � �reg je D�optim�alny ak

det�M�����D
� � minfdet�M����
� � � � �regg�

De�n��cia ��	� N�avrh ��A � �reg je A�optim�alny ak

Tr�M�����A
� � minfTr�M����
� � � � �regg�

De�n��cia ���� N�avrh ��L � �reg je L�optim�alny ak

L�M�����L
� � minfL�M����
� � � � �regg�

Nech je vektorov�y parameter � � Rk vyjadren�y v tvare�
��
��

�
�

kde �� �u�zito�cn�y parameter
 je k� rozmern�y a �� �ru�siv�y parameter
 je k� rozmern�y�
pri�com k��k� � k
 V s�ulade s t�ymto rozkladom je rozlo�zen�a aj informa�cn�a matica
a jej inverzia
 Teda plat��� �ze pri pou�zit�� pl�anu � a celkovom po�cte meran�� N je

kovarian�cn�a matica cov� ���
 �
��

N
M�����
� kde

��
�
 M����
 �
�
M�����
 M�����

M�����
 M�����


�
�

De�n��cia ��
� N�avrh ��Dr
� �reg je re�stringovane D�optim�alny ak

det�M������Dr

� �minfdet�M�����
� � � � �regg�

De�n��cia ���� N�avrh ��Ar
� �reg je re�stringovane A�optim�alny ak

Tr�M������Ar

� � minfTr�M�����
� � � � �regg�

Trochu odli�sn�e je krit�erium 
�optimality

De�n��cia ���� N�avrh ��� � �reg je 
�optim�alny ak����
� ��

N�M
������


���� �min

�����
� ��

N
M����


���� � � � �reg�N � �� �� ���

�
�



	

kde 
 je dopredu zadan�a ciel�ov�a kovarian�cn�a matica v�ysledn�eho odhadu vek

torov�eho parametra �� pri�com jjAjj �

p
Tr�AA�
�

V pr��pade 
�optimality hl�ad�ame nielen pl�an ���� ale aj optim�alny po�cet meran��
N�

Krit�erium D�optimality m�a nasledovn�u interpret�aciu�
Ak Y� � Nn�F��� �

����� 
� tak ����
�kon�den�cn�y elipsoid pre vektor � � Rk

pri N meraniach je

E�����
 �
�
u � �u� ��
�N

F����F�

��
�u� ��
 � ��k��� � � �


�
a jeho objem je

V ��
 �


k
�

 �� � k
�



���k��� � � �
�
k
�q

det� N
��
�F����F�
�

�pozri ���� kapitola ��
��

 Preto�ze

�q
det� N

��
�F����F�
�

�
�k

N
k
�

p
det�M����
��

D�optimalita n�avrhu zaru�cuje minim�alny objem kon�den�cn�eho elipsoidu
 Pri
pou�zit�� tohoto krit�eria je niekedy potrebn�e kontrolovat� pribli�zn�u gul�atost� kon��
den�cn�eho elipsoidu
 Pr��li�s vel�k�e rozdiely medzi vel�kost�ami jeho hlavn�ych poloos��
m�o�zu niekedy signalizovat� ne�ziad�uce vlastnosti n�avrhu
 Na druhej strane D�opti�
malita m�a tzv
 minimaxn�u vlastnost� �pozri vetu �
� v kapitole �

 T�ato vlastnost�
n�avrhu � m�o�ze byt� v niektor�ych pr��padoch vel�mi d�ole�zit�a
 Preto sa D�optimalita
v praxi pomerne �casto pou�z��va

Preto�ze

cov� ���� �
��

N
M����
�

A�optim�alny pl�an minimalizuje s�u�cet disperzi�� odhadov zlo�ziek vektora �

Krit�erium A �A�optimalita
 je �speci�alnym pr��padom L�optimality� lebo Tr��


je line�arny a pozit��vny funkcion�al
 Pri rie�sen�� odhadu line�arnej funkcie h��
 �
h�� s minim�alnou disperziou odhadu �pozri za�ciatok tejto kapitoly
 ide zase o
L�optim�alny pl�an� lebo funkcion�al L��
 de�novan�y vzt�ahom L�A
 � h�Ah �h je
dan�y pevn�y vektor
 je op�at� pozit��vny line�arny funkcion�al

�Speci�alnym pr��padom L�optimality je aj re�stringovan�a A�optimalita� ked� mi�

nimalizujeme Tr�M�����
� �pozri ��
�

 vhodnou vol�bou � � �reg
 Matica M�����

patr�� parametrom� pre ktor�e chceme minimalizovat� s�u�cet disperzi�� ich odhadov

V pr��pade 
�optimality ide o maxim�alne pribl���zenie �v danej norme
 matice

cov� ��
 �
��

N
M����
 k ciel�ovej matici 



Okrem uveden�ych krit�eri�� sa objavuj�u krit�eri�a motivovan�e �speci�alnymi po�ziadav�
kami u�z��vatel�a
 Oby�cajne maj�u konvexn�u �alebo konk�avnu
 kriteri�alnu funkciu

Niekedy sa pou�zije krit�erium� ktor�e je konvexnou kombin�aciou uveden�ych krit�eri��

Jedn�a sa o snahu udr�zat� dobr�e vlastnosti oboch krit�eri��� alebo potla�cit� ne�ziad�ucu



�


vlastnost� n�avrhu optim�alneho podl�a jedn�eho krit�eria pribl���zen��m k n�avrhu op�
tim�alneho podl�a in�eho krit�eria
 Podrobn�a te�oria o krit�eri�ach optimality je napr

v �	�� kde je uveden�a aj bohat�a literat�ura o optim�alnom navrhovan�� regresn�eho
experimenta


�� Vety o ekvivalencii pre niektor�e krit�eri�a optimality

Veta 	��� Nasleduj�uce tvrdenia s�u ekvivalentn�e� �� N�avrh ��D � �reg je D�opti

m�alny� teda det�M�����D
� � minfdet�M����
� � � � �regg�


� N�avrh ��D � �reg minimalizuje d��
 � maxf�if �iM����
fi � i � �� �� ����N�g�
teda d���D
 � minfd��
 � � � �regg�

�� d���D
 � k �dimenzia vektora ���

D�okaz� D�okaz vety realizujeme nasledovn�ym sp�osobom� ��� �� a s�u�casne ��
 ��
a ��� ��
��� �� a s�u�casne ��
 ��
Nech ��D � �reg je D�optim�alny� teda det�M�����D
� � minfdet�M����
� � � �

�regg
 Vezmime l�ubovol�n�y n�avrh � a � �� �� �

 N�avrh !� � �� � �
��D � �� je
podl�a lemy �
�� regul�arny� pri�com

M�!�
 �
X

i�Sp���

��� � �
��D�i
 � ���i
��ifif

�
i � ��� �
M���D
 � �M��
�

Podl�a lemy �
�� je pre � �� �� �
 funkcia g��
 � lndetM�!�
 spojit�a diferencova�
tel�n�a� pri�com g��
 � maxfg��
 � � �� �� �
g
 Teda g��
 � g��
 pre � �� �� �
 a
mus�� byt�

lim
���

d

d�
g��
 � �

�ide o deriv�aciu sprava

 Dost�avame �pomocou lemy �
�


lim
���

d

d�
lndet���� �
M���D
 � �M��
� �

� lim
���

Trf��� � �
M���D
 � �M��
����
d

d�
���� �
M���D
 � �M��

�g �

� TrfM�����D
��M���D
 �M��
�g � �TrIk�k � TrM�����D
M��
 �

� Tr�M�����D

X

i�Sp��

��i
�ifif

�
i �� k �

X
i�Sp��


��i
�if
�
iM

�����D
fi � k � ��

teda

��
�

X

i�Sp��

��i
�if

�
iM

�����D
fi � k�

Ak vezmeme jednobodov�y n�avrh � so Sp��
 � fi�g� tak z ��
�
 pre i� � �� �� ����N�

je
�i�f

�
i�
M�����D
fi� � k�



��

�ci�ze

��
�
 d���D
 �maxf�if �iM�����D
fi � i � �� �� ����N�g � k�

Pravda pre ka�zd�y regul�arny n�avrh � � �reg plat��

��
�
 k � TrM����
M��
 � Tr�M����

N�X
i��

�i��i
fif
�
i � �

N�X
i��

��i
�if
�
iM

����
fi�

Okrem toho pre ka�zd�y � � �reg je

��
�
 maxf�if �iM����
fi � i � �� �� ����N�g � k�

D�okaz tvrdenia ��
�
 vykon�ame sporom
 Ak by pre nejak�y n�avrh � � �reg bolo

maxf�if �iM����
fi � i � �� �� ����N�g � k�

tak

N�X
i��

��i
�if
�
iM

����
fi �
N�X
i��

��i
maxf�if �iM����
fi � i � �� �� ����N�g �

� maxf�if �iM����
fi � i � �� �� ����N�g
N�X
i��

��i
 �

� maxf�if �iM����
fi � i � �� �� ����N�g � k�

�co je v spore s ��
�

 Z ��
�
 a ��
�
 pre ��D �preto�ze ��D � �reg
 dost�avame

k � d���D
 � k�

�ci�ze
d���D
 � k �minfd��
 � � � �regg�

Dok�azali sme ��� �� a tie�z ��
 ��
��� ��
Ak teda m�ame regul�arny n�avrh � � �reg� tak

d��
 � maxf�if �iM����
fi � i � �� �� ����N�g � d���D
 � k�

kde ��D je �l�ubovol�n�y
 D�optim�alny n�avrh
 Nech � � �reg minimalizuje

d��
 �maxf�if �iM����
fi � i � �� �� ����N�g

na mno�zine �reg
 Mus�� byt�

��
�
 d��
 � k�



��

�lebo podl�a ��
�
 pre ka�zd�y � � �reg je d��
 � k a pre �l�ubovol�n�y
 D�optim�alny
n�avrh ��D je d���D
 � k

 Plat�� �preto�ze ��D je D�optim�alny


� � detM�����D
 � detM����
�

teda �podl�a lemy �
�


��
�
 � � detM���D
detM
����
 � det�M���D
M

����
� �
kY
i��

�i

���� ���� � �k s�u vlastn�e hodnoty maticeM���D
M
����
� ktor�e s�u podl�a lemy �
� re�alne

a kladn�e
� �ci�ze

��
	
 � �

�
kY

i��

�i

� �
k

�

Na druhej strane podl�a lemy �
��� lemy �
� a ��
�
 je�
kY
i��

�i

� �
k

�
�

k

kX
i��

�i �

�
�

k
TrM���D
M

����
 �
�

k
TrM����


X
i�Sp���

D



��D�i
�ifif
�
i �

�
�

k

X
i�Sp���

D



��D�i
�if
�
iM

����
fi �

�
�

k

X
i�Sp���

D



��D�i
maxf�if �iM����
fi � i � �� �� ����N�g �

��
�
 �
�

k

X
i�Sp���

D



��D�i
d��
 �
�

k
k

X
i�Sp���

D



��D�i
 � ��

z �coho dost�avame

��
�

kY

i��

�i � ��

Zo vzt�ahov ��
�
 a ��
�
 m�ame

� � detM���D
detM
����
 � ��

teda
detM���D
 � detM��
�

�co znamen�a� �ze
detM��
 �maxfdetM��
 � � � �regg�

alebo ekvivalentne

detM����
 �minfdetM����
 � � � �regg�
Dok�azali sme ��� �� a aj cel�u vetu
 �



��

Veta 	��� Nasleduj�uce tvrdenia s�u ekvivalentn�e�
�� N�avrh ��A � �reg je A�optim�alny� teda Tr�M�����A
� � minfTr�M����
� �

� � �regg�

� N�avrh ��A � �reg minimalizujeA��
�maxf�if �i �M����
��fi � i � �� �� ����N�g�

teda A���A
 � minfA��
 � � � �regg�
�� A���A
 � TrM�����A
�

D�okaz� D�okaz vety realizujeme nasledovn�ym sp�osobom� �� � ��� ��� ��� ��� ���
��� ��
��� ��
Nech ��A � �reg je A�optim�alny� teda TrM�����A
 � minfTrM����
 � � �

�regg
 Vezmime l�ubovol�n�y n�avrh � a � �� �� �

 N�avrh !� � �� � �
��A � �� je
podl�a lemy �
�� regul�arny� pri�com

M�!�
 �
X

i�Sp���

���� �
��A�i
 � ���i
��ifif

�
i � ��� �
M���D
 � �M��
�

Pre � �� �� �
 je funkcia h��
 � TrM���!�
 spojit�a diferencovatel�n�a� pri�com h��
 �
minfh��
 � � �� �� �
g
 Teda h��
 � h��
 pre � �� �� �
 a mus�� byt�

lim
���

d

d�
h��
 � �

�ide o deriv�aciu sprava

 Pomocou d�osledku �
� �polo�z��me tam C � I
 dost�avame

lim
���

d

d�
TrM������ �
��A � ��
 �

� � lim
���

TrM�������
��A ���


�
d

d�
M��� � �
��A � ��


�
M�������
��A ���
 �

� � lim
���

TrM����� � �
��A � ��


�
d

d�
���� �
M���A
 � �M��
�

�
M����� � �
��A � ��
 �

� �TrM�����A
��M���A
 �M��
�M�����A
 �

��
��
 � TrM�����A
�M���A
�M��
�M�����A
 � ��

Ak si vezmeme jednobodov�y n�avrh � so spektrom Sp��
 � fi�g� tak z ��
��
 pre
i� � �� �� ����N� je

TrM�����A
�M���A
 � �i�fi�f
�
i�
�M�����A
 �

� TrM�����A
 � TrM�����A
�i� fi�f
�
i�
M�����A
 �

� TrM�����A
 � �i�f
�
i�
M�����A
fi� � ��



��

�ci�ze pre i � �� �� ����N�

TrM�����A
 � �if
�
iM

�����A
fi�

teda

��
��
 TrM�����A
 �maxf�if �iM�����A
fi � i � �� �� ����N�g � A���A
�

Pre l�ubovol�n�y regul�arny n�avrh � � �reg plat��

N�X
i��

��i
��iTrM
����
fif �iM

����
� � Tr

N�X
i��

��i
�iM
����
fif �iM

����
 �

��
��


� TrM����

N�X
i��

��i
�ifif
�
iM

����
 � TrM����
M��
M����
 � TrM����
�

teda pre l�ubovol�n�y regul�arny n�avrh � � �reg je

TrM����
 �
N�X
i��

��i
��iTrM
����
fif �iM

����
� �

�

N�X
i��

��i
maxf�iTrM����
fif �iM
����
 � i � �� �� ����N�g �

� maxf�if �i �M����
��fi � i � �� �� ����N�g � A��
�

�ci�ze
TrM����
 � A��
�

Z predpokladu TrM�����A
 �minfTrM����
 � � � �regg teda

TrM�����A
 � minfTrM����
 � � � �regg � minfA��
 � � � �regg�

Ale z ��
��
 m�ame
TrM�����A
 � A���A
�

Dost�avame
A���A
 � TrM�����A
 � minfA�� � � � �regg�

�c��m sme dok�azali ��� ��
S�u�casne mus�� byt�

��
��
 A���A
 � TrM�����A
 � minfA�� � � � �regg�

teda

��
��
 A���A
 � TrM�����A




��

a dok�azali sme ��� ��
Teraz ��� ��
Nech �� � �reg minimalizuje A��
 na mno�zine �reg
Z predpokladu

��
��
 TrM�����
 	 minfTrM����
 � � � �regg � TrM�����A


vyplynie spor
 Potom toti�z mus�� existovat� n�avrh �� �ze pre funkciu

s��
 � TrM����� � �
�� � ��
� � �� �� �


plat��

��
��
 lim
���

d

d�
TrM����� � �
�� � ��
 � ��

Ked��ze �� minimalizuje A��
� je

maxf�if �i �M����
��fi � i � �� �� ����N�g �

�maxf�if �i �M�����A
�
�fi � i � �� �� ����N�g �

� TrM�����A
 � minfTrM����
 � � � �regg
a s�u�casne z platnosti ��
��
 vypl�yva �analogickou cestou ako odvodzovanie ��
��

�
�ze

lim
���

d

d�
TrM����� � �
�� � ��
 �

� TrM�����
�M���
 �M��
�M�����
 �

� TrM�����
� TrM�����
�
N�X
i��

�i��i
fif
�
i �M

�����
 �

� TrM�����
�maxf�iTrM����
fif �iM
�����
g �

��
�	
 � TrM�����
�A���
 � TrM�����A
 �A���
 � ��

�ci�ze ��
�	
 je v spore s ��
��

 Z toho vypl�yva� �ze nem�o�ze platit� TrM�����
 	
TrM�����A
� �ci�ze

��
��
 TrM�����
 � minfTrM����
 � � � �regg � TrM�����A
�

Samozrejme

��
��
 minfTrM����
 � � � �regg � TrM�����


a dost�avame� �ze

TrM�����
 � minfTrM����
 � � � �regg�



��

Dok�azali sme ��� ��
Kone�cne dok�a�zeme sporom ��� ��
Nech ��� � �reg je tak�y n�avrh� ktor�y neminimalizuje TrM����
� �ci�ze

TrM������
 	 TrM�����A
 � minfTrM����
 � � � �regg�

Potom ale mus�� existovat� n�avrh �� �ze !� � ��� �
��� � �� m�a vlastnost�� �ze

��
��
 lim
���

d

d�
TrM���!�
 � ��

Polo�zme

��
��
 lim
���

d

d�
TrM���!�
 � d � ��

Podobnou cestou ako pri odvodzovan�� ��
�	
 a s vyu�zit��m ��
��
 a ��
��
 dost�avame

d � lim
���

d

d�
TrM���!�
 � TrM������
�

N�X
i��

�i��i
TrM
������
fif �iM

������
 �

� TrM������
 �maxf�if �i �M������
��fi � i � �� �� ����N�g�
�ci�ze

d�maxf�if �i �M������
��fi � i � �� �� ����N�g � TrM������
�

alebo

�TrM������
 �maxf�if �i �M������
��fi � i � �� �� ����N�g � �d 	 ��

teda

A����
 � maxf�if �i �M������
��fi � i � �� �� ����N�g 	 TrM������
�

Dok�azali sme ��� �� aj cel�u vetu
 �

A�optimalita je �speci�alnym pr��padom L�optimality� ked� funkcion�al L��
 je de��
novan�y pre dan�y pevn�y vektor h � Rk ako L�A
 � h�Ah �pozri z�aver �
 kapi�
toly

 Vetu o ekvivalencii pre L�optim�alny n�avrh dokazujeme analogicky ako pre
A�optim�alitu �pozri ���� str
 ��

 Tu si ju len sformulujeme

Veta 	�	� Nasleduj�uce tvrdenia s�u ekvivalentn�e�

�� N�avrh ��L � �reg je L�optim�alny� teda L�M�����L
� � minfL�M����
� � � �
�regg�


� N�avrh ��L � �reg minimalizuje l��
 �maxf�iL�M����
fif �iM
����
� � i �

�� �� ����N�g� teda l���L
 � minfl��
 � � � �regg�
�� l���L
 � L�M�����L
��

Veta o ekvivalencii pre re�stringovan�y A�optim�alny pl�an vypl�yva z vety �
�� ked�
minimalizujeme L�M����
� � Tr�M�����
� �pozri ��
�


Teraz si e�ste uvedieme vetu o ekvivalencii pre re�stringovan�y D�optim�alny pl�an




��
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D�okaz� je zlo�zitej�s�� a vynech�avame ho �pozri ���� str
 ���



Sk�usen�y u�z��vatel� m�o�ze na z�aklade intu��cie alebo predch�adzaj�ucich sk�usenost��
vypracovat� tak�y n�avrh� �ze je bl��zko optim�alneho �podl�a zvolen�eho krit�eria opti�
mality

 Napr
 ak maxf�if �iM�����
fi � i � �� �� ����N�g je len nepodstatne
v�a�c�s�� ako dimenzia k vektora �� potom n�avrh �� je z hl�adiska praktick�eho pou�zitia
D�optim�alny a nemus��me ho u�z nijako vylep�sovat�

Podobne uva�zujeme i pri ostatn�ych vy�s�sieuveden�ych krit�eri�ach
 Pou�z��vame pri�

tom �
 tvrdenia viet o ekvivalencii

Ak predbe�zn�y n�avrh v�yrazne nesp�l�na po�ziadavku �
 tvrdenia pr��slu�snej vety o

ekvivalencii� potom tento n�avrh itera�cne vylep�s��me postupom uveden�ym v d�al�sej
kapitole


�� Itera�cn�e ur�cenie optim�alneho n�avrhu
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Veta ��	� Nech pre postupnost� pl�anov ��� ��� ��� plat�	
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lim
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detM��s
 � detM���D
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D�okaz� je zlo�zit�y a potrebuje hlb�sie vnikn�ut� do te�orie� pozri napr
 �	�����
 Preto ho
tu vynech�ame


V predch�adzj�ucich tvrdeniach op��san�a optim�alna vol�ba �c��sel ��s� s � �� �� ���� je
dost� zlo�zit�a
 Jednoduch�s�� postup pre vol�bu �c��sel �s a tie�z itera�cn�y postup� ktor�y
sa osved�cil v praxi je nasledovn�y

Nech �� je �startovac�� n�avrh
 Prv�e zlep�senie� ktor�e vedie k navrhu �� je konvexn�a

kombin�acia pl�anu �� a vhodne zvolen�eho "jednobodov�eho" n�avrhu ��� so spektrom
Sp����
 � fi��g� teda

�� � ��� ��
�� � ���
�
� � �� � ��� �
�

N�avrh �� je op�at� konvexn�a kombin�acia pl�anu �� a vhodne zvolen�eho "jednobodo�
v�eho" n�avrhu ��� so spektrom Sp����
 � fi��g� teda

�� � ��� ��
�� � ���
�
� � �� � ��� �
�

Takto postupujeme� a�z z��skame n�avrh �opt� ktor�y sp�l�na zvolen�e krit�erium optimality
dostato�cne presne

Vol�ba �startovacieho n�avrhu ��� vol�ba �c��sel ��� ��� ��� a vol�ba postupnosti i��� i

�
�� ����

je dan�a nasleduj�ucimi pravidlami

Nech Sp���
 � fi�� i�� ���� ikg a hodnoty n�avrhu �� v bodoch spektra nech s�u

���i
 �
�

k
� i � Sp���

 Je vhodn�e� aby �startovac�� pl�an mal v spektre pr�ave

k indexov� alebo len o m�alo v�a�c�s�� po�cet indexov ako k �k je dimenzia vektora
parametrov �

 Vol�ba �startovacieho pl�anu �� mus�� byt� tak�a aby jeho informa�cn�a
maticaM���
 bola regul�arna
 Regularita tejto matice je ekvivalentn�a nevych�ylenej
�nestrannej
 odhadnutel�nosti vektora parametrov � �pozri vetu �
�

 V d�al�som
budeme pokra�covat� tak� �ze po�cet bodov spektra �startovacieho pl�anu bude rovn�y k

l�ahko sa daj�u upravit� ni�z�sie uveden�e vzt�ahy pre pr��pad inej vol�by �v�a�c�sieho po�ctu

bodov spektra �startovacieho pl�anu

Ak i�� � Sp���
� potom zrejme Sp���
 � Sp���

 Hodnoty ���j
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nasleduj�uceho pravidla
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Ak i�� �� Sp���
� potom Sp���
 � Sp���
 � fi��g a

���j
 �

��������	
�

k � �
� ak j � i���

�

k � �
� ak j 	� i�� a s�u�casne j � Sp���
�

�� inak�

�Uplne analogicky postupujeme v d�al�s��ch iter�aciach
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Takto pop��san�y postup� ktor�y ur�cuje �p�� � �� � �p��
�p � �p���
�
p��� d�ava pre

�c��sla � vzt�ahy �p �
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 V literat�ure �	����� s�u i in�e vol�by
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L�optimalita�
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Pri uvedenom sekven�cnom vylep�sovan�� �startovacieho n�avrhu �� je potrebn�e na

ka�zdom d�al�som kroku znovu ur�cit� inverziu pr��slu�snej informa�cnej matice pl�anu

Pri v�a�c�som po�cte parametrov k a v�a�c�som po�cte iter�aci�� �niekedy r�adovo ���� ����
iter�aci��
 je iterovanie informa�cn�ych mat��c n�aro�cnou numerickou �ulohou


Pozn�amka ���� Pri iterat�	vnom vylep�sovan�	 �startovacieho n�avrhu �� s v�yhodou
pou�z�	vame vzt�ah
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	� Pravidl�a pre zastavenie iter�aci�


Pravidl�a z predch�adzj�ucej kapitoly zaru�cuj�u konvergenciu itera�cne vylep�sova�
n�ych n�avrhov k n�avrhu optim�alnemu
 Konvergencia nemus�� v�zdy postupovat� tak
r�ychle� ako by sme si to priali� ale na druhej strane ani nepotrebujeme� aby proces
dokonvergoval
 Posta�c�� n�am vyhovuj�uce pribl���zenie k optim�alnemu pl�anu
 Toto



��

pribl���zenie si stanov��me pravidlom zastavenia pomocou dostato�cne mal�eho kladn�eho
�c��sla � 	 �
 Iter�acie zastav��me pri n�avrhu� ktor�y ozna�c��me �posl �posledn�y



D�optimalita� Posledn�y n�avrh �posl bude ten� pre ktor�y plat��
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L�optimalita� Posledn�y n�avrh �posl bude ten� pre ktor�y plat��

maxf�jL�M����posl
fjf �jM
����posl
� � j � �� �� ����N�g � L�M����posl
� � ��

Re�stringovan�aD�optimalita �ur�cujeme prv�ych k� s�uradn��c vektora �
� Posledn�y
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	 n�avrh ��� � �reg je 
�optim�alny ak����
� ��

N�M
������


���� �min

�����
� ��

N
M����


���� � � � �reg�N � �� �� ���

�
�

kde 
 je dopredu zadan�a ciel�ov�a kovarian�cn�a matica v�ysledn�eho odhadu vek�
torov�eho parametra �
 Hl�ad�ame ��� a N�
 Ozna�cme

gi �

p
�i
�

fi� i � �� �� ����N�



��

a

G� � �g�



g�




����



gN�
�

Pri nejakom N a n�avrhu ��� m�a NNLO �� kovarian�cn�u maticu
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Ak existuj�u nez�aporn�e �c��sla �����
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��N�
� �pre ktor�e
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��
�
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� � ����N�


�CCAG � 
���

tak sme na�sli ��� aj N� � N 
 Podl�a lemy �
�� sa d�a syst�em ��
�
 prep��sat� ako

�G� �G�
vec

�BB�
�����
 � � � � �
� �����
 � � � �




� � ����N�


�CCA � vec
���

ktor�y sa d�a e�ste zjednodu�sit� t�ym� �ze sa vynechaj�u rovnice pre f
��gi�j� pre ktor�e
i � j �dostaneme

k�k � �


�
rovn��c

 Ak ozna�c��me y tak�y vektor� ktor�y dostaneme

ked� vo vektore vec
�� vynech�ame s�uradnice f
��gi�j � pre i � j a A tak�u maticu�
ktor�u dostaneme ked� v matici G� � G� vynech�ame pr�ave tie ist�e riadky� ktor�e
zodpovedaj�u s�uradniciam vynechan�ym vo vektore vec
��� tak n�ajst�
�optim�alny
n�avrh �pri nejakom N
 je ekvivalentn�e hl�adaniu vektora x � RN� �M � kde

M � fx � RN� � x� � �� x� � �� ���� xN� � ��

N�X
j��

xj � Ng�

ktor�y �vektor
 minimalizuje veli�cinu

K�x
 � x�A�Ax � �y�Ax�

Probl�em rie�sime ako �ulohu kvadratick�eho programovania �pozri napr
 ���� str
 ���


Rie�senie x� � N������
� �

�
���
� ���� �

�
��N�

� n�am d�ava optim�alny n�avrh ��� pri danom

po�cte meran�� N 

Uva�zujme teraz dva n�avrhy s r�oznym po�ctom meran��
 Pri prvom experimente

nech je tento po�cet N�� pri druhom N�
 V obidvoch experimentoch nech s�u matica



��

A a vektor y rovnak�e
 Nech x� je rie�senie na�sej �ulohy pre prv�y experiment a x� je
rie�senie �ulohy pre druh�y experiment
 M�o�ze nastat� situ�acia� �ze K�x�
 � K�x�
� teda
s men�s��m po�ctom meran�� sa v prvom experimente lep�sie pribl���zime k predp��sanej
matici 
��
 Samozrejme d�ame prednost� n�avrhu prv�eho experimentu
 T�ato �uvaha
n�as vedie k nasledovnej modi�k�acii de�n��cie 
�optim�alneho n�avrhu� s ktorou v
praxi vysta�c��me

Vektor x� � Nopt�

�
� nazveme pribli�zne
�optim�alnym� ak minimalizuje veli�cinu

K�x
 � x�A�Ax � �y�Ax� jeho komponenty x���� x���� ���� x��N� s�u nez�aporn�e a

pre komponenty vektora ��� plat��
PN�

i�� �
�
��i
 � �
 �C��slo Nopt je optim�alny po�cet

meran��� pri�comNopt � Nmax� kde Nmax je maxim�alny po�cet meran��� ktor�y v danom
experimente e�ste prip�u�st�ame
 Zrejme

����i
 �
x�iPN�

i�� x�i
� Nopt �

N�X
i��

x�i�

Ak pou�zijeme ozna�cenie

K�x
 � x�A�Ax � �y�Ax� B �

��IN��N�

�� �� ���� �

�
� b �

�
�N���

Nmax

�
�

tak x� minimalizuje K�x
� pri�com sp�l�na podmienky Bx� � b �toto ozna�cenie
ch�apeme tak� �ze pre zvolen�y komponent vektora na l�avej strane zodpovedaj�uci
komponent vektora na pravej strane nie je men�s��


Probl�em rie�sime op�at� met�odami kvadratick�eho programovania


�� Ur�cenie optim�alneho n�avrhu experimentu

v niektor�ych �speci�alnych pr�
padoch

Niekedy m�ame za �ulohu ur�cit� optim�alny n�avrh experimentu� ked�mno�zina priamo
observovatel�n�ych parametrov nie je kone�cn�a
 Predpokladajme� �ze mno�zina priamo
observovate�ln�ych parametrov je

f�x � f �x� � x �� a� b 	g�

kde fx � ��� x� x�� ���� xk��
�
 Majme tie�z dan�e v�ahy �x ako �x �
�

���x

� pri�com

����
 je polyn�om� ktor�y nem�a korene v intervale � a� b 	 a jeho stupe�n je men�s��
alebo sa rovn�a ��k � �

 V tomto pr��pade existuje D�optim�alny n�avrh ��D� �ze
Sp���D
 � fx��
� x��
� ���� x�k
g
 Pre n�avrh ��D plat��

��D�x
�i

 �

�

k
� i � �� �� ���� k�

D�okaz tvrdenia n�ajdete v �	�
 Ako ur�cit� body x��
� x��
� ���� x�k
 spektra tohto
D�optim�alneho n�avrhu � Dostaneme ich rie�sen��m maximaliza�cnej �ulohy

max
x�����a�b������x�k���a�b�

kY
j��

����x�j


kY

i�j���
i�j

�x�i
 � x�j





��

za podmienky x��
 � x��
 � ��� � x�k

 Ide o �ulohu maximaliz�acie re�alnej funkcie k
re�alnych premenn�ych

In�y pr��pad� ked� vieme nap��sat� optim�alny n�avrh je ak

f�x � f �x� � x �� a� b 	g�

kde fx � ��� x� x�� ���� xk��
� a v�ahy �x s�u kon�stantn�e
 Nech y � R� � a� b 	


Odhadujeme hodnotu f �y� �
Pk

j�� y
j���j �predikcia� alebo extrapol�acia

 Op�

tim�alny n�avrh experimentu v tomto pr��pade je ten� ktor�y vedie k minimaliz�acii

disperzie odhadu df �y�� �ci�ze je to L�optim�alny n�avrh� kde line�arny funkcion�al L��

je de�novan�y ako L�A
 � f �yAfy
 Ozna�cme

z�i
 � cos

�
k � i

k � �



�
� i � �� �� ���� k�

Hl�adan�y L� optim�alny n�avrh pre extrapol�aciu ��L m�a spektrum pozost�avaj�uce z
bodov

x�i
 �
a� b� �b � a
z�i


�
� i � �� �� ���� k

tak�ych� �ze plat��

��L�x
�i

 �

Y
j ��i

���� �x�i
 � y


�x�j
 � x�i



���� �
D�okaz pozrite v �	�� kde s�u dok�azan�e aj in�e podobn�e tvrdenia pre n�ajdenie op�
tim�aln�ych n�avrhov v niektor�ych �speci�alnych situ�aciach



� Pomocn�e tvrdenia

Nech B je regul�arna n�n matica� ktorej prvky s�u diferencovatel�n�ymi funkciami
premennej t� �ci�ze fBgi�j � bij � bij �t
� i� j � �� �� ���� n�

�B

�t
je n� n matica� ktorej prvky s�u

�bij �t


�t
� i� j � �� �� ���� n

�detB

�B
je n� n matica� ktorej prvky s�u

�detB

�bij
� i� j � �� �� ���� n�

diagB �

�BB�
fBg��� � � � � �
� fBg��� � � � �




� fBgn�n

�CCA �

Lema ���� Plat�	
�B��

�t
� �B�� �B

�t
B���



��

D�okaz� Prvky matice B�� ozna�cme b
���

ij � i� j � �� �� ���� n
 Tie�z s�u diferencova�

tel�n�ymi funkciami premennej t� �ci�ze b
���

ij � b

���

ij �t
� i� j � �� �� ���� n
 Pre i� j �

�� �� ���� n je

fBB��gi�j �
nX

k��

bik�t
b
���

kj �t
 � �ij

��ij je tzv
 Kroneckerovo delta� �ci�ze �ij � � pre i 	� j a �ij � � pre i � j

 Preto

� �
�

�t
fBB��gi�j �

nX
k��

�

�t

h
bik�t
b

���

kj �t


i
�

�
nX

k��

�bik�t


�t
b
���

kj �t
 �

nX
k��

bik�t

�b

���

kj �t


�t
� i� j � �� �� ���� n�

�co v maticovom z�apise je

�B

�t
B�� �B

�B��

�t
� ��

�ci�ze
�B��

�t
� �B�� �B

�t
B��� �

Lema ���� Nech C je n� n matica kon�st�ant� Plat�	

�TrBC

�t
� TrC

�B

�t
�

D�okaz�

�TrBC

�t
�

�

�t

nX
i��

nX
j��

bij�t
cji �

nX
i��

nX
j��

�bij�t


�t
cji � Tr

�B

�t
C � TrC

�B

�t
� �

Z predch�adzaj�ucich dvoch liem priamo dost�avame

D�osledok ��	� Plat�	
�TrB

�t
� Tr

�B

�t
�

D�osledok ���� Plat�	

�TrB���t
C
�t

� �TrCB�� �B�t

�t

B���



��

Lema ��
� Plat�	

�detB

�B
�

�
�detB
�B��
�� ak je B nesymetrick�a

�detB
��B�� � diagB��
� ak je B symetrick�a�

D�okaz� Determinant regul�arnej n� n matice B sa d�a p��sat� ako

detB � fBgi��Bi�� � fBgi��Bi�� � ���� fBgi�nBi�n

pre i � f�� �� ���� ng� pri�com Bs�t je doplnok �n � �
#ho stup�na determinantu detB
patriaci k prvku fBgs�t �pozri napr
 ���� str
 �	�

 Preto

�detB

�fBgi�j �
�

�fBgi�j �fBgi��Bi�� � fBgi��Bi�� � ���� fBgi�nBi�n
�

Dost�avame
�detB

�fBgi�j � Bi�j

a

�detB

�B
�

�B�
B��� B��� � � � B��n

B��� B��� � � � B��n

� � �
Bn�� Bn�� � � � Bn�n

�CA � �detB
�B��
��

lebo

B�� �

�BBBBBBB�

B���

detB

B���

detB
� � �

Bn��

detB
B���

detB

B���

detB
� � �

Bn��

detB





B��n

detB

B��n

detB
� � �

Bn�n

detB

�CCCCCCCA
�pozri napr
 ���� str
 ���

 Toto plat�� o nesymetrickej matici B
 V pr��pade� �ze B je
symetrick�a� teda

fBgr�s � fB�b��� b��� ���� b�n� b��� b��� � � � � b�n� � � � � bn�� n��� bn�� n� bnn
gr�s �

�

�
brs� ak r � s�

bsr� ak r 	 s�

Pre symetrick�u maticu teda

B �

�BB�
fBg��� fBg��� � � � fBg��n
fBg��� fBg��� � � � fBg��n





fBgn�� fBgn�� � � � fBgn�n

�CCA �

�BB�
b�� b�� � � � b�n
b�� b�� � � � b�n




b�n b�n � � � bnn

�CCA �

Preto
�detB

�bii
�

nX
k��

nX
l��

�detB

�fBgk�l
�fBgk�l

bii
�

�detB

�fBgi�i
�fBgi�i
bii

�



��

�
�

�fBgi�i �fBgi��Bi�� � fBgi��Bi�� � ���� fBgi�nBi�n� �� � Bi�i� i � �� �� ���� n�

Pre i � j je

�detB

�bij
�

nX
k��

nX
l��

�detB

�fBgk�l
�fBgk�l

bij
�

�detB

�fBgi�j
�fBgi�j
bij

�
�detB

�fBgj�i
�fBgj�i
bij

�

�
�

�fBgi�j �fBgi��Bi�� � fBgi��Bi�� � ���� fBgi�nBi�n� ���

�
�

�fBgj�i �fBgj��Bj�� � fBgj��Bj�� � ���� fBgj�nBj�n� �� �

� Bi�j �Bj�i�

�Uplne rovnako pre i 	 j dostaneme

�detB

�bij
� Bj�i �Bi�j �

�ci�ze

�detB

�B
�

�BBBBBBB�

�detB

�b��

�detB

�b��
� � �

�detB

�b�n
�detB

�b��

�detB

�b��
� � �

�detB

�b�n





�detB

�b�n

�detB

�b�n
� � �

�detB

�bnn

�CCCCCCCA
� �detB
��B�� � diagB��
� �

Lema ���� Pre symetrick�u regul�arnu n� n maticu B plat�	

�lndetB�t


�t
� TrB��

�B�t


�t
�

D�okaz� Ak si uvedom��me� �ze B aj B�� s�u symetrick�e matice� teda pre i 	 j plat��

fB��gi�j � fB��gj�i�
�
�B

�t

�
i�j

�

�
�B

�t

�
j�i

a tvrdenie predch�adzj�ucej lemy� �ci�ze

�detB

�bij
�

�
�fB��gi�jdetB� ak i � j�

fB��gi�idetB� ak i � j�

dost�avame

�lndetB�t


�t
�

�

detB

�detB

�t
�

�

detB

nX
i��

nX
j�i

�detB

�bij

�bij
�t

� TrB��
�B

�t
� �



�	

Lema ���� A�B nech s�u symetrick�em�mmatice�A je pozit�	vne de�nitn�a� Potom
existuje nesingul�arna m�m matica U tak�a� �ze plat�	

UAU� � I� UBU� � ��

pri�com � je diagon�alna�

D�okaz� Ozna�cme w�� ����wm ortonorm�alne charakteristick�e vektory matice A a
d�� ���� dm jej charakteristick�e �c��sla prisl�uchaj�uce t�ymto charakteristick�ym vektorom

Teda

Awi � diwi� i � �� �� ����m�

�Ci�ze existuj�u matice

W � �w�




w�




 � � �



wm
 a D �

�BB�
d� � � � � �
� d� � � � �




� � � � � dm

�CCA �

�ze

AW �WD� WW� �W�W � I�

alebo
W�AW � D� WDW� � A� WD��W� � A���

Ozna�cme

D
�
� �

�BB�
p
d� � � � � �
�

p
d� � � � �





� � � � �

p
dm

�CCA � D� �
� �

�BBBB�
�p
d�

� � � � �

� �p
d�

� � � �





� � � � � �p

dm

�CCCCA
a

C �WD
�
�W��

Matica C je regul�arna� symetrick�a� pri�com C� �WD
�
�W�WD

�
�W� �WDW� �

A� teda WD� �
�W� � C�� a C�� � A��
 Matica S � C��BC�� je symetrick�a


Nech s�� ���� sm s�u jej ortonorm�alne charakteristick�e vektory a ��� ���� �m charakte�
ristick�e �c��sla prisl�uchaj�uce t�ymto vektorom� teda

C��BC��si � �isi� i � �� �� ����m�

Ozna�cme

zi � C��si� i � �� �� ����m�

Zrejme

A��Bzi � A��BC��si � A��CC��BC��si � A��C�isi � C���isi � �izi�



�


Preto zi� i � �� �� ����m s�u charakteristick�e vektory maticeA��B a �i� i � �� �� ����m
s�u im prisl�uchaj�uce charakteristick�e �c��sla� �ci�ze

A��Bzi � �izi� i � �� �� ����m�

Pre maticu U� � �z�



z�



���



zm
 plat��

UAU� �

�BB�
z��
z��




z�m

�CCAA�z�



z�



���



zm
 �

�BB�
z��Az� z��Az� � � � z��Azm
z��Az� z��Az� � � � z��Azm





z�mAz� z�mAz� � � � z�mAzm

�CCA � I�

lebo z�iAzj � z�iC
�Czj � s�isj � �ij 
 �Dalej

UBU� �

�BB�
z��
z��




z�m

�CCAB�z�



z�




���



zm
 �

�BB�
�� � � � � �
� �� � � � �




� � � � � �m

�CCA � ��

lebo z�iBzj � z�iAA
��Bzj � z�iC

�A��Bzj � s�iC
��C�C��BC��sj �

� siC
��BC��sj � �js

�
isj � �

Lema ���� Nech M��M� s�u m � m symetrick�e a pozit�	vne de�nitn�e matice�
��� ���� �m s�u charakteristick�e �c�	sla matice M�M

��
� � Potom s�u ��� ���� �m re�alne

a kladn�e�

D�okaz� ��� ���� �m s�u rie�sen��m rovnice

det�M�M
��
� � �I
 � ��

ktor�a je ekvivalentn�a nasleduj�ucim rovniciam

det��M� � �M�
M
��
� � � ��

det�M� � �M�
 � ��

det�M
�
�
� �M

� �
�

� M�M
� �

�
� � �I
M

�
�
� � � ��

det�M
� �

�
� M�M

� �
�

� � �I
 � ��

Preto�ze M
� �

�
� M�M

� �
�

� je pozit��vne de�nitn�a matica� v�setky jej vlastn�e �c��sla� teda

rie�senia rovnice det�M
� �

�
� M�M

� �
�

� � �I
 � � s�u re�alne a kladn�e
 �



��

Lema ���� Majme n� n maticu F a nech ��� ���� �n s�u korene jej charakteristickej
rovnice� t�j� rovnice det�F� �I
 � �� Potom detF �

Qn

j�� �j a TrF �
Pn

i�� �i�

D�okaz� Charakteristick�a rovnica det�F� �I
 � � sa d�a p��sat� ako

���
n�n � b��
n�� � ���� bn��� � bn � ��

�ci�ze

��
�
 ���
n��n � a��
n�� � ���� an��� � an
 � ��

pri�com �priamo z de�n��cie determinantu
 plat��

��
�
 bn � ���
nan � detF� b� � ���
na� � ���
n��TrF�

Rovnicu ��
�
 m�o�zeme p��sat� ako

��
�
 ���
n�� � ��
�� � ��
����� � �n
 � �

a rozn�asoben��m ��
�
 dost�avame vzt�ahy medzi kore�nmi a koe�cientami charakte�
ristickej rovnice� teda

��
�


�a� � �� � ���� �n

a� � ���� � ���� �n���n
�a� � ������ � ���� �n���n���n






���
nan � ��������n�

Z ��
�
 a ��
�
 dost�avame tvrdenie lemy
 �

Lema ����� Nech ��� ���� �n s�u nez�aporn�e �c�	sla� Plat�	

��
�


�
nY
i��

�i

� �
n

�
�

n

nX
i��

�i�

D�okaz� Ak a � �� b � �� tak

��
�
 ab �
�

�
�a� � b�
�

lebo
�a � b
� � ��

teda postupne
a� � �ab � b� � �

a� � b� � �ab



��

�

�
�a� � b�
 � ab�

Nech �� � �� �� � �� a polo�zme v ��
�
 a �
p
��� b �

p
��
 Potom z ��
�


��
	

p
���� � ab �

�

�
��� � ��
�

Nech d�alej ��� ��� ��� �� s�u nez�aporn�e
 Podl�a ��
	
 plat��p
���� �

�

�
��� � ��
 a

p
���� �

�

�
��� � ��
�

�ci�ze �znovu vyu�zij�uc ��
	



�
p
�������� �

qp
����

p
���� �

r
�

�
��� � ��


�

�
��� � ��
 �

�
�

�

�
�

�
��� � ��
 �

�

�
��� � ��


�
�

�� � �� � �� � ��
�

�

Matematickou indukciou dok�a�zeme� �ze ��
�
 plat�� pre n � �k �k je prirodzen�e �c��slo


Pre k � � ��
�
 plat��
 Nech plat�� ��
�
 pre n � �k� uk�a�zeme� �ze plat�� aj pre

n � �k��
 Teda nech plat�� �� �kY
i��

�i

�A
�
�k

�
�

�k

�kX
i��

�i�

Vezmime ��� ��� ���� ��k � ��k��� ���� ��k������k
 Naozaj

���k��Y
i��

�i

�A
�

�k��

�

vuuuut� �kY
i��

�i

� �
�k
�� �kY

j��

��k�j

�A
�
�k

�

vuut �

�k

�kX
i��

�i
�

�k

�kX
j��

��k�j �

�
�

�

�� �

�k

�kX
i��

�i �
�

�k

�kX
j��

��k�j

�A �
�

�k��

�k��X
i��

�i�

Teraz uk�a�zeme� �ze ak ��
�
 plat�� pre nejak�e n � �� tak plat�� aj pre n � � �sp�atn�a
indukcia



Uva�zujme ��� ��� ���� �n��� �n �
�� � �� � ���� �n��

n� �

 V�setky �i s�u nez�aporn�e


Teda ak nerovnost� ��
�
 plat�� pre �nejak�e
 n � �� m�a tvar

��
�
 n

r
��������n��

�� � �� � ���� �n��
n� �

�

�

n

�
�� � �� � ���� �n�� �

�� � �� � ���� �n��
n� �

�
�

�

n� �
��� � �� � ���� �n��
�



��

Nerovnost� ��
�
 sa d�a p��sat� tie�z ako����n��Y
i��

�i

� �
n��

���
n��
n �� �

n� �

n��X
j��

�j

��
�
n

�
�

n� �

n��X
i��

�i�

�ci�ze �ak aspo�n jedno �i 	 �
����n��Y
i��

�i

� �
n��

���
n��
n

�

�� �

n� �

n��X
j��

�j

����
�
n

�

Umocnen��m na
n

n� �
dost�avame

�
n��Y
i��

�i

� �
n��

�
�

n� �

n��X
i��

�i�

T�ym sme lemu dok�azali pre ka�zd�e n � �� �� ��� � �

Lema ����� Majme dva n�avrhy ��� ��� pri�com �� � �reg� Pre � �� �� �
 patr�	
!� � �� � �
�� � ��� do �reg a

M�!�
 � ��� �
M���
 � �M���
�

D�okaz� Najprv uk�a�zeme� �ze !� je n�avrh
 Skuto�cne !� je zobrazenie z f�� �� ����N�g �
� �� � 	� pre ktor�e plat��

N�X
i��

!��i
 �
X

i�fSp���
�Sp���
g
�� � �
���i
 � ����i
 �

� ��� �

X

i�Sp���

���i
 � �

X
i�Sp���


���i
 � ��� �
 � � � ��

Informa�cn�e matice navrhov ��� �� s�u

M���
 �
X

i�Sp���

���i
�ifif

�
i a M���
 �

X
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D�okaz� Lemu dok�a�zte ako cvi�cenie


Viac o optim�alnom n�avrhu experimentu n�ajdete v monogra�i �	�� pr��klady s�u v
���
 V �	� sa nach�adza aj ob�s��rny zoznam d�al�sej literat�ury k danej t�eme
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