
MULTIVARIÁTNA ANALÝZA 2

1. Kvadratické formy

Defińi cia 1.1. Nech X1, X2, ..., Xn sú nezávislé, N(0, 1) rozdelené náhodné veli-
činy. Potom

Y = X2
1 +X2

2 + ...+X2
n

má rozdelenie χ2
n (centrálne chí kvadrát rozdelenie s n stupňami voľnosti).

Veta 1.2. Nech Y ∼ χ2
n. Y má hustotu

fn(y) =


1

2
n
2 Γ
(
n
2

)e− y
2 y

n
2 −1 pre y > 0,

0 inde.

Dôkaz. Pozri [Anděl, str. 79].

Poznámka. χ2
n rozdelenie je špeciálny pŕipad gama rozdelenia s parametrami a, p

(a > 0, p > 0), ktoré má hustotu

f(x) =


ap

Γ(p)
e−axxp−1 pre x > 0,

0 inde.

Označujeme ho Γ(a, p). Plat́i, že χ2
n je rozdelenie Γ

(
1
2 ,

n
2

)
.

( Γ(p) =
∫∞
0
e−ttp−1dt, p > 0.)

Defińicia 1.3. Nech X1, X2, ..., Xn sú nezávislé, Xi ∼ N(µi, 1), i = 1, 2, ..., n.
Nech λ =

∑n
i=1 µ

2
i ̸= 0. Náhodná veličina

Y = X2
1 +X2

2 + ...+X2
n

má necentrálne χ2 rozdelenie s n stupňami voľnosti a koeficientom necentrality λ.
Označujeme ho χ2

n,λ.

Veta 1.4. Nech X1, X2, ..., Xn sú nezávislé, Xi ∼ N(µi, 1), i = 1, 2, ..., n. Rozde-
lenie pravdepodobnosti náhodnej veličiny Y =

∑n
i=1X

2
i , (teda χ

2
n,λ, kde λ =∑n

i=1 µ
2
i ) závisí len od n a λ (nezávisí od jednotlivých µ1, ..., µn).

Dôkaz. Pozri [Anděl, str. 80].

Lema 1.5. Nech X ∼ N(µ, 1). Náhodná veličina X2 má hustotu

fX2(t) =


e−

t+µ2

2

√
2π

√
t

(
1 +

µ2t

2!
+

(µ2t)2

4!
+ ...

)
t > 0,

0 t 5 0.
1



2

Dôkaz. X2 má distribučnú funkciu pre t > 0

FX2(t) = P{X2 < t} = P{−
√
t < X <

√
t} =

∫ √
t

−
√
t

1√
2π
e−

(x−µ)2

2 dx.

Preto je ȟladaná hustota pre t > 0

fX2(t) =
dFX2(t)

dt
=

1

2
√
t

1√
2π
e−

(
√

t−µ)2

2 +
1

2
√
t

1√
2π
e−

(−
√

t−µ)2

2 =

=
e−

t+µ2

2

2
√
t
√
2π

(
eµ

√
t + e−µ

√
t
)
=

=
e−

t+µ2

2

√
2π

√
t

(
1 +

µ2t

2!
+

(µ2t)2

4!
+ ...

)
.

Samozrejme pre t 5 0 je fX2(t) = 0. �
Poznámka. Použili sme vzorec

d

dy

∫ β(y)

α(y)

f(x, y)dx =

∫ β(y)

α(y)

∂f(x, y)

∂y
dx+ β′(y)f [β(y), y]− α′(y)f [α(y), y].

Poč́itajme teraz charakteristickú funkciu náhodnej veličiny ξ = X2.

ψξ(t) = E(eitξ) =
∫ ∞

0

eitxfξ(x)dx =

=

∫ ∞

0

eitx
e−

x+µ2

2

√
2π

√
x

(
1 +

µ2x

2!
+

(µ2x)2

4!
+ ...

)
dx.

Postupne pre prvý člen

1√
2π

∫ ∞

0

eitxe−
x+µ2

2 x−
1
2 dx =

e−
µ2

2

√
2π

∫ ∞

0

e−x( 1
2−it)x−

1
2 dx =

(substitúcia x( 12 − it) = w)

=
e−

µ2

2

√
2π

∫ ∞

0

e−w w
1
2−1√
1
2 − it

dw =
1

√
2π
√

1
2 − it

e−
µ2

2 Γ( 12 ).

Pre druhý člen

1√
2π

∫ ∞

0

eitxe−
x+µ2

2 x−
1
2
µ2x

2!
dx =

µ2e−
µ2

2

2!
√
2π

∫ ∞

0

e−x( 1
2−it)x

3
2−1dx =

(substitúcia x( 12 − it) = w)

=
µ2e−

µ2

2

2!
√
2π

∫ ∞

0

e−w w
3
2−1√

( 12 − it)3
dw =

µ2

2!
√
2π
√
( 12 − it)3

e−
µ2

2 Γ( 32 ).
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Pre tret́i člen

1√
2π

∫ ∞

0

eitxe−
x+µ2

2 x−
1
2
(µ2)2x2

4!
dx =

(µ2)2e−
µ2

2

4!
√
2π

∫ ∞

0

e−x( 1
2−it)x

5
2−1dx =

(substitúcia x( 12 − it) = w)

=
(µ2)2e−

µ2

2

4!
√
2π

∫ ∞

0

e−w w
5
2−1√

( 12 − it)5
dw =

(µ2)2

4!
√
2π
√
( 12 − it)5

e−
µ2

2 Γ( 52 ),

atď.

Dostávame

ψξ(t) =
e−

µ2

2

√
2π

 Γ
(
1
2

)
(µ2)0

0!
(
1
2 − it

) 1
2

+
Γ
(
3
2

)
(µ2)1

2!
(
1
2 − it

) 3
2

+
Γ
(
5
2

)
(µ2)2

4!
(
1
2 − it

) 5
2

+ ...

 =

=
e−

µ2

2

√
π
√
1− 2it

[ √
π(µ2)0

0!
(
1
2 − it

)0 +

√
π 1

2 (µ
2)1

2.1!
(
1
2 − it

)1 +

√
π 3

2
1
2 (µ

2)2

4.3.2!
(
1
2 − it

)2+
+

√
π 5

2
3
2
1
2 (µ

2)3

6.5.4.3!
(
1
2 − it

)3 +

√
π 7

2
5
2
3
2
1
2 (µ

2)4

8.7.6.5.4!
(
1
2 − it

)4 + ...

]
=

=
e−

µ2

2

√
1− 2it

[
(µ2)0

0!40
(
1
2 − it

)0 +
(µ2)1

1!41
(
1
2 − it

)1 +
(µ2)2

2!42
(
1
2 − it

)2 + ...

]
=

(1.1) =
e−

µ2

2 e
µ2

2(1−2it)

√
1− 2it

=
e

itµ2

1−2it

√
1− 2it

.

Ak máme X1, X2, ..., Xk nezávislé, Xi ∼ N(µi, 1), tak charakteristická funkcia

(1.2) ψX2
i
(t) =

e
itµ2

i
1−2it

√
1− 2it

a charakteristická funkcia náhodnej veličiny Y = X2
1 +X2

2 + ...+X2
k je

(1.3) ψY (t) = ψX2
1
(t)ψX2

2
(t)...ψX2

k
(t) =

e
it

1−2it

∑k
j=1 µ2

j

(1− 2it)
k
2

=
e

itλ
1−2it

(1− 2it)
k
2

,

kde λ =
∑k

j=1 µ
2
j .
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Veta 1.6. Nech náhodné premenné X1, X2, ..., Xn sú nezávislé, Xi ∼ N(µi, 1), i =
1, 2, ..., n. Potom

T =
n∑

i=1

γiX
2
i + 2

n∑
i=1

biXi + c

má χ2
k,δ rozdelenie práve vtedy ak

(i) γi = 0 alebo 1 pre i = 1, 2, ..., n,
(ii) ak γi = 0 ⇒ bi = 0 pre i = 1, 2, ..., n,
(iii) c =

∑n
i=1 b

2
i .

Ak sú podmienky (i),(ii) a (iii) splnené, tak k =
∑n

i=1 γi a δ =
∑n

i=1 γi(bi + µi)
2.

Dôkaz. Porovnáme charakteristické funkcie ψT (.) a ψY (.), kde Y ∼ χ2
k,δ. Plat́i

ψT (t) = E
(
eitT

)
= E

eit
∑n

j=1
γj ̸=0

γjX
2
j +2

∑n
j=1
γj ̸=0

bjXj+c+2
∑n

j=1
γj=0

bjXj

 =

= E

eit
∑n

j=1
γj ̸=0

γj(Xj+
bj
γj

)2+c−
∑n

j=1
γj ̸=0

b2
j

γj
+2

∑n
j=1
γj=0

bjXj

 =

= e

it

c−
∑n

j=1
γj ̸=0

b2
j

γj


E

(
e

it2
∑n

j=1
γj=0

bjXj
)

n∏
j=1
γj ̸=0

E
(
e
itγj

(
Xj+

bj
γj

)2)
=

= e

it

c−
∑n

j=1
γj ̸=0

b2
j

γj

 n∏
j=1
γj=0

ψξj (2bjt)
n∏

j=1
γj ̸=0

ψξ2j
(γjt),

kde ξi ∼ N
(
µi +

bi
γi
, 1
)
ak γi ̸= 0 a ξi ∼ N (µi, 1) ak γi = 0. Poďla (1.2) je

(1.4) ψT (t) = e

it

c−
∑n

j=1
γj ̸=0

b2
j

γj


e

i2t
∑n

j=1
γj=0

µjbj−2t2
∑n

j=1
γj=0

b2j

×

1∏n
j=1
γj ̸=0

√
1− 2itγj

e

it
∑n

j=1
γj ̸=0

γj

(
µj+

bj
γj

)2

1−2itγj

.

Poďla (1.3) pre charakteristickú funkciu Y ∼ χ2
k,δ plat́i

(1.5) ψY (t) =
1∏k

j=1

√
1− 2it

e
itδ

1−2it .
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Porovnańim (1.4) a (1.5) muśi platǐt pre každé t ∈ R

n∏
j=1
γj ̸=0

√
1− 2itγj =

k∏
l=1

√
1− 2it

a súčasne

e

it

c−
∑n

j=1
γj ̸=0

b2
j

γj


e

i2t
∑n

j=1
γj=0

µjbj−2t2
∑n

j=1
γj=0

b2j

e

it
∑n

j=1
γj ̸=0

γj

(
µj+

bj
γj

)2

1−2itγj

= e
itδ

1−2it ,

z čoho je jasne vidieť, ako dokonč́ime dôkaz. �
Veta 1.7. Nech ξ ∼ Nn(µ, I), An,n je symetrická, b ∈ Rn a c ∈ R. Náhodná
premenná T = ξ′Aξ + 2b′ξ + c má χ2

k,δ rozdelenie práve vtedy ak

(i) A2 = A,
(ii) b ∈ µ(A),
(iii) c = b′b.

Ak sú podmienky (i),(ii) a (iii) splnené, tak k = h(A), δ = (b+ µ)′A(b+ µ).

Dôkaz. Pre A existuje ortogonálna matica P, že plat́i P′AP = Λ (diagonálna
matica), P′P = PP′ = I (pozri napr. Rao, str. 62). Potom η = P′ξ ∼ N(P′µ, I)
a ξ = Pη. Preto

T = ξ′Aξ + 2b′ξ + c = η′P′APη + 2b′Pη + c = η′Λη + 2b′Pη + c.

Poďla vety 1.6 má T rozdelenie χ2
k,δ práve vtedy ak

(i) {Λ}ii = 0 alebo 1 pre i = 1, 2, ..., n ⇔ Λ2 = Λ ⇔ P′APP′AP =
P′A2P = P′AP ⇔ A2 = A,

(ii) {Λ}ii = 0 ⇒ {P′b}i = 0, čo je ekvivalentné s tým, že P′b ∈ µ(Λ) ⇔
PP′b = b ∈ µ(PP′AP) = µ(AP) = µ(A),

(iii) c = (b′P)P′b = b′b.
Ak sú podmienky (i),(ii) a (iii) splnené, potom poďla vety 1.6 k =

∑n
i=1{Λ}ii =

trΛ = h(Λ) = h(PΛP′) = h(A) a δ =
∑n

i=1{Λ}ii({P′b}i + {P′µ}i)2 = (b′P +
µ′P)Λ(P′b+P′µ) = (b+ µ)′PΛP′(b+ µ) = (b+ µ)′A(b+ µ). �
Veta 1.8. Nech ξ ∼ Nn(µ,Σ), An,n je symetrická, b ∈ Rn a c ∈ R. Náhodná
premenná T = ξ′Aξ + 2b′ξ + c má χ2

k,δ rozdelenie práve vtedy ak

(i) ΣAΣAΣ = ΣAΣ ⇔ (ΣA)3 = (ΣA)2,
(ii) Σ(Aµ+ b) ∈ µ(ΣAΣ),
(iii) (Aµ+ b)′Σ(Aµ+ b) = µ′Aµ+ 2b′µ+ c.

Ak sú podmienky (i),(ii) a (iii) splnené, tak k = tr(AΣ) a δ = (b+Aµ)′ΣAΣ(b+
Aµ).

Dôkaz. Faktorizujeme maticu Σ = JJ′, kde J je typu n × h(Σ) (pozri Anděl, str.
64). Vieme, že P{ξ = µ+ Jη} = 1, kde η ∼ Nh(Σ)(0, I) (Anděl, str. 76). Teda

T = ξ′Aξ + 2b′ξ + c = (µ+ Jη)′A(µ+ Jη) + 2b′(µ+ Jη) + c =

= η′J′AJη + 2(Aµ+ b)′Jη + µ′Aµ+ 2b′µ+ c.



6

Poďla vety 1.7 má T rozdelenie χ2
k,δ práve vtedy ak

(1) J′AJJ′AJ = J′AJ,
(2) J′(Aµ+ b) ∈ µ(J′AJ),
(3) (Aµ+ b)′JJ′(Aµ+ b) = µ′Aµ+ 2b′µ+ c.

Ďalej plat́i
J′AJJ′AJ = J′AJ ⇒ JJ′AJJ′AJJ′ = JJ′AJJ′,

čiže
ΣAΣAΣ = ΣAΣ,

a tiež naopak

ΣAΣAΣ = ΣAΣ ⇒ JJ′AJJ′AJJ′ = JJ′AJJ′ ⇒

(J′J)−1J′.JJ′AJJ′AJJ′.J(J′J)−1 = (J′J)−1J′.JJ′AJJ′.J(J′J)−1,

čiže
J′AJJ′AJ = J′AJ,

čo dokazuje prvú časť (i).
Ekvivalencia

ΣAΣAΣ = ΣAΣ ⇔ (ΣA)3 = (ΣA)2

je jedným smerom (⇒) zrejmá. Ku opaku potrebujeme nasledovné tvrdenie

(1.6) ∃ Dn,n : ΣAΣ = ΣAΣAD.

Tvrdenie (1.6) dokážeme takto:

h(ΣAΣ) = h(JJ′AJJ′) = h((J′J)−1J′.JJ′AJJ′.J(J′J)−1) = h(J′AJ).

Poďla Anděl, str. 62 je

(1.7) h(J′AJ) = h(J′AJJ′AJ) = h(JJ′AJJ′AJ) = h(ΣAΣAJ),

ale
h(ΣAΣAJ) = h(JJ′AJJ′AJ) = h((J′J)−1J′.JJ′AJJ′AJ) =

(1.8) = h(J′AJJ′AJ) = h(J′AJ),

a preto z (1.7) a (1.8)

h(ΣAΣ) = h(ΣAΣAJ) 5 h(ΣAΣA) 5 h(ΣAΣ),

teda
h(ΣAΣA) = h(ΣAΣ).

Pretože zrejme µ(ΣAΣA) ⊂ µ(ΣAΣ) a hodnosti mat́ic vytvárajúcich tieto pod-

priestory sa rovnajú, plat́i

µ(ΣAΣA) = µ(ΣAΣ)
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a dostávame vzťah (1.6).
Z predpokladu (ΣA)3 = (ΣA)2 pomocou (1.6) dostávame

ΣAΣAΣAD = ΣAΣAD ⇒ ΣAΣAΣ = ΣAΣ,

č́im sme (i) úplne dokázali.

Poďme teraz dokázať (ii), čiže dokázať, že

J′(Aµ+ b) ∈ µ(J′AJ) ⇔ Σ(Aµ+ b) ∈ µ(ΣAΣ).

Ak J′(Aµ+ b) ∈ µ(J′AJ), tak JJ′(Aµ+ b) ∈ µ(JJ′AJ) = µ(ΣAJ) =
= µ(ΣAJJ′AΣ) = µ(ΣAΣAΣ) = µ(ΣAΣ) (poďla (i)).

Naopak ak Σ(Aµ+b) ∈ µ(ΣAΣ), tak (J′J)−1J′.JJ′(Aµ+b) = J′(Aµ+b) ∈
µ((J′J)−1J′.JJ′AJJ′) = µ(J′AJJ′) ⊂ µ(J′AJ), č́im sme dokázali (ii). Samozrejme

(iii) už máme dokázané (je ekvivalentné (1)). Dôkaz vety už dokonč́ime jednodu-
cho. Poďla vety 1.7 je totiž k = h(JJ′A) = tr(ΣA) = tr(AΣ) a δ = ([J′(Aµ +
b)]′J′AJ[J′(Aµ+ b)]) = (Aµ+ b)′ΣAΣ(Aµ+ b). �

Uvedieme bez dôkazu vety o nezávislosti kvadratických foriem. Podrobneǰsie
pozri [Rao, Mitra, kapitola 9].

Veta 1.9. Nech Y ∼ Np(µ,Σ) a Q1 = Y′AY, Q2 = Y′BY dve kvadratické formy.
Nutné a postačujúce podmienky nezávislosti Q1 a Q2 sú

(a) ΣAΣBΣ = 0,ΣAΣBµ = 0,ΣBΣAµ = 0 a µ′AΣBµ = 0, ak

A a B sú symetrické, nemusia byť pozitívne semidefinitné, pričom Σ nemusí byť
regulárna.

(b) AΣBΣ = 0,AΣBµ = 0, ak A je pozitívne semidefinitná.

(c) AΣB = 0, ak A aj B sú pozitívne semidefinitné.
(d) AΣB = 0, ak Σ je regulárna, A a B sú symetrické, nemusia byť

pozitívne semidefinitné.

Veta 1.10. Nech Y ∼ Np(µ,Σ) a Q1 = Y′AY+2a′Y+α, Q2 = Y′BY+2b′Y+β
dve lineárne-kvadratické formy. Nutné a postačujúce podmienky nezávislosti Q1 a
Q2 sú

(a) ΣAΣBΣ = 0,ΣAΣb = 0,ΣBΣa = 0 a a′Σb = 0, ak µ = 0, pričom

Σ nemusí byť regulárna.
(b) AΣB = 0,BΣa = 0,AΣb = 0 a a′Σb = 0, ak Σ je regulárna,

pričom µ môže byť aj nenulový vektor.

2. Wishartovo rozdelenie

2.1. úvodné poznámky a defińicia

Majme Ui ∼ Np(µi,Σ), i = 1, 2, ..., k, ktoré sú nezávislé, Σ je pozit́ivne
definitná matica. Označme Ui = (U1i, U2i, ..., Upi)

′, Yj = (Uj1, Uj2, ..., Ujk)
′, j =

1, 2, ..., p a 
U11 U12 U13 . . . U1k

U21 U22 U23 . . . U2k
...
Up1 Up2 Up3 . . . Upk

 = U ′
p,k.
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Teda

U ′ = (U1

...U1

... . . .
...Uk) =


Y′

1

Y′
2
...

Y′
p

 .

ďalej označme

M′
p,k =


µ11 µ12 µ13 . . . µ1k

µ21 µ22 µ23 . . . µ2k
...
µp1 µp2 µp3 . . . µpk

 = (µ1

...µ2

... . . .
...µk).

Pre pevný vektor l ∈ Rp sú náhodné veličiny

l′Ui ∼ N(l′µi, l
′Σl = σ2

l ), i = 1, 2, ..., k

nezávislé (leboUi sú nezávislé). Náhodný vektor U l = lYk,1 je lineárna kombinácia
normálne rozdelených nezávislých náhodných vektorov, pričom

(2.1) lY ∼ Nk(Ml, σ2
l Ik,k).

ak b = (b1, b2, ..., bk)
′ je vektor konštánt, tak

(2.2) U ′b = b1U1 + ...+ bkUk ∼ Np(M
′b,b′bΣ).

Poznámka. Nech

Am,n =


a11 . . . a1n
a21 . . . a2n
...

am1 . . . amn

 ,Br,s =


b11 . . . b1s
b21 . . . b2s
...
br1 . . . brs

 .

Kroneckerov súčin mat́ic A a B je

A⊗B =


a11B a12B . . . a1nB
a21B a22B . . . a2nB
...

am1B am2B . . . amnB


mr,ns

.

Vlastnosti Kroneckerovho súčinu mat́ic pozri napr. v [Rao].

ak naṕǐseme “pod seba“ st́lpce matice K, povieme, že sme vykonali na matici
operáciu vec. Teda

vecU ′ = Ukp,1 =


U1

U2
...

Uk

 .
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Ukážte, že

(2.3) vecU ′ = U ∼ Nkp(vecM
′, Ik,k ⊗Σp,p)

a (2.2) sa dá zaṕisať ako
(2.4)
U ′b = (b′ ⊗ Ip,p)vecU ′ ∼ Np((b

′ ⊗ Ip,p)vecM
′, (b′ ⊗ Ip,p)(Ip,p ⊗Σp,p)(b⊗ Ip,p)).

Poznámka. Nech b1 ̸= b2, b1,b2 ∈ Rk. Plat́i

cov(U ′b1,U ′b2) = (b′
1 ⊗ Ip,p)(I⊗Σ)(b2 ⊗ Ip,p) = b′

1b2 ⊗Σ = b′
1b2Σ.

ak b′
1b2 = 0, t.j. ak b1 a b2 sú ortogonálne, tak U ′b1 a U ′b2 sú neskorelované, t.j.

v tomto pŕipade nezávislé.

Poďla predchádzajúcej poznámky ľahko dokážeme nasledujúcu lemu

Lema 2.1. Ak b1,b2, ...,br, r 5 k tvorí ortonormálny systém v Rk, tak

V1 = U ′b1, ...,Vr = U ′br

sú navzájom nezávislé a majú normálne rozdelenie, pričom Vi ∼ Np(M
′bi,Σ).

ľahko dostaneme aj nasledujúci dôsledok

Dôsledok 2.2. Ak Bk,k je ortogonálna matica (BB′ = B′B = I), tak Vi =

(U1

......
...Uk){B}.i = U ′{B}.i ∼ Np(M

′{B}.i,Σ), i = 1, 2, ..., k a cov(Vi,Vj) =
({B}′.i ⊗ Ip,p)(I ⊗Σ)({B}.j ⊗ I) = {B}′.i{B}.j ⊗Σ = 0 pre i ̸= j, teda V1, ...,Vk

sú nezávislé.

Defińicia 2.3. Združené rozdelenie prvkov matice Sp,p =
∑k

i=1 UiU
′
i = U ′U sa

nazýva Wishartovo rozdelenie s k stupňami voľnosti a značí Wp(k,Σ,M). Ak M =
0, jedná sa o centrálne rozdelenie, označujeme ho Wp(k,Σ).

Poznámka.

(i) {S}ij =
{∑k

l=1 UlU
′
l

}
ij
=
∑k

l=1 UilUjl = Y′
iYj = {U ′U}ij , lebo

Sp,p =


∑k

l=1 U
2
1l

∑k
l=1 U1lU2l . . .

∑k
l=1 U1lUpl∑k

l=1 U2lU1l

∑k
l=1 U

2
2l . . .

∑k
l=1 U2lUpl

...∑k
l=1 UplU1l

∑k
l=1 UplU2l . . .

∑k
l=1 U

2
pl

 .

(ii) Pre p = 1 a µ11 = µ12 = ... = µ1k = 0 sú Ui = U1i ∼ N(0, σ2), i = 1, 2, ..., k

nezávislé, U ′U =
∑k

i=1 U
2
1i ∼W1(k, σ

2). Pretože U1i

σ ∼ N(0, 1), má
∑k

i=1
U2

1i

σ2 ∼ χ2
k

rozdelenie a U ′U ∼ σ2χ2
k rozdelenie.

(iii) Pre k = p existuje hustota Wp(k,Σ,M) rozdelenia, ináč nie. Dôkaz je
naznačený v [Rao, str. 641].
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2.2. Niektoré vlastnosti Wishartovho rozdelenia

Lema 2.4. Nech S ∼ Wp(k,Σ,M) a l ∈ Rp, l ̸= 0 je vektor konštánt. Potom

l′Sl ∼ σ2
l χ

2
k,δ (σ2

l = l′Σl, δ = l′M′Ml
σ2
l

).

Dôkaz. S =
∑k

i=1 UiU
′
i, preto l′Sl =

∑k
i=1 l

′UiU
′
il =

∑k
i=1(l

′Ui)
2 = lY

′
lY ∼

σ2
l χ

2
k,δ, kde δ =

l′M′Ml
σ2
l

, lebo lY ∼ Nk(Ml, σ2
l Ik,k). ak M = 0, tak δ = 0. �

Lema 2.5. Nech Ui ∼ Np(0,Σ), i = 1, 2, ..., k sú nezávislé, Ak,k reálna syme-
trická matica. U ′AU ∼ Wp(r,Σ) práve vtedy ak ∀ l ∈ Rp, l ̸= 0, lY

′A lY ∼
σ2
l χ

2
r, (σ2

l = l′Σl, lY = U l). V tomto prípade r = h(A) = tr(A).

Dôkaz. Z lemy 2.4 vyplýva, že ak U ′AU ∼Wp(r,Σ), tak ∀ l ∈ Rp
lY

′A lY ∼ σ2
l χ

2
r.

Samozrejme z (2.1) lY ∼ Nk(0, σ
2
l Ik,k), čiže

lY
σl

∼ Nk(0, Ik,k). Teda poďla vety 1.8(
lY
σl

)′
A lY

σl
∼ χ2

r ⇔ A2 = A a v tom pŕipade r = h(A) = tr(A).

Naopak ak ∀ l ∈ Rp
lY

′A lY = l′U ′AU l ∼ σ2
l χ

2
r, čo je poďla vety 1.8 ekviva-

lentné tomu, že A2 = A, pričom v tom pŕipade h(A) = tr(A). A je reálna symet-

rická matica, idempotentná a h(A) = r. Teda A je pozit́ivne semidefinitná a preto
existuje ortonormálny systém vektorov b1, ...,bk ∈ Rk, že A =

∑r
j=1 λjbjb

′
j , I =∑k

j=1 bjb
′
j (reálne č́isla λ1 = λ2 = ... = λr > 0 sú vlastné čisla matice A a b1, ...,br

im prislúchajúce charakteristické vektory). Z rovnosti A2 = A dostávame
r∑

j=1

λjbjb
′
j

r∑
s=1

λsbsb
′
s =

r∑
t=1

λtbtb
′
t,

čiže
λ21b1b

′
1 + λ22b2b

′
2 + ...λ2rbrb

′
r = λ1b1b

′
1 + λ2b2b

′
2 + ...λrbrb

′
r,

z čoho vyplýva, že λ2i = λi, i = 1, 2, ..., r, čiže λ1 = λ2 = ... = λr = 1 (lebo λi > 0).

Môžeme ṕisať A =
∑r

j=1 bjb
′
j a tiež U ′AU =

∑r
j=1 U ′bjb

′
jU =

∑r
j=1 VjV

′
j ,

pričom poďla lemy 2.1 Vi ∼ Np(0,Σ) a V1, V2, ..., Vr sú nezávislé. Z defińicie preto
U ′AU ∼Wp(r,Σ). �
Veta 2.6. Nech S ∼Wp(k,Σ) a Bp,q matica konštánt. Potom B′SB ∼Wq(k,
B′ΣB).

Dôkaz. B′SB = B′U ′UB, kde

UB =


U′

1

U′
2
...

U′
k


k,p

B =


V′

1

V′
2
...

V′
k

 ,

Ui ∼ Np(0,Σ) sú nezávislé. Preto
V′

1

V′
2
...

V′
k

 =


U′

1B
U′

2B
...

U′
kB


má riadky nezávislé, cov(B′Ui,B

′Uj) = B′cov(Ui,Uj)B = 0 a B′Ui ∼ Nq(0,

B′ΣB). Plat́i B′SB =
∑k

i=1 ViV
′
i ∼Wq(k,B

′ΣB) (priamo z defińicie). �
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Dôsledok 2.7.
(a) Diagonálne submatice matice S majú tiež Wishartovo rozdelenie, lebo ak

S =

(
S11 S12

S21 S22

)
,

kde S11 je rozmeru l × l, tak

( Il,l 0 )S

(
Il,l
0

)
= S11.

(b) ak S ∼Wp(k, I) a ak pre Bp,q platí B′B = I, potom B′SB ∼Wq(k, I).

Veta 2.8. Nech S ∼ Wp(k,Σ) a a ∈ Rp je taký vektor konštánt, že a′Σa ̸= 0.

Potom
a′Sa

a′Σa
∼ χ2

k.

Dôkaz. Poďla vety 2.6 plat́i, že a′Sa ∼W1(k,a
′Σa), čo znamená poďla poznámky

(ii) pod defińiciou 2.3, že
a′Sa

a′Σa
∼ χ2

k. �

Veta 2.9. Nech U1, ...,Un je náhodný výber z Np(0,Σ) (teda U ′U ∼ Wp(n,Σ)),

Cn,n je symetrická matica. Platí

U ′CU ∼Wp(r,Σ) ⇔ C2 = C.

V takomto prípade r = tr(C).

Dôkaz. Poďla lemy 2.5 je U ′CU ∼ Wp(r,Σ) ⇔ ∀ l ∈ Rp
lY

′C lY ∼ σ2
l χ

2
r, (σ2

l =

l′Σl, lY = U l). V tomto pŕipade r = h(C) = tr(C). Pretože poďla (2.1) je

lY√
l′Σl

∼ Np(0, I), je poďla vety 1.7 lY
′C lY ∼ σ2

l χ
2
r ⇔ lY

′
√
l′Σl

C
lY√
l′Σl

∼ χ2
r ⇔

C2 = C. V tomto pŕipade r = h(C). �

Lema 2.10. Nech S1 ∼Wp(n1,Σ), S2 ∼Wp(n2,Σ). S1 a S2 sú nezávislé. Potom
S1 + S2 ∼Wp(n1 + n2,Σ).

Dôkaz. S1 = U ′
1U1, S2 = U ′

2U2, kde U ′
1 = (U1

......
...Un1), U ′

2 = (Un1+1

......
...Un1+n2)

a Ui ∼ Np(0,Σ), i = 1, 2, ..., n1 + n2 sú nezávislé. Preto ak označ́ime U ′ =

(U ′
1

...U ′
2)p,n1+n2 , tak S1 + S2 = (U ′

1U1 + U ′
2U2) = U ′U ∼Wp(n1 + n2,Σ). �

Veta 2.11. Nech Cn,n = C′ je p.s.d. matica konštánt, Ui ∼ Np(0,Σ), i =

1, 2, ..., n nezávislé. Platí, že U ′
p,nCU ∼

∑n
i=1 λiW

(i)
p (1,Σ), kde λ1, ..., λn sú vlastné

čísla matice C a W
(1)
p (1,Σ), ...,W

(n)
p (1,Σ) sú nezávislé.

Dôkaz. Môžeme ṕisať C =
∑n

i=1 λipip
′
i, I =

∑n
i=1 pip

′
i, pričom λ1 = ... =

λn = 0 sú vlastné č́isla matice C a p1, ...pn ortonormálne vektory. Teda U ′CU =∑n
i=1 λiU ′pip

′
iU =

∑n
i=1 λiViV

′
i, kde Vi ∼ Np(0,Σ) a sú nezávislé (lema 2.1). Z

vety 2.9 vieme, že U ′pip
′
iU = ViV

′
i ∼W

(i)
p (1,Σ). �



12

Lema 2.12. Pre matice príslušných rozmerov platí

(2.5) vecABC = (C′ ⊗A)vecB,

trAB = (vecB′)′vecA.

Dôkaz. Lemu dokážte ako cvičenie.

Veta 2.13. Nech Ui ∼ Np(µ,Σ), i = 1, 2, ..., n, U1,U2, ...,Un sú nezávislé,
C1,C2 symetrické a idempotentné. U ′C1U a U ′C2U sú nezávislé ⇔ C1C2 = 0.

Dôkaz. ak U ′C1 a U ′C2 sú nezávislé, tak sú nezávislé aj U ′C1U a U ′C2U . U ′C1 a
U ′C2 sú nezávislé práve vtedy ak sú nezávislé IU ′C1 a IU ′C2 a to je práve vtedy ak
sú nezávislé vec(IU ′C1) a vec(IU ′C2), čiže poďla lemy 2.12 ak sú nezávislé vektory
(C′

1 ⊗ I)vecU ′ a (C′
2 ⊗ I)vecU ′, ktoré sú poďla (2.3) normálne rozdelené, pričom

vecU ′ ∼ Nnp(0, In,n ⊗Σp,p). Pretože (C′
1 ⊗ I)(I⊗Σ)(C2 ⊗ I) = (C′

1C2 ⊗Σ) = 0,

sú U ′C1 a U ′C2 nezávislé. Teraz už ľahko dokonč́ime dôkaz. �
Veta 2.14. Nech S ∼Wp(k,Σ), Σ je regulárna, k = p− 1. Platí:

(a)
{Σ−1}pp
{S−1}pp

∼ χ2
k−(p−1) a nezávisí od {S}i,j i = 1, 2, ..., p−1, j = 1, 2, ..., p−1.

(b) Pre každý l ∈ Rp, l ̸= 0 je
l′Σ−1l

l′S−1l
∼ χ2

k−(p−1).

Dôkaz. S =
∑k

i=1 UiU
′
i, Ui ∼ Np(0,Σ), Ui nezávislé,

Ui =


U1i

U2i
...

Up−1,i

Upi

 =

(
U∗

i

Upi

)
, i = 1, 2, ..., k, U∗

i ∼ Np−1(0,Σ11), kde

Σ =

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)
, h(Σ11) = p− 1. Ďalej označme

Uk,1 =


Up1

Up2

...
Upk

 ∼ Nk(0, {Σ}ppIk,k), ui =


u1i
u2i
...

up−1,i

 , i = 1, 2, ..., k,

S =

(∑k
i=1 U

∗
i (U

∗
i )

′ ∑k
i=1 U

∗
iUpi∑k

i=1 Upi(U
∗
i )

′ ∑k
i=1 U

2
pi

)
.

Poďla lemy 4, Anděl, str. 121, P{
∑k

i=1 U
∗
i (U

∗
i )

′ je pozit́ivne definitná} = 1, ak

k = p− 1, teda P{h(
∑k

i=1 U
∗
i (U

∗
i )

′) = p− 1} = 1. Pre maticu

X =


u11 u21 . . . up−1,1

u12 u22 . . . up−1,2

...
u1k u2k . . . up−1,k


plat́i

k∑
i=1

uiu
′
i = X′X,

k∑
i=1

Upiu
′
i = U′X a

k∑
i=1

uiUpi = X′U.
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(a)

{S−1}pp = {
k∑

i=1

U2
pi −

k∑
i=1

(U∗
i )

′Upi(
k∑

i=1

U∗
i (U

∗
i )

′)−1
k∑

i=1

UpiU
∗
i }−1 =

= {U′U−
k∑

i=1

(U∗
i )

′Upi(

k∑
i=1

U∗
i (U

∗
i )

′)−1
k∑

i=1

UpiU
∗
i }−1

(pozri anděl, str. 66). Podmienené rozdelenie Up1/U
∗
1 = u1, ...,U

∗
k = uk je to

isté ako Up1/U
∗
1 = u1 (lebo Up1 nezáviśi od U∗

2, ...,U
∗
k) a teda Up1/U

∗
1 = u1 ∼

N(0 +Σ21Σ
−1
11 u1,Σ22 −Σ21Σ

−1
11 Σ12), čo je N(Σ21Σ

−1
11 u1, {Σ−1}−1

pp ). analogicky

Upi/U
∗
i = ui ∼ N(Σ21Σ

−1
11 ui, {Σ−1}−1

pp ), i = 2, 3, ..., k (pričom Upi, Upj pre i ̸= j
sú nezávislé). Preto

ξ =


ξ1
ξ2
...
ξk

 = U/U∗
1 = u1, ...,U

∗
k = uk ∼ N(


Σ21Σ

−1
11 u1

Σ21Σ
−1
11 u2

...
Σ21Σ

−1
11 uk

 , {Σ−1}−1
pp I),

pričom podstatné je aj to, že

(2.6)


Σ21Σ

−1
11 u1

Σ21Σ
−1
11 u2

...
Σ21Σ

−1
11 uk

 =


u′
1Σ

−1
11 Σ12

u′
2Σ

−1
11 Σ12

...
u′
kΣ

−1
11 Σ12

 = Xγ.

Dostávame, že rozdelenie
1

{S−1}pp
/U∗

1 = u1, ...,U
∗
k = uk je rozdelenie

ξ′ξ −
k∑

i=1

u′
iξi(

k∑
j=1

uju
′
j)

−1
k∑

i=1

uiξi = ξ′(I−X(X′X)−1X′)ξ.

Poďla vety 1.8 má kvadratická forma ξ′(I−X(X′X)−1X′)ξ rozdelenie

{Σ−1}−1
pp χ

2
k−(p−1), ktoré vďaka (2.6) nezáviśi od podmienky (teda od {S}ij , i, j ∈

{1, 2, ..., p− 1}) a je preto aj nepodmieneným rozdeleńim. Dostávame, že

{Σ−1}pp
{S−1}pp

∼ χ2
k−(p−1).

Pretože dôkaz sme úplne analogicky mohli urobǐt pre rU = (Ur1, Ur2, ..., Urk)
′, r ∈

{1, 2, ..., p} plat́i,
{Σ−1}rr
{S−1}rr

∼ χ2
k−(p−1), r ∈ {1, 2, ..., p}.

(b) Vezmime ortogonálnu maticu B, ktorá má prvý riadok
1

∥ l ∥
l′. Poďla vety 2.6

plat́i BSB′ ∼Wp(k,BΣB′). Pretože

(BSB′)−1 = BS−1B′, (BΣB′)−1 = BΣ−1B′,
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dostávame z (a)

{BΣ−1B′}11
{BS−1B′}11

=

1
∥l∥ l

′Σ−1l

1
∥l∥ l

′S−1l
∼ χ2

k−(p−1)

(ortogonálnou transformáciou sa pŕislušné hodnosti v dôkaze (a) nemenia). �
K dôkazu vety 2.16 potrebujeme nasledujúce tvrdenie:

Lema 2.15. Nech X ∼ χ2
m a Y ∼ χ2

n sú nezávislé. Potom X
X+Y ∼ B

(
m
2 ,

n
2

)
.

Dôkaz. Pozri Rao, vzťah (3b.1.12), dokážte ako cvičenie.
(náčrt dôkazu: U ∼ χ2

m, V ∼ χ2
n, tak fU (u) = 1

2
m
2 Γ(m

2 )
e−

u
2 u

m
2 −1 pre u > 0,

fV (u) =
1

2
n
2 Γ(n

2 )
e−

v
2 v

n
2 −1 pre v > 0,

t :

(
u
v

)
→
(

u
u+v
u+ v

)
=

(
y
z

)
τ :

(
y
z

)
→
(

zy
z(1− y)

)
Dτ (y, z) = det(

(
z y
−z 1− y

)
) = z

fU,V (u, v) = fU (u)fV (v), ft(U,V )(y, z) =
[
2

m
2 Γ
(
m
2

)]−1
e−

zy
2 (zy)

m
2 −1×[

2
n
2 Γ
(
n
2

)]−1
e

−z+zy
2 [z(1− y)]

n
2 −1z

f(y) =
∫ −∞
0

f(y, z)dz = 1

B(m
2 ,n2 )

y
m
2 −1(1− y)

n
2 −1

Veta 2.16. Nech S1 ∼ Wp(k1,Σ), S2 ∼ Wp(k2,Σ) sú nezávislé, Σ je regulárna.

ak k1 = p − 1, tak |S1|
|S1+S2| má rozdelenie ako súčin η1...ηp nezávislých náhodných

veličín, ηi ∼ B
(

k1−p+i
2 , k2

2

)
a nezávisí od {S1 + S2}ij , i, j ∈ {1, 2, ..., p− 1}.

Dôkaz. Označme S1 =
∑k1

i=1 UiU
′
i, S2 =

∑k1+k2

i=k1+1 UiU
′
i kde Ui ∼ Np(0,Σ), i =

1, 2, ..., k1 + k2 a nezávislé.

Ui =


U1i

U2i
...

Up−1,i

Upi

 =

(
U∗

i

Upi

)
, i = 1, 2, ..., k1 + k2, U∗

i ∼ Np−1(0,Σ11), kde

Σ =

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)
, h(Σ11) = p− 1.

ďalej označme

Uk1+k2,1 =


Up1

Up2

...
Up,k1+k2

 =

(
(1)Uk1,1
(2)Uk2,1

)
∼ Nk1+k2(0, {Σ}ppI),

ui =


u1i
u2i
...

up−1,i

 , i = 1, 2, ..., k1 + k2,
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S1 =

(∑k1

i=1 U
∗
i (U

∗
i )

′ ∑k1

i=1 U
∗
iUpi∑k1

i=1 Upi(U
∗
i )

′ ∑k1

i=1 U
2
pi

)
=

(
S11 S12

S21 S22

)
,

S1 + S2 =

(∑k1+k2

i=1 U∗
i (U

∗
i )

′ ∑k1+k2

i=1 U∗
iUpi∑k1+k2

i=1 Upi(U
∗
i )

′ ∑k1+k2

i=1 U2
pi

)
=

(
(S1 + S2)11 (S1 + S2)12
(S1 + S2)21 (S1 + S2)22

)
.

Poďla lemy 4, anděl, str. 121, P{
∑k1

i=1 U
∗
i (U

∗
i )

′ je pozit́ivne definitná} = 1,

(pretože k1 = p − 1), teda P{h(
∑k1

i=1 U
∗
i (U

∗
i )

′) = p − 1} = 1. (Samozrejme aj

P{h(
∑k1+k2

i=1 U∗
i (U

∗
i )

′) = p− 1} = 1. ďalej označme

X1=


u11 u21 . . . up−1,1

u12 u22 . . . up−1,2

...
u1k1 u2k1 . . . up−1,k1

,X2=


u1,k1+1 u2,k1+1 . . . up−1,k1+1

u1,k1+2 u2,k1+2 . . . up−1,k1+2

...
u1,k1+k2 u2,k1+k2 . . . up−1,k1+k2

,

X =

(
X1

X2

)
.

úplne analogicky ako vo vete 2.14 (a jej dôkaze) dostávame

k1∑
i=1

uiu
′
i = X′

1X1,

k1∑
i=1

Upiu
′
i =

(1)U′X1,

k1∑
i=1

uiUpi = X′
1
(1)U,

k1∑
i=1

U2
pi

= (1)U′ (1)U

a

k1+k2∑
i=k1+1

uiu
′
i = X′

2X2,

k1+k2∑
i=k1+1

Upiu
′
i =

(2)U′X2,

k1+k2∑
i=k1+1

uiUpi = X′
2
(2)U,

k1+k2∑
i=k1+1

U2
pi = ( (1)U′... (2)U′)

(
(1)U
(2)U

)
.

Konečne

{S−1
1 }pp = { (1)U′ (1)U−

k1∑
i=1

(U∗
i )

′Upi(

k1∑
i=1

U∗
i (U

∗
i )

′)−1
k1∑
i=1

UpiU
∗
i }−1,

{(S1 + S2)
−1}pp = {( (1)U′... (2)U′)

(
(1)U
(2)U

)
−

−
k1+k2∑
i=1

(U∗
i )

′Upi(

k1+k2∑
i=1

U∗
i (U

∗
i )

′)−1
k1+k2∑
i=1

UpiU
∗
i }−1.

Pretože plat́i (anděl, str. 66)

{Σ−1}pp = (Σ22 −Σ21Σ
−1
11 Σ12)

−1 = |Σ22 −Σ21Σ
−1
11 Σ12|−1,

čiže

{Σ−1}pp =
|Σ11|

|Σ11||Σ22 −Σ21Σ
−1
11 Σ12|

=
|Σ11|
|Σ|

,
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dostávame

(2.7) {S−1
1 }−1

pp =
|S1|
|S11|

= (1)U′ (1)U−
k1∑
i=1

(U∗
i )

′Upi(

k1∑
i=1

U∗
i (U

∗
i )

′)−1
k1∑
i=1

UpiU
∗
i ,

(2.8) {(S1 + S2)
−1}−1

pp =
|S1 + S2|

|(S1 + S2)11|
= ( (1)U′... (2)U′)

(
(1)U
(2)U

)
−

−
k1+k2∑
i=1

(U∗
i )

′Upi(

k1+k2∑
i=1

U∗
i (U

∗
i )

′)−1
k1+k2∑
i=1

UpiU
∗
i .

Zhodne ako vo vete 2.14 sa ukáže, že

ξ =

(
ξ1
ξ2

)
= U/U∗

1 = u1, ...,U
∗
k1+k2

= uk1+k2 ∼

∼ Nk1+k2(


Σ21Σ

−1
11 u1

Σ21Σ
−1
11 u2

...
Σ21Σ

−1
11 uk1+k2

 = Xγ, {Σ−1}−1
pp I),

pričom ξ1 je k1 rozmerný a ξ2 je k2 rozmerný náhodný vektor. Preto podmienené
rozdelenie

{(S1 + S2)
−1}−1

pp /U
∗
1 = u1, ...,U

∗
k1+k2

= uk1+k2

je rozdelenie kvadratickej formy

ξ′ξ − ξ′X(X′X)−1X′ξ ∼ {Σ−1}−1
pp χ

2
k1+k2−p+1,

pričom nezálež́i na podmienke a preto je totožné s nepodmieneným rozdeleńim.
Rozdelenie

{S−1
1 }−1

pp /U
∗
1 = u1, ...,U

∗
k1+k2

= uk1+k2 ,

ktoré je rozdeleńim kvadratickej formy

ξ′1ξ1 − ξ′1X1(X
′
1X1)

−1X′
1ξ1 =

= (ξ′1
...ξ′2)

((
I 0
0 0

)
−
(
X1

0

)
(X′

1X1)
−1(X′

1

...0)

)(
ξ1
ξ2

)
= ξ′Aξ ∼

∼ {Σ−1}−1
pp χ

2
k1−p+1,

nezáviśi na podmienke a je preto totožné s nepodmieneným rozdeleńim. Poďla vety
1.8 je

{(S1 + S2)
−1}−1

pp − {S−1
1 }−1

pp /U
∗
1 = u1, ...,U

∗
k1+k2

= uk1+k2 =

ξ′
{(

0 0
0 Ik2,k2

)
−
(
X1[(X

′
1X1 +X′

2X2)
−1 − (X′

1X1)
−1]X′

1

X2(X
′
1X1 +X′

2X2)
−1X′

1

X1(X
′
1X1 +X′

2X2)
−1X′

2

X2(X
′
1X1 +X′

2X2)
−1X′

2

)}
ξ =
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= ξ′Bξ ∼ {Σ−1}−1
pp χ

2
k2
,

nezálež́i od podmienky a je preto opäť totožné s nepodmieneným rozdeleńim. Mimo
toho ľahko sa ukáže, že

{(S1 + S2)
−1}−1

pp − {S−1
1 }−1

pp /U
∗
1 = u1, ...,U

∗
k1+k2

= uk1+k2

nezáviśi od
{S−1

1 }−1
pp /U

∗
1 = u1, ...,U

∗
k1+k2

= uk1+k2

(lebo AB = 0). Preto

{S−1
1 }−1

pp

{(S1 + S2)−1}−1
pp − {S−1

1 }−1
pp + {S−1

1 }−1
pp

/
U∗

1 = u1, ...,U
∗
k1+k2

= uk1+k2

je rozdelené ako

(2.9)
χ2
k1−p+1

χ2
k1−p+1 + χ2

k2

,

pričom χ2
k2

a χ2
k1−p+1 v (2.9) sú nezávislé. Poďla lemy 2.15 má preto

{S−1
1 }−1

pp

{(S1+S2)−1}−1
pp

rozdelenie B
(

k1−p+1
2 , k2

2

)
a nezáviśi od {S1 + S2}ij , i, j ∈ {1, 2, ...,

p− 1}.

Označme hlavný determinant rádu r matice Cp,p, teda det

 c11 c12 ... c1r
c21 c22 ... c2r
...

cr1 cr2 ... crr

 ako

|C|r, r ∈ {1, 2, ..., p}. Využijúc (2.7) a (2.8) dostávame, že rozdelenie

|S1|
|S1 + S2|

/
U∗

1 = u1, ...,U
∗
k1+k2

= uk1+k2 =

=

|S1|p
|S1|p−1

|S1 + S2|p
|S1 + S2|p−1

|S1|p−1

|S1|p−2

|S1 + S2|p−1

|S1 + S2|p−2

...
|S1|1

|S1 + S2|1

/
U∗

1 = u1, ...,U
∗
k1+k2

= uk1+k2 ,

pričom

=

|S1|p
|S1|p−1

|S1 + S2|p
|S1 + S2|p−1

/
U∗

1 = u1, ...,U
∗
k1+k2

= uk1+k2 ∼ B

(
k1 − p+ 1

2
,
k2
2

)

a nezáviśi od
|S1|p−1

|S1|p−2

|S1 + S2|p−1

|S1 + S2|p−2

/
U∗

1 = u1, ...,U
∗
k1+k2

= uk1+k2
,

ktoré má B
(

k1−p+2
2 , k2

2

)
rozdelenie nezávislé od podmienky, atď. Teda |S1|

|S1+S2|

má rozdelenie ako súčin η1...ηp navzájom nezávislých náhodných velič́in, pričom

ηi ∼ B
(

k1−p+i
2 , k2

2

)
. �
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Veta 2.17. ak U1, ...,Un sú nezávislé, Np(µ,Σ) rozdelené, S = 1
n

∑n
i=1(Ui −

U)(Ui −U)′, kde U = 1
n

∑n
i=1 Ui, tak nS ∼Wp(n− 1,Σ).

Dôkaz. (pozri aj Vetu 2.9) nS =
∑n

i=1(Ui−U)(Ui−U)′ =
∑n

i=1 UiU
′
i−nU U

′
=

U ′U−
1
nU

′1n,11
′
1,nU = U ′(I− 1

n11
′)U = U ′AU = Ũ ′AŨ , kde Ũ ′ = (U1 − µ, ...,Un − µ),

lebo (µ, ...,µ)A = 0. Poďla lemy 2.5 Ũ ′AŨ ∼ Wp(r,Σ) ⇔ ∀l ∈ Rp l′Ũ ′AŨ l ∼
(l′Σl)χ2

r, pričom v tomto pŕipade r = h(A) = tr(A). Pretože

Ũ l =


(U1 − µ)′l
(U2 − µ)′l

...
(Un − µ)′l

 = lỸ ∼ Nn(0, (l
′Σl)I)

(pozri (2.1)), má l′Ũ ′AŨ l rozdelenie χ2
r (poďla vety 1.8) práve vtedy ak A2 = A.

V tomto pŕipade r = h(A) = tr(A). Je zrejmé, že v našom pŕipade A2 = A a
r = h(A) = tr(A) = n− 1, preto nS ∼Wp(n− 1,Σ). �
Veta 2.18. ak U1, ...,Un sú nezávislé, Np(µ,Σ) rozdelené, tak U = 1

n

∑n
i=1 Ui a

nS =
∑n

i=1 UiU
′
i − nU U

′
sú nezávislé, pričom U ∼ Np(µ,

1
nΣ) a nS ∼ Wp(n −

1,Σ).

Dôkaz. Nech Cn,n je ortogonálna matica taká, že jej n−ty st́lpec je ( 1√
n
, ..., 1√

n
)′.

Označme

(U1

......
...Un)C = (V1

......
...Vn).

Potom Vn = 1√
n
(U1 + ...+Un) =

√
n U resp. U = 1√

n
Vn,

nS =
n∑

i=1

UiU
′
i − nU U

′
= (U1

......
...Un)


U′

1

U′
2
...

U′
n

− n
1√
n
Vn

1√
n
V′

n =

= (V1

......
...Vn)C

′C


V′

1

V′
2
...

V′
n

−VnV
′
n =

n∑
i=1

ViV
′
i −VnV

′
n =

n−1∑
i=1

ViV
′
i.

Pretože V1, ...,Vn sú nezávislé, dostávame tvrdenie lemy (pomocou vety 2.17). �

3. Hotellingovo T 2 rozdelenie

Nech Sp,p je matica náhodných velič́in (náhodná matica) dp,1 nahodný vektor
nezávislý na S, S ∼ Wp(k,Σ), d ∼ Np(δ, c

−1Σ). Hotellingova zovšeobecnená
štatistika T 2 je definovaná ako

T 2 = ckd′S−1d =
kd′S−1d

d′Σ−1d
cd′Σ−1d.

V nasledujúcom budeme uvažovať δ = 0, c = 1, Σ = I, teda S ∼ Wp(k, I), d ∼
Np(0, I). Hotellingovo T

2(p, k) rozdelenie je

T 2 = kd′S−1d

a ṕǐseme kd′S−1d ∼ T 2(p, k).
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Veta 3.1. Nech X ∼ Np(µ,Σ) a S ∼Wp(k,Σ) sú navzájom nezávislé, Σ regulár-
na. Potom

k(X− µ)′S−1(X− µ) ∼ T 2(p, k).

Dôkaz. Σ = UΛU′, I = UU′,Λ = diag{λ1, ..., λp}, λ1 = λ2 = ... = λp >

0, Σ− 1
2 = Udiag{λ−

1
2

1 , ..., λ
− 1

2
p }U′, Σ

1
2 = Udiag{λ

1
2
1 , ..., λ

1
2
p }U′. Polož́ime d∗ =

Σ− 1
2 (X− µ), S∗ = Σ− 1

2SΣ− 1
2 , teda (S∗)−1 = Σ

1
2S−1Σ

1
2 . Zrejme d∗ ∼ Np(0, I),

S∗ ∼ Wp(k, I) a preto poďla defińicie k(d∗)′(S∗)−1d∗ = k(X − µ)′S−1(X − µ) ∼
T 2(p, k). �

Dôsledok 3.2. Majme U1, ...,Un nezávislé, Ui ∼ Np(µ,Σ), Σ regulárna, U =
1
n

∑n
i=1 Ui, S = 1

n

∑n
i=1(Ui −U)(Ui −U)′, S∗ = 1

n−1

∑n
i=1(Ui −U)(Ui −U)′.

Potom

(n− 1)(U− µ)′S−1(U− µ) = n(U− µ)′S−1
∗ (U− µ) ∼ T 2(p, n− 1).

Dôkaz. U ∼ Np(µ,
1
nΣ), teda

√
nU ∼ Np(

√
nµ,Σ), S∗ = n

n−1S, čiže (n−1)S−1 =

nS−1
∗ , ďalej nS ∼ Wp(n − 1,Σ) (pozri vetu 2.17), U a S sú nezávislé (veta 2.18),

teda

(n− 1)
√
n(U− µ)′(nS)−1

√
n(U− µ) = (n− 1)(U− µ)′S−1(U− µ) =

= n(U− µ)′S−1
∗ (U− µ) ∼ T 2(p, n− 1). �

Veta 3.3.

T 2(p,m) =
mp

m− p+ 1
Fp,m−p+1.

Dôkaz. Poďla defińicie má T 2(p,m) rozdelenie náhodná veličina md′S−1d, kde
d ∼ Np(0, I), S ∼Wp(m, I). Teda náhodná veličina

(3.1)
md′S−1d

d′d
d′d = m

d′d

d′d

d′S−1d

.

Poďla vety 2.14 (b) menovatěl v (3.1) nezálež́i od d a má χ2
m−p+1 rozdelenie (pre

ľubovǒlnú realizáciu náhodného vektora d má χ2
m−p+1 rozdelenie), čitatěl v (3.1)

má poďla vety 1.7 χ2
p rozdelenie. Preto (3.1) je podiel dvoch nezávislých náhodných

velič́in, s χ2 rozdeleńim, a śice rozdelenie (3.1) je

T 2(p,m) =
mχ2

p

χ2
m−p+1

=

mp
χ2
p

p

(m− p+ 1)
χ2
m−p+1

m− p+ 1

=
mp

m− p+ 1
Fp,m−p+1. �
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Lema 3.4. Súčin k navzájom nezávislých náhodných veličín s rozdelením B(γi, δi),
i = 1, 2, ..., k takých, že γi = γi+1+ δi+1, i = 1, 2, ..., k−1 má rozdelenie B(γk, δ1+
...+ δk).

Dôkaz. Pozri viac v Rao, 3a.3.

Lema 3.5. Nech d ∼ Np(0, I) a S ∼ Wp(m, I) sú nezávislé, teda md′S−1d ∼
T 2(p,m), m = p− 1. Platí

(
1 +

T 2(p,m)

m

)−1

=
|S|

|S+ dd′|
∼ B

(
m− p+ 1

2
,
p

2

)
.

Dôkaz. Poďla anděl, str. 63 pre determinant štvorcovej matice

(
S d
d′ −1

)
plat́i

∣∣∣∣ S d
d′ −1

∣∣∣∣ = −|S+ dd′| = −|S|(1 + d′S−1d),

teda (
1 +

T 2(p,m)

m

)−1

= (1 + d′S−1d)−1 =
|S|

|S+ dd′|
,

pričom S ∼Wp(m, I), dd
′ ∼Wp(1, I), (nezáviśi od S) a poďla lemy 2.10 S+dd′ ∼

Wp(m + 1, I). Preto poďla vety 2.16 má
|S|

|S+ dd′|
rozdelenie ako súčin navzájom

nezávislých náhodných velič́in s rozdeleńim beta a parametrami(
m− p+ 1

2
,
1

2

)
,

(
m− p+ 2

2
,
1

2

)
, ...,

(
m

2
,
1

2

)
.

Poďla lemy 3.4 má tento súčin B

(
m− p+ 1

2
,
p

2

)
rozdelenie. �

Dôsledok 3.6. Nech X a S je aritmetický priemer a výberová kovariančná matica
z výberu rozsahu n z rozdelenia Np(µ,Σ). Potom

n− p

p
(X− µ)′S−1(X− µ) ∼ Fp,n−p.

Dôkaz. Poďla dôsledku 3.2 má (n−1)(X−µ)′S−1(X−µ) ∼ T 2(p, n−1) rozdelenie,
čiže poďla vety 3.3 má

n− p

p
(X− µ)′S−1(X− µ) ∼ n− p

p(n− 1)
T 2(p, n− 1) =

=
n− p

p(n− 1)

p(n− 1)

n− 1− p+ 1
Fp,n−1−p+1 = Fp,n−p

rozdelenie. �
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4. Iné rozdelenia vyskytujúce sa pri
multivariátnych štatistických analýzach

Defińicia 4.1. Nech A ∼Wp(m, I), B ∼Wp(n, I) sú nezávislé, m = p−1. Potom

hovoríme, že náhodná veličina

Λ =
|A|

|A+B|
= |I+A−1B|−1

má Wilksovo lambda-rozdelenie s parametrami p,m, n. Označujeme ho Λ(p,m, n)

Veta 4.2. Wilksovo Λ(p,m, n) rozdelenie, m = p − 1, je totožné s rozdelením

súčinu η1...ηp nezávislých náhodných veličín, pričom ηi ∼ B

(
m− p+ i

2
,
n

2

)
.

Dôkaz. ak A ∼Wp(m, I), B ∼Wp(n, I) sú nezávislé, tak poďla vety 2.16 má

Λ =
|A|

|A+B|
= |I+A−1B|−1

rovnaké rozdelenie ako súčin η1...ηp nezávislých náhodných velič́in, pričom ηi ∼

B

(
m− p+ i

2
,
n

2

)
. �

Poznámka. ak S1 ∼Wp(k1, I), S2 ∼Wp(k2, I) sú nezávislé, k1 = p− 1, tak

Λ =
|S1|

|S1 + S2|

má rozdelenie rovnaké ako súčin η1...ηp nezávislých náhodných velič́in, pričom ηi ∼

B

(
k1 − p+ i

2
,
k2
2

)
, čo je poďla vety 2.16 to isté ako rozdelenie

|G1|
|G1 +G2|

,

kde G1 ∼ Wp(k1,Σ), G2 ∼ Wp(k2,Σ) sú nezávislé, Σ je regulárna a k1 = p − 1.
Teda Λ nezáleži od Σ a môžeme ju zadefinovať ako

Λ =
|G1|

|G1 +G2|
,

kde G1 ∼Wp(k1,Σ), G2 ∼Wp(k2,Σ) sú nezávislé, Σ je regulárna a k1 = p− 1.

Poznámka. ak S ∼Wp(n−1,Σ), d ∼ Np(0,Σ) sú nezávislé, tak Wilksovo lambda-
rozdelenie s parametrami p, n − 1, 1 je to isté ako rozdelenie náhodnej veličiny

|S|
|S+ dd′|

, teda (poďla lemy 3.5) B

(
n− p

2
,
p

2

)
.

Zo vzťahov medzi beta rozdeleńim a F rozdeleńim možno odvodǐt vzťahy medzi
Λ a F rozdeleńim:

(a)
1− Λ(p,m, 1)

Λ(p,m, 1)
∼ p

m− p+ 1
Fp,m−p+1
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(b)
1− Λ(1,m, n)

Λ(1,m, n)
∼ n

m
Fn,m

(c)
1−

√
Λ(p,m, 2)√

Λ(p,m, 2)
∼ p

m− p+ 1
F2p,2(m−p+1)

(d)
1−

√
Λ(2,m, n)√

Λ(2,m, n)
∼ n

m− 1
F2n,2(m−1).

Pre ostatné hodnoty n a p za podmienky, že m je vělké, možno použǐt Bartlettovu
asymptotickú aproximáciu

−
{
m− 1

2
(p− n+ 1)

}
lnΛ(p,m, n) ∼ χ2

np.

Pri ȟladańi simultánnych intervalov spǒlahlivosti parametrov multivariátnych line-
árnych modelov sa použ́iva nasledovné rozdelenie.

Defińicia 4.3. Nech A ∼ Wp(m,Σ), B ∼ Wp(n,Σ) sú nezávislé, m > p − 1, Σ

je pozitívne definitná. Rozdelenie najväčšej vlastnej hodnoty θ matice (A+B)−1B
označujeme θ(p,m, n).

Poďla Rao, str. 588 toto rozdelenie nezáviśi od Σ. Poznamenávame tiež, že θ
môžeme definovať ako najväčš́i koreň rovnice

|B− θ(A+B)| = 0.

ak λ je vlastná hodnota A−1B, tak
λ

1 + λ
je vlastná hodnota (A+B)−1B. Keďže

ide o monot‘onnu funkciu premennej λ, θ je dané vzťahom

θ =
λ1

1 + λ1
,

kde λ1 znač́i najväčšiu vlastnú hodnotu matice A−1B. Pretože λ1 > 0, plat́i
0 < θ < 1. Vzťahy medzi rozdeleniami θ,Λ a F sú:

(a) θ(p,m, n) a θ(n,m+ n− p, p) majú rovnaké rozdelenie,

(b)
θ(1,m, n)

1− θ(1,m, n)
=

1− Λ(1,m, n)

Λ(1,m, n)
∼ n

m
Fn,m,

(c)
θ(p,m, 1)

1− θ(p,m, 1)
=

1− Λ(p,m, 1)

Λ(p,m, 1)
∼ p

m− p+ 1
Fp,m−p+1.

5. Met‘oda maximálnej vierohodnosti a test pomerom vierohodnosti

Združenú funkciu hustoty rozdelenia náhodného výberu Xnp,1 = (X′
1, ...,X

′
n)

′

uvažovanú pri danom x (realizácia X ∈ Rp) ako funkciu vektorového parametra
θ ∈ Rq nazývame funkciou vierohodnosti

L(x;θ) =
n∏

i=1

f(xi;θ),
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resp. jej logaritmus, teda

l(x,θ) = l(x1,x2, ...,xn,θ) = lnL(x;θ) =
n∑

i=1

ln f(xi;θ).

Vierohodnostnými rovnicami rozumieme systém

n∑
i=1

∂ ln f(xi,θ)

∂θk
= 0, k = 1, 2, ..., q.

Majme náhodný výber X = (X′
1,X

′
2, ...,X

′
n)

′, kde Xi ∼ Np(µ,Σ), Σ je regulárna.
Potom

L(x;µ,Σ) = |2πΣ|−
n
2 e−

1
2

∑n
i=1(xi − µ)′Σ−1(xi − µ),

čiže

l(x;µ,Σ) = lnL(x;µ,Σ) = −n
2
ln |2πΣ| − 1

2

n∑
i=1

(xi − µ)′Σ−1(xi − µ).

Plat́i

(xi − µ)′Σ−1(xi − µ) = (xi − x+ x− µ)′Σ−1(xi − x+ x− µ) =

= (xi − x)′Σ−1(xi − x) + (x− µ)′Σ−1(x− µ)+

+2(xi − x)′Σ−1(x− µ),

čiže
n∑

i=1

(xi − µ)′Σ−1(xi − µ) =
n∑

i=1

(xi − x)′Σ−1(xi − x) + n(x− µ)′Σ−1(x− µ)+

+2

n∑
i=1

(xi −x)′Σ−1(x−µ) = tr

n∑
i=1

(xi −x)′Σ−1(xi −x)+n(x−µ)′Σ−1(x−µ) =

= tr

[
Σ−1

{
n∑

i=1

(xi − x)(xi − x)′

}]
+ n(x− µ)′Σ−1(x− µ) =

= ntr
{
Σ−1S(real)

}
+ n(x− µ)′Σ−1(x− µ),

lebo

S(real) =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)(xi − x)′ a 2

n∑
i=1

(xi − x)′Σ−1(x− µ) =

= 2

{
n
1

n

n∑
i=1

x′
iΣ

−1(x− µ)− nx′Σ−1(x− µ)

}
= 0.

Dostávame

l(x;µ,Σ) = −n
2
ln |2πΣ| − n

2
tr
{
Σ−1S(real)

}
− n

2
tr
{
Σ−1(x− µ)(x− µ)′

}
.

ak n = p+ 1, tak odhady met‘odou maximálnej vierohodnosti sú

µ̂ = X, Σ̂ = S

(pozri Rao, str. 575,576).
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Defińicia 5.1. X = (X′
1,X

′
2, ...,X

′
n)

′ je náhodný výber z rozdelenia závislého od
parametra θ. Testujeme H0 : θ ∈ Ω0 >< H1 : θ ∈ Ω1 − Ω0 (Ω1 je oblasť
v Rq, Ω0 je podoblasť v Ω1 hodnosti s). Test pomerom vierohodnosti hypotézy
H0 oproti H1 má testovaciu štatistiku (LR-štatistiku t.j. likelihood ratio statistiku,
presneǰsie jej realizáciu)

λ(x) =
L0

L
=

maxθ∈Ω0 L(θ)

maxθ∈Ω1
L(θ)

.

Jeho kritická oblasť na hladine významnosti α je R = {x : λ(x) < c}, kde c je
určené tak, aby supθ∈Ω0

P{x ∈ R} = α.

Veta 5.2. Nech λ je testovacia štatistika pre test pomerom vierohodnosti H0 : θ ∈
Ω0 >< H1 : θ ∈ Ω1−Ω0 (Ω1 je oblasť v Rq). Za určitých podmienok regulárnosti
pre každý θ ∈ Ω0 má −2 lnλ asymptoticky (pre n → ∞) rozdelenie χ2

q−s, keď Ω0

je podoblasť Ω1 hodnosti s, (q > s), ( q − s možno chápať ako počet reštrikcíi na
parametre θ1, ..., θq).

Ilustrácia:

(a) NechX = (X′
1,X

′
2, ...,X

′
n)

′ je náhodný výber zNp(µ,Σ), Σ je známa pozit́ivne
definitná matica.

H0 : µ = µ0 >< H1 : µ ̸= µ0.

Potom

L(x;µ,Σ) = |2πΣ|−
n
2 e−

1
2

∑n
i=1(xi − µ)′Σ−1(xi − µ) =

= |2πΣ|−
n
2 e

n
2 tr
{
Σ−1S(real)

}
e−

n
2 (x− µ)Σ−1(x− µ)′ .

ak plat́i H0, tak µ = µ0 a

max
µ=µ0

L(x;µ,Σ) = L(x;µ0,Σ) =

= |2πΣ|−
n
2 e−

n
2 tr[Σ

−1S(real)]e−
n
2 (x− µ0)

′Σ−1(x− µ0)

(je to jediné č́islo). ak µ “nie je ohraničená“, q = p, teda maxµ∈Rp L(x;µ,Σ) sa
dosahuje pre µ = µ̂ = x a preto

max
µ∈Rp

L(x;µ,Σ) = L(x; µ̂(real),Σ) =

= |2πΣ|−
n
2 e−

n
2 tr[Σ

−1S(real)]e−
n
2 (x− µ̂(real))′Σ−1(x− µ̂(real)) =

= |2πΣ|−
n
2 e−

n
2 tr[Σ

−1S(real)].

Preto testovacia štatistika (vlastne jej realizácia) je

−2 lnλ(x) = −2 ln
|2πΣ|−

n
2 e−

n
2 tr[Σ

−1S(real)]e−
n
2 (x− µ0)

′Σ−1(x− µ0)

|2πΣ|−
n
2 e−

n
2 tr[Σ

−1S(real)]
=

= n(x− µ0)
′Σ−1(x− µ0).
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Je to realizácia štatistiky n(X−µ0)
′Σ−1(X−µ0), ktorá má za platnosti H0 poďla

vety 1.8 χ2
p rozdelenie. (Poznamenávame len, že h(Ω0) = s = 0, teda aj poďla

tvrdenia vety 5.2 sed́i pre asymptotiku, že q − s = p− 0 = p.)

(b) (Hotellingov jednovýberový T 2−test.) Majme náhodný výber X =

(X′
1,X

′
2, ...,X

′
n)

′ z Np(µ,Σ), Σ je neznáma pozit́ivne definitná matica.

H0 : µ = µ0 >< H1 : µ ̸= µ0.

Σ sa muśi odhadnúť vzȟladom na H0 ako aj “bez ohraničenia“. Dá sa ukázať, že
odhady źiskané met‘odou maximálnej vierohodnosti (ich realizácie) sú

za platnosti H0 : µ̂(real) = µ0, Σ̂
(real) = S(real) + dd′, kde d = x− µ0,

“bez ohraničenia“: µ̂(real) = x, Σ̂(real) = S(real).
Dostávame, že za platnosti H0

max
µ=µ0

L(x;µ,Σ) = L(x;µ0,S
(real) + dd′) =

=
1

(2π)
np
2 |S(real)+ dd′|n2

e−
n
2 {tr(S

(real)+ dd′)−1S(real) + d′(S(real) + dd′)−1d}=

=
1

(2π)
np
2 |S(real) + dd′|n2

e−
n
2 tr(S

(real) + dd′)−1(S(real) + dd′) =

=
1

(2π)
np
2 |S(real) + dd′|n2

e−
np
2 .

ďalej

max
µ∈Rp

L(x;µ,Σ) = L(x;x,S(real)) =

=
1

(2π)
np
2 |S(real)|n2

e−
n
2 tr(S

(real))−1S(real))− (x− x)′(S(real))−1(x− x) =

=
1

(2π)
np
2 |S(real)|n2

e−
np
2 ,

teda testovacia štatistika (LR - štatistika) je

−2 lnλ(X) = −2 ln

(
|S|

|S+ (X− µ0)(X− µ0)′|

)n
2

=

(5.1) = −n ln
(

|S|
|S+ (X− µ0)(X− µ0)′|

)
.

Za platnosti H0 je
√
n(X − µ0) ∼ Np(0,Σ); poďla vety 2.18 nS ∼ Wp(n − 1,Σ),

pričom
√
n(X− µ0) a nS sú nezávislé. Preto poďla poznámky za vetou 4.2

|nS|
|nS+ n(X− µ0)(X− µ0)′|

=
|S|

|S+ (X− µ0)(X− µ0)′|
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má Λ(p, n − 1, 1) rozdelenie. Poďla lemy 3.5 je to totožné s rozdeleńim (1 +
T 2(p,n−1)

n−1 )−1, čo je rozdelenie náhodnej veličiny (1 + (X − µ0)
′S−1(X − µ0))

−1

(pozri dôkaz lemy 3.5) a poďla poznámky za vetou 4.2 to je B

(
n− p

2
,
p

2

)
rozde-

lenie.
asymptoticky má teda poďla vety 5.2

−2 lnλ(X) = −n ln
(

|S|
|S+ (X− µ0)(X− µ0)′|

)
= n ln(1+(X−µ0)

′S−1(X−µ0))

χ2
p rozdelenie.

ak chceme použǐt neasymptotický test, tak za platnosti H0 má náhodná veličina

(1 + (X− µ0)
′S−1(X− µ0))

−1

B

(
n− p

2
,
p

2

)
rozdelenie, alebo poďla dôsledku 3.6 má za platnosti H0 štatistika

n− p

p
(X− µ0)

′S−1(X− µ0)

Fp,n−p rozdelenie.

(c) Hypotézu
H0 : Σ = Σ0 >< H1 : Σ ̸= Σ0

( µ nepoznáme), pričom máme výber z Np(µ,Σ) rozdelenia o rozsahu n testujeme

tak, že źiskame odhady met‘odou maximálnej vierohodnosti.
Za platnosti H0 : µ̂(real) = x, Σ = Σ0,
“bez ohraničenia“ : µ̂(real) = x, Σ̂(real) = S(real).

Preto za platnosti H0 je

max
Σ=Σ0

l(x;µ,Σ) = l(x;x,Σ0) = −np
2

ln 2π − n

2
ln |Σ0| −

n

2
tr(Σ−1

0 S(real))

a “bez ohraničenia“ je

max
µ;Σ

l(x;µ,Σ) = l(x;x,S(real)) = −np
2

ln 2π − n

2
ln |S(real)| − np

2
.

Teda testovacia LR - štatistika je

−2 lnλ(X) = ntr(Σ−1
0 S)− n ln |SΣ−1

0 | − np.

Táto náhodná veličina má zložité rozdelenie, ale asymptoticky má χ2
m rozdelenie,

kde m = 1
2p(p+ 1).

(d) Hypotézu
H0 : Σ12 = 0

( µ nepoznáme), pričom máme výber z Np(µ,Σ) rozdelenia o rozsahu n testujeme

tak, že normálne rozdelený náhodný vektor rozdeĺime na podvektory s p1 a p2
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zložkami, p1 + p2 = p. Predpokladajme rovnaké delenie kovariančnej matice Σ =(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)
. Dá sa ukázať, že odhady met‘odou maximálnej vierohodnosti za

platnosti H0 sú: µ̂ = X, Σ̂ =

(
S11 0
0 S22

)
(S11 a S22 sú pŕislušné submatice

matice S). Test pomerom vierohodnosti má testovaciu štatistiku

−2 lnλ(X) = 2
{
−np

2
ln 2π − n

2
ln |S| − n

2
tr(S−1S) +

np

2
ln 2π+

+
n

2
ln |S11||S22|+

n

2
tr

(
S−1
11 0
0 S−1

22

)(
S11 S12

S21 S22

)}
= n ln

|S11||S22|
|S|

=

= −n ln |S|
|S11||S22|

= −n ln |S11||S22 − S21S
−1
11 S12|

|S11||S22|
= −n ln |I− S−1

22 S21S
−1
11 S12|.

Tato štatistika má asymptoticky χ2 rozdelenie s p1p2 stupňami vǒlnosti (p1p2 =
q, s = 0).

(e) Hypotéza

H0 : Σ = diag (špeciálny pŕipad (c))

( µ nepoznáme), pričom máme výber z Np(µ,Σ) rozdelenia o rozsahu n je tá istá
ako hypotéza

H0 : R = I

(R je korelačná matica). Tvrd́i, že zložky vektora X sú nezávislé. Test pomerom
vierohodnosti má testovaciu štatistiku (jej realizáciu)

−2 lnλ = −n ln |RX,X|

(RX,X je výberová korelačná matica). Táto štatistika má asymptoticky χ2 rozde-

lenie s 1
2p(p− 1) stupňami vǒlnosti (q = p(p+1)

2 + p, s = 2p).

6. Lineárny model a met‘oda najmenš́ich štvorcov

6.1. úvod

Majme lineárny regresný model (LRM)

(6.1) Yn,1 = Xn,pβp,1 + εn,1,

E(ε) = 0, cov(ε) = σ2I.

Veta 6.1.
∑n

i=1 ε
2
i = ε′ε = (Y −Xβ)′(Y −Xβ) nadobúda minimum (vzhľadom

na β) pre β̂, ktoré je (̌lubovoľným) riešením normálnych rovníc

(6.2) X′Xβ = X′Y.

Toto minimum je rovnaké pre všetky riešenia rovníc (6.2).
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Dôkaz. µ(X′) = µ(X′X) =⇒ X′Y ∈ µ(X′X) =⇒ (6.2) sú vždy riešitělné. Ich

ľubovǒlné riešenie označme β̂. Plat́i

(Y −Xβ)′(Y −Xβ) = (Y −Xβ̂ +Xβ̂ −Xβ)′(Y −Xβ̂ +Xβ̂ −Xβ) =

(Y −Xβ̂)′(Y −Xβ̂) + (β̂ − β)′X′X(β̂ − β) = (Y −Xβ̂)′(Y −Xβ̂).

Teraz už dôkaz ľahko dokonč́ime. �

Označme ešte
Ŷ = Xβ̂

a
R2

0 = (Y −Xβ̂)′(Y −Xβ̂) = Y′(I−X(X′X)−X′)Y.

6.2. Matica plánu X má plnú hodnosť

Nech h(Xn,p) = p 5 n.

Veta 6.2. Majme LRM (6.1), pričom h(X) = p. Platí

(a) β̂ = (X′X)−1X′Y, E(β̂) = β

(b) covβ̂ = σ2(X′X)−1.

Dôkaz. Pozri anděl.

Veta 6.3. Pre ľubovoľné p ∈ Rp má odhad p̂′β = p′β̂ minimálnu disperziu zo
všetkých lineárnych nevychýlených odhadov funkcie p′β.

Dôkaz. Pozri anděl.

Veta 6.4.

E
(

R2
0

n− p

)
= σ2.

Dôkaz.

E
(

R2
0

n− p

)
=

1

n− p
E(Y′(I−X(X′X)−1X′)Y) =

=
1

n− p

{
[β′X′(I−X(X′X)−1X′)Xβ + tr[(I−X(X′X)−1X′)σ2I]

}
= σ2. �

Veta 6.5. V LRM (6.1) nech Y ∼ Nn(Xβ, σ2I), h(X) = p 5 n Platí

(a) β̂ ∼ Nn(β, σ
2(X′X)−1),

(b)
R2

0

σ2
∼ χ2

n−p,

(c) β̂ a R2
0 sú nezávislé,

(d) (β̂ − β)′X′X(β̂ − β) ∼ σ2χ2
p a nezávisí od R2

0.

Dôkaz.
(a) zrejmé;

(b)
R2

0

σ2
= Y′ I−X(X′X)−1X′

σ2
Y = (Y − Xβ)′

I−X(X′X)−1X′

σ2
(Y −Xβ) má

χ2
h(I−X(X′X)−1X′) rozdelenie poďla vety 1.8;
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(c) (X′X)−1X′Y aY′ I−X(X′X)−1X′

σ2
Y sú nezávislé, lebo

I−X(X′X)−1X′

σ2
je

pozit́ivne semidefinitná matica a (X′X)−1X′σ2I
I−X(X′X)−1X′

σ2
= 0, teda poďla

anděl, str. 81 (alebo poďla vety 1.10) sú β̂ a R2
0 nezávislé;

(d) (β̂−β)′
X′X

σ2
(β̂−β) = (Y−Xβ)′

X(X′X)−1X′

σ2
(Y−Xβ) má poďla vety 1.8

χ2
p rozdelenie; R2

0 = (Y−Xβ̂)′(Y−Xβ̂) = (Y−Xβ)′(I−X(X′X)−1X′)(Y−Xβ)

a poďla vety 1.9 sú (β̂ − β)′X′X(β̂ − β) a R2
0 nezávislé. �

Poznámka. Hypotézu

H0 : β = β0 >< H1 : β ̸= β0

testujeme štatistikou

(β̂ − β0)
′X′X(β̂ − β0)

R2
0

n− p

p
,

ktorá má za platnosti H0 rozdelenie Fp,n−p.

Zadefinujme
R2

H = min
β: Aβ=c

(Y −Xβ)′(Y −Xβ).

Veta 6.6. Nech Aq,p má hodnosť h(A) = q, c ∈ Rq. Platí (za predpokladu nor-
mality rozdelenia Y)

(a) R2
H −R2

0 = (Aβ̂ − c)′(A(X′X)−1A′)−1(Aβ̂ − c),
(b) E(R2

H −R2
0) = σ2q + (Aβ − c)′(A(X′X)−1A′)−1(Aβ − c),

(c) ak platí Aβ = c, tak F =
n− p

q

R2
H −R2

0

R2
0

má Fq,n−p rozdelenie.

Dôkaz. Plat́i

(Y −Xβ)′(Y −Xβ) = (Y −Xβ̂)′(Y −Xβ̂) + (β̂ − β)′X′X(β̂ − β)

(pozri aj v dôkaze vety 6.1).

R2
H = min

β: Aβ=c
(Y −Xβ)′(Y −Xβ) =

min
β: Aβ=c

[
(Y −Xβ̂)′(Y −Xβ̂) + (β̂ − β)′X′X(β̂ − β)

]
=

(Y −Xβ̂)′(Y −Xβ̂) + min
β: Aβ=c

(β̂ − β)′X′X(β̂ − β).

Hľadajme teda

min
β: Aβ=c

(β̂ − β)′X′X(β̂ − β),

čiže
min

β: Aβ=c

[
β̂′X′Xβ̂ − 2β̂′X′Xβ + β′X′Xβ

]
.

Met‘odou neurčitých Lagrangeových multiplikátorov dostávame

Φ(β,λ) = β̂′X′Xβ̂ − 2β̂′X′Xβ + β′X′Xβ + 2λ′(Aβ − c)
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∂Φ

∂β
= −2X′Xβ̂ + 2X′Xβ + 2A′λ = 0

∂Φ

∂λ
= 2(Aβ − c) = 0

(lebo
∂m′x

∂x
= m,

∂x′Mx

∂x
= 2Mx, pozri Rao, str.98).

Dostávame rovnice
X′Xβ +A′λ = X′Xβ̂

Aβ = c,

ktorých riešenie β̂H nás zauj́ima. Plat́i postupne

β̂H = −(X′X)−1A′λ+ β̂

Aβ̂ − c = A(X′X)−1A′λ

(A(X′X)−1A′)−1(Aβ̂ − c) = λ,

teda
β̂H = β̂ − (X′X)−1A′(A(X′X)−1A′)−1(Aβ̂ − c).

Preto

R2
H −R2

0 = min
β: Aβ=c

(Y −Xβ)′(Y −Xβ)− (Y −Xβ̂)′(Y −Xβ̂) =

min
β: Aβ=c

(β̂ − β)′X′X(β̂ − β) = (β̂ − β̂H)′X′X(β̂ − β̂H) =

= (Aβ̂ − c)′(A(X′X)−1A′)−1(Aβ̂ − c).

(b) Zrejme Aβ̂ − c ∼ Nq(Aβ − c, σ2A(X′X)−1A′). Preto

E(R2
H −R2

0) = (Aβ − c)′(A(X′X)−1A′)−1(Aβ − c)+

+ tr[(A(X′X)−1A′)−1σ2A(X′X)−1A′] =

= σ2q + (Aβ − c)′(A(X′X)−1A′)−1(Aβ − c).

(c) ak plat́i H : Aβ = c, tak Aβ̂ − c ∼ Nq(0, σ
2A(X′X)−1A′) a

(Aβ̂ − c)′
(A(X′X)−1A′)−1

σ2
(Aβ̂ − c) =

= (Aβ̂ − c)′
(A(X′X)−1A′)−

1
2 I[(A(X′X)−1A′)−

1
2 ]′

σ2
(Aβ̂ − c) =

=
R2

H −R2
0

σ2
∼ χ2

q

(poďla vety 1.8). Vo vete 6.5 sme dokázali, že
R2

0

σ2
∼ χ2

n−p. ďalej máme

R2
0 = Y′(I−X(X′X)−1X′)′(I−X(X′X)−1X′)Y.
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Pretože

cov((A(X′X)−1A′)−
1
2 (Aβ̂ − c), (I−X(X′X)−1X′)Y) = 0,

sú R2
H −R2

0 a R2
0 nezávislé. Za platnosti H : Aβ = c má

(6.3) F =

R2
H −R2

0

σ2q

R2
0

σ2(n− p)

=
n− p

q

R2
H −R2

0

R2
0

Fq,n−p rozdelenie. �

Poznámka. Hypotézu

H : Aq,pβ = cq,1

testujeme pomocou štatistiky (6.3).

Príklad. Testovanie hypotézy

H0 : A′
iβ = ci >< H1 : A′

iβ ̸= ci.

Testovacia štatistika je

ti =
A′

iβ̂ −A′
iβ

s
√

A′
i(X

′X)−1Ai

=
A′

iβ̂ − ci

s
√
A′

i(X
′X)−1Ai

∼ tn−p,

kde s2 =
R2

0

n− p
. Vskutku R2

0 ∼ σ2χ2
n−p (poďla vety 6.5 (b)). Za platnosti H0 je

A′
iβ̂ ∼ N(A′

iβ = ci, σ
2A′

i(X
′X)−1Ai) (pomocou vety 6.5 (a)), R2

0 a β̂ su nezavislé

(poďla vety 6.5 (c)), teda

A′
iβ̂ − ci

σ
√

A′
i(X

′X)−1Ai√
R2

0

σ2(n− p)

=
A′

iβ̂ − ci

s
√
A′

i(X
′X)−1Ai

∼ tn−p.

100(1− α)%−ný interval spǒlahlivosti pre A′
iβ je(

A′
iβ̂ − tn−p(1− α

2 )s
√
A′

i(X
′X)−1Ai,A

′
iβ̂ + tn−p(1− α

2 )s
√
A′

i(X
′X)−1Ai

)
.

ak chceme testovať, či súčasne plat́i

H0 : A′
iβ = ci i =, 2, ..., k >< H1 : ∃i ∈ {1, 2, ..., k} A′

iβ ̸= ci.

potom sú tu možnosti:
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(a) Bonferroniho met‘oda je založená na trv. Bonferroniho nerovnosti, ktorá

tvrd́i, že ak E1, E2, ..., Ek sú náhodné udalosti, tak

P

(
k∩

i=1

Ei

)
= 1−

k∑
i=1

P (EC
i ) = 1−

k∑
i=1

(1− P (Ei)).

Dôkaz tejto nerovnosti sa zakladá na rovnosti (
∩r

i=1Ei)
C

=
∪k

i=1E
C
i , z ktorej

vyplýva, že

P

(
k∩

i=1

Ei

)
= 1− P

( k∩
i=1

Ei

)C
 = 1− P

(
k∪

i=1

EC
i

)
= 1−

k∑
i=1

(1− P (Ei)),

čo vyplýva zo subadit́ivnosti pravdepodobnostnej miery P , a śice P
(∪k

i=1E
C
i

)
5∑k

i=1 P (E
C
i ). Pomocou Bonferroniho nerovnosti dostávame

P

(
k∩

i=1

{
A′

iβ ∈
(
A′

iβ̂ ± tn−p(1− α
2k )s

√
A′

i(X
′X)−1Ai

)})
= 1− k

α

k
= 1− α.

(b) Met‘oda maximálneho modulu.

Nech A′
1β̂, ...,A

′
kβ̂ sú nezávislé, t.j. A′

i(X
′X)−1A′

j = 0 pre i ̸= j,

ti =
A′

iβ̂ − ci

s
√

A′
i(X

′X)−1Ai

∼ tn−p, i = 1, 2, ..., k, nech ďalej v(k, n−p, α) je α−kritická

hodnota rozdelenia max15i5k |ti|, teda

1− α = P

{
max
15i5k

|ti| 5 v(k, n− p, α)

}
= P {|ti| 5 v(k, n− p, α) ∀ i} .

Pravdepodobnosť, že k intervalov

A′
iβ̂ ± v(k, n− p, α)s

√
A′

i(X
′X)−1Ai, i = 1, 2, ..., k

súčasne pokryje všetkých k lineárnych kombinácíi A′
iβ je 1− α. Hodnoty v(k, n−

p, α) sú napr. v Lamoš, Potocký, tab. VII. ak sú A′
iβ̂ lineárne závislé, treba

v nahradǐt inou hodnotou, pozri napr. Hahn, Hendrickson, Biometrika 58, 1971.
Intervaly v tomto pŕipade zostanú rovnaké.

(c) Scheffeho met‘oda.
Je založená na vete 6.8, ktorá zase vychádza z nasledujúcej lemy

Lema 6.7. Nech Mt,t je pozitívne definitná matica. Pre ľubovoľný x ∈ Rt platí

x′Mx 5 1 ⇐⇒ (h′x)2 5 h′M−1h ∀ h ∈ Rt.

Dôkaz. pozri anděl, str. 147.
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Veta 6.8. Nech lineárny priestor B ⊂ Rp je generovaný vektormi A1, ...,Ak, čǐze

B = µ(A1

......
...Ak)p,k a nech h(A1

......
...Ak) = k. Potom

P

{
|A′β̂ −A′β| 5 s

√
kFk,n−p(1− α)A′(X′X)−1A ∀ A ∈ B

}
= 1− α.

Dôkaz. Označme A′ = (A1

......
...Ak), teda A =

A′
1
...

A′
k


k,p

, pričom k(A) = k. Poďla

vety 6.6 (c) má

(n− p)(Aβ̂ −Aβ)′(A(X′X)−1A′)−1(Aβ̂ −Aβ)

k(n− p)s2
=

=
(Aβ̂ −Aβ)′(A(X′X)−1A′)−1(Aβ̂ −Aβ)

ks2
∼ Fk,n−p

rozdelenie. Teda

P

{
(Aβ̂ −Aβ)′

(A(X′X)−1A′)−1

ks2Fk,n−p(1− α)
(Aβ̂ −Aβ) 5 1

}
= 1− α

a poďla lemy 6.7 je

P

{[
h′(Aβ̂ −Aβ)

]2
5 [ks2Fk,n−p(1− α)]h′A(X′X)−1A′h ∀h ∈ Rk

}
= 1− α,

čiže

P

{[
(A′h)′(β̂ − β)

]2
5 ks2Fk,n−p(1− α)(A′h)′(X′X)−1A′h ∀h ∈ Rk

}
= 1−α,

čo je to isté ako

P
{
(A′β̂ −A′β)2 5 ks2Fk,n−p(1− α)A′(X′X)−1A ∀A ∈ µ(A′) = B

}
= 1−α. �

6.3. Matica plánu X nemá plnú hodnosť

Nech h(Xn,p) = r < p 5 n.

Normálne rovnice majú věla rôznych riešeńi, pričom jedno riešenie β̂ nemôžeme
považovať za odhad β. Treba odstránǐt nejednoznačnosť. Rob́i sa to nasledujúcim
spôsobom. Uvažujme maticu Bp−r,p, ktorej riadky sú nezávislé, t.j. h(B) = p− r,

pričom tieto riadky nezávisia od riadkov matice plánuX. Preto h

(
X
B

)
n+p−r,p

= p

(matica plnej hodnosti v st́lpcoch). Pre maticu

(
Xn,p

Bp−r,p

)
= Fn+p−r,p plat́i, že

h(F) = p. Preto p × p matica F′F = (X′ B′)

(
X
B

)
= X′X + B′B je regulárna
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(µ(F′F) = µ(F′), čiže aj h(F′F) = h(F′) = h(F) = p). K normálnym rovniciam
X′Xβ = X′Y pridáme rovnice B′Bβ = 0 a dostávame

X′Xβ +B′Bβ = F′Fβ = X′Y,

ktorých riešenie

β̂ = (F′F)−1X′Y

je jediné. Pre toto β̂ plat́i

E(β̂) = (F′F)−1X′Xβ = (F′F)−1(X′X+B′B)β = β.

Dostávame teda “zúženie“ systému normálnych rovńic, ktorý má takto jediné rie-
šenie (postup pri analýze rozptylu).

Defińicia 6.9. A′β je lineárne nevychýlene odhadnuteľná ak existuje pre ňu line-
árny nevychýlený odhad, t.j. ak existuje l ∈ Rn, že Eβ(l′Y) = A′β ∀β ∈ Rp.

Lema 6.10. A′β je lineárne nevychýlene odhadnuteľná práve vtedy ak A ∈ µ(X′).

Dôkaz. nájdete v anděl.

Veta 6.11. Nech A′β je lineárne nevychýlene odhadnuteľná, β̂ je ľubovoľné riešenie

normálnych rovníc, t.j. X′Xβ̂ = X′Y. Potom

(a) A′β̂ je jednoznačný,

(b) A′β̂ je NNLO (najlepší nevychylený lineárny odhad) A′β, t.j. pre každý iný

lineárny nevychýlený odhad Ã′β funkcie A′β pla‘ti D(Ã′β)−D(A′β̂) = 0.

Dôkaz. Nájdete v anděl.

Skôr ako ukážeme test hypotézy H : Aβ = 0, dokážeme si dve lemy.

Lema 6.12. Nech Am,k,Bn,k sú ľubovoľné pevné matice, h(B) = r 5 min{n, k}.
Platí

(6.4) h

(
A
B

)
= h[A(I−B′(BB′)−B] + h(B).

Dôkaz. Matica (B′...I − B′(BB′)−B)k,n+k má hodnosť k, lebo každý st́lpec mati-

ce B′, teda B′ei je kolmý na všetky st́lpce matice I − B′(BB′)−B, teda na (I −
B′(BB′)−B)ej , j = 1, 2, ..., k. lebo e′iB(I − B′(BB′)−B)ej = 0, j = 1, 2, ..., k.

Teda B′ má r lineárne nezávislých st́lpcov, I − B′(BB′)−B má k − r lineárne

nezávislých st́lpcov (lebo h(I − B′(BB′)−B) = k − r). Tiež B′ei je kolmé na

(I−B′(BB′)−B)ej , j ∈ {1, 2, ..., k}, teda (B′...I−B′(BB′)−B)k,n+k má k lineárne

nezávislých st́lpcov, teda h(B′...I − B′(BB′)−B) = k (plná hodnosť v riadkoch).
Teraz

h

(
A
B

)
= h

(
A
B

)
(B′...I−B′(BB′)−B) = h

(
AB′ A(I−B′(BB′)−B)
BB′ 0

)
=

= h

[(
I −AB′(BB′)−

0 I

)(
AB′ A(I−B′(BB′)−B)
BB′ 0

)]
=

= h

(
0 A(I−B′(BB′)−B)

BB′ 0

)
= h(B) + h[A(I−B′(BB′)−B)]. �



35

Lema 6.13. ak h(Xn,p) = r < p 5 n, Aq,p má hodnosť h(A) = q, h

(
X
A

)
= r+q

(riadky A sú lineárne nezávislé s riadkami X), tak ľubovoľné θ ∈ µ(X) sa dá písať
ako Xδ, kde Aδ = 0.

Dôkaz. Zrejme µ(X) ⊃ µ(X(I−A′(AA′)−A)). ale poďla (6.4) je hodnosť h(X(I−

A′(AA′)−A)) = h

(
X
A

)
− h(A) = r + q − q = r = h(X), teda µ(X) = µ(X(I −

A′(AA′)−A)) t.j. každé θ ∈ µ(X) sa dá ṕisať ako Xδ, kde Aδ = 0. �

ak chceme testovať H : Aβ = 0 keď h(X) = r < p, h(Aq,p) = q, pričom

h

(
X
A

)
= r + q, tak poďla lemy 6.13

R2
H = min

β: Aβ=0
(Y −Xβ)′(Y −Xβ) = min

γ
(Y −Xγ)′(Y −Xγ)′ = R2

0

a H0 nevieme testovať (poďla vety 6.6).

Defińicia 6.14. Hypotéza H0 : Aβ = 0 je testovateľná, ak riadky matice A sú
lineárne kombinácie riadkov matice X, t.j. ak existuje matica Mq,n, že A = MX.

Poznámka. Hypotéza H0 : Aβ = 0 je testovatělná, ak každá lineárna kombinácia
A′

iβ = {A}i.β je lineárne nevychýlene odhadnutělná.

Poznámka. ak máme H0 : Aβ = c, tak vezmime β0−ľubovǒlné riešenie systému
Aβ = c a vytvorme δ = β − β0. Model Y = Xβ + ε preṕǐseme na model
Y−Xβ0 = X(β−Xβ0)+ε, čiže (pri označeńi observačného vektoraY∗ = Y−Xβ0)
dostávame model Y∗ = Xδ + ε. V tomto modeli testujeme hypotézu Aδ = 0.
Pôvodná hypotéza H0 : Aβ = c je teda testovatělná práve vtedy ak hypotéza
Aδ = 0 je testovatělná v “novom“ modeli, teda ak A = MX.

Veta 6.15. Nech H0 : Aβ = c, kde Aq,p má hodnosť h(A) = q 5 r, je testo-

vateľná, t.j. A = MX (Y je normálne rozdelený). Nech

R2
0 = min

β
(Y −Xβ)′(Y −Xβ),

R2
H = min

β: Aβ=c
(Y −Xβ)′(Y −Xβ).

ak H0 platí, tak

(a) R2
H −R2

0 = (Aβ̂− c)′(A(X′X)−A′)−1(Aβ̂− c), kde β̂ je ľubovoľné riešenie

normálnych rovníc X′Xβ = X′Y,

(b)
n− r

q

R2
H −R2

0

R2
0

∼ Fq,n−r.

Dôkaz. pozri anděl.

7. Viacrozmerná regresná analýza

7.1. úvod

Na každom z n objektov rob́ime merania p znakov. Výsledky merańi na i−tom
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objekte sú realizácie náhodného vektora

Y′
i = (Yi1Yi2...Yip) = (xi1xi2...xiq)


β11 β12 ... β1p
β21 β22 ... β2p
...
βq1 βq2 ... βqp

+ ε′i,

pričom Yil je meranie l−tého znaku na i−tom objekte. Všetky merania dávajú
maticu Yn,p náhodných velič́in (jej i−ty riadok znač́i p merańi na i−tom objekte),
teda

Y=


Y11 Y12 ... Y1p
Y21 Y22 ... Y2p
...
Yn1 Yn2 ... Ynp

=

x11 x12 ... x1q
x21 x22 ... x2q
...
xn1 xn2 ... xnq



β11 β12 ... β1p
β21 β22 ... β2p
...
βq1 βq2 ... βqp

+


ε′1
ε′2
...
ε′n


čiže

(7.1) Yn,p = Xn,qBq,p + εn,p.

Vmodeli (7.1) jeXn,q daná pevná známa matica, Bmatica neznámych parametrov,
εi = (εi1εi2...εip)

′ je chybový vektor na i−tom objekte a

εn,p =


ε11 ε12 . . . ε1p
ε11 ε12 . . . ε1p
...
εn1 εn2 . . . εnp


je matica náhodných chýb. Plat́i εi ∼ Np(0,Σ), ε1, ε2, ..., εn sú navzájom nezá-

vislé, Bq,p = (β1, ...,βp). Vektor merańi i−teho znaku je (Y1iY2i...Yni)
′ = Zi ∈

Rn, i = 1, 2, ..., p. Teda

E(Zj) = Xn,qβj , βj =


β1j
β2j
...
βqj

 ∈ Rq,

cov(Zj) = σjjI, j = 1, 2, ..., p,

σjj = {Σ}jj

cov(Zi,Zj) =


cov(Y1i, Y1j) cov(Y1i, Y2j) ... cov(Y1i, Ynj)
cov(Y2i, Y1j) cov(Y2i, Y2j) ... cov(Y2i, Ynj)

...
cov(Yni, Y1j) cov(Yni, Y2j) ... cov(Yni, Ynj)

 =

=


σij 0 . . . 0
0 σij 0
...
0 0 . . . σij

 = σijIn,n = {Σ}ijIn,n.
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Iné vyjadrenie modelu je

vecY = Znp,1 =


Z1

Z2
...
Zp

 =


X 0 . . . 0
0 X . . . 0
...
0 0 . . . X




β1

β2
...
βp


pq,1

+ vecε,

čiže
vecY = (Ip,p ⊗Xn,q)vecB+ vecε,

cov(vecY) = Σp,p ⊗ In,n.

ak h(X) = q 5 n, tak najlepš́i lineárny nevychýlený odhad βi je

β̂i = (X′X)−1X′Zi

a nevychýlený odhad σii je

Z′
i(I−X(X′X)−1X′)Zi

n− q
=
R2

0(i, i)

n− q
= σ̂ii.

Teda NNLO parametrov B je

B̂ = (X′X)−1X′Y.

Označme
R2

0(i, j) = (Zi −Xβ̂i)
′(Zj −Xβ̂j).

Pre vektor Zi + Zj plat́i

E(Zi + Zj) = X(βi + βj), cov(Zi + Zj) = (σii + 2σij + σjj)I.

NNLO βi + βj je

(X′X)−1X′(Zi + Zj) = β̂i + β̂j .

Nevychýleným odhadom

̂σii + 2σij + σjj =
(Zi + Zj)

′(I−X(X′X)−1X′)(Zi + Zj)

n− q
=

=
R2

0(i, i)

n− q
+
R2

0(j, j)

n− q
+ 2

R2
0(i, j)

n− q
,

teda nevychýleným odhadom σij je

σ̂ij =
R2

0(i, j)

n− q
.

Matica

R0 =


R2

0(1, 1) R2
0(1, 2) . . . R2

0(1, p)
R2

0(2, 1) R2
0(2, 2) . . . R2

0(2, p)
...

R2
0(p, 1) R2

0(p, 2) . . . R2
0(p, p)
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je zvyškovou maticou súčtov štvorcov a súčinov. Nevychýleným odhadom matice
Σ je teda

Σ̂ =
1

n− q
R0.

Dá sa ṕisať

R0 = Y′(I−X(X′X)−1X′)Y = Y′PY.

ak sú merania na jednotlivých objektoch nezávislé a majú mnohorozmerné nor-
málne rozdelenie s tou istou kovariančnou maticou Σ, potom môžeme považovať
ε1, ε2, ..., εn za náhodný výber z Np(0,Σ). V takom pŕipade má vecε rozdelenie

Nnp(0,Σp,p⊗ In,n) (vyplýva z defińicie mnohorozmerného normálneho rozdelenia).

Preto v takom pŕipade vecY ∼ Nnp((Ip,p ⊗X)vecB,Σp,p ⊗ In,n). Plat́i veta

Veta 7.1. Nech v modeli (7.1) je ε1, ε2, ..., εn náhodný výber z Np(0,Σ). Potom

(a) B̂ má normálne rozdelenie (rozumie sa tým, že vecB̂ má mnohorozmerné
normálne rozdelenie).

(b) Y′PY ∼Wp(n− q,Σ)

(c) B̂ a Σ̂ sú nezávislé (rozumie sa tým, že vecB̂ a vecΣ̂ sú nezávislé).

Dôkaz.
(a) Pretože B̂ = (X′X)−1X′Y, je vecB̂ = vec(X′X)−1X′Y = vec(X′X)−1X′YI

= (I⊗ (X′X)−1X′)vecY, z čoho je tvrdenie (a) evidentné.
(b) Y′PY = Y′P′PY = (PY)′P(XB + ε) = ε′Pε ∼ Wp(w,Σ) ⇐⇒ P2 = P,

(pozri vetu 2.9), čo je splnené. V tomto pŕipade w = trP = n− q

(c) vecB̂ = (I ⊗ (X′X)−1X′)vecY a vecΣ̂ =
1

n− q
vecR0 =

1

n− q
vec(Y′(I −

X(X′X)−1X′)Y) =
1

n− q
vec(Y′(I − X(X′X)−1X′)′(I − X(X′X)−1X′)Y). Stač́i

ak ukážeme, že (I ⊗ (X′X)−1X′)vecY a vec(I − X(X′X)−1X′)Y = (I ⊗ (I −
X(X′X)−1X′))vecY sú nezávislé. Pretože

(I⊗ (X′X)−1X′)[cov(vecY)](I⊗ (I−X(X′X)−1X′)) =

= (I⊗ (X′X)−1X′)(Σ⊗ I)(I⊗ (I−X(X′X)−1X′)) = 0,

dostávame aj tretie tvrdenie vety. �

7.2. Testovanie hypotéz

V modeli

Yn,p = Xn,qBq,p + εn,p,

kde h(X) = q(5 n), ε =


ε′1
ε′2
...
ε′n

, pričom ε1, ε2, ..., εn je náhodný výber z Np(0,Σ),

testujeme hypotézu

H0 : C1B = D,

C1 je známa g × q matica, h(C1) = g, D je známa g × p matica.
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Veta 7.2. V modeli (7.1) nech h(X) = q, n − q = p − 1, Σ je regulárna, B0

je ľubovoľné riešenie rovníc C1B = D. Označme Y+ = Y − XB0. Za platnosti
H0 : C1B = D, (h(C1) = g) má

Λ =
|Y′PY|

|Y′PY +Y′
+P2Y+|

Wilksovo Λ(p, n− q, g) rozdelenie, pričom P = I−X(X′X)−1X′,
P2 = X(X′X)−1C′

1(C1(X
′X)−1C′

1)
−1C1(X

′X)−1X′.

Dôkaz.
Y′PY = (XB+ ε)′P(XB+ ε) = ε′Pε.

Poďla vety 2.9 má Y′PY rozdelenie Wp(r,Σ) práve vtedy ak P2P, pričom v

takomto pŕipade r = trP. ľahko sa vid́i, že naozaj P2P a r = trP = n − q,
teda Y′PY ∼Wp(n− q,Σ). Tiež plat́i

Y′
+P2Y+ = (Y−XB0)

′X(X′X)−1C′
1(C1(X

′X)−1C′
1)

−1C1(X
′X)−1X′(Y−XB0)

a za platnosti H0 je
Y′

+P2Y+ =

=(X(B−B0)+ε)′X(X′X)−1C′
1(C1(X

′X)−1C′
1)

−1C1(X
′X)−1X′(X(B−B0)+ε)=

= ε′X(X′X)−1C′
1(C1(X

′X)−1C′
1)

−1C1(X
′X)−1X′ε.

Poďla vety 2.9 má Y′
+P2Y+ rozdelenie Wp(g,Σ). Poďla vety 2.13 sú Y′PY a

Y′
+P2Y+ nezávislé, lebo

(I−X(X′X)−1X′)X(X′X)−1C′
1(C1(X

′X)−1C′
1)

−1C1(X
′X)−1X′ = 0.

Poďla poznámky pod vetou 4.2 má

|Y′PY|
|Y′PY +Y′

+P2Y+|

Wilksovo Λ(p, n− q, g) rozdelenie. �
Hypotézu H0 : C1B = D teda testujeme pomocou Λ(p, n − q, g) rozdelenia.

Zamietame ju pre malé hodnoty Λ.

Poznámka. Podobne v modeli (7.1), kde h(X) = q, Σ je regulárna, môžeme
testovať všeobecneǰsiu hypotézu

H0 : C1BM1 = D,

kde M1 je známa p× r matica s h(M1) = r. Z modelu (7.1) totiž vyplýva model

(7.2) Yn,pM1 = Xn,qBq,pM1 + εn,pM1,

v ktorom je matica observácíiYM1, matica plánuX a matica “neznámych paramet-
rov“ BM1, pričom ε′ε∼Wp(n,Σ) a poďla vety 2.6 má M′

1ε
′εM1∼Wp(r,M

′
1ΣM1)

rozdelenie. (εM1)
′ je preto náhodný výber z Np(0,M

′
1ΣM1) rozdelenia. Teraz už

úplne analogicky ako vo vete 7.2 dostávame, že za platnosti H0 : C1BM1 = D
má

|E|
|H+E|

Λ(r, n− q, g) rozdelenie, pričom E = (YM1)
′P(YM1) a H = [(Y −XB0)M1]

′P2

[(Y −XB0)M1].
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7.3. Intervaly spoľahlivosti pre parametre modelu

Pomocou kapitoly 7.2 nájdeme intervaly spǒlahlivosti pre lineárne kombinácie
b′C1BA (alebo b′C1BM1A) v pŕipadoch, že A,b sú pevne dané; A je pevne
dané a pre každé b; pre každé A,b.

Nech B sú skutočné parametre (ich skutočná hodnota). Polož́ime tentokrát
Y+ = Y −XB. Nech A ∈ Rp, b ∈ Rg sú pevne dané. Poďla lemy 2.12

b′C1(X
′X)−1X′Y+A = vec(b′C1(X

′X)−1X′Y+A) =

= vec(b′C1(X
′X)−1X′εA) = (A′ ⊗ b′C1(X

′X)−1X′)vecε,

pričom cov(vecε) = cov(vecY) = Σp,p ⊗ In,n (pozri kapitolu 7.1). Preto

D(b′C1(X
′X)−1X′Y+A) = D((A′ ⊗ b′C1(X

′X)−1X′)vecε) =

= (A′⊗b′C1(X
′X)−1X′)(Σ⊗I)(A⊗X(X′X)−1C′

1b) = (A′ΣA)(b′C1(X
′X)−1C′

1b).

Už v kapitole 7.2 sme ukázali, že Y′PY = Y′(I−X(X′X)−1X′)Y ∼Wp(n− q,Σ)

a teda pre A ̸= 0 je poďla vety 2.8

A′Y′PYA

A′ΣA
∼ χ2

n−q.

Samozrejme
A′Y′PYA

A′ΣA
∼ χ2

n−q =
A′ε′PεA

A′ΣA
=

(εA)′PεA

A′ΣA

a

b′C1(X
′X)−1X′Y+A = b′C1(X

′X)−1X′εA,

pričom εA =


ε′1A
ε′2A
...

ε′nA

 ∼ Nn(0, (AΣA)In,n). Poďla vety 1.10 sú

A′Y′PYA

A′ΣA
a b′C1(X

′X)−1X′Y+A

nezávislé, lebo
P

A′ΣA
(A′ΣA)I

1

2
X(X′X)−1C′

1b = 0.

Pretože b′C1(X
′X)−1X′Y+A = b′C1(X

′X)−1X′εA má

N1(0, (A
′ΣA)(b′C1(X

′X)−1C′
1b)) rozdelenie, má

(b′C1(X
′X)−1X′Y+A)2

(b′C1(X′X)−1C′
1b)(A

′ΣA)
roz-

delenie χ2
1 a je nezávislé od

A′Y′PYA

A′ΣA
, ktoré má χ2

n−q rozdelenie. Dostávame, že

(b′C1(X
′X)−1X′Y+A)2

(b′C1(X′X)−1C′
1b)(A

′Y′PYA)
∼ 1

n− q
F1,n−q.
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Pre pevné A ∈ Rp,b ∈ Rg

P

{
(b′C1(X

′X)−1X′YA− b′C1(X
′X)−1X′XBA)2

(b′C1(X′X)−1C′
1b)(A

′Y′PYA)
5 1

n− q
F1,n−q(1− α)

}
=1−α,

čiže

P

{
(b′C1(X

′X)−1X′YA− b′C1BA)2 5

5 1

n− q
F1,n−q(1− α)b′C1(X

′X)−1C′
1bA

′Y′PYA

}
= 1− α,

čo je to isté ako

(7.3) P

{
b′C1BA ∈

(
b′C1(X

′X)−1X′YA−

−
√

1

n− q
F1,n−q(1− α)b′C1(X′X)−1C′

1bA
′Y′PYA, b′C1(X

′X)−1X′YA+

+

√
1

n− q
F1,n−q(1− α)b′C1(X′X)−1C′

1bA
′Y′PYA

)}
= 1− α.

Poznámka. Tento výsledok dostaneme aj keď uvažujeme regresný model YA =
XBA + εA, kde observačný vektor je YA, vektor parametrov je BA a chybový
vektor εA (pozri pŕiklad za vzťahom (6.3)).

Hľadajme teraz intervaly spǒlahlivosti, ktoré súčasne pokrývajú všetkyb′C1BA,
kde A ∈ Rp je pevné, ale b sa meńi a môže byť ľubovǒlné z Rg. Budeme potrebovať
nasledujúcu lemu.

Lema 7.3. Nech At,t,Nt,t sú symetrické matice, pričom N je pozitívne definitná.
Potom

a.) pre ľubovoľné c ∈ Rt, c ̸= 0

(7.4) max
x∈Rt

x ̸=0

(c′x)2

x′Nx
= c′N−1c,

pričom maximum sa dosahuje pre x = N−1c;
b.)

(7.5) max
x∈Rt

x̸=0

x′Ax

x′Nx
= λ1,

kde λ1 je najväčšia vlastná hodnota matice AN−1.

Dôkaz. Schwarzova nerovnost tvrd́i, že pre ľubovǒlné dva vektory x,y ∈ Rt plat́i
(x′y)2 5 x′x y′y. Maticu N môžeme ṕisať ako N

1
2N

1
2 , maticu N−1 môžeme ṕisať

ako N− 1
2N− 1

2 (pozri anděl, str. 64). Preto pre vektory u = N
1
2x, v = N− 1

2y (x,y

ľubovǒlné z Rt) plat́i

(u′v)2 = (x′N
1
2N− 1

2y)2 = (x′y)2 5 u′u v′v = x′Nx y′N−1y,
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čiže pre ľubovǒlné x,y ∈ Rt

(7.6) (x′y)2 5 x′Nx y′N−1y.

a.) Vezmime ľubovǒlné c ∈ Rt, c ̸= 0. Pre každé x ∈ Rt plat́i zo (7.6)

(c′x)2 5 x′Nx c′N−1c,

čiže pre každé x ∈ Rt, x ̸= 0 plat́i

(c′x)2

x′Nx
5 c′N−1c,

teda

max
x∈Rt

x ̸=0

(c′x)2

x′Nx
5 c′N−1c,

pričom je ľahko vidieť, že maximum sa dosahuje pre x = N−1c.
b.) Označme λ1 = λ2 = ... = λt korene rovnice |A− λN| = 0. Pretože

|A− λN| = 0 ⇐⇒ |AN−1 − λI||N| = 0 ⇐⇒ |AN−1 − λI| = 0,

sú λ1, ..., λt aj práve všetky vlastné hodnoty matice AN−1. Poďla Rao, 1c.3 (II)

existuje matica R, ktorá je regulárna a plat́i

(7.7) A = R−1′ΛR−1, N = R−1′R−1,

kde

Λ =


λ1 0 . . . 0
0 λ2
...
0 λt

 .

Pretože každý vektor x ∈ Rt môžeme ṕisať ako R−1u, u ∈ Rt (čiže Rt =

{R−1u, u ∈ Rt}), plat́i zo (7.7)

max
u∈Rt

u ̸=0

u′Au

u′Nu
= max

u∈Rt

u ̸=0

u′R−1′ΛR−1u

u′R−1′R−1u
= max

x∈Rt

x̸=0

x′Λx

x′x
= λ1,

lebo
x′Λx

x′x
=

∑t
i=1 λix

2
i∑

x2i
5 λ1

∑
x2i∑
x2i

= λ1

a rovnosť sa dosahuje napr. pre x = (1, 0, ..., 0)′. �

Poďla (7.4) sa maximum výrazu

(7.8)
(b′C1(X

′X)−1X′Y+A)2

(b′C1(X′X)−1C′
1b)(A

′Y′PYA)
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dosahuje vzȟladom na b (A je pevné, teda C1(X
′X)−1X′Y+A je “fixné“) ak

b = (C1(X
′X)−1C′

1)
−1C1(X

′X)−1X′Y+A

a toto maximum je

A′Y′
+[X(X′X)−1C′

1(C1(X
′X)−1C′

1)
−1C1(X

′X)−1X′]Y+A

A′Y′PYA
=

(7.9) =
A′[Y′

+P2Y+]A

A′EA
=

A′HA

A′EA
.

ľahko sa ukáže (pozri vetu 7.2 a vetu 2.9), že H = Y′
+P2Y+ ∼Wp(g,Σ) (tentokrát

Y+ = Y −XB), E = Y′PY ∼ Wp(n − q,Σ), pričom H a E sú nezávislé (poďla

vety 2.13). Preto poďla vety 2.8 má

A′HA

A′ΣA
∼ χ2

g

a
A′EA

A′ΣA
∼ χ2

n−q

a posledné dve náhodné veličiny sú nezávislé. Dostávame, že

(7.10)
n− q

g

A′HA

A′EA
∼ Fg,n−q.

Zo vzťahov (7.8) a (7.10) dostávame, že pre pevné A ∈ Rp

P

{
(b′C1(X

′X)−1X′Y+A)2

(b′C1(X′X)−1C′
1b)(A

′Y′PYA)
5

5 g

n− q
Fg,n−q(1− α) pre každé b ∈ Rg

}
= 1− α,

čiže

P

{
(b′C1(X

′X)−1X′YA− b′C1BA)2 5

5 g

n− q
Fg,n−q(1− α)b′C1(X

′X)−1C′
1bA

′Y′PYA pre každé b ∈ Rg

}
=

= 1− α.

Teda intervaly spǒlahlivosti, ktoré súčasne pokrývajú všetky kombinácie b′C1BA
(A pevné, b ∈ Rg sa meńi) s pravdepodobnosťou 1− α sú

(7.11) b′C1(X
′X)−1X′YA±

√
g

n− q
Fg,n−q(1− α)b′C1(X′X)−1C′

1bA
′Y′PYA.

Poznámka. Tento výsledok sa zhoduje s vetou 6.8 (Scheffeho met‘oda), ak uvažu-
jeme regresný model YA = XBA+ εA.
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Teraz preberme pŕipad, keď “sa menia“ vektory A aj b (A ∈ Rp, b ∈ Rg).
Poďla (7.5) je

max
A∈Rp

A̸=0

A′HA

A′EA
= λ1,

kde λ1 je najväčšia vlastná hodnota matice HE−1. Poznamenávame len, že E ∼
Wp(n − q,Σ) a preto E =

∑n−q
i=1 ξiξ

′
i, kde ξ1, ξ2, ..., ξn−q sú nezávislé Np(0,Σ)

rozdelené a poďla anděl, str.121 plat́i pre n− q = p, že P{E je pozit́ivne definitná

matica } = 1. Poďla Kubáček, Kubáčková, Volaufová, str. 445 je H+E pozit́ivne

definitná matica (H je pozit́ivne semidefinitná a E je pozit́ivne definitná matica).

Preto λ = −1 nemôže byť vlastným č́islom matice HE−1. ak by totiž −1 bola
vlastným č́islom maticeHE−1, tak |HE−1+I| = 0, ale |HE−1+I| = |(H+E)E−1| =
|H+E||E−1| ̸= 0. ďalej máme, že λ (̸= −1) je vlastným č́islom matice HE−1 práve
vtedy ak

|HE−1 − λI| = 0 ⇐⇒
(

1
1+λ

)p
|HE−1 − λI||E| = 0 ⇐⇒

⇐⇒
(

1
1+λ

)p
|H− λE| = 0 ⇐⇒ |H 1

1+λ − λ
1+λE| = 0 ⇐⇒

⇐⇒ |H
(
1− 1

1+λ

)
− λ

1+λE| = 0 ⇐⇒ |H− λ
1+λ (H+E)| = 0 ⇐⇒

⇐⇒ |(H+E)[(H+E)−1H− λ
1+λI])| = 0 ⇐⇒ |(H+E)−1H− λ

1+λI| = 0,

čiže práve vtedy ak
λ

1 + λ
je vlastné č́islo matice (H + E)−1H. Funkcia

λ

1 + λ
je

rastúca pre λ ∈ (−∞,∞), preto ak λ1 je najväčšia vlastná hodnota matice HE−1,

tak
λ1

1 + λ1
je najväčšia vlastná hodnota matice (H + E)−1H. Nasledujúce ekvi-

valencie nám dokazujú, že λ je vlastná hodnota E−1H práve vtedy ak je vlastnou
hodnotou HE−1:

(7.12) |HE−1 − λI| = 0 ⇐⇒ |HE− 1
2 − λE

1
2 ||E− 1

2 | = 0 ⇐⇒

⇐⇒ |E 1
2 ||E− 1

2HE− 1
2 − λI||E− 1

2 | = 0 ⇐⇒ |E− 1
2 ||E− 1

2HE− 1
2 − λI||E 1

2 | = 0 ⇐⇒

⇐⇒ |E−1H− λI| = 0.

ak λ je vlastná hodnota matice E−1H (teda práve aj matice HE−1), tak zo (7.12)

je λ = 0. Preto θ =
λ1

1 + λ1
– najväčšia vlastná hodnota matice (H+E)−1H muśi

byť v intervale < 0, 1). Keď θ považujeme za náhodnú premennú (najväčšiu vlastnú

hodnotu náhodnej matice (H+E)−1H), tak θ má poďla defińicie 4.3 θ(p, n− q, g)

rozdelenie. Plat́i tiež pre α−kritickú hodnotu rozdelenia θ, t.j. pre také θα, že
P{θ > θα} = α, že

P{θ 5 θα} = 1− α,

čiže

P
{

λ1

1+λ1
= θ 5 θα

}
= 1− α,

P{λ1 5 (1 + λ1)θα} = 1− α,
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P{λ1(1− θα) 5 θα} = 1− α,

(7.13) P{λ1 5 θα
1−θα

} = 1− α

(pretože λ1 = 0, je θ ∈< 0, 1)). Vráťme sa teraz k (7.9). ak A ∈ Rp, A ̸= 0
(pevné), tak

max
b∈Rg

b ̸=0

(b′C1(X
′X)−1X′Y+A)2

(b′C1(X′X)−1C′
1b)(A

′Y′PYA)
=

A′HA

A′EA
.

(pozri (7.10)). Poďla (7.5) je zase

max
A∈Rp

A̸=0

A′HA

A′EA
= λ1,

kde λ1 je najväčšia vlastná hodnota matice E−1H. Poďla (7.13) P{λ1 5 θα
1− θα

} =

1− α. Preto

P

{
(b′C1(X

′X)−1X′YA− b′C1BA)2 5

5 θα
1− θα

b′C1(X
′X)−1C′

1bA
′Y′PYA pre každé A ∈ Rp a každé b ∈ Rg

}
=

= 1− α,

čiže intervaly spǒlahlivosti, ktoré súčasne pokrývajú všetky lineárne kombinácie
b′C1BA s pravdepodobnosťou 1− α sú

b′C1(X
′X)−1X′YA±

√
θα

1− θα
b′C1(X′X)−1C′

1bA
′Y′PYA.

ak chceme vedieť intervaly spǒlahlivosti pre lineárne kombinácie b′C1BM1A, kde
M1 je matica p× r s hodnosťou h(M) = r, postupujeme tak, že vytvoŕime model
(7.2) a v ňom postupujeme úplne analogicky ako v tejto kapitole.

Príklad (Lamoš, Potocký, str.246). V tabǔlke sú uvedené hmotnosť pšenice Yi a
hmotnosť slamy Zi z i−teho pozemku, i = 1, 2, ..., 7. x1i = 1, i = 1, 2, ..., 7 a
x2i znamená množstvo hnojiva použitého na i−tom pozemku. Za predpokladu,
že závislosť Yi a Zi od x1i a x2i je lineárna, nájdite regresné koeficienty. Potom
testujte hypotézu o tom, či závislosť je významná, t.j. overte, či β2 = γ2 = 0.
Hladina významnosti α = 0.05.

pozemok 1 2 3 4 5 6 7
Y 30 35 31 18 28 18 29
Z 35 38 30 20 30 22 28
x2 15 21 18 9 14 9 12

Riešene. Model je
Yi = β1x1i + β2x2i

Zi = γ1x1i + γ2x2i


