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Metoda konečných prvk̊u (Finite Elements Method)

metoda konečných diferenćı:

- pr̊uběh funkce je přesný
- vyjádřeńı derivace je přibližné

metoda konečných prvk̊u:

- pr̊uběh funkce je přibližný
- vyjádřeńı derivace je přesné

výhody MKP: dobře popisuje složité oblasti
nevýhody MKP: těžko se źıskávaj́ı testovaćı ’analytická’ řešeńı

Zkoumaná oblast Ω je rozdělena na elementy T j ; v rámci každého z element̊u se
fyzikálńı parametry úlohy zpravidla předpokládaj́ı konstantńı (na (společné)
hranici dvou element̊u tedy často maj́ı skok).

Hledaná veličina ψ(x), se diskretizuje jako ψ[i] v uzlech v mı́stech vrchol̊u
element̊u T j . Uzly, které jsou prvky hranice ∂Ω nazýváme hraničńı, ostatńı
uzly označujeme jako vnitřńı.
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Aproximace se provád́ı s pomoćı tvarových funkćı NT [i] (lineárńıch, kvadrat-
ických . . . obecně řádu k) vztahuj́ıćıch uzel i s přilehlými elementy T

všeobecně plat́ı, že se snaž́ıme použ́ıvat nejnižš́ı řád aproximace,
který ještě umožńı naj́ıt netriviálńı řešeńı zvolené diferenciálńı rovnice;
např́ıklad pro rovnice druhého řádu stač́ı k = 1.

lepš́ı aproximace dosáhneme překročeńım nejnižš́ıho řádu, v praxi to
často znamená možnost hrubš́ıho děleńı Ω; jednotlivé elementy však
źıskávaj́ı větš́ı počet parametr̊u a tak výpočetńı úspora nemuśı být
velká.

řád̊um k ≥ 3 se vyhýbáme kv̊uli jejich tendenci oscilovat.

a následně vytvořených aproximačńıch funkćı N [i] jako sjednoceńı
všech NT [i] zkonstruovaných z tvarových funkćı, které zasahuj́ı do
element̊u T obsahuj́ıćıch uzel i.

zjevně tedy N [i] a N [j] maj́ı nenulovou společnou podporu
pouze pokud uzly i a j nálež́ı stejnému elementu.
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Metoda konečných prvk̊u v 1D

V př́ıpadě 1D úlohy vznikaj́ı elementy T prostým (byť neho-
mogenńım) děleńım intervalu Ω ∈ R na subintervaly.

U všech typ̊u element̊u je třeba dbát, aby byly nedegenerované, tj.
aby

∫
T dΩ 6= 0, v 1D se podmı́nka redukuje na vyloučeńı subinter-

val̊u nulové délky.

Lineárńı tvarové funkce N−[i], resp. N+[i] spojuj́ı uzel i s ne-
jbližš́ım sousedem vlevo a vpravo a maj́ı formu úseček nabývaj́ıćıch
hodnoty 1 v uzlu i a hodnoty 0 v uzlu i− 1, resp. i+ 1:

N−[i] : y =
x− x[i− 1]

x[i]− x[i− 1]
x ∈ 〈x[i− 1], x[i]〉

N+[i] : y =
x− x[i+ 1]

x[i]− x[i+ 1]
x ∈ 〈x[i], x[i+ 1]〉

Aproximačńı funkce N [i] je potom sjednoceńım N [i] = N−[i]
⋃
N+[i].

U vyšš́ıch řád̊u tvarových funkćı se pro každý element přidávaj́ı vnitřńı parametry, ovlivňuj́ıćı chováńı složitěǰśıch
křivek na každém z interval̊u (počet přidaných parametr̊u je dán balancováńım stupň̊u volnosti).
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Jádro metody vzniká spojeńım dvou fundamentálńıch krok̊u:

1) uvědoměńım, že hledanou funkci Ψ můžeme (ve spojité oblasti) vyjádřit jako

Ψ(x) =
∑
i

Ψ[i]N [i]

pouze s využit́ım hodnot Ψ[i] v diskretizovaných uzlech.

zároveň, d́ıky volbě aproximačńıch funkćı nezasahuj́ıćıch za nejbližš́ıch k soused̊u, se na př́ıspěvku v daném
intevalu 〈x[i], x[i+ 1]〉 pod́ıĺı jen k tvarových funkćı (resp. k jejich aproximačńıch větv́ı)

přitom Ψ[i] jsou z hlediska diferenciálńıho operátoru konstantami.

Skutečně, pro k = 1 mezi dvěma body plat́ı

Ψ(x) =
Ψ[i]−Ψ[i+ 1]

x[i+ 1]− x[i]
x+

Ψ[i]x[i+ 1]−Ψ[i+ 1]x[i]

x[i+ 1]− x[i]
x ∈ 〈x[i], x[i+ 1]〉

T́ımto zp̊usobem je do formulace vnesena nespojitost (v prvńıch derivaćıch pro k = 1, atd.), ale metoda jako celek
je na to připravena druhým krokem,

2) reformulovańım tzv. slabé variačńı úlohy pro řešenou soustavu rovnic
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Slabá formulace variačńı úlohy

Budeme se zabývat řešeńım Cauchyova problému pro lineárńı diferenciálńı operátor L (obsahuj́ıćı derivace) k-tého
řádu. Uvažujme tedy oblast Ω s hranićı ∂Ω a na ńı rovnici

Lu = 0,

včetně př́ıslušných okrajových podmı́nek f(u,∇u, . . . )|∂Ω.

Aplikovat metodu konečných prvk̊u jako Lū = 0 prostřednictv́ım ū =
∑

i u[i]N [i] formálně nelze kv̊uli nespojitosti
tvarových funkćı. Mohli bychom ovšem uvažovat slabš́ı podmı́nku∫

Ω
L(ū)dΩ = 0.

Jelikož se jedná o integraci v Riemannově smyslu, jsou povoleny nespojitosti na množině mı́ry nula. Řešeńı
p̊uvodńı rovnice splńı i slabš́ı intergrálńı podmı́nku, opačně to ale neplat́ı.

Z d̊uvodu aproximace MKP slabš́ı řešeńı nav́ıc p̊uvodńı formulaci vyhovět ani nemůže a muśıme obecně
očekávat

R ≡ L(ū) 6= 0.
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Máme pochopitelně zájem o co nejlepš́ı splněńı výchoźı rovnice, a v tomto ohledu exituje několik postup̊u, které
je možné aplikovat:

metoda nejmenš́ıch čtverc̊u. Požadujeme ∫
Ω
R2dΩ→ min,

a aplikaćı standardńıho aparátu metody nejmenš́ıch čtverc̊u dostaneme

j : 2

∫
Ω
R
∂R

∂ū[j]
dΩ = 0.

metoda vážených rezidúı. Reziduum se minimalizuje vzhledem ke vhodným váhovým funkćım podmı́nkami

j :

∫
Ω
wjRdΩ = 0

metoda nejmenš́ıch čtverc̊u: wj =
∂R

∂ū[j]

metoda kolokačńı: wj = δ(|x− x[j]|) – fixujeme přesné splněńı rovnice v uzlových bodech

metoda Galerkinova: wj = N [j] – nejlepš́ı aproximace na (pod)prostoru span(N [j])
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MKP – př́ıklad sestaveńı v 1D, Poissonova rovnice

Uvažujme Poissonovu rovnici
L(u) ≡ ∆u− 4πρ = 0.

Je-li ū =
∑

i u[i]N [i], dostáváme pro Galerkinovy podmı́nky

j :

∫
Ω
N [j]L

(∑
i

u[i]N [i]

)
dΩ =

∑
i

u[i]

∫
Ω
N [j]∇(∇N [i])dΩ− 4π

∫
Ω
N [j]ρdΩ = 0,

kde ovšem můžeme psát N [j]∇(∇N [i]) = ∇(N [j]∇N [i]) − ∇N [j]∇N [i] a na prvńı člen použ́ıt Gaussovu větu.
Dostaneme

j :
∑
i

u[i]

∫
∂Ω
N [j]∇N [i]dW −

∑
i

u[i]

∫
Ω
∇N [j]∇N [i]dΩ = 4π

∫
Ω
N [j]ρdΩ,

což je algebraická soustava Ku = b, kde př́ıspěvek objemových člen̊u je

Kij =

∫
Ω
∇N [j]∇N [i]dΩ bj = 4π

∫
Ω
N [j]ρdΩ.

Omeźıme-li se Dirichletovými a homogenńımi Neumannovými podmı́nkami, nepřináš́ı okrajový integrál žádný
vklad. Přesněji, triviálńı Neumannova podmı́nka nevyžaduje žádnou modifikaci rovnic, podmı́nka Dirichletova
svými hodnotami vstouṕı do integrálu u okrajových element̊u, ale jelikož je hodnota na hranici zadána, všechny
takové členy se převád́ı jako konstanta na pravou stranu (v samotných Dirichletovsky zadaných uzlech rovnice
samozřejmě nesestavujeme v̊ubec).
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V uvedeném zápisu by sestaveńı rovnic procházelo ve velké smyčce všechny uzly, v každém cyklu by se dohledávaly
všechny elementy, které uzel obsahuj́ı. To neńı praktické, zejména ve vyšš́ıch dimenźıch výstup z generátoru śıtě
obsahuje primárně seznam element̊u a jeho neustálé prohledáváńı pro aktuálńı uzel by bylo extrémně zdlouhavé.
Problém má jednoduché řešeńı tkv́ıćı v samotném zavedeńı MKP, kdy (pro k = 1) tvarové funkce nezasahuj́ı mimo
jeden element.

Např́ıklad diagonálńı prvek Kjj =

∫
Ω
∇N [j]∇N [j]dΩ má dva př́ıspěvky,

Kjj =

∫ x[j]

x[j−1]
(∇N−[j])2dx+

∫ x[j+1]

x[j]
(∇N+[j])2dx,

které lze pohodlně vygenerovat při procházeńı jednotlivých element̊u,

Kjj =
1

x[j]− x[j − 1]
+

1

x[j + 1]− x[j]
.

Podobně (pro i 6= j) bude Kij =

∫
Ω
∇N [i]∇N [j]dΩ nenulové pouze pro i = j ± 1,

Kj+1j =

∫ x[j+1]

x[j]
∇N+[j]∇N−[j+1]dx = − 1

x[j + 1]− x[j]
, Kj−1j =

∫ x[j]

x[j−1]
∇N+[j−1]∇N−[j]dx = − 1

x[j]− x[j − 1]
.

Základńı kontrolou našeho sestaveńı je symetrie matice K, v obecněǰśım př́ıpadě bývá matice soustavy před
zavedeńım okrajových podmı́nek hermiteovská.
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Komponenty vektoru pravé strany bj = 4π

∫
Ω
N [j]ρdΩ se rovněž rozpadaj́ı na jednoduché př́ıspěvky

bj = 4π

∫ x[j]

x[j−1]
N−[j]ρdx+ 4π

∫ x[j+1]

x[j]
N+[j]ρdx,

přičemž zp̊usob̊u, jak konkrétně zapracovat hodnoty ρ je v́ıce. Můžeme např́ıklad považovat ρ za konstantńı na
jednotlivých elementech, potom

bj = 4πρ[α]

∫ x[j]

x[j−1]
N−[j]dx+ 4πρ[β]

∫ x[j+1]

x[j]
N+[j]dx = 4π

[
ρ[α]

x[j]− x[j − 1]

2
+ ρ[β]

x[j + 1]− x[j]

2

]
.

Nebo můžeme, v́ıce v souladu s myšlenkou MKP, uvažovat ρ =
∑

i ρ[i]N [i], odkud

bj = 4π
∑
i

ρ[i]

∫ x[j]

x[j−1]
N−[j]N [i]dx+ 4π

∑
i

ρ[i]

∫ x[j+1]

x[j]
N+[j]N [i]dx.

Nyńı opěr s výhodou využijeme nepřekrývaj́ıćı se aproximačńı funkce, např.

∑
i

ρ[i]

∫ x[j]

x[j−1]
N−[j]N [i]dx = ρ[j]

∫ x[j]

x[j−1]
(N−[j])2dx+ ρ[j − 1]

∫ x[j]

x[j−1]
N−[j]N+[j − 1]dx =

= ρ[j]
x[j]− x[j − 1]

3
+ ρ[j − 1]

x[j]− x[j − 1]

6



a ∑
i

ρ[i]

∫ x[j+1]

x[j]
N+[j]N [i]dx = ρ[j]

∫ x[j+1]

x[j]
(N+[j])2dx+ ρ[j + 1]

∫ x[j+1]

x[j]
N+[j]N−[j + 1]dx =

= ρ[j]
x[j + 1]− x[j]

3
+ ρ[j + 1]

x[j + 1]− x[j]

6
,

takže celkem

b[j]

4π
= ρ[j]

x[j + 1]− x[j − 1]

3
+ ρ[j − 1]

x[j]− x[j − 1]

6
+ ρ[j + 1]

x[j + 1]− x[j]

6
.

Vypǐsme si všechny źıskané koeficienty ve zjednodušeńım př́ıpadě ekvidistatńıho kroku ε:

Kj−1j = −1

ε
Kj j =

2

ε
Kj+1j = −1

ε

b[j]

4π
= ε

[
ρ[j − 1] + 4ρ[j] + ρ[j + 1]

6

]
.

S ε z pravé strany rozeznáváme v sestavené matici diskretizovaný Laplasián, na pravé straně zbývá váhovaný
pr̊uměr hodnot v okoĺı aktuálńıho uzlu, přičemž většina váhy spoč́ıvá na hodnotě v aktuálńım uzlu. Důvod této
změny (ve FD by vystupoval pouze aktuálńı uzel) tkv́ı v Galerkinově optimalizaci - rovnici se snaž́ıme řešit nejen
v uzlových bodech, ale i v oblasti mezi nimi.


