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Vicerozmerne metody pro predikci,
identifikaci a klasifikaci znecistéeni




Pokrocilejsi modelovaci pristupy

Ordinace, interpolace

X

Prima ordinace

y nebo y X

Y

X

Klasifikace

Metody zalozené na stromech
Linearni dikriminaéni analyza
Neuronové sité

Metoda podpurnych vektor(
Logisticka regrese
Bayesovsky klasifikator

Regrese

Klasicky lineani model

Linearni zobecnéné a aditivni modely
Nelinearni regrese

Na stromech zalozené techniky
Neuronové sité

Metoda podpurnych vektor(

Na stromech zalozené technik
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Regresni metody
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Regrese

* Regrese - funkéni vztah dvou nebo vice proménnych zavislost jedné veliCiny

na druhé
Y

Jednorozmeérna

/

Vztah x, y

Vicerozmérna
y = f(x1, x2, x3,

Pro kazdé x existuje pravdépodobnostni rozlozeni y
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Linearni regresni model

 Jedna a vice nezavisle promennych

* n objektu

* Pro kazdy objekt: pozorovane veliCiny X a Y — spojite
» Pozorovani, objekty — navzajem nezavisla

« Zajima nas zavislost veliCiny Y na X — POZOR! — nutna podminka je, ze
zavislost |e stejna pro vSechny zkoumané objekty.
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Linearni regresni model

* X,Y — nahodné veliCiny (stfedni hodnota, rozptyl)

* Existuje souvislost mezi stfednimi hodnotami X.?

fxy)

EY =B +BX,.,i=1..12.

AV
A SR
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Opakovani z gymnazia — analyticka geometrie

- Analytické vyjadfeni pfimky, rovnice *Analytické vyjadFeni roviny, rovnice

Y =8 +BX Y =8 +BX1+[2X2

[ I N L -
Al o b
—

=

s

[}

Y =243X Y =243X1+2X2

MUNI|RECETOX




Nejjednodussi typ zavislosti - linearni

Y= + X, HeLi=1...,n
1 2 1 2

Systematicka Nahodna cCast,

¢ast modelu slozka modelu
(nahodné chyby,
random error)
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Regresni rovnice - promeénné

V=0 +[X +&,i=1..

1 2 1 2

. Z4visle * Nezavisle proménna
proménna «Independent variable
‘ Dgpendent -Kovariata (covariate)
variable

* Prediktor

* Regresor

. N
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Regresni rovnice, primka - parametry

V=06 +[X +&,i=1..,n Y
1 1

* Prusecik s* Smérnice

osou Y
* Intercept /HT
o 0
Interpretace parametru:
Smeérnice: o kolik se zméni Praseéik: udava hodnotu zavisle
hodnota zavisle promenne, jestlize  proménné, jestlize hodnota nezavisle
hodnota nezavisle promenneé proménné je rovna 0.

vzroste o 1 jednotku. MUNT | RECETOX




Tvorba linearniho regresniho modelu

« Je-li zavisle proménna spojita a nezavisle promenné jsou spojité nebo diskrétni
(podminkou je, Zze alespori jedna nezavisle proménna je spojita) a jsou-li splnény jisté
predpoklady.....

* Pfitvorbé modelu (obecné, nejen linearniho) postupujeme nasledujicim zpusobem:

1. Odhadneme parametry modelu
2. Hledame vyznamné (signifikantni) prediktory
3

. Na zavér hodnotime vhodnost nami vytvofeného modelu, jak dobfe popisuje funkcionalni
zavislost mezi zavisle proménnou a nezavisle proménnymi.
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Residua

* Svislé odchylky namerenych hodnot od regresni primky nazyvame

residua.

* j-té residuum vypocteme jako rozdil skuteCné namérene hodnoty Y a

hodnoty predikovane regresnim modelem

[

Residuum =Y, =Y, =Y, ~(8,+BX,) =Y, - B, - BX,
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Metoda nejmensSich Ctvercu

Vysledny minimalni soucet ¢tvercu residui (pro b0 a b1) nazyvame
residualni soucet ¢tvercu (residual sum of squares)

Svisla - nikoliv

12 kolma
vzdalenost
10 1 k pfimce!!!

> 6] * Z?:I (Yl - Yl)z

S, =3(Y b, ~bX,)’

i'=1

: ’ : 6 : 10 MUNI|RECETOX




Koeficient determinace - procento vysvetlene variability

_ variabilita _vysvetlena _modelem _ . residualni _variabilita :

R’ - ===
celkova variabilita Y celkova variabilita 'Y i (y B )7)2
i=1
R2 = SSrEG 1 SS,
SSror SS;or
¥ yysoky R2 ¥  stiedni R’ ¥ nizky R?
e L ]
s @ . .
> -l .
| ’ i
X J X X

L ré) fel
iLeps 1006)
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Koeficient determinace - vliastnosti

 Koeficient determinace udava relativni velikost variability zavisle proménne,
kterou se uvazovanou zavislosti podarilo vysvetilit.

» Koeficient determinace nabyva hodnot od 0 do 1.

- Cim vy3$3i je hodnota koeficientu determinace, tim je nas regresni model
lepsi.

* V pripadeé regrese s jedinou nezavisle proménnou je hodnota koeficientu

determinace rovna kvadratu Pearsonova korelacniho koeficientu mezi

veliCinami X a Y.

R? = corr(X,Y)’
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Pearsonuv korelacni koeficient

1
* Pearsonuv korelacni koeficient _ Cov(x,y) _ 25~ " 252V

n

postizeni linearniho vztahu mezi veli¢éinami 55, \/[Zx? I x.)Z:H:Zy,z —1(Zy.)2:|
n

 R=1 ... pfima umeéra, kladna korelace
* R=-1... zaporna korelace
* R=0... mezi veli¢inami neni zadna spojitost, zadna korelace, neni linearni vztah mezi

proménnymi

* Predpoklady: dvourozmérné normalni rozdéleni
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Vzorce pro odhad parametru regresni pfimky — metoda nejmensich

Ctvercu

Odhad b je zatizeny 1

B ) chybou: 5= W%
SRR s (o o (At o
' | > (x,-x) oY, Er-sorEl-x)
W =2 n—2
I|. intercept o2
a~a: a=Y-blX S;~0'§ S§:|:1+ZXX2:|[S§B
n

.Y © modelova hodnota

Y, =a-blX, Ss
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Hledame vyznamné (signifikantni) prediktory

Pri konstrukci regresniho modelu bychom chteli prokazat, ze zavisla veliCina
skutecné zavisi na nezavisle promenné.Tuto zavislost na X prokazujeme

testovanim nulové hypotézy

proti alternativni hypotéze

Testujeme T-testem
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b je vyberovym odhadem skutecné hodnoty

- Kazdy odhad je zatizen
B . . néjakou chybou - z
IR e el variability dat miizeme
. ':.,—‘7 .. 'Q . T ™ v 7z v ,
e T T a e, s e spocitat stredni chybu
R A A odhadu b
Y - _o- = ., . * e
] ?
l | I l | t | |
X

Hypoteticky zakladni soubor dat, s regresnim koeficientem [3 rovnym
nule. Zakrouzkované¢ body mohou byt moZznym vybérem péti

pozorovani. MUNI|RECETUX




. 0.

V pripade nezavislosti =0

SR T T Dosazena hladina vyznamnosti

pro test
Hy: =0
je pravdépodobnost, ze takhle

dobrou zavislost dostaneme
I S S N— Cisté nahodou, pokud jsou

X proménné nezavislé
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Predpoklady

* Nutny predpoklad potfebny ke vSem testum spojenym s regresnim modelem
je normalita residui.

* Residua maji mit normalni rozdéleni s nulovou stredni hodnotou a
konstantnim rozptylem .

» Dale predpokladame, ze vSechna pozorovani jsou navzajem nezavisla.
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Normalita residui — graficky Q-Q plot (Quantile-Quantile plot)

«  Graficka metoda pro srovnani rozdéleni dvou vybéra.

 Vodorovna osa — empirické kvantily rozdeéleni 1. vybéru. (jestlize vynasime
teoretické kvantily normovaného normalniho rozdéleni — normal probability plot)

«  Svisla osa — empirické kvantily rozdéleni 2. vybéru (napf. rezidui).

«  Jsou-li obé rozdéleni totozna, lezi body (odpovidajici si kvantily) na diagonalni

primce

Normal Probability Plot

COrdered Response
I T CE
P T E N SR T S

\H

-

-
-

Normal ND,1) Order Statistic Medians

NORMAL DAT
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Normalita residui - testy

Testy normality:
1. Kolmogorov-Smirnov
2. Shapiro-Wilks

Neni-li splnén predpoklad normality — mohou pomoci transformace
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Diagnostika residui

« Je nami zvolena zavislost (linearni) vhodna?
«  Pomoc grafické znazornéeni — grafy zavislosti hodnot residui na
hodnotach Y nebo X.

« V pripadé, ze zvoleny tvar zavislosti byl vhodny, jsou residua
umistena nahodné kolem nulové stredni hodnoty
nevykazuji zadny systematicky trend

3. jejich rozptyl je homogenni
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Diagnostika residui

Grafy residui modelu (pfiklady)

° 0 o ° o
8 ' ’.’ ...oo.. 8 ¢ .:. ..oo
D
.. .... :o '...‘\oc‘ ® ..ot.o :.t.o °
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Pozor na odlehlé
hodnoty!

y (i; X) y (i; x) y (i; x)
Obecné tvary residui modelu (schéma)
a b c
A A N
e e e
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Interakce

* Pfi zkoumani zavislosti veliCiny y na regresoru x tfeba vzit v uvahu také dalSi veliCiny, z
* Interakce (effect modifcation) — skuteCna na hodnota veliCiny z ovlivhuje zavislost y na x.
* Vyjadfujeme pomoci soucinu x-z.

 Priklad: zavislost platu na délce praxe, kdyz se zjisti, ze smérnice prislusné primky je jina u
muzuU a u Zen.

* Kdyby byly pfimky rovnobezne, byl by vliv velicin delka praxe a pohlavi aditivni. Kazdy rok
praxe by v priméru pfidal stejnou castku k platu muzim i zenam.

* Vliv délky praxe by naopak byl modifikovan proménnou pohlavi, kdyby tyto primérné
prirastky byly u muzu a u zen rizné.

* Model s interakcemi:

=B +[ X1, +[5,X2 + B X1X2+¢,
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Regresni plocha(Response surface, regression surface)

« Model s interakcemi * Model bez interakci — regresni rovina (plane)

Y =0 +[X1+[,X2+[X1[X2 Y =4 +[BX1+[52X2

Y =2+3X1+2X2-5X1X2 Y =2+3X1+2X2

Snaha o co nejjednodussi model, obsahujici jenom vyznamné prediktory

(nezévisle promé&nné) MUNI|RECETOX




T-test, F-test

o t-test: H,:8,=0nebo H,:8,=0
eFtest.:H,:8,=0nebo H,:5=0 nebo H,:B=47=0

« Upozornéeni: opakovany t-test a F-test mohou davat nekonzistentni vysledky

 Podmodel = jednodussi model obsahujici pouze nekteré nezavisle promenné
(signifikantni) puvodniho regresniho modelu.
* S kazdou mocninou veliCiny musi byt v modelu vSechny mocniny nizSiho stupné, se

soucCinem veliCin musi byt v modelu také vSechny slozky tohoto soucinu.
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Strategie hledani vhodného podmodelu

Sekvencni postupy

« Sestupny vybér - Nejprve se spocita nejbohatsSi model, pak se jednotlivé regresory
postupne z modelu vylucuji. V kazdem kroku se vyIucu1e takovy regresor, ktery v daném
modelu nejméné pfispiva k vysvétleni.

* Vzestupny vybér — opak sestupného vyberu. Vyjde se z prazdné mnoziny regresoru, do niz
se pak v kazdém kroku prida vzdy ten z jeste nezarazenych regresoru, ktery v danem kroku
CO mozna nejlépe zlepsi vysvétleni zavisle proménne.

- Krokova (stepwise) regrese - kombinuje oba predeslé postupy. Vzestupny vybér je v
kazdem kroku kombinovan s pokusem o zjednoduseni pomoci sestupneho vyberu.

» Kazda z popsanych metod muze dat jiny vysledny model, kromé jiného zavisi také na volbé
hladin testu.

» Zejména u krokoveé regrese se doporucuje najit nékolik témeér optimalnich modelld a pokusit
se najit mezi nimi ten,ktery ma nejlepsi interpretaci.

* VSechny modely!
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Multikolinearita

* Multikolinearita - Existuji-li zavislosti mezi jednotlivymi nezavisle proménnymi modelu.
Koeficienty determinace linearnich modelu (jedné nezavisle proménné na ostatnich nezavisle
proménnych) jsou vysoké (vétSi nez 0,5). Nezavisle proménné jsou navzajem korelované.

» Odhad regresnich parametrt — velky rozptyl.

* | vyznamné nezavisle proménne se jevi jako nevyznamné, popr. parametry mohou mit
opacné znameénko...

 Obtizna interpretace parametru beta. (Obvykle: Koeficient betal |ze interpretovat jako stfedni
zmenu Y pii jednotkové zmene X1 a nezmeénéne hodnoté X2. Nyni vSak X1 a X2 vzajemne
korelované, proto nelze predpokladat, ze pfi zméné X1 zustane X2 nezménéna.)

* Priklad 1: obvod pasu a vaha vyznamne korelované
 Priklad 2: Vyska platu a dané uzce korelované

« Reseni: méné& proménnych v modelu, vyloudeni korelovanych nezavislych proménnych.
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Umelé promenne (Dummy variables, dummies)

* Vyjadreni nominalni veliCiny s vice nez 2 hodnotami
e j urovni faktoru -> j-1 umélych proménnych (v modelu budto vSech j-1 umélych
proménnych nebo zadna)

Proménna Umelé proménné (staci 3)

Rodinny Otec Matka Stryc Dédecek
prislusnik (0/1) (0/1) (0/1) (0/1)

(4 urovne) (zbyte&na)
,otec” 1 0 0 0
,matka” 0 1 0 0
,Stryc” 0 0 1 0
,dédecek” 0 0 0 1
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Ozon cviceni

» V tomto pfikladu budeme sledovat zavislost denniho méfeni koncentrace ozénu (ppb) na rychlosti vétru
(mile/h), teploté vzduchu (denni maximum ve stupnich Fahrenheita) a intenzité slune¢niho zareni (cal/cm?)
v New Yorku. Soubor obsahuje celkem 111 méfeni, ktera probéhla od kvétna do zafi v roce 1973.

» Pfizemni 0zon je soucasti tzv. fotochemického smogu, ktery se vyskytuje v mistech s intenzivni
automobilovou dopravou. Jeho pavodcem jsou oxidy dusiku emitované jako soucast spalin ze spalovacich
motoru. Plsobenim sluneéniho zafeni se tyto oxidy Stépi a vzniklé radikaly reaguji s kyslikem za vzniku
ozénu. Jeho zvySené koncentrace mizeme tedy oCekavat v letnich mésicich pfi vysSich teplotach. Urcity
narust koncentraci 0zonu Ize ale o€ekavat i za slune¢ného pocasi v chladnéjSich mésicich, pokud jsou
zhorsené rozptylové podminky. Podivame se, zdali jsou tato oCekavani ovéritelna pomoci vySe zminénych
meéreni.
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Vicerozmerné metody
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Vicerozmerne metody

Cluster Analysis

Principal component analysis
Correspondence analysis
Canonical analysis
Discriminant analysis

Factor analysis
Multidimensional scaling

NOoOGak~ON =
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Uvod do vicerozmérnych metod I.

» parametry (vék, pfijem atd.) a kazdy z téchto parametrd mizeme povazovat za jeden rozmér objektu.

» Maticova algebra: Zakladem prace s daty a vypoctu vicerozmérnych metod je maticova algebra,
matice tvori jak vstupni, tak vystupni data a probihaji na nich vypocty.

* NxP matice: N objektl s p parametry pak vytvafi tzv. NxP matici, ktera je prvnim typem vstupu dat do
vicerozmeérnych analyz.

« Asociac¢ni matice: Na zakladé téchto matic jsou pocitany matice asociacni na nichz pak probihaji
dalSi vypocty, jde o Ctvercové matice obsahujici informace o podobnosti nebo rozdilnosti (tzv.
metriky) bud objektd (Q mode analyza) nebo parametrd (R mode analyza).Méfitko podobnosti se liSi

podle pouzité metody a typu dat, nékteré metody umoznuji pouziti uzivatelskych metrik.
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Vstupni matice vicerozmernych analyz

NxP MATICE ASOCIACNI MATICE

1
2
3

— o — o — o — o — O —

parametr
parametr
parametr

objekt 1 objekt 1

objekt 2 objekt 2

objekt 3 objekt 3

objekt 4 objekt 4

objekt 5 objekt 5

objekt 6 I objekt 6 I

Hodnoty parametru pro jednotlivé Korelace, kovariance, vzdalenost,

objekty podobnost
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Uvod do vicerozmérnych metod |1.

SHLUKOVA ANALYZA ORDINACNi METODY
« vytvareni shlukt objektl na zakladé jejich podobnosti
+ identifikace typ( objektd — zjednoduseni vicerozmérného
problému do mensiho poctu
rozmeru

— principem je tvorba novych
rozméru, které lépe vyCerpavaji
variabilitu dat
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Shlukova analyza

« Existuje nékolik typu shlukové analyzy, které se liSi postupem shlukovani.
Shlukovani muze byt hierarchické nebo nehierarchické.

» Hierarchicka shlukova analyza vytvari systém skupin a podskupin tak, ze
kazda skupina muze obsahovat nékolik podskupin niz8iho fadu a sama muze
byt soucasti skupiny vyssSi-ho radu. Vysledek se da graficky znazornit
stromem — dendrogramem.

* Nehierarchicka shlukova analyza (partitioning methods) rozdéli objekty do

nékolika shluku stejného fadu.
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Shlukova analyza

* Vstupni data:
— Tabulka spojitych nebo kategorialnich dat popisujicich respondenty nebo jejich skupiny
* VVystupy analyzy
— Tzv. dendrogram popisujici vazby mezi vzorky nebo parametry
— Rozdéleni respondentd nebo parametrt do daného poctu skupin
* Kritické problemy analyzy
— Velké mnozZstvi parametrt nebo respondentlt v dendrogramu je obtizné interpretovatelné
— Analyza je silné zavisla na zvoleni vhodné metriky vzdalenosti
— Analyza je silné zavisla na shlukovacim algoritmu
— Korelace proménnych
— Prevazeni informace
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Méreni vzdalenosti objektu

Spoijita data

Euklidovska vzdalenost Minkowski (power distance)

» 1[E p)
2 = A -_

> (g = xy0) dy =32 =

k=1

k=1
Vazena euklidovska vzdalenost ® - celé Cislo
® =1 Manhattan (city block)
&, 5 ®= 2 Euklidovska vzdalenost
- Zwk ('xik _xjk)
——————— s mmm—mmm———— Chebychev
| i,j —0znaceni objektu
ld — vzdalenost objektt i a j
— xjk‘

| k— k-ty parametr
L wy = vaha parametru k

|
|
|
: p — pocet parametru :
|
|
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Euklidovska vzdalenost jako zakladni vicerozmerna metrika

Jde o zakladni metrické méfitko vzdalenosti a pocita vzdalenost objektl obdobné jako Pythagorova

véta pocita pfeponu pravouhlého trojuhelniku.

Metoda je citliva na rozdilny rozsah hodnot vstupujicich proménnych (vhodnym feSenim muZze byt

standardizace) a double zero problém. >
= p —
Nema horni hranici hodnot. D, (xl ? x2) \/ZFI (ylj y2j)

Jako dalsi méfritko se pouziva take Ctverec této vzdalenosti. . Jeho nevyhodou jsou semimetrické

vlastnosti.

y21

Dlz(xlﬂx2):2§?:1(ylj _ij)2

y22
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Méreni podobnosti objektu

Binarni koeficienty podobnosti

Objekt 1
O 1 0
S.
% 1 a b
N 0 C d

a, b, ¢, d = pocet pfipadu, kdy souhlasi
binarni charakteristika objektu 1 a 2
a+b+c+d=p

Symetrické binarni koficienty - neni rozdil mezi ptipadem 1-1 a 0-0

Simple matching coefficient

a+d
S(xx,) =——

pP
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Méreni podobnosti objektu

Asymetrické binarni koeficienty — odstranéni double zero

Jaccard's coefficient Sorensen’s coefficient
a 2a
S(xx,)=— S(xx,) =
T a+b+e T 2a+b+e

Rada dal$ich koeficientd davajicich rdznou vahu
jednotlivym kombinacim parametru
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Joining (Tree Clustering) — shlukovaci algoritmy

“Klasicka“ shlukova analyza hierarchicky
spojujici objekty do skupin podle
vzdalenosti v asociaéni matici

N centroid
+ 3 T

Na tuto vzdalenost se pta single linkage
= = ' Na tuto vzdalenost se pta complete linkage

DalSi metody pocitaji s primérnou vzdalenosti vsech objektd shluki nebo
vzdalenosti centroidtl (vzdalenost muze byt vazena velikosti shluka).
Wardova metoda se snazi minimalizovat variabilitu uvnitf shluka.
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Dendrogram

Dendrogram predstavuje graficky vystup shlukové analyzy, kde jsou objekty
propojeny tak, jak postupovalo jejich shlukovani

Tree Diagram for 22 Cases / POp'S analey

Complete Linkage
Euclidean distances

Aoura
Olds

Chrysler
Shlukované D°33§%7
objekty =P oo

N —

Nissan

Audi -
BMW

Eagle
Corvette |
Porsche ‘

0 20 40 60 80 100

Vzdalenost (zde v %) WSS  ©ineomeion
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Shlukova analyza K-means clustering

- K-means clustering se snazi rozdélit objekty do zadaného poctu shluk
tak, aby byla minimalizovana variabilita uvnitf shlukll a maximalizovana
mezi shluky

Before K-Means After K-Means
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Shlukova analyza K-means clustering

« Vzorky jsou na zakladé zadaného poctu shluku rozdéleni
podle kritéria maximalni homogenity shluku

* Rizika analyzy
— P¥i Spatném odhadu poctu shluku dava metoda chybné vysledky

— VypocCet je mozny pouze na Euklidovskych vzdalenostech se
vSemi jejich omezenimi
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Ordinacni analyzy

» Analyza hlavnich komponent, faktorova analyza, korespondencni analyza a
diskriminacCni analyza se snazi zjednodusit vicerozmernou strukturu dat
vypoctem souhrnnych os

* Metody se lisi v logice tvorby techto os
— Maximalni variabilita (analyza hlavnich komponent, korespondencni analyza)
— Maximalni interpretovatelnost os (faktorova analyza)

— Maximalni diskriminace skupin (diskriminacni analyza)
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PCA

* nové (latentni) proménné (hlavni komponenty, principal components) vysvétluji
maximum celkového rozptylu ptuvodnich proménnych, pfipadné maximalné
reprodukuji celkovou kovarian¢ni (nebo korelacni) matici vychozich proménnych

» Matice kovarianci — data jsou standardizovana na prumér, ale je zohlednén rozptyl
primarnich dat-promenné maji srovnatelny vyznam a absolutni hodnota rozptylu
zohlednuje vzajemné vahy promeénnych.

« Matice korela¢nich koeficientu — data jsou standardizovana jak na prumér, tak na
rozptyl, analyza pracuje s jednotkovym rozptylem proménnych a zohlednuje pouze
silu jejich vazby v rozsahu -1 az 1.
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PCA

* Proces hledani hlavnich komponent je postupny

 VVysledkem jsou ortogonalni (nekorelované) faktory

» Hlavni komponenty jsou usporadany podle jejich klesajiciho rozptylu.

* Algebraicky PCA hleda vlastni hodnoty (eigenvalues) a vlastni vektory
(eigenvectors) asociacni matice.

* Prvky vlastnich vektoru jsou vahy puvodnich proménnych, udavaji pozici

objektu vzhledem k novému systému vytvofenému hlavnimi komponentami
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Predpoklady PCA

 mnohorozmeérné normalni rozdeleni proménnych

— na mensSi odchylky od mnohorozmérného normalniho rozdéleni je PCA dostatecné

robustni.

 kvantitativhi proménné- je mozné pro ne vypocitat kovarianci nebo korelaci.
— CastecCneé robustni i pro zpracovani semikvantitativnich a binarnich proménnych
— neni vhodna pro vicestavoveé kvalitativni proménné, na které nelze pouzit euklidovskou

metriku.

 nezavislost pozorovani (objektu)
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Predpoklady a omezeni PCA

* nevhodna pro data obsahuji mnoho nul (double zero problem)
* korelace vetsSich skupiny proméennych
» poCet proménnych by mél byt mensi, nez je poc€et objektu n

* odlehlé hodnoty
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