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Hahn—-Banach Spojitost Druhy dual Banach—Stei

V tejto prednaske budeme pracovat s normovanymi linearnymi priestormi X nad
telesom realnych/komplexnych &isiel T a Studovat vlastnosti linearnych funk-
ciondlov f : X — T. Obzvlast sa budeme zaoberat spojitymi linearnymi
funkcionalmi na normovanych linearnych priestoroch X.

Pre pevny index ko € N je zobrazenie f : I> — T definované f(z) := xx, pre
kazdé x = {x1}22; € I? linearnym funkcionalom na priestore I°.

Priklad 2

Pre dany kompaktny interval [a,b] C R uvazujme linearny priestor X = Cla, b]
spojitych funkcii na [a,b]. Klasickym prikladom linearneho funkcionalu na
priestore X je zobrazenie f : X — R dané predpisom

b
fu) ::/ u(z)y(x)dz, wue X, (1)

kde y € Cla, b] je pevne zvolena funkcia. Podobne i zobrazenie

Oz (u) :=u(zp), ue€X, (2)

kde zo € [a, b] je pevne zvoleny bod, je linearny funkcional na priestore X.
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Definicia 1 (Konvexny funkcional a pseudonorma na linearnom priestore)

Nech X je linearny priestor nad T. Realny funkcional p : X — R sa oznacuje
privlastkom konvexny, ak splha vlastnosti

p(z+y) <p(@) +p(y), p(Az)=Ap(z) pre kazdé z,y € X a A€ [0,00). (3)
Konvexny funkcional p na priestore X, pre ktory naviac plati
p(Az) = |A|p(z) pre kazdée z € X a A€ T, (4)

sa nazyva pseudonorma (seminorma) na linedrnom priestore X.

| A\

Poznamka 1

Z Definicie 1 vyplyva, ze kazdy konvexny funkcional p na linearnom priestore X

splha p(0) = 0 a kazda pseudonorma na X je nezaporna. )

N ET

Prikladom pseudonormy na linearnom priestore X = Bla, b], kde [a,b] C R je
dany interval, je zobrazenie p : X — R dané predpisom

p(f) :=1f(a)l, feX )

Funkcional p v (5) v3ak nie je normou na X, ako mézeme [ahko ukazat.

\
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Hahnova—Banachova veta

Dostavame sa k jednému z najdélezitejSich vysledkov funkcionalnej analyzy. Nas-
ledujace tvrdenie a jeho rbézne varianty tvoria zakladné piliere, bez ktorych sa
namenat, ze nevyhnutnou ingredienciou v dékaze tvrdenia je predpoklad axiomy
vyberu realizovany platnostou Kuratowského—Zornovej lemy (Dodatky, Lema 4).

Definicia 2 (Predizenie linearneho funkcionalu)

Nech X je linearny priestor nad T a A C X je dany linedrny podpriestor. Nech
fa : A — T je linearny funkcional na A. Hovorime, ze linearny funkcional
f : X — T na priestore X je predlzenie (rozsirenie) funkcionalu fa, ak pre
kazdy vektor x € A plati rovnost f(z) = fa(z).

Veta 1 (Algebraicka Hahnova—Banachova)

Nech X je realny linedrny priestor a A C X je dany linearny podpriestor. Nech
p: X — R je konvexny funkciondl na X a fa : A — R je linedrny funkcional
na A, pricom plati fa(x) < p(z) pre kazdy vektor x € A. Potom existuje
linedrny funkcional f : X — R na X, ktory je predlZenim funkcionélu fa a spliia
nerovnost' f(z) < p(x) pre kazdy vektor x € X.

o
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Dokaz Vety 1.

Skér, nez pristapime k dékazu samotnému tvrdenia, odvodime jedno pozorovanie.
Nech y, z € A st [ubovolné vektory. Vdaka konvexnosti funkcionalu p plati

fa(y) = fa(z) = faly—2) <ply—2) =ply+u—z—-u) <p(y+u) +p(-2z -
I
—fa(z) =p(=z —u) < —fa(¥) + p(y +u) pre kazdy vektor u € X.  (6)
Vyuzitim relacie (6) mézeme potom pre [ubovolné u € X definovat &isla
cr(u) i=nf{=fa(y) +p(y +u), y € A}, @)
cs(u) :=sup{—fa(z) —p(-2—w), z € A}. (8)

Zrejme plati cs(u) < cr(u) pre kazdy vektor u € X. Ak podpriestor A = X,
potom predlozené tvrdenie plati trividlne. Predpokladajme preto, ze A C X je
vlastny linearny podpriestor, t.j.,, A C X. Dokazeme, Ze linearny funkcional fa
je mozné predlzit na isty vacsi (v zmysle inklazie) linearny podpriestor A’ C X
tak, aby sa zachovala nerovnost pozadovana vo tvrdeni. Zvolme pevne nejaky
vektor u € X \ A a polozme

A" :=Ling{A,u} ={z+tu, z € A, t €R}. (9)

Mozina A’ v (9) je linearny podpriestor v X splajici A C A’. Zvolme realne
&islo ¢ tak, aby cs(u) < ¢ < ¢r(u), kde cs(u), cr(u) sa pre dany vektor u zave-
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Dokaz Vety 1 (pokracovanie).

dené v (7) a (8). Definujme zobrazenie fa/ : A" — R s predpisom
far(@') :== fa(x) +tc pre kazdy vektor 2’ =z +tu € A’ (10)

Vdaka jednoznaénosti vyjadrenia vektorov podpriestoru A’ v (9) je zobrazenie
fas v (10) zavedené korektne, pricom sa jedna o linearny funkcional na A’, ktory
je v zhode s Definiciou 2 predlzenim funkciondlu fa. Naviac, ukdzeme, Ze plati

far(@') < p(x’) pre kazdé =’ € A’. (11)

Podl'a predpokladov je tato nerovnost splnena na podpriestore A. Vyberme preto
vektor ' € A’ \ A, t,j., v sulade s (9) plati ' = = + tu pre vhodné z € A a
t € R\ {0}. Uvazujme najprv pripad ¢ > 0. Kombinaciou identit (7) a (10) s
nerovnostou ¢ < cr(u) dostavame

/y (10) @
far(@") =" fa(@) +tc < fa(z) +ter(u) < fa(@) +t[—faly) +ply+u)] (12)

pre kazdé y € A. Nasledne, poloziac v (12) y := £ € A a vyuzijuc vlastnosti
funkcionalov f4 a p potom mame

fare) 2 fa@)+t[~fa () +2 (5 +4)] = £a@) = fal@) +p(a+tu) = p(a").

V pripade ¢ < 0 postupujeme analogicky. Pomocou rovnosti (8) a (10) a
nerovnosti cs(u) < ¢ postupne odvodime

o
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Dokaz Vety 1 (pokracovanie).

(®)
Far@) P fa@) +te < fa@) +tes(w) < fa(@) +tl=Fa() —p(—z—w)] (13)
pre kazdé z € A. Majic na zreteli, Ze —t > 0, pre z := ¥ € A ma (13) tvar

14 S Fale)+t [~1a (3) —p (=3 )] = fa@— fa@)+p@+tu) = p(a’).

Ukazali sme teda existenciu predizenia kazdého linearneho funkcionalu, ktory
pbsobi na [ubovolnom vlastnom linearnom podpriestore v X a spliia nerovnost
v zadani tvrdenia. Uvazujme teraz mnozinu U vietkych moznych predlzeni f
linearneho funkcionalu fa, ktoré zachovavaja nerovnost f(x) < p(z) na svojich
definiénych oboroch. Mnozina U/ je zrejme vzhladom na relaciu predizZenia ¢i-
astocne usporiadana. Ak R C U je nejaky retazec, potom linearny funkcional
f. ktory je definovany na zjednoteni definiénych oborov vietkych funkcionalov
z R, a ktory na definicnom obore kazdého z nich nadobdda jeho hodnoty, je
zrejme horné ohranicenie mnoziny R. Podla Kuratowského—Zornovej lemy ma
teda mnozina U/ aspon jeden maximalny prvok f. Jedni sa prave o hladany
linearny funkcional. Z jeho maximality a z prvej €asti dékazu vyplyva, ze f je
nutne definovany na celom priestore X. A kedze f € U, je predizenim linearneho
funkcionalu fa, ktoré splia nerovnost f(z) < p(z) pre kazdé = € X. ]




Hahn—-Banach Spojitost Druhy duél

Poznamka 2

Tvrdenie vo Vete 1 je mozné obohatit nasledujacim dovetkom. Ak konvexny
funkcional p je naviac pseudonorma na priestore X, potom linearny funkcional f
splia nerovnost |f(x)| < p(z) pre kazdé z € X. Skutoéne, plati

—p@) € p-a) < —f(-2) = f(2) <px) = |f@@)| <plz) (14)

pre kazdy vektor x € X.

-

Analogicka algebraickd Hahnova—Banachova veta sa da formulovat i pre kom-
plexny linearny priestor X. V tomto pripade vsak predpoklad konvexnosti funk-
cionalu p musime v kontexte Definicie 1 prirodzene zosilnit na poziadavku, aby
funkcional p bola pseudonorma na priestore X.

Nech X je komplexny linedrny priestor. Potom zobrazenie f : X — C je
komplexny linedrny funkciondl na X prave vtedy, ked existuje redlny linearny
funkcional g : X — R s viastnostou f(z) = g(x) —ig(iz) pre kazdé z € X.

Dokaz Lemy 1.

Nech f: X — C je komplexny linearny funkcional na X. Uvazujme rozklad
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Dékaz Lemy 1 (pokracovanie).

f(z) =Ref(z) +ilmf(z), =z€X, (15)
kde Ref,Imf : X — R sa realne funkcionaly na X. Polozme g := Ref. Realny
funkcional g je linearny na realnom priestore X, ako vyplyva z vypoctov

gz +y) =Ref(z +y) = 5 [fe+9) +TET )] = 5 [£@) + 1) + 7@ + 7]

= [f@+T@] + 3 [f0) +TW)] = 9@ + o), zvex,
9(rx) = Ref () = 2 [100) + FO)] = 5 [M(@) + X7(@)]

_ % [M(@) + X)) = A% [f@) +7@)] =), zeX, reR

Z rovnosti f(iz) = if(z) pre kazdé © € X odvodime vztah medzi realnymi
funkcionalmi Ref a Imf. Konkrétne pomocou (15) dostavame

f(iz) = Ref(iz) +ilmf(iz), if(z) =iRef(z) —Imf(z), z€ X
4
Ref(z) = Imf(iz), Imf(z) = —Ref(iz), z€ X. (16)

Z druhej rovnosti v (16) mame Imf(xz) = —g(iz), z Eoho podla (15) ziskame
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Dékaz Lemy 1 (pokracovanie).

f(x) = g(z) — ig(iz) pre kazdé x € X. Naopak, ak g : X — R je linearny
funkcional na readlnom priestore X, potom zobrazenie f(z) := g(x) — ig(iz) je
komplexny linearny funkcional na komplexnom priestore X. Skutocne, plati

fle+y) =gz +y) —ig((z +y)) = g9(=) + g(y) — ig(iz) — ig(iy)
= g(z) —ig(iz) + g(y) — ig(iy) = f(z) + f (),
fz) = f((a +iB)z) = g (o +iB)z) — ig (i(a + iB)z)
= ag(z) + Bg(iz) — iag(iz) + iBg(x)
= (a+iB) (g(z) —ig(iz)) = A (g9(z) — ig(iz)) = Af(),
pre kazdé z,y € X a A = a + i € C. Dokaz je hotovy. ]

| A\

Veta 2 (Algebraicka Hahnova—Banachova)

Nech X je komplexny linedrny priestor a A C X je dany linedrny podpriestor.
Nech p : X — R je pseudonorma na X a fa : A — C je linearny funkcional
na A, pricom plati |fa(z)| < p(x) pre kazdy vektor x € A. Potom existuje
linearny funkcional f : X — C na X, ktory je predlZenim funkcionalu fa a spiha
nerovnost' |f(x)| < p(z) pre kazdy vektor x € X.

i
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Dokaz Vety 2.

Nech g4 : A — R je realny linearny funkcional na redlnom podpriestore A, ktory
odpoveda funkcionélu fa v kontexte Lemy 1, t.j., plati

fa(z) = ga(z) —iga(iz), =z € A. (17)
Z reprezentacie v (17) a z predpokladov tvrdenia mame nerovnost
lga(@)| < |fa(@)| < [p(z)], =€ A (18)

Podla Vety 1 a relacie (14) v Poznamke 2 z nerovnosti (18) vyplyva, Ze existuje
realny linearny funkcional g : X — R na realnom priestore X, ktory je predizenim
funkcionalu ga a splha |g(z)| < p(x) pre kazdé x € X. Uvazujme zobrazenie

f(z) :=g(z) —ig(iz), =€ X. (19)

V silade s Lemou 1 je funkcia f : X — C komplexny linearny funkcional na
komplexnom priestore X. Vzhladom na (17) sa jedna o predlzenie funkcionalu
fa na cely linearny priestor X. Zvolme vektor z € X a vyberme ¢ € [—7,7)

tak, ze f(z) = |f(z)|e'?. Potom f(e ¥z) = e ' f(z) = |f(x)| je realne &islo,
a tak v sulade s (19) plati f(e '?z) = g(e *x). Nasledne dostavame

1£(2)] = fe™°2) = g(e™%x) < p(e°z) € |e=| p(z) =p(z).  (20)

Nakolko vektor € X bol vybrany lubovolne, nerovnost (20) plati pre kazdé
x € X. Linearny funkcional f splha zavery tvrdenia a dokaz je kompletny. W
o
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Spojitost Druhy dual Banach-Ste

V dalSej €asti prednasky sa budeme zaoberat spojitymi linearnymi funkcionalmi
na linearnych normovanych priestoroch nad danym telesom T.

Definicia 3 (Ohranicenost funkcionalu)

Nech X je normovany linearny priestor nad T s normou || - || a f : X — T
je funkcional. Hovorime, ze funkcional f je ohraniceny, ak obraz f(A) kazdej
mnoziny A C X ohranicenej v norme || - || je mnozina ohranicena v priestore E.

| A\

Veta 3

Nech X je normovany linearny priestor nad T s normou || - || a f : X — T je
linearny funkcional. Potom funkcional f je spojity na priestore X prave vtedy,
ked' je spojity aspon v jednom bode xz € X.

-

Dékaz Vety 3.

Staci zrejme dokazat platnost implikacie “<", nakolko implikacia “=" je tri-
vialna. Prepdokladajme, Ze linearny funkcional f je spojity v nejakom vektore
2 € X. Zvolme £ > 0. Potom existuje § > 0 s vlastnostou

ak pre & € X plati ||z — z|| < §, potom |f(Z) — f(z)| < e. (21)

Nech y € X je [ubovolny vektor a uvazujme § € X také, ze ||§—y|| < §. Kedze
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Dokaz Vety 3.

(g —y+z)—z| = || —yl| <4, v sulade s linearitou f a relaciou v (21) plati

| (21)

1F@) = f@I =1F@) - f@) + F@)] = @) = f@ -y +2) - f(z)] <e

Funkcional f je teda spojity v y. Nakol'ko vektor y € X bol vybrany [ubovolne,
zobrazenie f je spojité na celom priestore X, ¢o kompletizuje dokaz. |

| A\

Veta 4

Nech X je normovany linedrny priestor nad T s normou || - || a f : X — R je
linearny funkcional. Potom funkcional f je spojity na priestore X prave vtedy,
ked' je ohraniéeny na nejakom okoli nulového vektora.

>

Dokaz Vety 4.

Ak linearny funkcional f je spojity na priestore X, tak potom je spojity i v
nulovom vektore. Obzvlast, pre ¢ = 1 mame zaruceni existenciu €isla § > 0
takého, ze plati |f(z)] = |f(z) — f(0)] < 1 pre kazdy vektor z € X splna-
juci ||z]] < §. To znamena, ze funkcional f je ohranieny na otvorenej guli
B(0,5). Naopak, predpokladajme, ze funkcional f je ohranieny na nejakom
okoli nulového vektora, t.j., existuja kladné realne Cisla ¢, r s vlastnostou
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Doékaz Vety 4 (pokracovanie).

[f(x)| <c pre kaidy vektor z € B(0, ). (22)
Zvolme [ubovolne € > 0 a polozme 6 := Potom pre kazdé z € X také, ze
llz|| <9, plati || £ z|| = £ ||z]| <r, a tak vektor S € B(0,7). Nasledne
(22) &
@) - FOI = @] = |2 £ (S2)| = 2|7 (S2)| < Ze=e,

a tak funkcional f je spojity v nulovom vektore. Napokon, podla Vety 3 je
zobrazenie f spojité na celom priestore X. Dékaz je hotovy. |

Poznamka

N
|
A\

Vysledky Viet 3 a 4 predstavujia fundamentalnu vlastnost linearnych funkcionélov
pésobiacich na normovanych linearnych priestoroch. Konkrétne, spojitost daného
linearneho funkcionalu na priestore X je ekvivalentna s jeho ohranicenostou na
nejakom okoli nulového vektora.

-

Priklad 4 (Normované linearne priestory konecnej dimenzie)

Nech X je konecno rozmerny normovany linearny priestor nad T s normou || - ||.
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Priklad 4 (Normované linearne priestory konecnej dimenzie)

Potom kazdé zobrazenie f € X~ je spojité na X. Toto pozorovanie je dosledkom
skutocnosti, ze kazdé dve normy na danom normovanom linedrnom priestore si
ekvivalentné. Oznac¢me n := dim X a uvazujme linearny funkcional f : X — T.
Nech B = {z1,...,2z,} C X je nejakd pevna Hamelova baza priestoru X.
Potom pre kazdy vektor x € X plati

F@) =M f@) 4+ A f(@n), kdez=Xai+-Anzn, (23

t.j., n-tica (A1,...,\2) € T" predstavuje saradnice vektora x vzhladom na
Hamelovu bazu B. Polozme M := max{|f(zx)|, k € {1,...,n}} a uvazujme
na linedrnom priestore X suctovii normu tvaru

ol := Al +-+ Anl, z=Xz14 - Anzn. (24)

Nie je tazké overit, ze zobrazenie ||-||1 v (24) je skutoéne normou na X. Ukazeme,
ze funkcional f je ohraniceny vzhladom na normu || - |[[1. Skutocne, pre kazdy
vektor © € X postupne mame

(23) (24)

(@) ="M fzr) + -+ A flen)] S M (Al +- -+ [An]) = Mllzll1. (25)
Nerovnost v (25) znamend, ze linearny funkcional f je ohranieny na kazdom
okoli nulového vektora. Podla Vety 4 je zobrazenie f spojité v normovanom
linedrnom priestore (X, || - ||1). A nakolko normy || - || a || - ||x st ekvivalentné,
linearny funkcional f je spojity na priestore X i vzhladom na normu || - ||.
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Vysledok Vety 4 umoziuje zaviest vyznamni charakteristiku spojitych linearnych
funkcionalov na normovanych linearnych priestoroch.

Definicia 4 (Norma linearneho funkcionalu)

Nech X je normovany priestor nad T s normou || - || a f : X — T je spojity
linearny funkcional. Hodnota definovana predpisom
l£1 == sup{|f(z)], = € X, [lz]| <1} (26)

sa nazyva norma linearneho funkcionalu f.

Poznamka 4

| A\

Spojitost a linearita zobrazenia f podla Poznamky 3 zaruéuji, ze funkcional f je
ohraniceny na nejakom okoli nulového vektora. V kontexte Definicie 3 je preto
Cislo v (26) kone€né a nezaporné pre kazdy spojity linearny funkcional f € X™.
Nie je tazké ukazat, ze normu || f|| v (26) mozno ekvivalentne vyjadrit v tvaroch

17 = sup{lf(@)], = € X, Jlzll = 1}, ||f||:sup{M zeX\{O}}. (27)

Il ”

Obzvlast, z druhej formuly v (27) vyplyva délezita nerovnost

F@) < 1]l llz] pre kazdy vektor = € X. (28)

o
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Priklad 5

V Priklade 4 sme ukazali, ze v normovanom linearnom priestore X konecnej
dimenzie je kazdy linearny funkcional spojity na X. Uvazujme dim X =n € N
a zvolme nejakii pevnii Hamelovu bazu B C X. Ak na priestore X uvazujeme

stctovl normu || - ||1 definovand v (24), potom vzhladom na nerovnosti (25) a
(28) pre kazdy linearny funkcional f € X* plati || f||: < M, kde &islo
M := max{|f(u)|, uw € B}. (29)

Na druhej strane, M =

| f(uo)| pre nejaky vektor up € B a ||uo|lr = 1 podla
(24), preto v silade s (26)

mame ||f|l1 > M. Preto dostavame rovnost

I = M 2 max{|f(u)], u € B}. (30)

Analogicky sa da odvodit, ze ak v priestore X uvazujeme maximalnu normu

||l := maxuer |Au|, kde & = > ¢ Ayu, odpovedajiica norma kazdého
linearneho funkcionalu f € X™ ma tvar
Iflleo = D 1f(w)l- (31)
ueB

Napokon pre euklidovski normu [|zl2 = (3 ,c5 |)\u|2)%, kde z = 3 o5 Auts,

odvodime, ze || fll2 = (X .cn |f(u)|2)% pre kazdy linearny funckional f € X*.

o
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Priklad 6

Pre dany intervale [a, b] C R nech Br|a, b] je mnozina vsetkych realnych funkcii,
ktoré s definované, ohranicené a lebesgueovsky integrovatelné na intervale [a, b].
Z predchadzajicich prednasok vieme, ze Brla,b] je realny linearny priestor, na
ktorom je mozné zaviest normu

|ul|g := sup |u(z)|, u € Brla,b]. (32)

a,

Uvazujme linearny funkcional f : Br[a,b] — R tvaru

b
fuw) ::/ u(z)dz, wu € Bjla,b]. (33)

Funkcional f v (33) je ohraniceny na istom okoli identicky nulovej funkcie na
[a,b], kedze pre kazdé u € Br[a, b] splhajice ||ul|z < 1 plati

/ab u(x) dz

Zobrazenie f je teda podla Vety 4 spojité na priestore Bi[a,b]. Obzvlast, v
stlade s (26) vyplyva z nerovnosti (34) pre normu || f|| odhad ||f|| < b — a. Na
druhej strane, pre konstantni funkciu u(z) = 1 na [a, b] podla (32) a (33) plati
llullz =1 a |f(u)| = b — a, takze norma funkcionalu f splia ||f|| = b — a.

33)

|f ()l

b (32) b
g/ u(z)|dz < ||u||B/ dz<b—a  (34)
a \</1—’ a
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Da sa ukazat, ze linearny funkcional f v (1) z Prikladu 2 je spojity na nor-
movanom linearnom priestore (Cla, bl, || - ||c), pri€om pre jeho normu plati

b
171 = [ @) da. (35)

Poznamka 5 (Geometricky vyznam normy spojitého linearneho funkcionalu)

Nech X je normovany linearny priestor nad T s normou || - || a f: X — R je
nenulovy spojity linearny funkcional. Mnozina
Ef ={z e X, f(z) =1} (36)

je nadrovina v linedrnom priestore X rovnobezna s podpriestorom Ker f (Do-
datky, Poznamka 18). Nech d je vzdialenost vektora 0 od mnoziny Ey, t.j.,

Nie je tazké ukazat, ze mnozina E¢ v (36) je uzavreta v normovanom linedrnom
priestore X, a kedze zrejme 0 & Ey, Cislo d > 0. Dokazeme rovnost
1

d= T (38)

o



Hahn-Banach Spojitost 4 Druhy duél Banach—

Poznamka 5 (Geometricky vyznam normy spojitého linearneho funkcionalu)

kde ||f|| je norma funkcionalu f definovana v (26). Skutocne, vzhladom na
charakter mnoziny E v (36) podla nerovnosti (28) plati

1= \f(x)| ||f|| [|z||, atak ||z|| > — i ” pre kazdé = € Ey, takze d > — ||f||

v stlade s (37). Na druhej strane, z druhej identity v (27) v Poznamke 4 vyplyva,
ze pre kazdé kladné &islo £ < || f|| existuje nenulovy vektor z € X s vlastnostou

(39)

0<ifl—e< O (40)

ll=]]
Polozme & := +. Kedze f(#) =1 a ||Z]| = Jgh, vyuzijic (36) a (40) mame
R R e
takze v zhode s (37) plati d < m Napokon, limitovanim tejto nerovnosti
pre ¢ — 0T dostavame d < “ 7. €o zavrSuje dokaz formuly (38). Vidime teda,

Ze normu kazdého nenulového spojitého linearneho funkcionalu f pésobiaceho
na normovanom priestore X mozno geometricky interpretovat ako prevrateni
hodnotu vzdialenosti nadroviny Ef v (36) od nulového vektora v X.

.
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Priklad 8

Aplikujic vysledok (38) odvodeny v Poznamke 5 na Priklad 5 dostavame, ze
vzdialenost mnoziny vsetkych rieSeni linearnej rovnice

a1z1+ - -+ anzn =1, (a1,...,an) €T\ {0}, 2 €T, ke({l,...,n},

od nulového vektora je rovna W Podobne, v Priklade 6 plati, ze
w124 t|an

vzdialenost mnoziny vetkych funkcii u € Br[a, b] splhajtcich fab u(z)dz =1 od

funkcie identicky nulovej na intervale [a, b] je rovna &islu .

A\

Veta 5 (Hahnova—Banachova pre normované linearne priestory)

Nech X je normovany linedrny priestor nad T s normou ||-||, A C X je normovany
podpriestor a fa : A — T je spojity linedrny funkcional na A. Potom existuje
spojité prediZenie f : X — T funkcionalu fa na cely priestor X, ktoré zachovava
normu funkcionalu fa, t.j., plati rovnost || f|| = || fa|la-

A\

Déokaz Vety 5.

Oznaéme c := ||fal|la a definujme funkcional p : X — R predpisom

p(x) :=cllz|, =€ X. (42)

A\
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Dékaz Vety 5 (pokracovanie).

Z vlastnosti normy ||-|| vieme, ze zobrazenie p v (42) je pseudonorma na priestore
X, pricom podla (28) plati pre kazdy vektor z € A nerovnost

8 (42)
|fA(93)| lfallallzll = cllzll "= p(z). (43)
Na zaklade Vety 1 v kombinacii s Poznamkou 2 a Vety 2 mame zaruceni exis-
tenciu predlzenia funkcionalu fa na cely priestor X, ktoré zachovava nerovnost
(43). Presnejsie, existuje linearny funkcional f : X — T s vlastnostami

f(x) = fa(z) pre kazdé z € A a |f(z)| < p(x) = c||z|| pre kazdé = € X. (44)

V salade s (44) a Definiciou 3 je funkcional f ohrani¢eny na okoli nulového
vektora, a teda podla Vety 4 je spojity na X. Obzvlast, z druhej rovnosti v (27)
a nerovnosti v (44) vyplyva, ze ||f|| < c. Na druhej strane, plati ¢ = ||falla,
A C X a f= fa na podpriestore A. Preto mame

(26

26
¢ @ sup{|f(@)], = € A, |lzl| < 1} < sup{|f(2)], = € X, [z < 1} B

IA1-
To dokazuje, ze plati rovnost || f|| = [[fal|a. Dokaz je kompletny. [ ]

i

nova—Banachova veta. Dodajme, ze tvrdenie sa standarne formuluje pre pripad
realneho normovaného linedrneho priestoru X.
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Désledok 1

Nech X je normovany linearny priestor nad T s normou ||-|| a zo € X je nenulovy
vektor. Potom existuje spojity linedrny funkcional f : X — T splnajici

f(xo) = llwoll & [Ifll =1. (45)

Dékaz Désledku 1.

Oznaéme A := Lint {zo} a definujme zobrazenie f4 : A — T dané predpisom

| A\

fa(z) == X|zo|| pre z = Azo € A. (46)

Linearny podpriestor A C X je nenulovy a uzavrety v normovanom priestore X
a zobrazenie fa v (46) je ohraniceny linearny funkcional na A, nakolko

46
4@ E A llzoll = [IAzoll = lal|  pre kazde z = Az € A. (47)

Podla Vety 4 je preto funkcional fa spojity na priestore A. Naviac, pre jeho
normu || falla vzhladom na A plati

27 47
Ifalla B sup{|fa(@)l, @ € 4, [l2]l = 1} © sup{Jjall, @ € A, |la]| = 1} = 1. (48)

Podla Vety 5 existuje spojity linearny funkcional f pésobiaci na celom priestore
X a splnajaci rovnosti v (45). Dokaz je kompletny. ]

i



Hahn—-Banach Spojitost Druhy dual Banach-Steinh

Poznamka 6

Z Désledku 1 vyplyvaji dva vyznamné vysledky. Prvy z nich je zaruka existen-
cie aspon jedného netrivialneho spojitého linearneho funkcionadlu f : X — T
pre kazdy nenulovy normovany linearny priestor X nad T. Druhy vysledok je
skutocnost, ze mnozina vsetkych nenulovych spojitych linearnych funkcionalov
pésobiacich na danom nenulovom normovanom linedrnom priestore X je “dosta-
toéne bohatd”. Presnejsie, pre lubovolné dva rézne vektory z,y € X vzdy
existuje spojity linearny funkcional f : X — T, ktory ich oddeluje, t.j., plati
f(x) # f(y). Vyplyva to z Désledku 1, v ktorom staci polozit zo := z — y.

- -

Désledok 2

Nech X je normovany linedrny priestor nad T s normou ||-||, A € X je normovany
linedrny podpriestor a zo € X \ A je dany vektor. Oznaéme d := p(A, o) > 0.
Potom existuje spojity linearny funkcional f : X — T splrajaci

f(z) =0 pre kazdé x € A, f(zo)=d a |f]|=1 (49)

-

Dékaz Désledku 2.

Postupujeme podobne ako v dékaze Désledku 1. Uvazujme linearny priestor
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Dékaz Désledku 2 (pokracovanie).

A:=Ling{A zo} = {y + \xo, y€ 4, A T}. (50)
Priestor A je normovany linedrny podpriestor v X, t.j., mnozina A je uzavreta

v X. Vdaka predpokladu zo ¢ A je reprezentacia prvkov mnoziny Av (50)
jednoznaéna. Z definicie vzdialenosti d = p(A, zo) dostavame

0<d<|zo—y| prekazdéy € A. (51)
Na podpriestore A uvazujme funkcional fi s predpisom

fi@)=xd, =@ y+rmoed, yed, reT (52)

Nie je tazkeé overit, ze f; v (52) je linearny funkcional na A splhajaci f;(z) =0
pre kazdy vektor z € A a f;(zo) = d. Naviac, pre kazdy vektor z € A\ A plati

(52) |>\\d (50) Al d Al d
[fz(x)| =" |Ald [l ——— 2| = 7 Izl
A D lly + Aol AL (1% + 2ol
d 51) 4
= ——rllEl < = llzll =z, (53)
f[zo = (=) d

pricom predposlednom kroku sme vyuZili fakt, Ze vektor —% € A. Z nerovnosti
(53) v salade s Definiciou 3 mame, ze linearny funkcional f; je ohraniceny. Pod-
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Dokaz Désledku 2 (pokracovanie).

la Poznamky 3 je teda zobrazenie f spojité na A. Naviac, pre normu £zl 2
vzhladom na A pomocou odhadu (53) a toho, ze f;(A) = {0} C T, dostavame

154015 2 sup { £ ﬁiﬁ”

Na druhej strane, existuje postupnost {yx}se; C A s vlastnostou

_ (53)
,zeA\{O}} < (54)

lim |lzo —yk|| = lim p(zo,yx) = d. (55)
k—oo k—oo

Nakolko o — yi € A pre kazdé k € N, z vlastnosti funkcionalu fi mame

Jim fz(zo —yk) = lUm [fz(w0) — fz(yx)] = lim fz(zo0) =d, (56)
0 d
(28) _
|fA(CC() e yk)\ S IIfA”A ||CC() o yk|| pre kaidy index k e N. (57)

Limitovanim nerovnosti (57) pre k — oo a vyuzitim relacii (55) a (56) ziskame
d < ||fillad, a tak 1 < ||fzll 4. Preto norma | f4||z = 1. Napokon Veta 5
zaru€uje existenciu spojitého predizenia f : X — T funkcionalu fz, ktoré splha
Ifll = If4llz = 1. Dékaz je kompletny. [ |

i

Tvrdenie Désledku 1 je 3pecialnym pripadom Désledku 2 pre A := {0} C X.
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Obsah

9 Dualne priestory
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V tejto sekcii budeme analyzovat mnozinu vsetkych spojitych linearnych funkci-
onalov na danom normovanom linearnom priestore (X, || -||) nad danym telesom
T. Jedna sa zrejme vzdy o podmnozinu algebraického dualneho priestoru X
(Dodatky, Definicia 14). Nie je tazké si premysliet, Ze mnozina vietkych spojitych
linearnych funkcionalov na priestore X vytvara linearny podpriestor v X* nad T.

Definicia 5 (Dualny priestor normovaného linearneho priestoru)

Nech X je normovany linearny priestor nad T. Linearny priestor vietkych spo-
jitych linearnych funkcionalov f : X — T sa nazyva dualny priestor/adjungovany

priestor priestoru X a oznacuje sa symbolom X'.
- ot

Veta 6

Nech X je normovany linearny priestor nad T s normou || - ||. Potom dualny
priestor X' zavedeny v Definicii 5 je je normovanym linedrnym priestorom

vzhladom na normu definovani predpisom (26) v Definicii 4.
- -

Dokaz Vety 6.

Ukazeme, ze zobrazenie definované v (26) je skutoéne normou na priestore X’.
Zrejme ||f]| > O pre kazdé f € X', pricom v sulade s (27) plati || f]| = O prave
vtedy, ked f(z) = 0 pre kazdy vektor z € X, t.j., f je nulovy funkcional na X.

~
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Déokaz Vety 6 (pokracovanie).

Rovnost [[Af]| = |A|||f]| pre kazdé f € X' a kazdé A € T je podla (26)
evidentna. Napokon dokazeme platnost trojuholnikovej nerovnosti. Zvolme dva
funkcionaly f,g € X'. V sulade s prvou formulou v (27) mame

17 + ol & sup{|f(2) + 9(@)], @ € X, [la]l = 1}. (58)

Pre kazdy vektor z € S(0,1) plati [f(x)| < ||f]] a |g(z)] < ||g|l, a tak nasledne
[f (@) + g(@)| < |f(z)] + 9(=)] < [Ifll + llgll, =€ S(0,1). (59)
Kombinaciou (58) a (59) ziskame nerovnost ||f + g|| < || f]l + llgll- [ |

Priklad 9 (Dualne priestory normovanych priestorov konecnej dimenzie)

V Prikladoch 4 a 5 sme skamali linedrne funkcionaly na normovanom linearnom
priestore (X, || - ||) kone€nej dimenzie. V kontexte Definicie 5 mdzeme konstato-
vat, ze vzhladom na kazdi dand normu || - || plati X’ = X*, t.j., linedrny pod-
priestor X’ vzdy splyva s algebraickym dualnym priestorom X*. V Priklade 10
dokazeme, ze pre kazdy dualny priestor X', t.j., vzhladom na kazda normu || - ||
v X, plati dim X’ = dim X. To znamena, Ze dudlny priestor (X',| - ||) je
homeomorfny s (X, || - ||). Obzvlast, dualne priestory k normovanym linedrnym
priestorom s rovnakym podkladovym priestorom st vzajomne homeomorfné.
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Veta 7 (Uplnost duélneho priestoru)

Nech X je normovany linearny priestor nad T s normou || - || a X' je dudlny
priestor. Potom X' je Banachov priestor vzhladom na normu v (26).

Dékaz Vety 7.

| A

Nech {fx}221 C X’ je cauchyovska postupnost spojitych linearnych funkcionalov
na priestore X, t.j., pre kazdé € > 0

existuje n. € N tak, Ze pre kazdé dva indexy n,m > n. plati ||fn — fm| <e. (60)

Vyuzitim nerovnosti (28) pre kazdé dva indexy n,m > n. dostavame

(28) (60) L
|fn(@) = fm(@)| < lfn = Fmllllzll < ellz]l pre kazdy vektor z € X.  (61)

Z relacie (61) ihned vyplyva, ze pre kazdy pevny vektor z € X je Ciselnd pos-
tupnost {fx(z)}7; cauchyovska, a teda vdaka Gplnosti euklidovského priestoru
E i konvergentna. Existuje preto funkcional f : X — T dany predpisom

f@) = lim fo(z), @€ X. (62)
k— o0
Ukazeme, ze f € X', t.j., Ze zobrazenie f je spojity linearny funkcional na X.

Linearitu zobrazenia f mozno lahko vidiet z jeho definicie v (62) a z linearity
funkcionalov fi, k € N. Naviac, limitovanim nerovnosti (61) pre n — co mame

o



Spojitost Druhy dual Banach-

Dékaz Vety 7 (pokracovanie).

|f(z) — fm(z)| < e|lz|| pre kazdy index m > n. a kazdé =z € X. (63)
Podla (63) a Definicie 3 je preto pre kazdé pevne zvolené ¢ > 0 linearny
funkcional f — f,, pre m > n. ohraniceny na okoliach nulového vektora, a teda
v siilade s Vetou 4 je spojity na celom priestore X. Vdaka spojitosti kazdého z
linearnych funkcionalov fi, k € N, na X je potom spojity i linearny funkcional
f=(f— fm)+ fm, m > n., na priestore X. Takze skutoéne f € X’ v zhode
s Definiciou 5. Napokon dokazeme, Zze uvazovana postupnost {fi}32; konver-
guje podla (62) k funkcionalu f nielen bodovo na X, ale i v norme dualneho
priestoru X’. Kombinaciou druhej formuly v (27) a nerovnosti (63) dostavame,
ze pre kazdé m > n. je

| (@) = fm ()]
lll

To znamena, ze postupnost {fr}7>, je konvergentni v norme priestoru X' s
limitou f € X’. Dualny priestor (X', || - ||) je teda aplny a dékaz je hotovy. W
o

1= fll 2 sup { rex\(o} < (64)

Poznamka 7

Poznamenajme, Ze vysledok Vety 7 plati pre kazdy normovany linearny priestor
X bez ohladu na to, &i je alebo nie je Banachov priestor. Specialne, ak priestor
i




Hahn—-Banach Spojitost a Druhy duél Banach-Steinh

X nie je Gplny a X oznaéuje jeho aplny obal, potom sa da dokazat, ze odpoveda-
jace dualne priestory X’ a X' st izometricky izomorfné. Hlavna myslienka je
zalozena na skutocnosti, ze pre kazdy funkcional f € X' existuje jediné spo-
jité predizenie f € X' splnajuce ||fllx = ||fllx. Naopak, zizenim kazdého
funkcionalu f € X na priestor X dostaneme spojity linearny funkcional f na X.
Priradenie f — f preto sprostredkovava izometriu dualnych priestorov X’ a X'.

| A\

Veta 8

Nech X je normovany linedrny priestor nad T s normou || - || a X' je dualny
priestor. Ak (X',|| - ||) je separabilny normovany linedrny priestor, potom aj
normovany linearny priestor (X, || - ||) je separabilny.

>
| A\

Dékaz Vety 8

Predpokladajme, Zze dualny priestor (X',|| - ||) je separabilny. Kazda mnozina
A C X' je ako metricky podpriestor separabilna. Teda aj jednotkova sféra
5'(0,1) :={f € X', |Ifll = 1} (65)

je v (X', ]l-]|) separabilna. Nech {fx}7>; C S’(0,1) je postupnost, ktora je hus-
. o
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Dékaz Vety 8 (pokracovanie).

td v mnozine S’(0,1), t.j., pre kazdy funkcional f € S’(0,1) a kazdé ¢ > 0
existuje index k € N tak, ze plati nerovnost
If = fell <e. (66)
Nakol'ko kazdy z funkcionalov fi, k € N, ma jednotkovi normu, v stlade s prvou
rovnostou v (27) mame
sup{|fx(z)|, z € X, ||z]| =1} =1 pre kazdé k € N. (67)

Z rovnosti (67) a z vlastnosti supréma nasledne vyplyva, ze pre kazdy index k € N
existuje vektor z; € X taky, ze

lowll =1, 1faten)l > 5. (68)

Uvazujme racionalny linearny obal postupnosti {z};2; C X zostrojenej v (68)
vzhladom na priestor X, t.j.,

A :=Ling {z}, k € N}. (69)

Mnozina A v (69) predstavuje subor vsetkych koneénych linearnych kombinacii
vektorov x, k € N, s racionalnymi koeficientami. Nie je tazké si premysliet, ze
A je najviac spocitatelna mnozina. Ukazeme, ze mnozina A C X je husta v
priestore (X, || - ||), t.j., plati X = A. Predpokladajme, ze A C X. Potom mno-

o
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Dékaz Vety 8 (pokracovanie).

zina X \ A je neprazdna. Zvolme nejaky vektor y € X \ A. Podla Désledku 2
(pre A := A a mo := y) existuje spojity linearny funkcional f na X splnajaci
vlastnosti v (49), t.j.,

f(z) =0prekazdé z € A, f(y) =p(4,y) >0, |fll=1 (70)

Obzvlast, v sulade s (65) a (69) plati f € S'(0,1) a f(zx) = 0 pre kazdé k € N.
Vyuzijuc relacie v (28) a (68), pre kazdi index £k € N mame

1 (68)
5 < filew)l = |[fu(ar) = f@] + F@r)] < |fe(r) = flar)l + |£ (@)
~—
0
(28) (68)
= |fr(er) = fler)l < lfe = Fllllzell =" 11fx = fII-
Posledna nerovnost je vsak v rozpore s odhadom (66) pre hodnotu ¢ = 1. To
znamena, ze spocitatelnd mnozina A v (69) je husta v X, €o nasledne implikuje
separabilitu priestoru (X, || - ||). Dokaz je kompletny. [ |

| A\

Poznamka 8

Je nutné zdéraznit, ze opacné tvrdenie k Vete 8 vo vSeobecnosti neplati, t.j.,
dualny priestor X’ separabilného priestoru X nemusi byt nutne separabilny.

o
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Jednou zo zakladnych a délezitych aloh funkcionalnej analyzy je stanovit vsetky
spojité linearne funkcionaly na danom normovanom linearnom priestore (X, || - ||)
nad telesom T, t.j., popisat duélny priestor (X', || - ||). V nasledujicm tvrdeni
klasifikujeme vsetky spojité linearne funkcionaly na Hilbertovom priestore.

Veta 9 (Fréchetova—Rieszova reprezentacna)

Nech X je Hilbertov priestor nad T so skalarnym sicinom (-,-) a indukovanou
normou || - || a nech X' je dudlny priestor. Potom pre kazdy spojity linearny
funkcional f € X' existuje jediny vektor zy € X s vlastnostou

f(x) = (x, x¢) pre kazdéx € X a || f|| = ||lzy]- (71)

| A

Dékaz Vety 9.

Nech f € X’ je dany nenulovy spojity linearny funkcional. Vdaka spojitosti a
linearite zobrazenia je jadro Ker f je uzavrety linearny podpriestor v X s kodi-
menziou 1 (Dodatky, Veta 28). Z vlastnosti Hilbertovho priestoru X nasledne
vyplyva, ze X = Ker f @ (Ker f)*, pricom dim (Ker f)* = 1. Preto bez ujmy
na vieobecnosti existuje nenulovy vektor zo € (Ker f)* s f(zo) = 1 taky, ze
kazdy vektor z € X sa da jednoznacne vyjadrit v tvare (Dodatky, Veta 26)

z = f(z)zo+y, y&Kerf (72)

Definujme vektor ¢ € X predpisom
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Dokaz Vety 9 (pokracovanie).

o

Tpi=—0 (73)
T Tzl
Vyuzitim vlastnosti skalarneho sacinu (-, -) pre kazdé z € X plati
2),(73 1
(z, z7) L) <f<x) 20+, &> = IO, o)+ —L (y, o)
2o/~ ol faol? L2
f(x
= O eol? = (@), (74)
[lzol|

¢o ihned dokazuje prva formulu v (71). Obzvlast, pomocou reprezentacie v (74)
a Cauchyho—Schwarzovej—Bunakovského nerovnosti dostavame

[f(@)] = [{z, zf)| < ||lz||||[zf]| pre kazdy vektor z € X. (75)

V zhode s druhou formulou v (27) lahko vidime, Ze podla (75) pre normu || f]|
plati ||f|| < |lz#||. Na druhej strane,

. |f(=y)l
If(zp)l = [eg, zp) = llzgl?,  takze L2 = oy,
ll sl
a teda, opat podla (27), mame ||z¢|| < ||f]]. Preto ||f]| = ||zf|, ukazajac

druht identitu v (71). Zostava overit jednoznacnost vektora x5 v (73) pre dany
funkcional f. Ak vektor z; € X splna f(z) = (z, «;) pre kazdé = € X, potom

o
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Dékaz Vety 9 (pokracovanie).

so zretelom na (74) plati (z, z;) = (=, ), a tak (z, 2y —x;) =0 na H. Ob-
2viast, |2 —af|® = (2 —ay, 2y —x5) = 0, a tak s = 5. Napokon, dodajme,
Ze v pripade nulového linearneho funkcionalu f = 0 na X pre odpovedajici vektor
xy v (71) plati zy = 0. Dékaz je teraz Gplny. [ |

Poznamka 9

| A

Z vlastnosti skalarneho saéinu (-, -) vyplyva, ze pre kazdy dany vektor y € X je
zobrazenie f, dané predpisom

fy(m) = <I7 y>7 S X7 (76)
spojity linearny funkcional na X, t,j., f, € X’. Podla Vety 9 je priradenie
Xoym fy=( y X, (77)

bijektivne zobrazenie medzi priestormi X a X’ zachovavajice normu, t.j., izo-
metria priestorov X a X’. Naviac, zobrazenie (-, ) x/ : X’ X X’ — T definované

<f7 g) = <If7$g>7 f7g€X/7 (78)

kde vektory zs,z4 € X sh jednoznaéne urcené podla (71), predstavuje skalarny
sGcin na priestore X', ktory indukuje normu funkcionalu v (26). Nie je tazké o-
o




Poznamka 9

verit, ze zobrazenie v (77) je aditivne. V pripade realneho Hilbertovho priestoru
sa jedna dokonca o linearne, t.j., plati

Fay (@) () (z, \y) = XNz, y) (70 Afy(z) pre kazdé z,y € X a kazdé X € R,
teda fay = Afy pre kazdy vektor y € X a kazdy skalar A € R. Pre komplexny
Hilbertov priestor X je zobrazenie v (77) antilinearne, t.j., plati fay = Afy pre
kazdé y € X a kazdé )\ € C.

| A

Poznamka 10

Zobrazenie v (77) a zavedenie skalarneho stéinu (78) na X’ implikuja, ze dualny
priestor X’ je Hilbertov priestor, ktory je izometricky s priestorom X. Z definicie
(78) naviac vyplyva, ze kazda ortonormalna baza S C X priestoru X sa pomocou
(77) bijektivne zobrazi na nejakt ortonormalnu bazu S’ C X’ dualneho priestoru
X’. To znamena, ze Hilbertove priestory X a X’ maja rovnakd Hilbertovu
dimenziu, t.j., dimg X = dimg X’. Preto dualny priestor X’ je izometricky
izomorfny s priestorom X. Dodajme, ze v stlade s Poznamkou 9 sa v pripade
realneho priestoru X tento izometricky izomorfizmus realizuje napriklad pomocou
zobrazenia v (77). Toto vSak neplati, ak X je komplexny Hilbertov priestor, kedze
v tomto pripade zobrazenie v (77) nie je linearne.

i



Hahn-Banach Spojitost Druhy dual Banach—

Priklad 10

Pre dané n € N uvazujme normovany linearny priestor X nad T s danou normou
| - ]|, pricom dim X = n. Nech B = {e1,...,en} C X je dand Hamelova baza
linearneho priestoru X. V Priklade 4 sme ukazali, ze kazdy linearny funkcional
f: X — T je spojity na X, pricom plati

f@)=z1 f(e1)+ -+ on f(en) prekazdé x=z1e1+ - -+znen € X. (79)

Uvazujme mnozinu linearnych funkcionalov B’ = {g1,...,gn} C X’ splhajacich
L, i=3
gi(ej) ::{ 0 Geig i, €{1,...,n}. (80)
V sulade s (79) potom pre kazdé x € X plati
gi(z) ) o ieq1,. n}, (81)
z ¢o nasledne, s ohladom na (79), vyplyva pre kazdé f € X' reprezentacia
f=1fler)gr+ -+ flen) gn. (82)

Mnozina B’ je linearne nezavisla v linedrnom priestore X’ a zo zretelom na (82)
predstavuje Hamelovu bazu dualneho priestoru X’. Jedna sa o dualnu Hamelovu
bazu vzhladom na Hamelovu bazu B. Skalary

i
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Priklad 10

fk = f(ek), ke {1,...,71}, (83)
st v zhode s (82) saradnice daného funkciondlu f € X’ vzhladom na bazu
B’. Dualny priestor X’ je teda m-rozmerny normovany linearny priestor nad T s
normou funkcionalu || - ||, ktora je indukovana danou normou || - || na priestore X
podla (26). Je potrebné zdéraznit, ze rézne normy na X indukuja rézne normy
na X'. Napriklad pre kazdé zvolené p € (1, 00) plati, ze

1
n P w q
norma ||z = (Z 93k|p> indukuje normu || f[lq := <Z |fk|q> . (84)
k=1 k=1

kde ¢ € (1,00) je €islo konjugované s p, t.j., plati % 4 % = 1. Podobne

n

norma ||z||1 = az indukuje normu = max , 85
el =3 o indulas e =, _max Il (85)
n
norma [[z||cc = max |z indukuje normu = . 86
Ielloe =, _masx fe] - indukuj I =3 1Ak (@)
Specialne, ak X je n-rozmerny Hilbertov priestor, t.j., norma ||-|| = ||-||2, potom

podla (84) s p = 2 = g je na dualnom priestore X' indukovana opat euklidovska
norma || - ||2, t.j., X’ je n-rozmerny Hilbertov priestor nad T.

i
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Priklad 11

|

V tomto priklade ilustrujeme vysledky prezentované v Priklade 10 v pripade normy
|| - |l pre hodnotu p = 3. Konkrétne, ukadzeme, Ze na normovanom linearnom
priestore X nad T s danou dimenziou n € N norma

1
n 5
llzll = <Z Ik5> , x=az1e1+ - +anen, (87)
k=1

indukuje podla (84) s ¢ = % na jeho dualnom priestore X’ normu
n 3
3
k=1

Skutocne, vyuzitim Holderovej nerovnosti (Dodatky, Veta 2) pre kazdy dany
linedrny funkcional f € X', ktory je v stlade s (82) a (83) reprezentovany
pomocou n-tice (fi,...,fn) € T", a pre kazdy vektor x € X reprezentovany v
zhode s (87) pomocou n-tice (z1,...,2Zn) € T postupne plati

> s

k=1

n

DI = (Z a:k|3>% <Z fk>

k=1

(79),(83)

£ (@)l




Hahn-Banach Spojitost Druhy dual Banach-Ste

Priklad 11
)
D ) <ka%> . atak|If]] < (ka%> . (89)
k=1

Na druhej strane, 3pecialnou volbou Z := —fi— k€ {1,...,n}, mame

(79),(83)

| £ (@)l

o

:(chkP) (Zmﬁ) 1z (Zf) :
= =1

¢o v sulade s druhou formulou v (27) znamena, ze

(Z |fk|3> < If]- (90)
k=1
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Kombinaciou nerovnosti v (89) a (90) potom dostavame identitu v (88).

Priklad 12 (Dualne priestory priestorov [”)

Pre dané realne Gislo p > 1 je dualny priestor normovaného linearneho priestoru
[P izometricky izomorfny s normovanym linearnym priestorom [?, kde ¢ > 1 je
&islo konjugované s p, t.j., plati %—l—% = 1. Konkrétne, pre kazdy spojity linearny

funkcional F € (I?)’ existuje jedina postupnost f = {fi 3>, € 19 taka, ze

F(e) =) aifr prekazde x = {ax}7, €1, pricom ||F|| = [|fllq-  (91)
k=1

Poznamenajme, ze vd'aka Holderovej nerovnosti (Dodatky, Veta 4) je nekoneény
Ciselny rad v (91) absolatne konvergentny pre kazdé {zx}52; € I”. Postupnost
f={fr}rz:1 Je definovana predpisom

fr=F(er), ex={0kntnz1, k€N e

Izometricky izomorfizmus normovanych linearnych priestorov (I?)" a (9 je reali-
zovany prostrednictvom zobrazenia

®:(IP) — 19, ®(F)=f, kde postupnost f je definovana v (92). (93)

o
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Priklad 13 (Dualne priestory priestorov I' a [>°)

Dualny priestor normovaného linearneho priestoru {* je izometricky izomorfny s
normovanym linedrnym priestorom [°°. Konkrétne, pre kazdy spojity linearny
funkcional F' € (I*)’ existuje jedina postupnost f = {fx}32; € [*° taka, ze

F(z) = arfx prekazdé = {zg}32, €', pricom ||F|| =||fllcc-  (94)
k=1
Nekonecny &iselny rad v (94) je absolatne konvergentny pre kazdi postupnost
{zx}32, € I'. Postupnost f = {fi}3> je definovana analogicky ako v (92).
Izometricky izomorfizmus normovanych linearnych priestorov (I*)" a I° je reali-
zovany prostrednictvom zobrazenia

®:(I')Y = 1°, ®(F)=f, kde postupnost f je definovana v (92). (95)

Na druhej strane, dualny priestor (I°°)" nie je izometricky izomorfny s nor-
movanym linearnym priestorom I*. Je to jednoduchy désledok Vety 8. KedZze
priestor [*° nie je separabilny, v stlade s Vetou 8 neméze byt separabilny ani
jeho dualny priestor (I°°)’. Priestor I* v3ak separabilny je, a preto neméze byt
izometricky izomorfny s dualnym priestorom (1°°)’. Plati vsak, Ze priestor I*
je izometricky izomorfny s vhodnym vlastnym podpriestorom duélneho priestoru
(I°°)’, t.j., existuje izometricky monomorfizmus priestoru I* do priestoru (1°°)’.
o
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Priklad 14 (Dualne priestory priestorov ¢y a c)

Dualne priestory oboch normovanych linearnych priestorov co a ¢ st izometricky
izomorfné s normovanym linearnym priestorom [*. Pre kazdy spojity linearny
funkcional F € (co)’ existuje jedina postupnost f = {fx}7>, € ' s vlastnostou

F(z) =Y aifip pre kazdé o = {x}}32, € co, pricom [|F|| = [|f[l1.  (96)
k=1

Nekonecny ¢&iselny rad v (96) je absolutne konvergentny pre kazda postupnost
{zk}72, € co. Postupnost f = {fr}z>, je definovana analogicky ako v (92).
Izometricky izomorfizmus normovanych linearnych priestorov (co)’ a I* je reali-
zovany prostrednictvom zobrazenia

®: (co) = 1!, ®(F)=f, kde postupnost f je definovana v (92). (97)

Podobne, pre kazdy spojity linearny funkcional F € ¢’ existuje jedina postupnost
F=1{fr}20 €' s vlastnostou

F(z)=dfo+ Y anfr pre kazdé o = {z3}32, €c, pricom |F| =|fll, (98)
=il

kde d := limy_, o x. Nekonecny Ciselny rad v (98) je absolitne konvergentny
pre kazda postupnost {zy}r—; € c. Postupnost f = {fx}7e je definovana
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Priklad 14 (Dualne priestory priestorov ¢y a c)

fo = F(E), fr = F(ek)v €= {1};1.0:17 €r = {&cn}%o:l? ke N. (99)

Izometricky izomorfizmus normovanych linearnych priestorov ¢’ a I* je realizovany
prostrednictvom zobrazenia

®:c¢ = 1!, ®(F)=f, kde postupnost f je definovana v (99). (100)

Priklad 15 (Dualne priestory priestorov L”)

Nech (X, M,p) je dany meratelny priestor a p € [1,00) dané reélne &islo.
Dualny priestor (LP(X, u))" pre p > 1 je izometricky izomorfny s normovanym
linearnym priestorom L?(X, ), kde ¢ > 1 je Cislo konjugované s p, t.j., plati
% —1—5 = 1. Konkrétne, pre kazdy spojity linearny funkcional F' € (LP(X, 1))’
existuje funkcia g € L7(X, 1)), uréenad jednoznaéne skoro vsade na mnozine X
(vzhladom na mieru p), s vlastnostou

F(f)= [ fadn prekaide f € L7(X,p0). pricom [P = gllo- (101

Ak miera p je o-koneéna, potom dualny priestor (L*(X,u))" je izometricky
izomorfny s normovanym linedrnym priestorom L% (X, u), pricom funkcionaly
F € (L'(X,p)) sa dajt reprezentovat analogickym spésobom ako v (101).
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Priklad 16 (Dualny priestor priestoru spojitych funkcii)

Nech [a,b] C R je dany uzavrety a ohrani€eny interval. Dualny priestor nor-
movaného linearneho priestoru (Cla,bl, | - ||c) je izometricky izomorfny s istym
normovanym podpriestorom priestoru (BV|a, b], || - ||Bv) funkcii s koneénou va-
riaciou na [a,b]. Konkrétne, pre kazdy spojity linearny funkcional f € (Cla, b])’
existuje jedina sprava spojita funkcia g € BV[a, b] s g(a) = 0 taka, ze plati

b b
f(u) :/ u(t)dg(t) pre kazdé u € Cla,b] a |If] = llgllav =/ (9).  (102)
Integral v (102) je Riemannov—Stieltjesov integral vzhladom na dand funkciu g.
Ide o rozsirenie Riemannovho integralu, kde sa pre zvolené konecné delenie
Dm:ia=20<21 < <Tm-1<Tm=>b mEeEN, (103)

a dand funkciu u ohrani€end na [a, b] uvazuji integralne scty tvaru

S(u; g, Dm, &1, 6m) = f(&k) (9(tk) — 9(tk—1)), &k € [thrth—1]. (104)
k=1
Da sa ukazat, ze ak funkcia u je spojita na [a, b] a funkcia g ma kone¢na variaciu
na [a,b], potom pre kazda nulovii postupnost deleni {Dy, };r—1 intervalu [a, b
postupnost suétov v (104) vzdy konverguje nezavisle na vybere Eisiel &1, ..., &m,
o
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Priklad 16 (Dualny priestor priestoru spojitych funkcii)

a to k rovnakej hodnote. Toto &islo definuje integral v (102). Struéne naznacime
odvodenie formal v (102). Zvol'me spojity linearny funkcional f : Cla,b] — T. V
silade s Vetou 5 existuje jeho spojité rozsirenie F' na normovany linearny priestor

(Bla,b], || - ||B) so zachovanim normy, t.j., || f|| = ||F]|. Uvazujme systém funkcii
1, sé€a,t),

et(s) == t € [a,b]. (105)
0, sE€ltbl],

Zrejme {et}ic(a,p] C Bla, b], a preto definujme funkciu g : [a, b] — oo predpisom
g(t) := F(et), tE€E [a,b]. (106)

Z (106) plati, ze g(a) = 0 a funkcia g ma koneén variaciu na [a, b], pricom
b
V (@ < IIFl = lIF1l (107)

Nasledne, uvazujuc delenia D,,, m € N, v (103), kazda funkciu w € Cla, b
aproximujeme postupnostou schodovitych funkcii {ym }m=1 C Bla, b] tvaru

ym (t) := Z u(ty) (etk () — etk_1(t)) , tE€la,b. (108)

k=1

o
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Priklad 16 (Dualny priestor priestoru spojitych funkcii)

Pre kazdd nulova postupnost { Dy, }5e—; je dana funkcia w rovnomernou limitou
postupnosti {ym }oe—; na intervale [a,b], t.j., limm— oo ||ym — u||z = 0. Preto

mlgnoo F(ym) = F(u) = f(u) pre kazdé u € C|a, b]. (109)

Na druhej strane, podla (108) pre kazdé u € C[a,b] a m € N mame

Fym) " S ulte) (Fler,) = Fler, 1)) "= ™ ulti) (g(tr) — g(tr—1))

k=1 k=1

I

m b
Jim Fum) = lm > u(te) (o) — 9(te-1)) = [ u(@dg®.  (110)
k=1 2

Kombinaciou rovnosti (109) a (110) dostavame prvia formulu v (102). Naviac,

(102)

| £ (w)l

b b b
/ u(t)dg(t)ls/ lu(®)| 1dg(®)] < llulle \/ (9), w € Cla,b],

a tak £l < V" (9). V silade s (107) napokon plati Lf]| = /" (9) = lgllev-
Je zrejmé, ze pre kazdi funkciu g € BV]a,b] s g(a) = 0 je zobrazenie f v (102)
spojity linearny funkcional na Cla,b] s normou splhajicou formulu v (102).

o
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Nasledujica sekcia je venovana stadiu spojitych linearnych funkcionélov na dual-
nych priestoroch normovanych linearnych priestorov nad telesom T.

Definicia 6 (Druhy dualny priestor normovaného linearneho priestoru)

Nech X je normovany linearny priestor nad T s normou || - || a X’ je odpoveda-
jaci dualny priestor. Normovany linearny priestor vsetkych spojitych linearnych
funkcionalov na X', t.j., duélny priestor (X’)’, sa nazyva druhy duélny priestor
priestoru X a oznacujeme ho X"

Veta 10

Nech X je normovany linedrny priestor nad T s normou || - || a X' je dudlny
priestor. Potom pre kazdy vektor x € X je zobrazenie F, : X' — T definované

Fo(f) = f(z), feX', (111)

spojity linearny funkcional na priestore X', pricom plati ||Fy|| = ||z]|.

Dékaz Vety 10.

Zvolme nejaky nenulovy vektor x € X. Je zrejmé, ze zobrazenie F), definované
v (111) je linearny funkcional pésobiaci na duilnom priestore X', kedze

-
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Dékaz Vety 10 (pokracovanie).

Folaf+89) 2 (af +B9)(@) = a f(z) + Ba) B a Fu(f) + BFule) (112)

pre kazdé f,g € X' a a, 8 € T. Naviac, v stlade s nerovnostou (28) mame

(111) (28) - ;
[Fz(H)] =" |f(@)] < llzll[Ifll pre kazdé f € X'. (113)

Nerovnost (113) podla Definicie 3 a Vety 4 znamena, ze zobrazenie F, v (111)
je ohranicené na okoli nulového funkcionalu, a teda spojité na celom X’. Preto
F, je spojity linearny funkcional na X', t.j., F,, € X”. Pre jeho normu plati

27 Fy (113)
120 2 sup {2, £ e\ 037 g (114)
Na druhej strane, z Dosledku 1 vieme, Ze pre dany nenulovy vektor x existuje
spojity linearny funkcional f : X — T splnajaci f(z) = ||z|| a ||f|| = 1, teda

111 Fy
1Fa(H)] E 15 (@)] = el = 12l 1£]], = tak | ”;ﬁ)' = [l=|l. (115)
V zhode s druhou formulou v (27) to znamena, ze norma ||Fy|| > ||z||. Preto
plati ||F:|| = ||z||. Napokon dodajme, Ze v pripade volby = 0 je odpovedajice

zobrazenie F, v (111) zrejme identicky nulovy funkcional na X', a teda opit
F, € X" s |F;|| = 0 = ||z||. Dékaz je teraz kompletny. ]
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Poznamka 11 (Kanonické vnorenie do druhého dualneho priestoru)

Vysledok Vety 10 ukazuje, ze na kazdom danom normovanom linedrnom priestore
X je korektne definované zobrazenie 7 : X — X"’ s predpisom

w(z) := Fy s Fr zavedenym v (111) pre z € X. (116)

Zobrazenie 7 v (116) sa Standardne oznacuje ako prirodzené zobrazenie priestoru
X do jeho druhého dualneho priestoru X”'. Zrejme sa jedna o linearne zobrazenie,
nakol'ko vyuzitim (111) pre kazdé z,y € X, o, € T a f € X’ mame

Foutpy(f) = flaz+By) =af(z) +Bf(y) =aFu(f) +BEFy(f), (117)

a tak v salade s (116) plati 7(az + By) = an(z) + B7(y). Naviac, podla
druhej Casti Vety 10 je prirodzené zobrazenie 7 izometrické, t.j.,

ll ()]

Obzvlast, 7 je spojita injekcia. Z tohto dévodu sa preto o prirodzenom zobrazeni
7 &asto hovori ako o kanonickom vnoreni priestoru X do priestoru X".

(28 | Fy|| = [l|| pre kazdy vektor = € X. (118)

Definicia 7 (Reflexivny normovany linearny priestor)

| A\

Normovany linearny priestor X sa nazyva reflexivny, ak prirodzené zobrazenie
m: X — X" zavedené v (116) je surjektivne, t.j., plati rovnost m(X) = X"

i



Hahn—-Banach Spojitost Druhy dual Banach—Steinhaus

Poznamka 12

Z Definicie 7 a Poznamky 11 ihned vyplyva, ze kazdy reflexivny normova-
ny linearny priestor X je izometricky izomorfny s druhym dualnym priestorom
X". Prislusny izomorfizmus je sprostredkovany prirodzenym zobrazenim 7 v
(116), kedze v tomto pripade sa jedna o linedrnu bijekciu medzi normovanymi
linearnymi priestormi X a X", ktora zachovava normu. Nasledne, so zretelom
na Vetu 7, kazdy reflexivny priestor je nutne Banachov, t.j., aplny normovany
linearny priestor. Je vsak potrebné zdéraznit, ze opacné tvrdenia neplatia.
Konkrétne, z izometrického izomorfizmu priestorov X a X" vo vieobecnosti
nevyplyva reflexivnost priestoru X. Klasickym prikladom nereflexivneho nor-
movaného linedrneho priestoru X, ktory je izometricky izomorfny so svojim
druhym dualnym priestorom X", je tzv. Jamesov priestor. Zakladné nereflexivne
Banachove priestory uvedieme v Prikladoch 20, 21 a 23.

.

Veta 11 (Pettisovo kritérium reflexivnosti Banachovych priestorov)

Nech X je Banachov priestor nad T. Nasledujice tvrdenia si ekvivalentné.

(i) Priestor X je reflexivny.

(i) Duélny priestor X' je reflexivny.
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Poznamka 13

Podla Vety 7 je dualny priestor X’ kaZzdého normovaného linearneho priestoru
X aplny. Podla Vety 11 je tak X' reflexivny prave vtedy, ked je reflexivny X"
o

Priklad 17 (Reflexivnost priestorov s konecnou dimenziou)

Kazdy normovany linearny priestor X s konecnou dimenziou n € N je reflexivny.
Vyplyva to z pozorovania v Priklade 10, podla ktorého dualny priestor X’ ma
opit dimenziu n. Obzvlast, druhy dualny priestor X" je n-rozmerny normovany
linearny priestor. A nakol'ko kazdé homomorfné vnorenie linearnych priestorov
s rovnakou konecnou dimenziou je nutne surjektivne, prirodzené zobrazenie w v
(116) je izometricky izomorfizmus priestorov X a X".

| A

Priklad 18 (Reflexivnost Hilbertovho priestoru)

Kazdy Hilbertov priestor X je reflexivny. Tento vyznamny a klasicky vysledok
je bezprostrednym désledkom linearnej izometrie priestorov X a X', a nasledne
i priestorov X’ a X", diskutovanej v Poznamke 10. V oboch pripadoch je
uvedeny izomorfizmus realizovany pomocou skalarnych stcinov v silade s (77) a
(78). Na druhej strane, obraz kazdého vektora x € X v prirodzenom zobrazeni
m: X — X" je mozné reprezentovat prave skalarnym saéinom (z, -).

i
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Priklad 19 (Reflexivnost priestorov (?)

Dolezitym prikladom reflexivnych normovanych linearnych priestorov, ktoré nie st
nutne Hilbertovymi priestormi, st priestory (P pre p € (1,00). Podla Prikladu 12
je pre dané p > 1 dualny priestor (I?)" izometricky izomorfny s priestorom 19 a
dualny priestor (1)’ je izometricky izomorfny s priestorom I?, kde g > 1 je ¢&islo
konjugované s p, t.j., plati % + % = 1. Celkovo je teda priestor [P izometricky
izomorfny so svojim druhym dualnym priestorom (I?)”, pricom jedna z tychto
izometrii je sprostredkovana prave prirodzenym zobrazenim 7 v (116). Tento
zaver vyplyva z nasledujicich Gvah. Vdaka Hélderovej nerovnosti (Dodatky,
Veta 4) plati, ze pre kazdu dvojicu postupnosti {Fi}re; € 1P a {fr}iz: € 19 je
nekonecny Ciselny rad

> Fefe (119)
k=1
absoliitne konvergentny. Podla vysledkov v Priklade 12 mézeme stcet radu v
(119) interpretovat dvomi spdsobmi, konkrétne ako

@ hodnotu funkcionalu F' € (I?)" (reprezentovaného pomocou {F;}72 ;) na
funkcionale f € (I?)’ (reprezentovaného pomocou {fx}%21), tj., F(f);

@ hodnotu funkcionalu f € (1)’ (reprezentovaného pomocou {fx}z2,) na
vektore {Fi}pZy, ti., f({Fi}iZ1) = [F({F}7Z1)](f) podla (116).
Plati F = w({Fk}72,) pre kazdé F € (I?)”, a tak 7 je surjektivne zobrazenie.
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Priklad 20 (Nereflexivnost priestorov /' a [*°)

Normovany linearny priestor I* nie je reflexivny. Vyplyva to z Prikladu 13,
podla ktorého druhy dualny priestor (I*)” je izometricky izomorfny s dualnym
priestorom (1°°)’, avdak I* nie je izometricky izomorfny s (1°°)’. Preto priestor I*
nie je izometricky izomorfny so svojim druhym dualnym priestorom (i')”, a teda
v silade s Poznamkou 12 nemdze byt ani reflexivny. Obzvlast, dualny priestor
(1) nie je reflexivny. A kedze [*° je Banachov priestor, z Vety 11 vyplyva, ze
ani normovany linearny priestor {°° nemoze byt reflexivny.

Priklad 21 (Nereflexivnost priestorov c a co)

| A\

Normované linedrne priestory ¢ a co st Banachove priestory. Podla Prikladu 14
vieme, Ze obidva dualne priestory ¢’ a (co)’ st izometricky izomorfné s nor-
movanym linearnym priestorom I!, a teda v zhode s Prikladom 20 sa jedna o
nereflexivne priestory. Nasledne podla Vety 11 si priestory ¢ a ¢y nereflexivne.

Priklad 22 (Reflexivnost/nereflexivnost priestorov L?)

| A\

Vyuzitim Prikladu 15 mézeme aplne analogické zavery vyslovit aj o normovanych
linearnych priestoroch L? (X, p), p € [1,00), a L=(X, p).

>
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Priklad 23 (Nereflexivnost priestoru spojitych funkcii)

Dalsim vyznamnym prikladom nereflexivneho Banachovho priestoru je normovany
linearny priestor (Cla,b], || - |lc), kde [a,b] C R je dany interval. Vynimoénost
priestoru (Cla,b], || - ||c) je zvyraznena i skutocnostou, ze nie je izometricky
izomorfny s dudlnym priestorom ziadneho normovaného linedrneho priestoru.

Poznamka 14

Napokon este dodajme, Ze v pripade reflexivnych normovanych priestorov mozno
tvrdenie vo Vete 8 obratit. Presnejsie, reflexivny normovany linearny priestor X
je separabilny prave vtedy, ked je separabilny jeho dualny priestor X”.

Veta 12 (Jamesovo kritérium reflexivnosti Banachovych priestorov)

Nech X je Banachov priestor nad T. Nasledujice tvrdenia si ekvivalentné.
(i) Priestor X je reflexivny.
(it) Pre kazdy spojity linedrny funkcional f € X' plati
17 = max{|f ()], = € X, [lzl| < 1}. (120)
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V tomto kurze sme v normovanych linearnych priestoroch nad T zatial vzdy pra-
covali s topoldgiu, ktora je indukovana odpovedajiicou normou. Tato topoldgia
ma mnoho vyznamnych vlastnosti. Spomenme napriklad spravanie sa spojitych
zobrazeni na kompaktnych mnozinach, kde spojitost a kompaktnost uvazujeme
prave v “normovej”’ topolégii. Na druhej strane sme vsak ukazali, ze takychto
kompaktnych mnozin nie je “dostato¢ne vela”. Obzvlast, v priestoroch s nekonec-
nou dimenziou Ziadna uzavretd gula/sféra nie je kompaktna. Z tohto pohladu
je teda “normova"” topolégia prilis silny koncept a v tejto sekcii ju budeme i oz-
nacovat privlastkom silna (topoldgia). Z praktickych aplikacii je preto vhodné na
normovanych linearnych priestoroch uvazovat aj iné topolégie, ktoré by umozno-
vali zostrojit “dostatocne vela” kompaktnych mnozin, obvzlast v nekonecno
rozmernych priestoroch. Takéto topolégie budeme oznaovat privlastkom slabé.
Ich tvar odvodime na zaklade optimalneho zoslabenia pojmu konvergencia pos-
tupnosti v normovanych linearnych priestoroch.

Definicia 8 (Slaba ohranicenost v normovanom linearnom priestore)

Nech X je normovany linearny priestor nad T s normou ||-|| a A C X je mnozina.
Hovorime, Zze mnozina A je slabo ohranicena v X, ak pre kazdy spojity linearny
funkcional f: X — T je mnozina

f(A) :={f(z), x € A} ohranicena v E. (121)
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Poznamka 15

Nech X’ je dualny priestor normovaného linedrneho priestoru X. V kontexte
Definicie 8 budeme ohranicenost mnoziny A C X v zmysle normy || - || oznaéovat
terminom silna ohranicenost v priestore X. Pomocou nerovnosti (28) platiacej
pre kazdé f € X’ lahko overime, ze kazda silno ohranicena mnozina A C X je
v silade s (121) zarove i slabo ohranicena v priestore X.

V nasledujicom texte ukazeme, ze v kazdom normovanom linearnom priestore X
nad T koncepty silnej a slabej ohranienosti mnozin A C X splyvaji. Dokazeme
to ako désledok série niekolkych tvrdeni.

Nech X je normovany linearny priestor nad T s normou || - || a X' je dudlny
priestor. Nech {z;}7>, C X je postupnost vektorov taka, Ze existuje uzavreta
gula B' C X' s vlastnostou

mnozina {f(zx), f € B', k € N} C T je ohranicen. (122)

Potom postupnost noriem {||z||}3Z, je ohranicend v E.

Dokaz Lemy 2.

Nech fg € X’ je stred a r € (0, 00) je polomer gule B’, tj., plati
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Dékaz Lemy 2 (pokracovanie).

B'={feX', |If - fsll <r}. (123)
Podl'a(123) mnozina vsetkych funkcionalov %(f — fB), f € B’, predstavuje
uzavretd gulu B'[0,1] v X'. V stlade s (122) nech K > 0 je také, ze

|f(xr)| < K pre kazdé f € B’ ak € N. (124)
Vyuzitim trojuholnikovej nerovnosti nasledne mame

)| < Yol | 1fplr)] 029 2K
r r r

(- f5) (@) (125)

= ‘}f(ﬂﬂk) 1 IB(zx
T T

pre kazdy funkcional f € B’ a kazdy index k € N. V kontexte vyssie uvedenych
pozorovani to znamena, ze pre gulu B’[0, 1] plati relacia

2K
lg(zr)| < o pre kazdé g € B'[0,1] a k € N. (126)

Pre kazdé k € N uvazujme spojity linearny funkcional F,, : X’ — T definovany
v (111). Podla Vety 10 plati ||zx|| = ||Fz, || Vyuzitim formal (26) a (111) v
kombinacii s nerovnostu (126) potom dostavame

26 111
lzgll = [1Fop | 2 sup {|Fer (9)], 9 € B'[0,1]} 2 sup{lg(a)l, g € B'[0, 1]}

(126) 2 ¢
< — pre kazdé k € N. (127)
r
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Dékaz Lemy 2 (pokracovanie).

Podla (127) je teda postupnost noriem {||zx|/}7>; je ohranicena v E. [ |

Veta 13

Nech X je normovany linearny priestor nad T s normou || - || a {zx}72; C X je
slabo ohranicena postupnost' v kontexte Definicie 8. Potom postupnost {xy } =1
je silno ohranicena v priestore X .

| A

Dékaz Vety 13.

Nech X’ je dualny priestor priestoru X. Tvrdenie dokaZeme sporom. Predpok-
ladajme teda, ze postupnost {zj}72; nie je ohrani€ena v norme priestoru X,
t.j., postupnost noriem {||z||}%Z; nie je ohranicena v E. Vo svetle Lemy 2 to
znamena, e pre kazdii nedegenerovanii uzavretii gulu B’ C X’ je mnozina

Mp: = {f(zx), f€ B, kEN}CR (128)

neohranic¢ena v E. Nech B} C X’ je nejaka uzavreta gula s polomerom ro = 1.
Nakol'ko odpovedajiica mnozina Mgy v (128) nie je ohranicena, existuje index
ko € N a funkcional fy € Bj tak, ze plati |fo(zk,)| > 1. Obzvlast, funkcional
Fyy, € X" v (111) splha |Fy, (fo)| > 1. Vdaka spojitosti zobrazenia Fi,
existuje uzavreta gula By C B so stredom fo a polomerom ry < 3 taka, ze

i
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Doékaz Vety 13 (pokracovanie).

| f(zrg)] (1 |Fay, (f)] > 1 pre kazdy funkcional f € B;. (129)

Vyssie uvedené argumenty teraz aplikujeme na uzavrett gulu Bj. Prislusna
mnozina Mp; v (128) opat nie je ohranicena v E, preto existuje index k1 > ko

a uzavreta gula B C Bj s polomerom ry < 1 taka, ze
|f(zk,)| > 2 pre kazdy funkcional f € Bj. (130)

Existuje teda rastlica postupnost indexov {kn}n=o a odpovedajiuca postupnost
do seba vlozenych uzavretych guli {B;,}72 v dualnom priestore X’ tak, ze

. S | e "
polomer B, je mensi nez on 2 |f(zk,, )| > n pre kazdy funkcional f € B;,. (131)

Normovany linearny priestor X' je podla Vety 7 tplny, a tak postupnost {B;, }o2¢
ma neprazdny prienik v X', tj., existuje jediny funkcional f € X' splnajuci
f €N, By, Obvzlast, v salade s (131) plati nerovnost

|f(xk, )| > n pre kazdy index n € N. (132)

Z (132) vyplyva, ze postupnost {f(zx)}$; nie je ohranicena v E. Podla Defini-
cie 8 to vsak znamena, ze postupnost {x}7= nie je slabo ohranicena v X. To

je spor, preto postupnost {zj}7>,; musi byt silno ohranicena v X. [ |
w
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Veta 14

Nech X je normovany linedrny priestor nad T s normou || - ||. Kazda mnozina
A C X, ktora je slabo ohrani¢ena v X, je i silno ohrani¢end v X . Inymi slovami,
slaba a silnd ohrani¢enost mnozin v normovanych linedrnych priestoroch splyvaji.

Dokaz Vety 14.

Nech A C X je slabo ohranicend mnozina v priestore X. Predpokladajme,
Zze A nie je silno ohrani¢end v X. To znamend, Ze existuje postupnost vek-
torov {zk}32; C A s vlastnostou limy_, o ||zk|| = co. Z predpokladu slabej
ohranicenosti mnoziny A vyplyva, ze postupnost {zr};=; je slabo ohranicena
v priestore X. V silade s Vetou 13 je teda postupnost noriem {|zx| }72,
ohranicena v E, o vsak zrejme odporuje jej definicii. Mnozina A je preto silno
ohranicena v priestore X a dokaz je kompletny. |

-

Nasledujica East prednasky bude venovana slabym topolégiam v normovanom
linearnom priestore X a jeho dualnom priestore X’. Existuje niekolko spésobov
zavedenia slabej topolégie na prestore X. Pre nas bude vychodiskovym bodom
vhodné zoslabenie pojmu konvergencia postupnosti {z;};2; C X v priestore
X. Délezitou poziadavkou je, aby spojité linearne funkcionaly f € X' zostali
“spojité” i vzhladom na “slabt” konvergenciu. Podla Heineho podmienky
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funkcia g : X — T je spojitad v bode = € X prave vtedy, ked
pre kazda postupnost zx — x plati g(xx) — g(x) pre n — oco.
Chceme, aby z predpokladu “slabej” konvergencie postupnosti {zx}7>;

-
vektoru z € X nutne vyplyvala konvergencia postupnosti {f(zx)}iz: C
hodnote f(z) € T v E pre kazdé x € X a kazdy funkcional f € X'.

Definicia 9 (Slaba konvergencia v normovanom linearnom priestore)

Nech X je normovany linearny priestor nad T s normou || - ||. Hovorime, ze
postupnost vektorov {zy}p2; € X konverguje slabo v priestore X k vektoru
x € X, ak pre kazdy spojity linearny funkcional f : X — T na X je postupnost
{f(zx)}pz1 C T konvergentna v E s limitou f(z) € T. Vektor z nazyvame
slabou limitou postupnosti {zx}r>, v priestore X a piseme x — x pre k — co.

Poznamka 16

| A\

Podobne ako v Poznamke 15 budeme konvergenciu v norme || - || oznaéovat
privlastkom silna. V salade s Definiciou 9 kazda silno konvergentna postupnost
{zr}721 C X s limitou z € X je i slabo konvergentna v X s rovnakou slabou
limitou . Tato skutoénost je dosledkom spojitosti funkcionalov f € X'.
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Nech X je normovany linearny priestor nad T s normou || - || a {zr}721 C X Jje
dana postupnost vektorov. Platia nasledujice tvrdenia.

(i) Postupnost {xy}r=1 ma najviac jednu slabi limitu v X.

(i) Ak ), — x pre k — oo, kde x € X, potom kazda vybrand podpostupnost’
{zk, }ne1 je slabo konvergentnd v X s limitou x.

(iii) Ak {zr}zZ, slabo konverguje v X, potom je silno ohrani¢ena v X.

| A

Dokaz Vety 15.

(i) Ak plati zx — = a zx — y pre k — oo, kde =,y € X si rézne vektory,
potom podla Poznamky 6 existuje spojity linearny funkcional f : X — T s
vlastnostou f(z) # f(y). V sulade s Definiciou 9 ma teda Ciselnad postupnost
{f(zx)}7Z: C T dve rozne limity f(z) a f(y) v E, o v3ak je zrejmy spor. Preto
postupnost {zj}7>; mdze mat najviac jednu slabd limitu v priestore X.

(i) Tvrdenie vyplyva zo skutoénosti, ze pre kazdy funkcional f € X', kde X’ je
dualny priestor, je { f(zk, ) }ne=1 C T vybrana podpostupnost konvergentnej Cisel-
nej postupnosti {f(zx)}22; v E s limitou f(z). Preto limy_o0 f(zk, ) = f(z),
a tak v zhode s Definiciou 9 je v priestore X slabo konvergentna i postupnost
{zk, 221 s rovnakou slabou limitou z.

o
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Doékaz Vety 15 (pokracovanie).

(iii) Z kombinacie Definicii 8 a 9 vyplyva, ze kazda postupnost, ktora slabo
konverguje v priestore X, je slabo ohrani¢ena v X. Nasledne Veta 14 zarucuje
jej silna ohranicenost v X. Dékaz je kompletny. ]

Veta 16

| A\

Nech X je normovany linedrny priestor nad T s normou || - || a X' je dualny
priestor. Postupnost {xr}72, C X je slabo konvergentna v priestore X s limitou
z € X prave vtedy, ked je silno ohranicena v priestore X a existuje mnoZina
A’ C X' s vilastnostami

Lint A’ = X' a klim g(xy) = g(x) pre kazdy funkcional g € A’. (133)
—> 00

Dékaz Vety 16.

Platnost implikacie “=" je priamym désledkom Definicie 9 a Vety 15(iii). Za-
meriame sa preto na dékaz implikacie “<". Nech postupnost {zx}7>; C X je
silno ohranicena v X a nech existuje mnozina A’ C X' splhajica relacie v (133)
pre nejaky prvok x € X. Obzvlast, existuje K > 0 také, ze plati

| A\

[|z]] < K, |lzx|| < K pre kazdy index k € N. (134)

Z prvej relacie v (133) vyplyva, Ze pre kazdy funkcional f € X’ existuje postup-
i
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Déokaz Vety 16 (pokracovanie).

nost {¢g:}i2, C Lint A’ s vlastnostou lim;_, || f — g:|| = 0. V sulade s druhou
rovnostou v (133) kazdy funkcional g;, I € N, splha formulu

Jim_ g (zx) = gi(x)- (135)

Zvolme pevne funkcional f € X’ a nech ¢ > 0 je dané. Podla definicie postup-
nosti {g;};2; existuje index I € N s vlastnostou

g

e (136)

If =gl <

Nasledne, rovnost (135) s [ := I zaruCuje existenciu indexu k. € N splhajiceho
91, (@) = g1, (@e)| < 5 pre kazde k > k. (137)

Pomocou nerovnosti (28), (134), (136) a (137) potom pre kazdé k > k. mame

|f(x) — fzi)] = |I[f @) — g1 (@)] + 91 (&) — g1 (@x)] + [91. (@r) — f(zx)]]
<|f(2) = gi. (@)] + |gi. (z) — g1 (zr)] + |91, (xr) — fl@r)]

(28),(137) £
Lf =gl Izl + = If = gl [zl
(134),(136) ¢ e e
— K+ _-4+ — . K=c¢. 138
< g Ktstap £ (138)



Hahn—Banach Spojitost Druhy dual Banach—Steinhaus

Déokaz Vety 16 (pokracovanie).

Ziskana nerovnost (138) znamena, Ze limy_.oo f(zx) = f(z). KedZe funkcional
f € X’ bol zvoleny lubovolne, v stlade s Definiciou 9 je postupnost {zx}7>,
slabo konvergentna v X so slabou limitou z. Dékaz je hotovy. ]

Priklad 24 (Slaba konvergencia v priestoroch s konecnou dimenziou)

V normovanom linedrnom priestore X s kone€nou dimenziou n € N je slaba
konvergencia ekvivalentna s konvergenciou v danej norme || - ||. Nech B =
{e1,...,en} C X je dand Hamelova baza priestoru X a B’ = {g1,...,gn} C X'
je dualna baza v Priklade 10. Nech postupnost ¥ — & € X pre k — co. Pidme

T=z1e1+x2€e2+ -+ Tnen, zF :a:’fel +r]2“62+~'~+zlflen, k € N. (139)
Podla rovnosti v (81) v Priklade 10 a reprezentacii v (139) plati

gi(z®) =af, gi(®) == keN, i€{l,...,n}. (140)
Kedze g; € X' pre kazdé i € {1,...,n}, v stlade s Definiciou 9 mame

im 2% 2V lim gi(@*) = gi(e) "2 25, pre kazdé i€ {1,...,n}.  (141)
k—oo k—oo
Rovnosti v (141) znamenaji stradnicovii konvergenciu postupnosti {z*}%2;

vzhladom na bazu B, ktora je ekvivalentna s konvergenciou v norme | - ||.
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Priklad 25 (Slaba konvergencia v priestoroch [?)

Pri charakterizacii slabej konvergencie v priestore [P, kde hodnota p > 1, vyuzi-
jeme vysledok Vety 16. Pre kazdé n € N oznacme

e" :={0gn}treq, kde g, je Kroneckerov symbol. (142)

Je zrejmé, ze postupnost e € [P pre kazdé n € N. Dalej uvazujme mnozinu

A :={gn: 1" 5T, ne N} C (P (143)
spojitych linearnych funkcionalov na I? tvaru
1, m=mn,

gm(e™) == m,n € N. (144)
0, m#n,

Z detailnej konstrukcie duélneho priestoru (I”)" v Priklade 12 mézeme lahko
usadit, ze mnozina A’ v (143) splna rovnost Liny A’ = (I?)’ a pre kazdi pos-
tupnost « = {zx }req € [P plati

gn(z) =xn, neN (145)

Pomocou Vety 16 potom nie je tazké si premysliet, ze postupnost {z" }n=; C I?,
tg., z" = {zp 172, € P pre kazdé n € N, je slabo konvergentna v priestore [”
so slabou limitou = = {zx}32, € [P prave vtedy, ked platia podmienky

i
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Priklad 25 (Slaba konvergencia v priestoroch [”)

(i) postupnost {z"}52; je silno ohrani¢ena v I[P, t.., Ciselna postupnost
{llz"||lp }n=1 je ohranicena v E,
(i) postupnost {z"}52; po zlozkach konverguje k vektoru z, t.j., plati

lim z}! = x), pre kazdé k € N. (146)
n—oo

Poznamenajme, ze na rozdiel od predchadzajiceho Prikladu 24 v tomto pripade
slaba konvergencia nie je ekvivalentna so silnou konvergenciou. Napriklad pos-
tupnost {e"}72; C I[P definovana v (142) konverguje slabo k identicky nulovej
postupnosti, kedze je ocividne silno ohraniéena a mame

lim e} (142) lim &g, =0 pre kazdé pevné k € N.
Na druhej strane, postupnost {e" }52; nema v priestore [” silna limitu, pretoze
nie je ani cauchyovska vzhladom na normu || - ||,. Skutogne, pre kazdé dva rézne

1 . i
indexy m,n € N plati ||[e™ — €|, = 27, ako sa mozeme [ahko presved¢it.

Priklad 26 (Slaba konvergencia v priestore [* — Schurova veta)

V priestore I' slaba konvergencia a konvergencia v norme || - ||1 splyvaju.
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Priklad 27 (Slaba konvergencia v priestore spojitych funkcii)

V pripade normovaného linearneho priestoru (C[a, b], ||-||c), kde [a, b] C R je dany
kompaktny interval, ma slaba konvergencia obzvlast vyznamnu interpretaciu. Da
sa ukazat, ze postupnost funkcii {ur}ze; C Cla,b] je slabo konvergentna v
priestore (C[a, b], || - ||) so slabou limitou u € Cla, b] prave vtedy, ked
(i) postupnost {ux}n=1 je rovnomerne ohranicena, t.j., existuje kladna kons-
tanta K taka, ze plati

lug(z)| < K pre kazdé k € N a kazdé z € [a, b], (147)

(ii) postupnost {ux}oe; konverguje bodovo k funkcii u na intervale [a, b], t.j.,

klim ug(z) = u(x) pre kazdé z € [a, b]. (148)
—00

i

Priklad 28 (Slaba a silna konvergencia v Hilbertovom priestore)

Nech X je Hilbertov priestor nad T s normou || - || indukovanou danym skalarnym
st€inom. Plati, ze postupnost {z;}32; C X konverguje v norme k vektoru
z € X prave vtedy, ked je slabo konvergentnd v X so slabou limitou = a
limy o0 ||Zk|| = ||z||. Doplime, Ze tato ekvivalencia plati nielen v Hilbertovych
priestoroch, ale v kazdom unitarnom linedrnom priestore nad T.
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Strucne teraz nacrtneme konstrukciu slabej topolégie, ktora indukuje slabd kon-
vergenciu zavedend v Definicii 9. Nech X je dany normovany linearny priestor
nad T s normou || - || a X’ je dualny priestor. Nie je tazké overit, ze pre kazdy
linearny funkcional f: X — T je zobrazenie |f| pseudonorma na X. Uvazujme

systém pseudonoriem |f|, f € X'. (149)

Pomocou systému zobrazeni (149) definujme pre dany vektor z € X, dany
kone&ny systém funkcionalov f1,..., fm € X’ a dané ¢ > 0 mnozinu

Oz(fl7~~~7fm75) = {y€X7 |fz(y_l')| <g, (&S {1,,771,}} (150)

Mnozinu G C X nazveme slabo otvorenou, ak pre kazdy vektor x € G existuje
€ > 0 a funkcionaly fi,..., fm € X' s vlastnostou Oy (f1,..., fm,e) C G.

Definicia 10 (Slaba topol6gia na normovanom linearnom priestore)

Nech X je normovany linearny priestor nad T s normou || - || a X’ je dualny
priestor. Systém vsetkych slabo otvorenych mnozin G C X vytvara na priestore
X topolégiu, ktora sa nazyva slaba topolégia a budeme ju oznacovat T,.

Doplnky mnozin systému 7., budeme oznacovat ako slabo uzavreté mnoziny v
topologickom priestore (X, Tw).
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Propozicia 1

Nech X je normovany linearny priestor nad T s normou || - || a X' je dudlny
priestor. Platia nasledujice zikladné vysledky.

(i) Slaba topoldgia Tu splia Hausdorffovu axiému oddelitelnosti.

(i) Plati inklazia T., C T, kde T je silna topoldgia na priestore X indukovana
normou || - ||. To znamena, zZe kazda slabo otvorend mnozina G C X je aj
silno otvorena, a kazda slabo uzavretd mnozina F' C X je aj silno uzavreta.

(iii) Pre kazdy vektor x € X, kazdy funkcional f € X' a kazdé ¢ je mnozina
Ox(f,€) v (150) slabo otvorend a mnozina

Ox(f,e) ={y e X, |f(y —z)| < e} je slabo uzavrets. (151)

>

Nasledujice tvrdenie ukazuje presni stvislost medzi medzi slabou konvergenciou
a slabou topolégiou.

Propozicia 2

Nech X je normovany linedrny priestor nad T s normou || - ||. Dan& postupnost
{zk}721 C X konverguje slabo k vektoru x € X prave vtedy, ked” konverguje k
vektoru = vzhladom na slabt topoldgiu T., na priestore X .
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Dékaz Propozicie 2.

Nech 2, — =z pre k — oco. Podla Definicie 9 plati limy_,o0 f(zr) = f(z)
pre kazdy funkcional f € X’. Zvolme & > 0 a konecny systém funkcionalov
fiy--oy fm € X'. Pre kazdy index i € {1,...,m} existuje k. € N s vlastnostou

|fi(xk — @)| = |fi(zr) — fi(x)| < e pre kazdé k > kL. (152)

Polozme k. := max {k., i € {1,...,m}}. Vsalade s (150) a (152) potom slabé
okolie Og(f1,. .., fm,e) vektora x obsahuje kazdy ¢len zj s indexom k > k..
To znamena, ze limy o, x = x vzhladom na slaba topolégiu 7., zavedent v
Definicii 10. Naopak, predpokladajme, ze postupnost {zx}7>; C X konverguje
k vektoru z € X vzhladom na slabii topolégiu 7.,. Zvolme funkcional f € X'.
Pre kazdé £ > 0 existuje index k. € N s vlastnostou, ze z € O(f, ) pre kazdé
k > k.. Podla (150) potom mame

|f(zr) — f(z)| = |f(xx — )| <e pre kazdé k > k.. (153)

Nerovnost (153) znamen, Ze limy— oo f(zx) = f(x). KedZe funkcional f € X’
bol zvoleny lubovolne, v zhode s Definiciou 9 postupnost {zx}32; konverguje
slabo k vektoru x v priestore X. Dékaz je hotovy. ]

o

V niektorych délezitych smeroch sa slabé topolégie na nekonecno rozmernych
normovanych linedrnych priestoroch nad T spravaji podstatne odlisne nez silné
topolégie indukované normami, resp. metrikami.
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Nech X je normovany linedrny priestor nad T s normou || - || a dim X = oo.
(i) Kazda neprazdna slabo otvorend mnozina G C X je neohranicena v X.
(i) Toplogicky priestor (X, Tw) nie je metrizovatelny.

(i) Slaby uzaver jednotkovej sféry S[0, 1] v normovanom linearnom priestore X
Je uzavreta jednotkova gula B[0,1] v priestore X .

- -
Vysledok v Propozicii 3(iii) hovori, ze na rozdiel od uzaverov mnozin A C X

v silnej topolégii, slabé uzavery mnozin A C X nepozostavaja iba zo slabych
limitnych bodov postupnosti v A. Nazorne to ukazuje Priklad 26 pre priestor .

Propozicia 4 (Charakterizacie reflexivnosti Banachovych priestorov)

Nech X je Banachov priestor nad T. Nasledujiice tvrdenia si ekvivalentné.
(i) Priestor X je reflexivny.

(i) Uzavrets jednotkova gula B[0,1] C X je slabo kompaktni — Banachova—
Bourbakiho charakterizacia.

(iii) Z kazdej ohranicenej postupnosti v X je mozné vybrat slabo konvergentni
podpostupnost — Eberleinova—Smuljanova charakterizacia.

>
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Princip rovhomernej ohranicenosti

Dostavame sa k druhému zakladnému pilieru funkcionalnej analyzy s mnohostran-
nym aplikaciami v réznych oblastiach matematiky. Vseobecny vysledok popisuje
vlastnosti mnozin spojitych linearnych operatorov na Banachovych priestoroch,
avsak v tejto prednaske sa obmedzime iba na verziu prislusného tvrdenia tyka-
jaceho sa spojitych linearnych funkcionalov.

Definicia 11 (Bodova a rovnomerna ohranicenost v dualnom priestore)

Nech X je normovany linearny priestor nad T s normou || - || a X’ je dualny
priestor. Hovorime, Ze mnozina A’ C X' je bodovo ohranicend v dualnom
priestore X', ak pre kazdy vektor z € X je mnozina

Al = {f(x), f € A’} ohraniena v E. (154)

Mnozina A” C X je rovhomerne ohrani¢end v dualnom priestore X', ak je
ohraniena v norme X', t.j., existuje K > 0 tak, ze || f|| < K pre kazdé f € A’

o

Bodovi ohrani€enost mnoziny A" C X’ v (154) mdzeme ekvivalentne vyjadrit
sup {|f(z)|, f € A’} < oo pre kazdé z € X. (155)

Rovnomern4 ohranicenost mnoziny A" C X’ znamena sup {||f||, f € A"} < co.
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Poznamka 17

V salade s Definiciou 11 nie je tazké overit, zZe kazdad rovnomerne ohranicena
mnozina A’ C X' je zaroveh i bodovo ohranicena v priestore X’'. Ak totiz pre
nejaké K > 0 je || f|| < K pre kazdé f € A’, potom podla (28) mame

(28)
lf@)] < [IfIH=ll < Kllz|| pre kazdé z € X. (156)

Mnozina A, v (154) je teda pre kazdy dany vektor z € X ohranicena v
E. Opacné tvrdenie viak neplati, t.j., bodova ohrani¢enost mnoziny A C X’
v pripade vSeobecného normovaného lineadrneho priestoru X neimplikuje jej
rovnomern(i ohranicenost v X’. llustrujeme to v Priklade 29.

i

Poznamka 18 (*-slaba ohranicenost v dualnom priestore)

Poznamenajme, Ze bodova ohrani¢enost mnozin dualneho priestoru X’ zavedena
v Definicii 11 sa v niektorej literattire oznacuje terminom x-slaba ohranicenost.
Opodstatnenie tohto pomenovania savisi so symetriou podmienok (121) a (154).
Okrem toho ukazeme, Ze na dualnom priestore X’ je mozné popri slabej kon-
vergencii a slabej topolégii predstavenych Definiciach 9 a 10 zaviest dalsi typ
konvergencie a topoldgie, ktoré sa standardne nazyvaja *-slaba konvergencia a
*-slaba topolégia v dualnom priestore X'.

o
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Priklad 29

Uvazujme normovany linearny priestor X tvaru
X := {z = {zx}72,, © ma konecne vela nenulovych élenov}, (157)

na ktorom uvazujeme normu priestoru I, t.j., ||lz|1 = 352, |zk| pre z € X.
Nech X’ je odpovedajtici dualny priestor a A’ oznacuje mnozinu funkcionalov
fn: X > T, n €N, s predpisom

fo(x) =nzn, neN, z={zp}72; CX. (158)

Nie je tazké overit, ze pre kazdé n € N je zobrazenie f, v (158) spojity linearny
funkcional na X, tj., A’ C X’. Zvolme vektor x = {xx}32, C X a polozme

Ky = Il?eagl('rk" ny := max{k € N, zp # 0}. (159)

Vyuzitim relacii v (158) a (159) potom pre kazdy index n € N dostavame

n‘zn‘v n < ng, (159)
n @) 2 1| & < neKa, (160)
0, n > ng,

a teda odpovedajica mnozina A, v (154) je ohranicena. V stlade s Definiciou 11
to znamena, ze mnozina A’ je bodovo ohrani¢end v X’. Nie je viak rovnomerne
ohrani¢end v X', nakolko pre kazdé n € N je |fn(e™)| = n, kde €™ € X je
postupnost v (142). A kedZe |le™|l1 = 1, podla (27) plati || fn|| > n.

o
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Veta 17 (Princip rovnomernej ohranicenosti)

Nech X je Banachov priestor nad T s normou ||-|| a X' je duélny priestor. Potom
pre kazdi mnoZinu A’ C X' st nasledujiice tvrdenia ekvivalentné.

(i) Platisup{||f|l, f €A} < c0.
(it) Platisup {|f(z)|, f € A’} < co pre kazdy vektor x € X.

Dokaz Vety 17.

V salade s (155) sme platnost implikacie “=" komentovali v Poznamke 17.
Predpokladajme, Ze mnozina A’ je bodovo ohrani¢ena v dualnom priestore X',
t,j., plati podmienka (155). Pre kazdé dané n € N definujme mnozinu

Foi= ) {z€X, |f(x)| <n}. (161)
feA’

| A\

Vdaka spojitosti funkcionalov f € A’ je kazda z mnozin F,,, n € N, ako prienik
uzavretych mnozin, uzavreta. Zvolme vektor z € X. Podla predpokladu (155)
existuje ny € N také, ze sup{|f(z)|, f € A’} < ns, tj., plati |f(z)| < na
pre kazdé f € A. V sulade s (161) potom mame z € F,,. Obzvlast, teda
dostavame inklaziu X C UneN F,,. Na druhej strane, trivialne UnEN F, C X.
Plati teda reprezentacia X = |J,, . Frn- KedZe priestor X je tplny, podla Baire-

o



Hahn—Banach Spojitost Druhy dual Banach—Steinhaus

Doékaz Vety 17 (pokracovanie).

ovej vety o kategoériach existuje index m € N s vlastnostou, ze mnozina F,, v
(161) nie je riedka v priestore X, t.j., (Fin)° = F2 # (). Inymi slovami, mnozina
F,, ma aspon jeden vnatorny bod. Existuje teda vektor z € F,, a ¢ > 0 také, ze
B(z,2¢) C F,,. Zvolme lubovolny vektor z € B[0,1], tj., s ||z]] < 1. Potom
vektor y. := = + €z lezi v otvorenej guli B(z,2¢), kedze

lye — z|| = |lez]] < & < 2e, a tak plati ye € Fin. (162)

Nasledne pre kazdy funkcional f € A’ postupne dostavame

1 1 1 1
51 =|1 (2 e =) | = 215w - 1@ < 215 + L 1@
(161),(162) 1 1 2m _ 2m
< —m+—m=—, z&ho vyplyva ||f| < —. (163)
e e &S &S

Posledna nerovnost v (163) znamena, ze mnozina A’ je ohranicena v norme
dualneho priestoru X’. Podla Definicie 11 je mnozina A’ rovnomerne ohranicena
v X', t.j. plati sup {||f]l, f € A’} < co. Dékaz je kompletny. [ |

| A\

Poznamka 19

Délezitym predpokladom vo Vete 17 je Gplnost normovaného linedrneho priestoru
X. Poznamenajme, ze v Priklade 29 skimany priestor X v (157) nie je Banachov.
i
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Priamym désledkom Vety 17 je nasledujica Banachova—Steinhausova veta.

Veta 18 (Banachova—Steinhausova)

Nech X je Banachov priestor nad T s normou || || @ X’ je dudlny priestor. Nech
{fx}721 € X' je postupnost funkcionélov s vlastnostou

pre kazdé x € X existuje klim fr(x) =: f(z). (164)
— 00

Potom zobrazenie f : X — T je spojity linearny funkcional na priestore X a plati

I/l < liminf || f |- (165)
k— oo

| A\

Dokaz Vety 18.

Podl'a predpokladu (164) je postupnost {fx(x)}72; C T pre kazdy vektor z € X
konvergentna, a teda ohranicena v E. V sualade s (154) v Definicii 11 je teda
postupnost funkcionalov {fx}%>, bodovo ohranicena v X’. Nasledne podla
Vety 17 je {fx}2>1 rovnomerne ohranicena v dualnom priestore X', t.j., v zhode
s Definiciou 11 existuje K > 0 také, ze ||fx|| < K pre kazdé k € N. Funkcional
f definovana podmienkou (164) je zrejme linearny. Naviac, pre kazdy vektor
z € B[0,1] € X postupne dostavame

(28)
U lim | fo(@)| = liminf | fi(z)| < liminf | fil| ] < liminf || fi]] < K.
k— o0 k— o0 k— o0 k— o0

|f (@)l

i
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Dokaz Vety 18 (pokracovanie).

Z odvodenej nerovnosti vyplyva, ze linearny funkcional f je ohraniceny na
mnozine B0, 1], a teda v stlade s Poznamkou 3 spojity na priestore X. Napokon
podla (26) plati nerovnost (165). Dékaz je hotovy. |

Priklad 30 (Aplikacie principu rovnomernej ohranicenosti)

Tvrdenie Vety 17 ma mnohé vyznamné a d'alekosiahlé aplikacie v matematickej
analyze. V spektralnej analyze sa napriklad pomocou neho da dokazat existencia
spojitej funkcie f : [—m,w] — T, ktorej trigonometricky Fourierov rad diverguje v
bode t = 0. V klasickej teérii nekoneénych Eiselnych radov z Vety 17 vyplyva, ze
ak postupnost {yx}2>; C T ma vlastnost, ze pre kazdi postupnost {z;}3>; € I?
je nekoneény rad S°2° | zryx absolitne konvergentny, potom {yx}2, € I°.

Zvysok prednasky venujeme slabym topolégiam v dualnych priestoroch. Nech
X je dany normovany linearny priestor nad T s normou || - || a X’ je dualny
priestor. Na priestore X’ moéZeme zaviest slabii topolégiu podla Definicie 10,
ktor( zostrojime pomocou systému pseudonoriem |F|, F € X". Existuje v3ak i
dasia vyznamna “slaba” topolégia v X'. Motivovany vysledkom Vety 18 najprv
vhodne zoslabime konvergenciu na priestore X’.
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Definicia 12 (x-slaba konvergencia v dualnom priestore)

Nech X je normovany linearny priestor nad T a X’ je dualny priestor. Hovorime,
ze postupnost funkcionalov {fx}72; C X’ konverguje #-slabo v priestore X'
k funkcionalu f € X', ak pre kazdy vektor z € X je postupnost {fx(z)}r2:
konvergentna v E s limitou f(z). Funkcional f nazyvame s#-slabou limitou pos-
tupnosti { fr}22, v dualnom priestore X’ a piseme fi, — f pre k — oo.

| A\

Poznamka 20

Podobne ako v Pozndmke 16 kazda silno konvergentna postupnost { fx 132, C X’
s limitou f € X’ je i x-slabo konvergentna v priestore X’ s rovnakou x-slabou
limitou f. Tato skutoénost vyplyva z nerovnosti (28), podla ktorej plati

(28)
[fr(@) — f(@)| = |(f = @) < [Ifw — flllzll pre kazdé = € X. (166)

Ak limy 00 fx = f v norme dualneho priestoru X', t.j., limg— oo || fx — fI| = 0,
potom podla (166) mame limy_, |fx(z) — f(z)| = 0 pre kazdy vektor z € X.
V kontexte Definicie 12 to potom znamena, ze postupnost { fi}z=, konverguje
-slabo k funkcionalu f, t.j., fr — f pre k — co. Opacna implikacia samozrejme
vo vseobecnosti neplati, ako ukazujeme v Priklade 31.

i
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Priklad 31

Uvazujme normovany linearny priestor X = co. Z Prikladu 14 vieme, ze od-
povedajici dualny priestor X’ je izometricky izomorfny s priestorom I*, pricom
prislusna korespondencia ma podla (96) tvar

X'5for={n2 €l f@) =) Mzp, w={z}2,€X. (167)
k=1
Nech {fn}nZ1 € X' je postupnost funkcionalov, ktora v kontexte ekvivalencie
(167) odpoveda postupnosti {e"}22 1, kde €™ = {dxn }22, € I* pre kazdé n € N.
Kazdy z funkcionalov f,, n € N, teda splha

fn(z) aen xn pre kazdé xz = {zp}p2, € X. (168)

Plati limy_, o zx = 0 pre kazdé {z;}32, € X, a tak z (168) vyplyva

. (168) . y .

li}m fml@) "= li)m n =0 pre kazdy prvok z = {z}72, € X. (169)
Podla Definicie 12 teda postupnost {fn}n>; #*-slabo konverguje v dualnom
priestore X’ k nulovému funkcionalu, t.j., fr — 0 pre k — oco. Nejedna sa

viak o silni konvergenciu v priestore X', pretoze pre kazdy dany index n € N
mame fr(e™) =1, a kedze ||z|| = 1, plati || fn|| > 1.

o
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|

Priklad 32

Podl'a Prikladov 2 a 7 pre dand funkciu y spojitd na I = [—1, 1] je zobrazenie
1
fu) ::/ u(z)y(x)dz, kde u je funkcia spojita na [—1,1],
=il

spojity linearny funkcional na normovanom linearnom priestore X = C[—1,1] s
normou || - ||c. Uvazujme postupnost {yx}z=; C X splhajicu vlastnosti

11

. k} /_11 yp(z)de =1. (170)

w(@20, zel-11, m=onar\|-
Systém {yx}32, v (170) definuje postupnost funkcionalov {fx}72; € X' tvaru
Folu) = /11 o) dm  w e (171)

Pomocou (171), formuly (35) a podmienok v (170) nie je tazké overit, ze

el 7L (35)/ ()] dz & 7°)/ (@) dz =1, (172)
3

Dokazeme, ze postupnost { fx}7>; konverguje *-slabo v dualnom priestore X’ k
funkcionalu 8o € X’ z Prikladu 2 s predpisom

o
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Priklad 32

do(u) :=u(0), ue€X.

Skutocne, pre kazdy index k € N a kazdy vektor u € X postupne plati

(171),(173)

| fr(u) — do(u)]

IRCICrs o)

(170)

1
i [u(@) = u(0)) yi@) da

1
< [ Ju(@) — u(0)] i () da
(170)/ |u(z) — u(0)| yr(z) dz

— fu(m) —u©)] [ n@)de

170 " 11
( )\u(nk)—u(0)| pre isté ny, € [_E’E} )

(173)

(174)
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Priklad 32

V predposlednom kroku v (174) sme vyuzili kombinaciu vety o strednej hodnote a
Bolzanovej vety pre spojitti funkciu |u—u(0)| na kompaktnom intervale [—4, 1].
A kedZe postupnost {nx}7>; ocividne splia limy_, o0 7, = 0, mame

. (174) . =

lim |fx(u)—do(uw)] =" lim |u(ng)—u(0)] = |u(0) —u(0)| =0 pre kazdé u € X,
k— o0 k— o0
a tak podla Definicie 12 plati fi — do pre k — oo. Naviac, plati ||do]| = 1,
ako sa mézeme lahko presvedéit. Na druhej strane, da sa ukazat, ze uvazovana
postupnost {fx}7>; pre ziadnu volbu funkcii yx, k € N, splhajtcich vlastnosti
(170) nekonverguje silno, t.j., v norme duélneho priestoru X’. Dékaz je zaloZeny
na pozorovani, ze postupnost {fx }7>; nie je cauchyovska v norme priestoru X',
a teda neméZe byt ani silno konvergentna v priestore X'.

o

Nech X je Banachov priestor nad T s normou || - || a X' je duélny priestor.
Postupnost {fr}3>1 C X' je *-slabo konvergentna v priestore X' s limitou
f € X' prave vtedy, ked je silno ohranicena v priestore X’ a existuje mnozina
A C X s viastnostami

LntA=X a klim fi(z) = f(x) pre kazdy vektor x € A. (175)
— 00
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Myslienka konstrukcie *-slabej topolégie v dualnom priestore X' je podobna ako
pri slabej topoldgii v normovanom linedrnom priestore X. Pre kazdy funkcional
f € X' definujeme *-slabé okolia tvaru

Of(z1,...,2m, &) ={g9€ X, [(9— /@) <e, i €{l,...,m}}, (176)

kde z1,...,2,m € X je koneény systém vektorov a € > 0. Mnozinu G’ C X’
nazveme *-slabo otvorenou, ak pre kazdy funkcional f € G’ existuje € > 0 a
vektory z1,...,Zm € X s vlastnostou O¢(z1,...,Tm,e) C G'.

Definicia 13 (x-slaba topolégia na dualnom priestore)

Nech X je normovany linedrny priestor nad T s normou || - || a X’ je dualny
priestor. Systém vietkych x-slabo otovrenych mnozin G’ C X’ vytvara na
priestore X’ topoldgiu, ktora sa nazyva #-slaba topoldgia a oznacujeme ju o .

Doplnky mnozin systému 7,+ budeme oznacovat ako x-slabo uzavreté mnoziny
v topologickom priestore (X, Tw=). Pre topolégiu T+ platia analogické tvrdenia
ako pre slabi topolégiu na normovanom linedrnom priestore X. Nasledujtce tvr-
denie sumarizuje zakladné vlastnosti *-slabej topolégie na dualnom priestore X'.
Ich dékazy je mozné viest podobnym spésobom ako v pripade slabej topolégie
na priestore X.



Hahn—Banach Spojitost Druhy dual Banach—Steinhaus

Propozicia 5
Nech X je normovany linearny priestor nad T s normou || - || a X' je dudlny
priestor. Platia nasledujice zikladné vysledky.

(i) Topoldgia T+ spliia Hausdorffovu axismu oddelite/nosti.

(i) Plati inklizia T.» C T, kde T je silna topolégia na dudlnom priestore X'
indukovana normou || - || v (26).

(iii) Postupnost {fr}7>21 C X' konverguje *-slabo k funkcionilu f € X' prave
vtedy, ked' konverguje k funkcionalu f vzhladom na *-slabii topologiu To»
na dualnom priestore X'.

(iv) Ak X je Banachov priestor nekonecnej dimenzie, potom topologicky priestor
(X, Tw=) nie je metrizovatelny.

-

Poznamenajme, Ze v dualnom priestore X’ mézeme okrem pojmov *-slaba ohra-
nicenost a konvergencia zavedenych v Definiciach 11 a 12 uvazovat i standardni
slabt ohranicenost a konvergenciu v zmysle Definicii 8 a 9, v ktorych budeme
X'’ chapat ako vychodiskovy normovany linearny priestor a druhy dualny priestor
X" ako k nemu odpovedajiici dualny priestor. Konkrétne, mnozina spojitych
linearnych funkcionalov A" C X’ je slabo ohranicena v priestore X', ak pre
kazdy spojity linearny funkcional F': X’ — T je mnoZina
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F(A") :={F(f), f € A’} ohranicens v E. (177)
Podobne, postupnost {fi}72; C X’ je slabo konvergentna v X’ so slabou limi-

tou f € X', ak pre kazdy funkcional F € X" je limy_oo F\(fx) = F(f).

|

Propozicia 6

Nech X je normovany linedrny priestor nad T a X' je dualny priestor. Nech
Tw+ a Tw st *-slaba a slaba topoldgia na X'. Plati inklizia Ty« C Tw, pricom
rovnost nastdva prave vtedy, ked X je reflexivny priestor.

Dékaz Propozicie 6

Vdaka kanonickému vnoreniu 7 v (116) a (111) a jeho vlastnostiam plati

>
\
| A\

()

(9 - H@) = g(@) — f@) 2 Fulg) — Fa(f)
W 2 (@)](9) - In@)(f) = v @))(g— ), =€X, fgeX. (178)
Nasledne, pre kazdé *-slabé okolie O} ({z:};Z1, €) mame

(176)

{g€ X', {lg— i)l < e}y }
{9 € X', {llr@)(g - )l < ¥t} = O ({m(z)}iy, o). |

O7({zi}ily, €)

(178)
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Dékaz Propozicie 6 (pokracovanie).

Posledna rovnost ukazuje, Ze kazdé *-slabé okolie v dualnom priestore X’ je
zaroveh i slabym okolim v X’. To dokazuje inklaziu T+ C 7To,. Rovnost nastava
prave vtedy, ked prirodzené zobrazenie 7 v (116) je surjektivne, t.j., v salade s
Definiciou 7 prave vtedy, ked normovany linearny priestor X je reflexivny. |

Obsahom poslednych dvoch tvrdeni je kompaktnost v slabych topolégiach. Prvy
vysledok ukazuje, Ze hoci slaba topolégia nie je vo vseobecnosti metrizovatelna,
slabo kompaktné mnoziny sa spravaju podobne ako klasické kompaktné mnoziny.
Druhé tvrdenie hovori, ze x-slabad kompaktnost v dualnych priestoroch vykazuje
niektoré vlastnosti klasickej kompaktnosti v priestoroch konecnej dimenzie.

Veta 20 (Eberleinova—Smuljanova)

V slabej topoldgii kazdého Banachovho priestoru X nad T pojmy (relativna)
kompaktnost, (relativna) spoéitatelna kompaktnost a (relativna) sekvencialna

kompaktnost mnozin v X vzajomne splyvaji.
- ot

Veta 21 (Banachova—Alaogluova)

V dualnom priestore X' kaZdého normovaného linedrneho priestoru X nad T je
uzavreta jednotkova gula B'[0, 1] kompaktna v x-slabej topoldgii v X'.

-
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