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Kapitola 1

Jazyk a jeho koneCna reprezentace

V této kapitole budou zavedeny zakladni pojmy, které jsou pfedmétem zkoumani teorie
formalnich jazykd.

1.1 Abeceda a jazyk

Abecedou se rozumi libovolna kone€nd mnozina X, jejiz prvky nazyvame znaky (pfipadné
také pismena nebo symboly) abecedy. P¥ikladem abecedy je tfeba mnozina {a, b}, mnozina
Cislic {0, 1, ..., 9}, nebo prazdnd mnozina .

Slovo (téZ Fetézec) v nad abecedou X je libovolna koneéna posloupnost znak{ této
abecedy (napf. aabb je slovo nad abecedou {a, b}). Pocet €lendl této posloupnosti v zna-
¢ime |v| a nazyvame délkou slova, poCet vyskytli znaku a ve slové v znagime #4(v) (napr.
#y(abaaba) = 2). Prazdné posloupnosti znak{ odpovida tzv. prazdné slovo, oznacované
¢, které ma nulovou délku.

MnoZzinu vSech slov nad abecedou ¥ zna€ime X*, mnozinu vSech neprézdnych slov
T, Plati napf.

{a}* = {e a,aa,aaa,aaaa,...}
@t = fal*\{e)
0,1} = /{¢0,1,00,01, 10,11, 000, 001, 010,011, ...}

Definitoricky déle klademe ¢* = {¢} a ™ = @. Na kazda dvé slova u, v Ize aplikovat
binarni operaci zfetézeni, oznaCovanou ,,.“, ktera je definovana pfedpisem u.v = uv. Napt.
zfetézenim slov abba a bba obdrzime slovo abbabba. Operace ztetézeni je asociativni, tj.
u.(v.w) = (u.v).w pro libovolna slova u, v, w. Déle se ¢ chova jako jednotkovy prvek,
tj. u.e = &.u = u pro libovolné slovo u. V dalSim textu budeme znak ,,.” v zapisu zfe-
tézeni obvykle vynechavat. Kazdé (neprdzdné) slovo nad abecedou lze ziskat zfetézenim
(nenulového poctu) symbol{ této abecedy — odtud ,,Fetézec” jako ekvivalent pojmu slovo.

Pro snadngjsi specifikaci jazyk{ je vyhodné zavést unarni operaci i -té mocniny slova,
ktera je definovana induktivné pro kazdé i € Ny takto: necht’” X je libovolna abeceda,
u € X libovolné slovo. Pak
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oUO
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o utl = y.ul
Napf. (abc)® = abcabcabc (kulaté zavorky slouZi jako metasymboly; nejsou sou&ésti
slova, pouze poméhaji vymezit argument operace).

Slovo u je podslovem slova v, jestliZe existuji slova x, y takova, Ze v = xuy. Pokud
navic x = ¢, fikame Ze slovo u je pfedponou (nebo také prefixem) slova v, coz znacime
U < v (X je tedy CasteCnym uspofadanim na X*); je-li v tomto pfipadé jesté navicu # v
(tj. y # €), pak klademe u < v. Je-li y = & (nyni jiz bez omezujicich poZadavkl na x),
nazveme u priponou (sufixem) slova v. NapFiklad aa je pfedponou aabab, zatimco 11 neni
ani podslovem slova 01010. Konecné pro kazdé k > 1 celé a slovo v znaCime zapisemKk : v
predponu slova v délky (nejvyse) k a dejinujeme k : v = u, pokud existuje w takové, Ze
v = uw a|u|l = k; v opacném pripadé klademe k : v = v. Zejména tedy pro neprazdné
slovo v zapis 1 : u znamena prvni znak slova v.

Jazyk nad abecedou X je libovolnd mnozina slov nad X (jazyky nad X jsou tedy
pravé podmnoziny £*). Napf. {10, 1, 011101} je jazyk nad abecedou {0, 1}, prdzdna mno-
Zina je jazyk nad libovolnou abecedou, atd. Jazyky mohou ovSem byt i nekone¢né, napf.
{w € {a, b}* | #a(w) = #p(w)} je jazyk nad abecedou {a, b} obsahujici viechna slova, ve
kterych se a i b vyskytuji ve stejném poctu (tedy napf. aababb, ¢ jsou prvky tohoto jazyka,
zatimco a, abbaa nikoliv).

1.1.1 Operace nad jazyky

V této Casti zavedeme nékteré operace nad jazyky, které se v dalSich kapitolach ukazi jako
velmi dilezité. Je tfeba disledné rozliovat mezi operacemi nad slovy a operacemi nad
jazyky, i kdyZ se nékteré z nich (jako tfeba zfetézeni nebo mocnina) znaci v obou pfipadech
stejné. Na zakladé ,,typu‘ parametrl bude vZdy jasné, zda se jedna o operaci nad slovy nebo
jazyky.

Necht’ L je libovolny jazyk nad abecedou ¥ a K libovolny jazyk nad abecedou A.
JelikoZ L i K jsou mnoziny, mdizeme aplikovat standardni mnoZinové operace sjednocent,
prinik a rozdil. Vysledkem je vZdy jazyk nad abecedou > U A. Dale definujeme:

o Zietézenim jazykl K a L je jazyk K.L = {uv | u € K, v € L} nad abecedou > U A.
Podle definice zejména plati ».M = M. = # a {¢}.M = M.{e} = M pro libovolny
jazyk M. Operace zietézeni jazykl je také ziejmé asociativni.

e i-tA mocnina jazyka L je definovana induktivné pro kazdé i € Np:

1. LO={g

2. L=

Zejména tedy #° = {¢}, #' = ¢ pro libovolné i € N a {e}} = {¢} pro libovolné

j e No.
o lterace jazyka L je jazyk L* = |Jio, L'.
e Pozitivni iterace jazyka L je jazyk L* = [, L'. Obecné neni pravda, 7e L+ =

L*\ {e}; tato rovnost plati pravé tehdy, kdyz L neobsahuje «.
e Doplnék jazyka L je jazyk co-L = ¥*\ L.
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o Zrcadlovym obrazem (téZ reverzi) slovax = aj . ..an nazyvameslovo wR = a,...a;
(eR = ¢). Zrcadlovy obraz jazyka L definujeme jako LR = {wR|w € L}.
e Substituce f je zobrazeni abecedy ¥ do podmnoZin mnoziny A*, tj. f pfifazuje
kazdémua € X jazyk f(a) € A*. Zobrazeni f je rozSiteno na slova takto:
1. f(e)=c¢
2. fxa)= fx) f(@).
f rozsifime na jazyky tak, Ze pro kazdé L C =* klademe f(L) = [J,o f(X).
Substituci f nazveme nevypoustéjici jestlize Zadné z f (a), a € T neobsahuje «.
e Specialnim pfipadem substituce je homomorfismus h, ktery definujeme jako substi-
tuci, u niz h(a) obsahuje jediné slovo pro kazdé a € X. V tomto pfipadé obvykle
h(a) povazujeme za slovo a nikoli jednoprvkovou mnozinu obsahujici toto slovo.
Je-li navic h(a) # ¢ pro viechna a € %, fikdme, Ze h je nevypoustéjici (téz e-free).
e Je-li h homomorfismus, pak definujeme inverzni homomorfni obraz jazyka L jako
h=1(L) = {x|h(x) € L} a pro slova definujeme inverzni homomorfismus jako
h—1(w) = {x|h(x) = w).
V souvislosti s operaci iterace je dobré si povSimnout, Ze symbolem X* jsme v pfedchozi
Casti oznaCili mnozinu v3ech slov nad abecedou X. JelikoZ samotné X je moZzné chapat
jako jazyk nad X (obsahujici pravé vSechna slova délky jedna), Ize z&pis ¥ * interpretovat
také jako iteraci jazyka X. Tato nejednoznacnost vSak neni na zavadu; snadno se vidi, Ze
iteraci > obdrzime pravé jazyk obsahujici viechna slova nad X. Ze stejného dlivodu je
nezavadna dvojznacnost zapisu .
Necht’ £ je tfida jazyk{ a o je n-arni operace na jazycich. Rekneme, Ze £ je uzaviena
na o, pokud pro libovolné jazyky L1, ..., L, patfici do £ plati, Ze také jazyk o(L1, ..., Lp)
patfi do L.

Priklad 1.1. Necht’ £ je mnoZina tvofend jazyky Li = {a'}, kdei € Ny. Pak L je uzaviena
na ziretézeni a mocninu, ale neni uzaviena na doplnék, sjednoceni, prinik, rozdil a iteraci .
PFiklady subbstituci a homomorfism( budou uvedeny v relevantnich partiich tohoto textu.

1.2 Konec€na reprezentace jazyka

VEtsina jazuk(, kterymi se budeme zabyvat v tomto textu, bude obsahovat nekone &ny pocet
slov. V této souvislosti velmi pfirozené vyvstavaji nékteré dilezité otazky.

Jedna z nich se nabizi okamzité — jak konecnym zplisobem reprezentovat (obecné
nekonecny) jazyk, tj. specifikovat mnozinu vSech jeho slov (tzv. problém konecné repre-
zentace). Pokud by jazyk byl koneCny (tj. obsahoval pouze konecné mnoho slov), pak vy-
stacime s vyCtem vsech jeho slov. V pripadé jazyka nekone¢ného je problém jeho konecné
reprezentace velice podstatny. Konecna reprezentace by méla byt (formalné vzato) opét fe-
tézcem symboll (nad jistou abecedou), ktery budeme vhodné interpretovat tak, aby danému
jazyku odpovidala néjaka (ne nutné jedina) konkrétni konecna reprezentace; obracené pak,
aby kazdé konkrétni konecné reprezentaci odpovidal jediny konkrétni jazyk. Takovymi re-
prezentacemi pro nas v dalSim textu budou zejména tzv. gramatiky, které zavedeme v této
kapitole a automaty, které budeme definovat pozdéji.
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V navaznosti na prave fecené vystava dalSi otazka, a to zda pro kazdy jazyk existuje
jeho konecna reprezentace. Zde Ize po kratkém zamysleni oCekavat negativni odpovéd’:
mnozina vsech Fetézcl nad libovolnou abecedou je spoCetné nekonecna, ale systém vsech
podmnozin spocetné nekonecné mnoziny je mnozina nespocetnd. Jelikoz bychom méli byt
schopni zapsat jakoukoli definici kone¢né reprezentace jako néjaky fetézec symbold, lze
(alespon na intuitivni Grovni) oekavat, Ze dostaneme jen spocetné mnoho kone€nych re-
prezentaci, a tedy Ze existuje mnohem vic jazykd, nez konecnych reprezentaci (formalnéji
jsou tyto Gvahy formulovany a dokézany az po definici pojmu gramatiky v tvrzeni 1.4).

Konecné si Ize poloZit otazku, jaka je struktura, vlastnosti, . .. téch t¥id jazykl pro
néz existuji konecné reprezentace (a to v souvislosti s ,,typem* této reprezentace), jak lze
tyto tfidy charakterizovat atp. Témto problémdm je vénovana pfevzna Cast tohoto ucebniho
textu.

1.2.1 Pojem gramatiky

Definice 1.2. Gramatika G je Ctvefice (N, &, P, S), kde

e N je neprazdna konecna mnozina neterminalnich symboll (strucngji: neterminal).

e > je konetna mnoZzina terminalnich symboll (terminall) takova, zZe N N = .
Sjednocenim N a ¥ obdrzime mnoZinu vsech symbold gramatiky, kterou obvykle
oznacujeme symbolem V.

e P C V*NV* x V* je kone¢na mnozina pravidel. Pravidlo («, 8) obvykle zapisu-
jeme ve tvaru @« — B (a ¢teme jako ,,« prepis$ na ).

e S € N je specialni poCateCni neterminal (nazyvany také kofen gramatiky).

Podminka kladena na tvar pravidel « — g pouze poZaduje, aby « (tzv. leva strana pravidla)
obsahovala alespori jeden neterminal; na 8 (pravou stranu pravidla) nejsou obecné kladeny
Zadné pozadavky — specielng, midze byt i prazdnym slovem «.

Kazdéa gramatika G = (N, X, P, S) urCuje binarni relaci =g pfimého odvozeni na
mnoZziné V * definovanou takto: y = ¢ & pravé kdyZ existuje pravidloa« — B € P aslova
n,0 € V*takova, ze y = nap as = npo. V dalSich kapitolach budeme rovnéz potrebovat
tyto relace na V *:

e relaci odvozeni v k krocich (k-n&sobné sloZeni relace = g) znacime :k>g a definujeme
pro kazdé k € Ny induktivné takto:
0 .. - 0z
— =g jeidenticka relace
k+1 K
- =g = =go=g
e relaci odvozeni v nejvyse k krocich, kterou znacime %g a definujeme pro kazdé
k € No pFedpisem

Sg

i
Q
Il

.

Il
o

o relaci odvozeni, ktrerou znaGime :% a definujeme pfedpisem

=g

4
Q*
I

Il
o
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Tedy = je reflexivni a tranzitivni uzavér =.
e Relace netrivialniho odvozeni, kterou znac¢ime :>Jgr, je definovéana takto:
i

T

Il
i

Relace = je tedy tranzitivni uzavér relace = .

V dal$im textu budeme index G u vy3e uvedenych relaci obvykle vynechavat, bude-li z kon-
textu patrné, o kterou gramatiku se jedna.

Prvky mnoziny V *, které Ize odvodit z poCateniho neterminalu, nazyvame vétnymi
formami gramatiky G. Presnéji, « € V* je vétna forma praveé kdyz S =* «. Vétna forma,
kterd neobsahuje Zadné netermindly, se nazyva véta. Mnozina vSech vét tvori jazyk gene-
rovany gramatikou G, oznacovany jako L (G):

LG) ={we T | S =* w)

Gramatiky G1 a G» nazveme jazykové ekvivalentni (dale jen ekvivaletni), pravé kdyz gene-
ruji tentyz jazyk, tj. L(G1) = L(G2).

Priklad 1.3. Necht’'G = ({S, A, B}, {a, b}, P, S), kde
P = { S— ABS,
S — ¢,
AB — BA,
BA — AB,
A — a,
B—b}
Pak napf. AaB AbBS je vétna forma G, zatimco ABb nikoliv. Jazyk L(G) vypada takto:
L(G) = {u € {a,b}* [ #a(u) = #p(U)}.

V nasledujicim textu budeme dodrzovat tyto konvence tykajici se znaceni:
e Koren gramatiky obvykle znatime symbolem S.
e Neterminalni symboly jsou oznaCovany velkymi pismeny (obvykle ze za€atku) la-
tinské abecedy (A, B, C, ...)
e Termindlni symboly obvykle znacime malymi pismeny ze zacatku latinské abecedy
(a,b,c,...).
e Retézce, které jsou slozeny vyhradné& z terminalnich symbolli (tzv. terminalni Fe-
tézce) obvykle znacime malymi pismeny z konce latinské abecedy (..., X, Y, z)
e Retdzce, které mohou byt sloZené z terminalnich i neterminalnich symbold, jako
napf. vétné formy, znacime malymi feckymi pismeny («, 8, v, .. .).
e Pravidlaa — B,a — y se stejnou levou stranou Casto zapisujeme strucnéji jako
a—>Bly.
Uvedené konvence plati, pokud v textu neni vyslovné uvedeno jinak.

1.2.2 Chomského hierarchie gramatik a jazykd

Lingvista Noam Chomsky rozdélil gramatiky do Ctyf skupin (typd) na zakladé rliznych
omezeni na tvar pravidel. Jeho préace (z konce 50. let) byla pdvodn& motivovana Gvahami
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0 struktufe pfirozeného jazyka, z dneSniho pohledu ma vSak predevSim vyznam jako za-

kladni (a neobycejné vyhodné) rozdéleni gramatik podle jejich popisné sily. Chomského

hierarchie rozliSuje tyto Ctyfi (zakladni) typy gramatik:

typ 0 Libovolné gramatika je gramatikou typu O; na tvar pravidel se nekladou zZadné ome-
zujici pozadavky. Nékdy téZ se takové gramatiky oznacuji jako gramatiky bez ome-
zeni Ci frazové gramatiky (phrase grammars).

typ 1 Gramatika je typu 1 (nebo téZ kontextova®, Context-Sensitive, CSG, méné Zasto té7
monotonni), jestlize pro kazdé jeji pravidlo @ — B plati |@| < |B]| s eventuelni
vyjimkou pravidla S — &, pokud se S nevyskytuje na pravé strané zadného pravidla.

typ 2 Gramatika je typu 2 (téZ bezkontextova, Context-Free, CFG), jestlize kazdé jeji pra-
vidlo je tvaru A — «, kde |@| > 1 s eventuelni vyjimkou pravidla S — ¢, pokud se

S nevyskytuje na pravé strané Zadného pravidla.
typ 3 Gramatika je typu 3 (téZ regularni &i pravolinearni?), jestlize kazdé jeji pravidlo je

tvaru A — aB nebo A — a s eventuelni vyjimkou pravidla S — &, pokud se S

nevyskytuje na pravé strané 7adného pravidla. 3
V dalSim textu bude uké&zéano, Ze ke kazde gramatice typu 2 s pravidly A — «, kde |«| > 0,
Ize sestrojit ekvivaletni gramatiku typu 2 splfujici poZzadavek |«| > 1 s eventuelni vyjim-
kouo S — ¢. Z toho okamzité plyne i analogické tvrzeni pro typ 3, pokud bychom povolili
pravidla tvaru A — e.

Hierarchie gramatik také urCuje pfislusnou hierarchii jazykd. Jazyk L je regularni
(resp. bezkontextovy, kontextovy, typu 0) pokud existuje regularni (resp. bezkontextova,
kontextova, typu 0) gramatika G takovd, ze L(G) = L. Nyni je jiz zfejmy smysl ,,vyjimky*
tykajici se pravidla S — &; kdybychom ji nepovolili, stal by se z libovolného (tfeba i regu-
larniho) jazyka po pfidani prazdného slova jazyk typu 0, ktery nelze popsat ani kontexto-
vou gramatikou. To by bylo zna€né nepfirozené — pfidanim jediného slova se ,,charakter”
obecné (a téz i obvykle) nekonecného jazyka pfFilis nezméni.

Z definice je patrné, Ze kazdy novy typ gramatiky v Chomského hierarchii je spe-
cifikovan zavedenim dalSich omezujicich podminek na typ pfedchozi — napfiklad kazda
reguldrni gramatika je také gramatikou bezkontextovou, kontextovou i typu 0. Naopak to
ovSem neplati. V této souvislosti se rovnéz nabizi pFirozend otazka, zda existuje jazyk,
ktery neni typu 0, tj. jazyk, ktery nelze generovat Zadnou gramatikou, ¢i ekvivaletné jazyk,
pro néjz neexistuje konecna reprezentace (pomoci gramatiky). Odpovéd’ podava tato véta:

Tvrzeni 1.4. Nad abecedou {a} existuje jazyk, ktery neni typu O.

Dlkaz: MnozZina viech slov nad abecedou {a} je spoCetné nekonecna. MnoZina vsech
jazyk{ nad touto abecedou méa proto mohutnost 2%, coZ je mohutnost kontinua (zejména je

1. Nazev ,kontextova“ je odvozen z toho, Ze uvedenou podminku je mozné ekvivalent@ zformulovat také tak,
Ze kazdé pravidlo je tvaru y A5 — yad, kde |o| > 1 (tj. netermindl A se fgepiSe na « tehdy, je-li obklopen
kontextem y a §). ,,Ekvivalentni formulaci myslime to, Ze ¥ida vsech jazykd, které Ize generovat kontextovymi
gramatikami, se nezméni.

2. Analogicky Ize definovat gramatiky levolinearni s pravidly tvaru A — Ba nebo A — a. | tyto gramatiky se
nazyvaji regularni.

3. U tohoto typu gramatik byva rékdy v uvedené definici povoleno a € X U {¢}; fida jazykd generovanych
témito gramatikami se nezméni oproti standardnimu pfipadu.
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tedy nespoCetnd). Ukazeme, Ze jazykd typu 0 nad abecedou {a} je pouze spoCetné mnoho.

Bud’ M libovolnd, ale pro dalsi Gvahy pevné zvolena spocetnd mnozina. Ke kazdé
gramatice G s mnozinou neterminalli N existuje ekvivalentni gramatika G’ jejiz mnoZina
neterminalll je podmnoZinou M (staci ,,pfejmenovat” prvky N vhodné zvolenymi prvky
mnoziny M). Lze proto bez Gjmy na obecnosti predpokladat, Zze kazda gramatika s mno-
Zinou terminald {a} ma neterminaly z mnoZiny M. UkaZeme, Ze vSech takovych gramatik
je pouze spocetné mnoho. K tomu si staci uvédomit, Ze zapis kazdé takové gramatiky je
vlastné slovo nad spocetnou abecedou

Mufa, =, (). ()

Podtrzitka maji jen pomocnou Ulohu — naznaCuji, Ze se ma podtrzeny znak chapat jako
prvek mnoZiny a ne jako metasymbol.

VSech slov délky i nad touto abecedou je NB = R pro libovolné i € N. V8ech
slov nad touto abecedou je proto spocetné mnoho, nebot’ sjednocenim spocetné mnoha
spoCetnych mnozin je spoCetnd mnozina. Uvazovanych gramatik je proto rovnéz spocetné
mnoho. O

Z dlikazu predchozi véty je patrné, Ze gramatikami Ize ve skuteCnosti popsat jen ,,velmi
malou“ tfidu jazyk{. Z uvedeného neni ovem jasné, jakého ,druhu® jsou jazyky, které
nejsou typu 0 — jak uvidime pozdé&ji, spadaji sem i nékteré velmi pFirozené definované
jazyky.

Pozorného Ctenare jisté napadne i dalSi otdzka — existuje néjaky mocnéjsi aparat
pro popis jazykl nez gramatiky? Uvédomme si, Ze zékladni poZadavek na kazdy takovy
aparét je, aby jazyky byly popsany koneEnym zplsobem. Jazyky tedy budou v kaZdém
pripadé specifikovany kone¢nou posloupnosti matematickych symbold. JelikoZ matematika
vystaci se spoCetné mnoha symboly, Ize aplikovat argument pfedchoziho dlikazu; kazda
konecnd reprezentace (popisny aparat) proto dokaze popsat nejvyse spocetnou mnozinu
jazyku. Toto zakladni omezeni nelze prekonat. Neni vak mozné pfedem vyloucit existenci
aparatu, ktery interpretuje zapis jazyka takovym zplisobem, Ze Ize kone€né zapsat i jazyky,
které nejsou typu 0.

Toto je zakladni omezeni, kterym je ovlivnéna celd informatika. | program (nebo
libovolny jiny zéapis algoritmu) je totiz konecna posloupnost znakl a je jich proto spocetné
mnoho. Jak uvidime, Ize problémy formalné specifikovat jako jazyky. VVSech problémd je
tedy nespocetné mnoho. Z toho okamzité plyne, Ze jsou i takové problémy, na jejichz feSeni
neexistuje algoritmus. Mezi nimi se najdou i takové problémy, kde by existence algoritmu
byla velmi uziteCna (ale bohuzel tomu tak neni). Patfi k nim napfiklad

e problém, zda libovolny dany program ukonéi svlij vypocet pro (jeden) libovolny
dany vstup (vstupni data), resp. pro kazdy dany vstup (tj. zda program pro zadany
bude cyklit, resp. pro zadny vstup nikdy cyklit nebude),

e problém, zda dva libovolné dané programy jsou ekvivalentni v tom smyslu, Ze pro
stejné vstupy davaji tytéz vysledky (napfiklad prototyp néjakého systému Ci jeho
proveditelnd specifikace jako jeden program a efektivni implementace téhoz systému
jako program druhy),
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e problém, zda dvé libovolné bezkontextové gramatiky (tj. uzitecny nastroj pro spe-
cifikaci syntaxe programovacich jazykd) jsou ekvivaletni (jedna z gramatik definuje
syntaxi jazyka vhodnou pro uZivatele — programatora, je v3ak nevhodna pro jeho
implementaci; tvlirce prekladaCe musi najit jinou vhodnou gramatiku, ale neexistuje
algoritmus, ktery by ovéFil, zda tyto gramatiky jsou ekvivalentni)

e afada dalsich.

Touto problematikou se budeme zabyvat v kapitole 5, tj. az po studiu jazykd gene-
rovatelnych gramatikami v Chomského hierarchii. Detailngji se t€émito otdzkami zabyva
teorie vycislitelnosti.



Kapitola 2

Regularni jazyky a kone¢né automaty

V této kapitole se budeme zabyvat vlastnostmi regularnich jazykd. Ukazeme si alternativni
zplisoby jejich formalni reprezentace, které jsou na prvni pohled velmi odlisné od regu-
larnich gramatik — nejprve zavedeme pojem konecného automatu, ktery je matematickym
modelem jednoduchého vypocetniho zafizeni s kone¢nou paméti, schopného rozpoznavat
urcity jazyk. Dokazeme, Ze tfida jazykd, které Ize rozpoznat kone¢nymi automaty, je presné
tfida regularnich jazykd; tento poznatek také pfinese zajimavé vysledky o jejich strukture
a vlastnostech.

Dals$i zpdisob formalni reprezentace regularnich jazykl predstavuji tzv. regularni vy-
razy, kterymi se budeme rovnéz zabyvat. Umoziuji popsat libovolny regularni jazyk jako
vysledek kompozice nékolika jednoduchych operaci nad jazyky (jde tedy o nerekurzivni
popis, na rozdil od gramatik a kone¢nych automat).

V z&veéru kapitoly se také zminime o praktickém uplatnéni prezentovanych teoretic-
kych poznatkl; moznosti jsou velmi Siroké a peclivé studium tohoto textu proto rozhodné
neni ztratou Casu.

2.1 Konecné automaty

V kazdodennim Zivoté se Casto setkdvame se zafizenimi, ktera provadéji jisty druh Cin-
nosti na zakladé pomérné komplikované komunikace s okolim. Dobrym pfikladem je tfeba
automat na kavu — pfedstavme si stroj, ktery je vybaven dvoumistnym displejem (je tedy
schopen pfijmout hotovost az do vyse 99 korun), dale otvorem pro mince, nékolika tla-
Citky pro vybér napoje a samozrejmé vydejnim systémem. Komunikace s automatem pro-
bih& pomoci uvedenych komponent. Jedinou vyjimkou je v tomto sméru displej; ten se
komunikace pfimo neGcastni, pouze signalizuje mnozstvi penéz, které byly do automatu
vhozeny. To je také jedina veliCina, kterd ovliviiuje dalSi chovani pfistroje (pro jednodu-
chost neuvaZzujeme mnozstvi surovin, které v automatu zbyva). Urcuje, které tlacitko pro
volbu napoje Ize pouZit, zda je jeSté mozné vhodit dalSi minci (pokud by vysledna Castka
presahla 99 korun, je mince odmitnuta), pfipadné kolik penéz ma automat po stisku spe-
cialniho tlacitka vratit. Hodnota na displeji tedy presné a GpIné vystihuje momentalni stav
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automatu. Ten se méni na zakladé komunikace s okolim podle pfedem stanoveného proto-
kolu — vhozenim dal$i mince nebo stiskem tlacitka se stav automatu pFislusnym zplisobem
upravi. Odebrani napoje pfistroj nijak nezaznamenda, nema tudiz na stav zadny vliv (Ctenar
se mlZe snadno presvédCit, Ze tento predpoklad je celkem realisticky). Vnitfni protokol
automatu musi presné vystihnout, ktera posloupnost akci je pro automat pfijatelna a ktera
nikoliv. Jestlize bila kava stoji 8 korun a objednava se tlacitkem X, je napf. posloupnost
akei 2K¢, 5K¢, 1KE, X pro automat prijatelnd, zatimco sekvence 1K¢, 1K¢, X nikoliv. Jeli-
koz dalSi Cinnost automatu je Uplné urena jeho momentalnim stavem, kterych je kone¢né
mnoho (pfesné 100), je mozné zminény protokol specifikovat tak, ze pro kazdy stav uve-
deme seznam akci, na které je automat schopen reagovat spolu se stavem, do kterého se po
dané akci dostane.

Existuje mnoho systéml, jejichZ chovani Ize definovat pomoci konené mnoha stavd,
akci a prechodll mezi stavy. Nemusi se vZdy jednat zrovna o Fidici jednotky — i nékteré
spoledenské hry jako tfeba $achy Ize timto zplisobem chapat a pFesné popsat; stavy jsou
v tomto pfipadé vSechna moznd rozlozeni figur na Sachovnici (jelikoZ mame kone€ny po-
Cet figur i poli, je mozZnych rozloZeni také kone¢né mnoho), akce jsou viechny mozné tahy
(napt. ,,bila véz z B2 na B6*) a v kazdém stavu Ize provést pouze ty akce, které neodporuji
danému rozloZeni figur a pravidlim $achu. Pokud se zajimame napfiklad o vyherni stra-
tegii hrace s bilymi figurami, miZeme stavy ve kterych dava bily mat oznagit za koncové.
OVérFit, zda bily ma v daném stavu Sanci na vyhru pak znamenena zjistit, zda z daného
stavu existuje posloupnost akci, ktera vede do nékterého z koncovych stavil. Ne kazda hra
se oviem da popsat jako systém s konecnym poctem stavil (dale jen strucngji: konecné sta-
vovy systém). Prikladem jsou tzv. ,,piSkvorky“ — hraci pole je potencialné nekonecné a hra
ma tudiz nekone€né mnoho moznych konfiguraci.

I poCitace jsou konecné stavové systémy, nebot’ maji sice velkou, ale pfece jen ko-
necnou pamét, ktera tudiz mize nabyt pouze kone¢né mnoha stavll (pocitame sem samo-
zfejmé i disky, vyrovnavaci paméti, velkokapacitni ziznamova média sdilena po siti a po-
dobnég). Akce a pfechody mezi stavy paméti nelze v tomto pfipadé popsat n€jak jednoduse —
zavisi na konstrukci pocitace a samozfejmeé i na samotném obsazeni paméti (jaky program
se provadi, jaka ma data atd.). Zaroven je v3ak tfeba poznamenat, Ze omezeni na velikost
pameéti je ponékud umélé. V praxi nepfedstavuje zasadni problém a v abstraktnich Gvahach
je proto Ucelné tento limit zcela pominout. Ziskané teoretické vysledky pak mnohem Iépe
odvidaji realité, nebot’ pFesnéji vystihuji ,,vypoCetni silu“ realnych pocitacl, jak ostatné
uvidime v kapitole 5.

Abstraktnim modelem kone¢né stavovych systému jsou tzv. kone¢né automaty. Ko-
necny automat je vybaven konecné stavovou fidici jednotkou (tj. kone€nou paméti), Cteci
hlavou a paskou, na které je zapsané vstupni slovo — viz obrazek 2.1. Na zaCatku vypoctu
je hlava umisténa na nejlevéjsim policku pasky. Automat na zakladé pfecteného symbolu
a momentalniho stavu sviij stav zméni a posune Gteci hlavu o jedno policko vpravo. Vy-
pocet konci, pokud se automat ,,zablokuje*, nebo precte celé vstupni slovo. Slovo zapsané
na pasce je automatem akceptovano, pokud je celé pfecteno a vysledny stav je néktery z
predem urcenych koncovych stavli. MnoZina vsech slov, ktera dany konecny automat M
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b|lb|b|a]| vstupnipaska

alalbla
| ¢teci hlava

kone€né stavova

Fidici jednotka

Obrazek 2.1: Kone€ny automat

akceptuje, tvofi jazyk akceptovany automatem M. Formalni definice vypada takto:

Definice 2.1. Konetny automat (Finite Automaton, FA) M je pétice (Q, X, §, qo, F), kde
e Q je neprazdna kone¢na mnozina stavd.

3 je kone€na mnozina vstupnich symboll, nazyvana také vstupni abeceda.

5: Q x ¥ — Q je parcialni pfechodova funkce.

Jo € Q je pocéatecni stav.

F C Q je mnoZina koncovych stavd.

Abychom mohli definovat jazyk pfijimany danym FA M, zavedeme rozsifenou pfechodo-
vou funkci § : Q x ©* — Q, definovanou induktivné vzhledem k délce slova ze ©*;

e 5(q, &) = q pro kazdy stav q € Q.

. 5(5(q, w),a) je-lid(q, w)is(5(q, w),a) definovéno,
e 5(0, wa) =
jinak.

Symbol L znag&i, ze funkce neni definovana. Zapis 8(q, w) = p znamen4, Ze automat M
prejde ze stavu q ,,pod slovem* w (tj. postupnym prectenim slova w znak po znaku zleva
doprava) do stavu p. Jazyk pFijimany (akceptovany, rozpoznévany) koneénym automatem
M, oznaCovany L (M), je tvofen pravé vsemi takovymi slovy, pod kterymi automat prejde
z pocatecniho stavu do nékterého z koncovych stavi:

LM) = {w € £* | 5(qo, w) € F)

Jazyk, ktery je rozpoznatelny (n€jakym) kone€nym automatem, nazveme regularni (viz
vSak poznamka 2.2. Ekvivalenci koneénych automatd definujeme podobné jako v pFipadé
gramatik — kone¢né automaty M a M’ jsou ekvivalentni, pokud L (M) = L(M”).
Poznamka 2.2. V ¢asti 1.2.2 jsme privlastkem ,,requldrni“ oznacili jazyk generovatelny
regularni gramatikou; jak uvidime, jsou tfidy jazykd, které Ize generovat regularnimi gra-
matikami, resp. rozpoznat konecnymi automaty, ve skutecnosti stejné. NeZ toto dokazeme,
bude slovo ,,reguldrni zkratkou pro ,,rozpoznatelny koneCnym automatem".

Priklad 2.3. Necht’ M = ({qo, 91, A2}, {a., b}, 8, qo, {02}) je FA, kde
§(do,a) = Q1 §(do, b) = Q2
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§(q1, @) =02 §(q1,b) =qo

5(d2,@) =qo 5(g2,b) = q1
Pak L(M) = {w € {a, b}* | (#a(w) — #o(w)) mod 3 = 2}.
Uplna definice konkrétniho automatu musi zahrnovat popis viech slozek pétice z defi-
nice 2.1. Neni vSak nutné tyto slozky vZdy reprezentovat standardni mnozinovou symboli-
kou (tj. vyctem prvki). V praxi se ¢asto pouZivaji i jiné (prehledngjsi) zplisoby reprezentace
konecnych automatdl. Pfedvedeme si dva z nich na automatu M z predchoziho pfikladu.

Automat M je mozné reprezentovat pomoci tabulky pfechodové funkce takto:

al|b

— Qo | d1 | 92
di1 || 92 | Yo

< 021 do| 1

Stavy automatu jsou vypsany v zahlavi fadku, vstupni symboly v zéhlavi sloupctl, pfe-
chodova funkce je urfena obsahem vnitfnich poli tabulky (pokud je pro nékteré dvojice
nedefinovana, uvadi se v pfislusném misté tabulky znak ,.—), poCatecni stav je oznacen
znakem — a koncové stavy znakem <.

Jesté prehlednéjsi, a proto nejCastéji pouzivana, je reprezentace pomoci prechodo-

vého grafu (téz prechodového systému s navéstimi ze X), ktery pro automat M vypada
takto:

b

[ )l
%\ =0 >

a

Stavy odpovidaji uzItim, pfechodova funkce je zndzornéna ohodnocenymi hranami, vstupni
abeceda je tvorena symboly, kterymi jsou hrany ohodnoceny, pocatecni stav je oznacen
Sipkou a koncové stavy jsou dvojité zakrouzkovany.

Nakonec jeSté zmifime reprezentaci vypocetnim (Ci téZ stavovym) stromem. Koren
stromu odpovida po€atecnimu stavu (a neni tedy nutné jej néjak oznacovat jako poCatecni).
Z kazdého uzlu, ktery neni listem vychazi — dle definice pfechodové funkce — prave tolik
hran ohodnocenych symboly vstupni abecedy, kolik ma odpovidajici stav naslednikd (je-li
tedy § totalni, pak pravé tolik hran, kolik symbolli ma vstupni abeceda). Jestlize néjaky
stav odpovida vice uzllm, pak hrany vychazeji jen z jednoho z téchto uzll. Vypocetnim
stromem Ize reprezentovat jen ty automaty, kde kazdy stav je tzv. dosazitelny z pocatecniho
stavu (viz definice 2.18) — z hlediska schopnosti rozpoznavat dany jazyk, neni pfitomnost
¢i nepfitomnost nedosazitelnych stavli podstatna (viz lemma 2.19).

Vypocetni strom pro dany automat neni (obecné) urcen jednoznacné — miize se lisit
dle toho, zda jej konstruujeme zplisobem, ktery odpovida nap¥iklad prochazeni do hloubky,
nebo do Sitky, €i dalSim moznostem. Pokud vSak ve vypocetnim stromu ztotoznime uzly
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oznacené stejnym stavem, obrzime prechodovy graf (v némz vSak musime vyznacit stav
pocatecni). Vypocetni strom pro automat M mdiZe tedy mit napfiklad tyto tvary:

(%) ) b
e TR
@) (%)
C/ \0

Priklad 2.4. Pro ilustraci nyni uvedeme rovnéz diikaz faktu, Ze konecny automat M z pFi-
kladu 2.3 skuteCné rozpoznava jazyk L (M) = {w € {a, b}* | (#a(w)—#p(w)) mod 3 = 2}.

Dilkaz: Dokazeme, 7e pro kazdé slovo v € {a, b}* plati, Ze 5(qo, v) = qi, kde i =
(#a(v) — #p(v)) mod 3. Indukci k délce slova v:

Iv| = 0: Pak v = & a §(qo, &) = o podle definice rozsitené prechodové funkce. Zfejmé
(#a(e) — #p(¢)) mod 3 = 0.

Indukéni krok: Necht’ v = ux, kde u € {a, b}* ax € {a, b}. Podle induk&niho predpo-
kladu plati S(qo, u) = qj, kde i = (#a(u) — #p(u)) mod 3. Necht’ napf. x = a (pFipad
kdy x = b se vySetfi stejnym zplisobem). PFechodova funkce § byla definovana tak, Ze pro
kazdé k € {0, 1, 2} plati 6(qgk,a) = qi, kde | = (k + 1) mod 3. Proto také S(qo, ua) =
8(8(qo, u),a) = 8(qi,a) = qj, kde j = (i +1)mod 3 = (#a(u) — #p(u) + 1) mod 3 =
(#a(ua) — #p(ua)) mod 3, coz bylo dokazat.

JelikoZ koncovym stavem je pouze g2, plati L(M) = {w € {a, b}* | S(qo, w) = 2} =
{w € {a, b}* | (#a(w) — #p(w)) mod 3 = 2}. O

Podobnym zplisobem lIze postupovat i v jinych p¥ipadech. Jediny problém (a tedy jadro
dbikazu) je postihnout vztah mezi slovy ze ~* a stavy daného automatu.
PFechodové funkce 3 bylav definici 2. 1 zavedenajako parciélnl' coZ umoi huje snad-

,»d0leZité“ prechody z daného stavu.

Priklad 2.5. Navrhneme koneCny automat, rozpoznavajici fetézcové konstanty podle (zjed-
nodusené) konvence jazyka C — Fetézec zaCina uvozovkami, nasleduje posloupnost libovol-
nych znak( s ASCII kédem 32-127 a na konci jsou zase uvozovky, pied kterymi ovsem
nesmi byt znak obraceného lomitka. MnoZinu znak( s ASCII kédem 32-127 oznac¢ime
symbolem A (hrana s timto ndvéstim A tedy reprezentuje, formalné vzato, mnoZinu hran
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— pro kaZdy z uvaZovanych symbol( praveé jedna hrana):

(&)

A={"\}
2

(L
—_—
o~

Parcialita pfechodové funkce nema podstatny vliv na vypocetni silu koneénych automat,
jak dokladéa nasledujici pomocné tvrzeni:

Lemma 2.6. Ke kaZdému FA M existuje ekvivalentni FA M’ s totalni pfechodovou funkci.

Dlkaz: Necht M = (Q, %, 6, qo, F). Automat M’ sestrojime tak, Ze ke staviim au-
tomatu M pFidame novy nekoncovy stav p a chybgjici pfechody do ngj ,,nasmeérujeme*.
Tedy M’ = (QU{p}, =,8,qo, F), kde p € Q a8’ je definovana takto:

, 5(q,a) je-li8(q,a) definovano,
a(q,a)z{ e e
p jinak.

Zejména 8'(p,a) = p pro kazdé a € . Indukci k délce slova se snadno ovéri, Ze pro
kazdé g € Q aw € T* plati

. 5(g, w) je-li (q, w) definovano,
8’(q,w)={ @w) jelii@w
p jinak.

JelikoZ p ¢ F, plati L(M) = L(M). O

Jazyk akceptovany koneénym automatem je mozné definovat také pomoci pojmd konfigu-
modely, nez jakymi jsou kone€né automaty. Proto tuto (alternativni) moznost rovnéz uve-
deme.

Konfigurace kone¢ného automatu M = (Q, X, 8, qo, F) je kazda dvojice (q, w) €
Q x £*. Na mnoziné vSech konfiguraci automatu M zavedeme binarni relaci krok vypoctu,
oznacovanou +, pomoci predpisu

@.aw) F (p,w) <% 8(q,a) = p

Reflexivni a tranzitivni uzaver relace kroku vypoctu znaCime *. Jazyk akceptovany auto-
matem M pak mizeme definovat také takto:

LM) ={w e ¥ | (qo, w) F* (q, ¢), kde q € F}

Konfigurace kone¢ného automatu M pFesné popisuje momentalni stav vypoctu, ktery M
na daném slové provadi. Obsahuje Uplnou informaci, ktera je potfebna pro jeho dalsi po-
kraCovani. ,,Programem® pro tento vypocet je samoziejmé pfechodova funkce.
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Duikaz faktu, Ze obé uvedené definice jazyka L (M) jsou ekvivalentni, Ize pfenechat
Ctenafi jako jednoduché cviceni — staCi ukazat platnost ekvivalence

8@, w)y=p < @ w) F* (p,e)

coz se da jednoduse provést indukci vzhledem k délce slova w.

2.1.1 Konstrukce kone¢nych automatd

Konstrukce kone€ného automatu, ktery rozpoznava dany jazyk, je obecné netrivialni tkol.
V této Casti si ukazeme nékteré metody, s jejichz pomoci je mozné vyfesit fadu konkrétnich
aloh.

Zékladnim trikem, ktery dokaze zjednodusit navrh kone¢ného automatu, je zavedeni
jisté pomocné struktury na stavech. Uvédomme si, Ze stavy konecného automatu predsta-
vuji kone€nou pamét’, do niz je mozné ukladat informace o dosud pfectené Casti vstupniho
slova. Informaci, kterd je spojend s danym stavem, je GCelné zachytit v jeho oznaceni.

Priklad 2.7. Mame za kol sestrojit automat rozpoznavajici jazyk
L = {w € {a, b}* | w obsahuje podslovo abaa}

OznaCeni stavll automatu zvolime tak, aby bylo patrné, jaka Cast poZadovaného podslova
abaa jiZ byla automatem prectena:
"1

QO Q)
a
S ORORO=CR =

b

Vhodna volba mnozniny stavll (,,struktury na stavech*) dokaze konstrikci automatu zjed-
nodusit a vysledny automat zpfehlednit. VV nékterych pfipadech je jeji zavedeni dokonce
nevyhnutelné, mé-li byt definice technicky zvladnutelna.

Priklad 2.8. Sestrojme automat rozpozndvajici jazyk
L = {w € {a, b}" | #a(w) mod 1997 = 483 A #p(w) mod 1998 = 645}

Ve stavech automatu je tfeba zachytit informaci o poctu dosud prectenych symbold ,,a*
modulo 1997 a o poCtu dosud prectenych symbold ,b* modulo 1998. Celkem tedy bude
zapotiebi 1997.1998 = 3990006 stavil. Reprezentovat takovyto automat pomoci p fecho-
dového grafu neni pFilis rozumné (i kdyZ stale mozné). Misto toho zavedeme jednoduchou
strukturu na stavech, kterd umozni zapsat celou definici na nékolik (kratkych) Fadkd. Necht’
M = (Q, {a, b}, 8, qo.0, {das3.645}), kde

Q=1{gijl0<i<199 A 0< j <1997}

a prechodovd funkce § je definovéna takto:
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8(Qi.j, @) = Qi+1,j prokazdé 0 <i <1995,0 < j <1997
(01996, ), @) = Qo,j pro kazdé 0 < j < 1997

8(Qi.j,b) = qi.j+1 prokazdé 0 <i < 1996,0 < j < 1996
8(0i.1997, b) = gi,0 pro kaZdé 0 < i < 1996

Dals$i Casto pouzivanou technikou je synchronni paralelni kompozice automatl. Pro dané
automaty Mj a My umoziuje snadno sestrojit automat rozpoznavajici priinik (pfipadné
také sjednoceni nebo rozdil) jazykl L(M1) a L(M2>). Intuitivné si Ize celou konstrukci
predstavit tak, Ze automaty M1 a M2 nechdme béZet paralelné na stejném vstupnim slové.
Jejich béh je synchronni, tj. M1 a M2 provadgji kroky vypoctu vzdy ve stejném okamziku.
Ma-li slovo w patfit do sjednoceni L(M1) a L(M3), musi byt alespoii jeden z automatl
po zpracovani slova w v koncovém stavu. Formalné je tato myslenka zachycena v nize
uvedené definici.

Definice 2.9. Pro dané FA M1 = (Q1, X, 681,01, F1), M2 = (Q2, X, 82,02, F2), Je-
jichz pfechodové funkce jsou totélni, definujeme konecny automat Mj; W My = (Q1 X
Q2, 2,4, (d1,92), F), kde

e F={(p)IpeFRvge R} = (F1 xQ2)U(Q1x F)

e 3((p,q),a) = (61(p, @), 52(q, @)).

Predpoklad, Zze prechodové funkce 81, §2 jsou totalni sice neni omezujici (viz lemma 2.6),
avsak pro ,,spravné“ fungovani synchronni paralelni kompozice M1 W M2 nezbytny; neni
pak totiZ mozné, aby se jedna z komponent na daném slové ,,zablokovala“, zatimco druha
méla moznost ve vypoctu pokraCovat.

Véta 2.10. Necht’ M1 = (Q1, ¥, 81,01, F1) a M2 = (Q2, X, 82, q2, F2) jsou konecCné
automaty s totalnimi prechodovymi funkcemi. Pak L(M1 W M3) = L(M1) U L(M>).

Dillkaz: Nejprve dokazeme toto tvrzeni:

591, 92), w) = (P, q) <= 51(q1, w) = p A $2(q2, w) = q (2.1)

Dtikaz se provede indukci vzhledem Kk |w|.

o |w| = 0: Plati ((qs. 92), €) = (01, G2), 81(01, &) = 01, 2(02. &) = Q2. Prow = ¢
tedy obé strany ekvivalence, kterou je tfeba dokazat, plati (pfimo z definice rozsitené
prechodové funkce). Samotna ekvivalence je proto rovnéz platna.

e Indukéni krok: Necht w = va, kde v € ¥* a € X. Plati S((ql,qg),va) =
(P.Q) <= 5((A1.G2).v) = (1.$) A S((r.5).8) = (p.0) <= 1(qr.v) =T A
32(q2, v) = s (indukeni predpoklad) A §1(r,a) = p A 82(s, a) = g (dle definice §)
= §1(01,va) = p A S2(d2, va) =

Nyni jiZ Ize snadno dokéazat vlastni tvrzeni véty: w € L(M1UM3) <— 3((q1, q2), w) =
(p,q)kdep € Finebog € F2 &= 81 w) = pAd(Gw) =q & w €
L(M1) UL(My). O

Poznamka 2.11. Podobnym zpiisobem Ize pro automaty M1 = (Qi, %,81,q1, F1) a
Mo = (Q2, X, 82, q2, F2) s totdlnimi pfechodovymi funkcemi sestrojit automat M 1mM >,
resp. M1 © Moy, rozpoznavajici jazyk L(M1) N L(M3), resp. L(M1) — L(M>). Jediny
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rozdil je v definici mnoZiny koncovych stavd; ta je v pfipadé My m M3 rovnaFy x F, a
v pripadé M1 © M, je definovéna jako {(p,q) | p € F1 Aq & Fo} = F1 — F,. Dilkazy,
ZeL(MyimMp) = L(M1) NL(Mpz) aL(Mg 6 M) = L(My) — L(My) jsou snadné;
pouZije se vztah (2.1).

Pro Uplnost jesté poznamenejme, Ze pro automat M = (Q, X, 68, qo, F) s totalni
piechodovou funkci Ize také lehce sestrojit automat M rozpoznavajici jazyk co—L (M) —
sta¢i poloZit M = (Q, %£,8,0o, Q — F). Zfejmé w € L(M) <= w ¢ L(M), tedy
L(M) = =* — L(M) (pFedpoklad, Ze § je totélni, je opét zcela nezbytny).

Priklad 2.12. Necht’ L < {0, 1}* je jazyk, obsahujici vsechna slova w, kterd vyhovuji
témto podminkam:

1. w je bindrni zapis Cisla délitelného tfemi (¢ chapeme jako jiny zépis Cisla0) a

2. w obsahuje lichy pocet vyskyt( znaku ,,0“
Prvky L jsou napfiklad slova 000, 011, 1011010. Konecny automat rozpoznavajici jazyk L
sestrojime jako paralelni kompozici dvou jednodussich automatd, které rozpoznavaji slova
vyhovujici podmince 1 resp. 2. Automat M 1 rozpoznavajici jazyk

= {w € {0, 1}* | w je bindrni zépis ¢isla délitelného tremi}

° (@
1 \ 0 \
—> / ql / q2
N 1 N 0

Indexy stav( odpovidaji zbytkovym tFiddam modulo 3 (je tieba si uvédomit, Ze pFipsanim
znaku ,,0“ na konec bindrniho Cisla se zdvojndsobi jeho hodnota; pFipsanim ,,1* dosahneme
zdvojnasobeni a pFicteni jednicky. V' obou pFipadech se snadno zjisti, jak se zméni zbytek
pri déleni tremi.)

Automat M rozpoznavajici jazyk L, = {w € {0, 1}* | #o(w) mod 2 = 1} je jedno-

duchy:
QO
_o.,
%T

Vysledny automat M1 @ M3 vypada nasledovné:

N
O

vypada takto:
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Vycet metod a trikd, které Ize pfi navrhu konecnych automat(l pouzit, neni zdaleka dplny.
V Casti 2.2 se sezndmime s nékterymi rozsifenimi zakladniho modelu kone€nych auto-
matd, které sice nemaji vliv na vypocetni silu (ukaZzeme, Ze tyto ,,obecnéjsi“ stroje Ize ve
skutecnosti vzdy simulovat kone€nym automatem), avsak jejich konstrukce je Casto velmi
primocara. Otevira se tak dalsi strategie pro navrh koneénych automattl — nejprve navrh-
neme ,,roz8ifeny* stroj a ten pak transformujeme na ekvivalentni koneény automat.

2.1.2 Lemma o vkladani pro regularni jazyky

O tom, Ze néjaky jazyk je regularni, se miizeme (vice ¢i méné) snadno presvédgit konstrukci
prislusného automatu. V pfipadg, Ze se ndm takovy automat zkonstruovat nepodafi, miize
to mimo jiné znamenat, Ze neexistuje. Jak to v3ak dok&Zeme? Zakladnimi néstroji, které pro
tento U€el mohou poslouzit, jsou tzv. lemma o vkladani (téz zndmé jako ,,pumping lemma“)
pro regularni jazyky, které je nutnou (nikoli vSak postacujici) podminkou pro regularitu
jazyka a tzv. Myhillova-Nerodova véta (viz odstavec 2.1.3, ktera predstavuje podminku
nutnou a postacujici.

Lemma 2.13 (o vkladani). Necht’ L je regulédrni jazyk. Pak existuje n € N takové, Ze
libovolné slovo w € L, jehoZ délka je alesporin, Ize psét ve tvaru w = xyz, kde |xy| < n,
y #¢ axy'z e LprokaZdéi e Ny. (Cislon se neformélné nazyva pumpovaci konstanta.)

Dlkaz: JelikoZ L je regularni, existuje deterministicky FA M = (Q, ¥, 8, qo, F) rozpo-
znavajici jazyk L. Polozme n = card(Q). UkaZme, Ze pro libovolné slovo w € L délky
alesponin (fj. w = ar...am, m > n) plati, Ze automat M projde p¥i akceptovani slova w
(alespori) dvakréat stejnym stavem: M provede vypocet

(Qo,a1...am)F (Qr,a2...am) F ... - (Qm, &), kde gn € F

pri némz projde m + 1, tj. vice nez n konfiguracemi. Podle Dirichletova principu se tedy
alespon dvé z konfiguraci musi shodovat ve svych prvnich komponentach — stavech (téch
je jen n). Jinak feCeno, existuji indexy i, j takové, ze 0 < i < j <nagq =q; = p.

Schématicky:
(o))
~~ ~A ~

Slovo w se tedy rozpadne na tfi €asti — w = xyz, kdex = a;...aj,y = ajy1...aj,Z =
aj1...am akdey # e. Jinak Fedeno 3(qo,x) = p, 8(p,y) = pad(p,z) = qm. Je
zfejmé, Ze ke zopakovéni n&jakého stavu dojde nejpozdgji po zpracovéni prvnich n znak'®
slova w, a tedy dostavame |xy| < n. Dale §(p, y') = p pro libovolné i € Ny, proto také
(00, Xy'2) = qm, tj. xy'z € L(M) prokazdéi € No. O

Je uziteCné si uvédomit, ze PL (diky alternovani universalnich a existencnich kvan-
tifikatorl) Ize zapsat takto :

1. bez uvazeni tohoto faktu bychom obrzeli o réco slabsi variantu lemmatu: Necht’ L je regularni jazyk. Pak
existuje n € N takové, Ze libovolné slovo w € L, jehoz délka je alespdi n, lze psét ve tvaru w = xyz, kde
1=<lyl<naxy'zeLprokazdéi e N.
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(Necht’) L jeregularni = 3dn e .
Ywel.|w>n.
ax,y,z. w=XxyzA
y#eA
IXyl <n.
Vi>0.xy'lzel

Zddraznéme, Ze lemma o vkladani (na rozdil od Myhillovy-Nerodovy véty, kterou zformu-
lujeme a doké&Zeme v nasledujicim odstavci — viz 2.1.3) poskytuje podminku, ktera je pouze
nutna, ale nikoliv postacujici pro to, aby dany jazyk byl regulérni. Lze tedy pomoci ného
dokazat, ze néjaky jazyk regularni neni (tim, ze prokédzeme jeho nesplnéni), ale v Zadném
pfipadé ne to, Ze regularni je.

Pumping lemma (PL) je tvrzeni tvaru implikace L je regularni=— Q. P¥i dokazo-
vani, Ze L neni regularni pouzijeme kontrapositivni formu PL, tj. =Q = L neni regularni,
Ci ekvivaletné dlikaz sporem: L je regularni = Q A —Q. V kazdém pfipadé jde vSak
0 dokazani —=Q. Obecné tedy mliZzeme postupovat takto: (pro dosazeni sporu s PL pfedpo-
kladejme, Ze L je reguldrni; pak musi splfiovat podminky pumping lemmatua ukazeme, ze
tomu tak neni) tedy ukdzeme platnost —Q, tj. ze
pro libovolné n € N (pumpovaci konstantu)

vzdy existuje takové slovo w € L, které ma délku alepon n, a pro které plati, Ze

e pii libovolném rozdéleni slova w na takové tfi Casti x, y, z, Ze [xy| <nay # ¢
vZzdy existuje alespoii jedno i € Ny takové, 7e xyiz ¢ L.
Pak z PL plyne, Ze L neni regularni.

Znovu si tedy uvédomme, Ze pfi pouziti PL k dlikazu, Ze jazyk neni regularni, volime
slovo w a poCet pumpovani i (viz vySe podtrzené existencni kvantifikatory). Nevolime ani
pumpovaci konstantu n, ani rozdéleni na podslova x, y, z.

Priklad 2.14. UkaZeme, Ze L = {aP | p je prvocislo} nad abecedou {a} neni reguldrni.

Dilkaz: Pro dosaZeni sporu pfedpokladejme, Ze L je regularni. Bud’ n € N libovolné
(pumpovaci konstanta z PL). JelikoZ prvocisel je nekonecné mnoho, existuje prvocislo p,
které je v&tsi nebo rovno n; zvolme w = aP patfici do L. PFi jakémkoli rozdéleni w na
podslova x,y,z musi byt y = ak,k > 1. Napumpujeme-li y p + 1-krét, dostaneme:
xyPtlz = xyyPz = xyzy? = aPakP = aPk+D coz je jisté slovo, které nepatfi do jazyka
L, protoze p(k + 1) neni prvocislo — dostavame tedy spor s nasim pfedpokladem, Ze L je
reguldrni. Podle PL tedy L regularni neni. O

P¥iklad 2.15. Jazyk L = {alb' | i € N} nad abecedou {a, b} neni regularni.

Dukaz: Nyni jiz ponékud strucnéji: bud’ n € N libovolné. Slovo a™b" jisté patfi do L;
pokud ho jakkoli rozd&lime na tfi €asti x, y, z tak, Ze [xy| < naly| > 1, nutnd x = a¥,
y =alaz =a" *'b" kdek+I < n.Pak napt. proi = 2 dostavame aka2'a"*—1p" ¢ L,
nebot' k +2I +n—k —1 = n + | # n. Obdobné bychom ke sporu dospéli volboui = 0
(volbai = 1 by byla jen naSe ,,nedostatecnost). O
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Formule s alternujicimi kvantifikatory a hra 2 hracd. Pro porozuméni formuli
s vEtSim poctem kvantifikatord je mozné na ni nahliZet jako na hru dvou hract , kde uni-
versalnimu kvantifikatoru V odpovida hrac Al a existecni kvantifikator 3 je reprezentovan
hraem Ex. Al a Ex hraji proti sobé (jsou na tahu) v tom pofadi, které odpovida vyskytu
kvantifikator(l ve formuli (Cteno zleva doprava).

Je-li na tahu Al, se snazi snaZi se formuli tvaru Yu.p(u) vyvrétit: je-li Yu.p(u)
pravda, pak Al nem{Ze vyhrat; je-li Yu.p(u) nepravda, pak existuje aspofi jedna hodnota
u, kterad vyvraci (u) a Al méze vyhrat tak, Ze pro u zvoli pravé tuto hodnotu.

Je-li na tahu Ex, snazi se formuli tvaru Ju.p(u) ucinit pravdivou: je-li Ju.p(u)
pravda, Ex mliZe vyhrat volbou hodnoty pro u takovou, Ze p(u) je pravda. Je-li Ju.p(u)
nepravda, nemdiZe se mu toto podafit a hru prohrava.

Vrat'me se nyni zpét k pumping lemmatu; to tvrdi, Ze pokud L je regularni jazyk,

pak
1. 3ne N
2. Yw € L takové, Ze |w| > n
3. 3dx,y,ztakovd, Ze w =Xyz A y#Fe A Xyl <n
4. Vi>0: xylzel

Toto tvrzeni obsahuje 4 kvantifikatory a podminky za nimi uvedené budou ve hie 2
hracl prestavovat omezeni na moznosti volby, které kazdy z hracl bude béhem hry Ginit.
Zvolme ngjaky regularni jazyk L; hra pro L probiha takto:

1. Ex zvoli pFirozené Cislo n,

2. Al zvoliw,atotak,Ze w € L a |w| > n,

3. Exzvolix,y,z takovd, Ze w =xyzay #¢ea|xy| <n

4. Alzvolii > 0, pfitemz se snaZi volbu provést tak, aby vyhral, tj. snaZise o xy'z ¢ L.

Demonstrovat vyhravajici strategii pro hrace Ex zna€i (de facto) znovu provést di-
kaz pumping lemmatu, tentokrat ovSsem v pojmech hry: necht’ tedy L je néjaky regularni
(tj. néjakym kone€nym automatem P akceptovany) jazyk.

1. Ex zvolin = card(Q), kde Q je mnoZina stavll automatu P.

2. Al zvoli slovo w takové, ze w € L a |w| > n. (Pokud takové slovo neexistuje, pak
Al prohrava: v tomto pfipadé druhy kvantifikator Fika, ze vSechny prvky prazdné
mnoziny maji jistou vlastnost, coZ je (bez ohledu na to o jakou vlastnost se jednd)
trivialné pravda — Al nemdize formuli vyvrétit).

3. Nyni Ex najde v P akceptujici vypoCet pro w (ten jisté existuje, protoze w € L)
a zaznamena si posloupnost p stavll fidici jednotky, kterymi se pfi akceptovani w
projde. JelikoZ |w| > n, je téchto ,prlibéznych* stavll alespoii n + 1, ale Q ma
jen n stavll, a tedy v p (akceptujici posloupnosti stavll) se musi alespoii jeden ze
stavll vyskytovat alespoii dvakrat (podle Dirichletova principu). Necht’ g je prvni
vyskyt néjakého opakujiciho se stavu v p. Ex rozdéli vypocet na 3 ¢asti (bude ko-
respondovat postupnému precteni fetézcli x, y a z), a to podle prvnich dvou vyskytll
konfiguraci majicich v 1. komponenté stav g. Vypocet pro vstupni slovo w = xyz
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Ize zapsat jako

(o, Xyz) H* (@, y2) =t (9, 2) F* (g, &),

kde x je precteno dfive, nez se poprvé vejde do stavu g, po nasledném precteni y
se (poprvé) vratime do q (tj. druhy vyskyt q) a z je zbytkem vstupniho slova. Jisté
tedy plati, Ze X, y, z jsou takova, Ze w = xyzay # ¢ a|xy| < n. Ex tedy spinil
podminky volby.

4. At Al nyni zvoli jakékoli i > 0, bude vypocet v P pro slovo xy'z vzdy tvaru

(@o.xy'2) F* (@.y'2) Y ... FE @2 @r.e),
i krat preCte y
co? je ale akceptujici vypoget v P, tj. xy'z € L, a tedy Al prohrava, Ex vitézi.
Zopakujme tedy, Ze pouziti pumping lemmatu k dlikazu (sporem) neregularity néja-
kého jazyka L tedy v terminech hry probihé takto:

1. Ex zvoli pfirozené Cislo n,
2. Al zvoliw,atotak,Ze w € L a |w| > n,
3. Exzvolix,y, z takova, Ze w = xyzay #¢ca|xy| <n
4. Alzvolii > 0, pfitemz se snaZi volbu provést tak, aby vyhral, tj. snaZise o xy'z ¢ L.

Priklad 2.16. Necht’ L obsahuje pravé vsechna ta slova nad abecedou {a}, jejichZ délky
jsou druhymi mocninami pFirozenych Cisel, tj. L = {anz | n € N}. UkaZme, Ze L neni
reguldrni, a to tak, Ze presentujeme vyhravajici strategii Al-a:

1. Ex zvoli pfirozené Cislon.

2. Alzvoliz € L a |z| > n? (to vZdy Ize, protoZe L je nekonecny).

3. Exzvoliu, v aw takova, Ze z = uvw av # ¢ aluv| <n.

4. Al zvolii = 2, ProtoZez € L, plati |z| = m? pro néjaké pFirozené m. Al volil z tak,

Ze platim > n. Mdme tedy 0 < |v] < n aoznaCmek = |v|. Pak

m2 <m?+k=udwl<m?+n<m?+m<m+1)>.

Délka slova uv?w tedy padne mezi druhé mocniny dvou po sobé jdoucich pFiroze-
nych gisel (m a m + 1), takZe uv?w ¢ L, a tedy Al vyhréva.
JelikoZ Al ma vyhrévajici strategii, bez ohledu na to, jak Ex hraje, L nem{zZe byt regularni.
Fakt, Ze lemma o vkladani neudava postacujici podminku pro regularitu jazyka, Ize ndzorné
demonstrovat timto pfikladem:
Priklad 2.17. Jazyk L = {a,b}* U {clalb' | i, j € N} nad abecedou {a, b, c} spliuje
podminky lemmatu o vkladani, pFitom vsak neni regulérni (jak lze snadno dokéazat uZitim
Myhillovy-Nerodovy véty).

2.1.3 Myhillova-Nerodova véta

V tomto odstavci zformulujeme a dokazeme velice diileZité tvrzent, tzv. Myhillovu-Nerodovu
vétu, ktera predstavuje algebraickou charakterizaci tfidy regularnich jazyk( a ma cetné du-
lezité dlisledky. Abychom ji mohli zformulovat, potfebujeme nékolik pomocnych pojmu.
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Definice 2.18. Necht M = (Q, X, 8, qo, F) je koneCny automat. Stav g € Q nazveme
dosazitelny, pokud existuje w € =* takové, Ze 5(do, w) = . Stav je nedosazitelny, pokud
neni dosazitelny.

Je zfejmé, Ze vypustime-li z daného automatu M nedosazitelné stavy, jazyk L (M) se
nezméni. Tuto transformaci Ize navic provést algoritmicky, jak doklada toto lemma:

Lemma 2.19. Existuje algoritmus, ktery pro kazdy koneCny automat M = (Q, X, 8, o, F)
sestroji ekvivalentni konecny automat M’ bez nedosaZitelnych stavd.

Dlkaz: Nejprve dokazeme, Ze mnozinu Q' = {q € Q | q je dosazitelny} Ize algoritmicky
zkonstruovat. Uvédomme si, Ze do kazdého dosazitelného stavu vede v pfechodovém grafu
automatu M konecné cesta z pocatecniho stavu gg. Oznacime-li pro kazdé i € Ny symbo-
lem S; mnozinu stavl, do kterych se Ize z qo dostat cestou o délce nejvyse i (tj. pouzitim
nejvyse i prechodd), plati:

Q' =Jsi 2.2)
i=0

Do stavu qo se vzdy lze dostat cestou délky 0 — pro kazdy konecny automat tedy plati
So = {qo}. Hodnoty Sj proi > 1 jiZ zavisi na tom, jak je M definovan. MdiZzeme je viak
snadno vypocitat podle nésledujiciho induktivniho predpisu:

e So = {do}

e Sit1=SiU{qlIpeSi.aeT:8(p,a)=q}
Indukci vzhledem k i se snadno ovéri, Ze kazdé S; obsahuje pouze dosazitelné stavy. Déle
pro kazdéi € Ny plati, ze S; € Q a §j C Sj+1. OznaCme n = card(Q). Vzhledem k tomu,
Ze mnozina Q je konena, nemohou se mnoziny S;j pro rostouci i neustale zvétSovat —
existuje tedy k < n takové, Ze Sy = Sk+1. Z definice mnoZin S; nyni vyplyvé, Ze dokonce
pro kazdé j > O plati Sx = Sk j. Proto mlizeme mnozinu Q' vech dosaZitelnych stavd,
tj. vztah 2.2 vyjadrit také jako

Q=Jsi = (2.3)

Tato rovnost podava presny navod na to, jak mnozinu Q' vypocitat. Formalné je tim doka-
zana spravnost i kone¢nost algoritmu 2.1.

Hledany automat M’ je pak (Q’, ,8/Q’, o, F N Q’), kde symbol §/Q" znaCi
zobrazeni § z(zZené na Q’. Pfitom plati, Ze pokud je § totalni, je i §/Q’ totalni. Fakt, Ze
L(M) = L(M), je zfejmy. O

Zpiisob, jakym jsme v algoritmu 2.1 zkonstruovali mnoZinu vSech dosaZitelnych stavll ko-
necného automatu M, je velmi speciélni aplikaci Knasterovy-Tarského véty o pevném
bodé a Kleeneovy véty o rekurzi. Tento princip pouzijeme jeSté mnohokrat.

Definice 2.20. Necht’ ¥ je abeceda a necht’ ~ je ekvivalence na £*. Rekneme, Ze ~ je
zprava invariantni (prava kongruence), pokud pro kazdé u, v, w € L * platiu ~ v —
uw ~ vw. Index ekvivalence ~ je pocet tfid rozkladu ¥ */~. (pokud je téchto tfid nekonecné
mnoho, klademe index ~ roven co).
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Algoritmus 2.1 Eliminace nedosazitelnych stavli kone¢ného automatu.

Vstup: Konecny automat M = (Q, %, §, qo, F).
Vystup: Ekvivalentni konecny automat M’ bez nedosaZitelnych stavi.

i:=0; S :=0;

repeat
Sivr =S U{qo}U{q|dpeSi,aeX:d(p,a)=0q};
i=i+1;

until §j = Sj_1

Q" :=Si;

M = (Q", %,5/Q",qo0, F N Q);

Poznamka 2.21. Snadno se nahlédne, Ze ekvivalence ~ na ©* je pravd kongruence pravé
kdyZ pro kaZdé u,v € ¥*,a € X platiu ~ v = ua ~ va. (Z jedné strany trivialni,
obréacena implikace se snadno ukaze indukci k délce zprava pFifetézeného slova w.)

Konecné automaty a pravé kongruence s koneénym indexem spolu velmi Gzce souviseji,

jak ukazuje nésledujici véta (a zejména jeji dlikaz).

Véta 2.22. (Nerodova). Necht’ L je jazyk nad . Pak tato dvé tvrzeni jsou ekvivalentni:
1. L je rozpoznatelny koneCnym automatem.

2. L je sjednocenim nékterych trid rozkladu urceného pravou kongruenci na ©* s ko-
necnym indexem.

Dlkaz: (1 = 2) Necht M = (Q, =, 4,qo, F) je FA, ktery rozpoznava L. Bez Ujmy
na obecnosti predpokladejme, ze M je bez nedosazitelnych stavll (viz lemma 2.19) a § je
totalni (viz lemma 2.6); pak také Sje totalni. Na £* definujme binarni relaci ~ takto:

U~ &L 8(do, u) = 8(qo, v)

Relace ~ je ekvivalence, ktera sdruZuje takova slova, pro ktera automat M pftejde do stej-
ného stavu. TFidy rozkladu uréeného relaci ~ tedy odpovidaji stavlim automatu M, proto
relace ~ méa konecny index. Ukazeme, Ze ~ je prava kongruence. Necht u ~vaa € X.
Pak 5(qo, ua) = 8(8(qo, U), a) = 8(5(qo, v),a) = 8(qo, va), tedy ua ~ va, coz bylo do-
kazat. Jazyk L (M) je sjednocenim téch tfid rozkladu uréeného relaci ~, které odpovidaji
koncovym stavlim automatu M — oznacime-li symbolem (q) tfidu, ktera odpovida stavu
g,platiu e L <= 3§(qo,u) =q, kdeqe F < u e (q), kdeq € F.

(2= 1) Necht’ L je sjednocenim nékterych tfid rozkladu urceného pravou kongruenci ~
na X* s konecnym indexem. Prvek faktorové mnoziny X */~ (tj. tfidu rozkladu) obsahujici
prvek u budeme znacit [u]. Dale definujme kone€ny automat M = (Q, , 8, qo, F), kde
e Q = X*/~, tj. stavy jsou tfidy rozkladu na X* urCeného ekvivalenci ~. Jelikoz ~
ma konecny index, je téchto tfid konecné mnoho.
e § je definovana pomoci reprezentantdl: §([u], a) = [ua]. Tato definice je korektni, tj.
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nezavisi na volb& konkrétniho reprezentanta?, nebot’ ~ je zprava invariantni.
e (o = [e].
e F obsahuje pravé ty prvky X*/~, jejichz sjednocenim obdrZime jazyk L.
Indukci k délce slova v se snadno ukéze, ze 3([3], v) = [v] pro kazdé v € X*. Zfejmé
L=L(M),nebot vel < [v]e F < §(el,v) € F. O

Poznamka 2.23. KaZdy konecCny automat tedy jednoznacné urcuje jistou pravou kongru-
enci s koneCnym indexem a obrdcené. Omezime-li se pouze na automaty, které jsou bez
nedosazitelnych stavii a s totalni pfechodovou funkci, jsou obé uvedena pfifazeni navza-
jem inverzni aZ na oznaceni stavil automatu.

Pfedchozi véta rovnéz udava podminku, ktera je nutna a postacujici k tomu, aby dany jazyk
byl regularni. Lze tedy pomoci ni dokazat i to, Zze néjaky jazyk regularni neni.

Priklad 2.24. DokéZeme, Ze jazyk L = {a'b' | i e N} nad abecedou {a, b} neni rozpozna-
telny Zadnym konecnym automatem. (O tomto jazyku jsme jiZ dokazali, Ze regularni neni
- viz pFiklad 2.15; timto dikazem ,,jen ilustrujeme techniku obsaZenou ve vété 2.22

Dilkaz: Predpokladejme, Ze L je regularni. Pak podle véty 2.22 existuje prava kongruence
~ na {a, b}* s kone€nym indexem takova, Ze L je sjednocenim nékterych tfid rozkladu
{a, b}*/~. UkdZeme, Ze to neni mozné; za timto GcCelem staci nalézt dve slova u, v, ktera
prokazatelné lezi ve stejné tfidé rozkladu {a, b}*/~ a pfitomu e Lav ¢ L.

Bud’ k index ekvivalence ~. UvaZme slova ab, aab, aaab, . .., a**1h. Jeliko? roz-
klad {a, b}*/~ ma pravé k tfid, musi ve vy3e uvedeném seznamu existovat dvé rlizna slova,
ktera patfi do stejné tfidy — tedy a'b ~ alb prongjaké 1 < i < j < k + 1. Protoze ~ je
zprava invariantni, plati rovnéz a'bb' 1 ~ albb'~1. Tedy slovau = a'b' a v = alb' patfi
do stejné tridy rozkladu {a, b}*/~, pfitom u nalezi do jazyka L, zatimco v nikoliv. O

Posledni pojem, ktery budeme k formulaci Myhillovy-Nerodovy véty potfebovat, je obsa-
Zen v nésledujici definici:

Definice 2.25. Necht’ L je libovolny (ne nutné regularni)jazyk nad abecedou . Na mno-
Ziné X* definujeme relaci ~, zvanou prefixova ekvivalence pro L takto:

U~ v & YVweX*:uwel < vwel
Tedy ~, obsahuje praveé ty dvojice (u, v), které maji tu vlastnost, Zze po pFipojeni libovol-

ného w vznikla slova uw, vw budou do jazyka L patfit bud’ obg, nebo ani jedno z nich.

Lemma 2.26. Necht’ L je libovolny jazyk nad ¥. Pak relace ~ je pravad kongruence a L
Ize vyjadfit jako sjednoceni nékterych (ne nutné konecné mnoha) tfid rozkladu %%/~ .

Dlkaz: Zrejmé ~, je ekvivalence. Dokazeme, Ze ~ je prava kongruence. Necht' u ~_ v
aa € X. Plati ua ~, va, nebot’ pro libovolné slovo w € ©* jeuaw € L <= vaw € L
(vyplyva to z toho, ze aw je rovnéz slovo nad  au ~_ v — viz definice 2.25).

2. Nezavislost na volbg reprezentantdl v tomto pfipadé znamena, Ze pro kazdé u, v € ¥*,a € T platiu ~ v =
ua ~ va
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Zbyva dokazat, ze L je sjednocenim nékterych tfid rozkladu ¥/~ . K tomu staCi
ukézat, Ze pro libovolnd u, v € X* platiu ~ v = (U € L <= v € L), tedy Ze slova
v kazdé tfidé patfi do L bud’ vSechna, nebo tam nepatfi Zadné z nich. Necht’ tedy u ~, v.
Podle definice 2.25 pak pro kazdé w € X* plati uw € L <= vw € L. Zvolime-li za w
préazdné slovo ¢, obrZzime ue = u € L <= ve = v € L, coZ bylo dokazat. O

Kazdy jazyk nad abecedou X Ize podle pfedchoziho lemmatu vyjadfit jako sjednoceni né-
kterych tfid rozkladu uréeného jistou pravou kongruenci na X * (téchto tfid vSak obecné
nemusi byt kone€né mnoho). Pozorny &tenar patrné namitne, Ze za G€elem konstatovani
tohoto faktu nebylo nutné zavadét relaci ~, protoze napf. také identicka relace id je prava
kongruence a kazdy jazyk Ize vyjadfFit jako sjednocenti jistych tfid rozkladu X*4q. Relace
~ vSak prece jen je nécim zvlastni:

Lemma 2.27. Necht’ L je jazyk nad abecedou . Pro libovolnou pravou kongruenci ~ na
¥* takovou, Ze L je sjednocenim nékterych tfid rozkladu */~ plati, Ze ~ C ~_ (tj. ~_je
nejvetsi pravd kongruence s touto vlastnosti).

Dlkaz: Necht' u ~ v. UkaZeme, Ze pak také u ~, v, tj. pro libovolné slovo w € ©* plati
uw € L <= vw € L. Ktomu si staCi uvédomit, Ze uw ~ vw (viz definice 2.20); jelikoz
L je sjednocenim nékterych tfid */~, plati uw € L <= vw € L. O

Véta 2.28 (Myhillova-Nerodova). Necht’ L je jazyk nad %, pak tato tvrzeni jsou ekviva-
lentni:
1. L je rozpoznatelny koneCnym automatem.
2. L je sjednocenim nékterych trid rozkladu urceného pravou kongruenci na ©* s ko-
necnym indexem.
3. Relace ~, ma konecny index.

Dlkaz: (1 = 2) Viz véta 2.22 (ve sméru 2.22-1= 2.22-2).

(2 = 3) Necht’ ~ je libovolna prava kongruence na  * s kone€nym indexem takova, Ze L
je sjednocenim nékterych tfid rozkladu X */~. Protoze ~ je zjemnénim ~_ (viz lemma 2.27),
ma rozklad X/~ nejvyse tolik tfid jako X*/~.

(3= 1) Dle lemmatu 2.26 je L sjednocenim nékterych tfid rozkladu X*/~ a~ je prava
kongruence. JelikoZ ~, ma kone€ny index, lze opét pouzit vétu 2.22 (tentokrat ve sméru
2.22-2=> 2.22-1), resp. druhou Cast dlikazu 2.22. O

2.1.4 Minimalni kone¢ny automat

Konecné automaty nachazeji velmi Siroké uplatnéni v technické praxi (viz ¢ast 2.4). Z hle-
diska efektivity a nakladnosti implementace je diileZité, aby pocet stavli byl pokud mozno
co nejmensi. Prirozenym problémem je proto konstrukce minimalniho automatu (tj. auto-
matu s nejmensim poctem stavll), ktery rozpoznava dany regularni jazyk L. V této Casti
ukazeme, Ze minimalni automat Ize sestrojit pomérné jednoduchym zptisobem — staci mit
k dispozici néjaky kone€ny automat, ktery rozpoznava L. Minimalni automat pak obdrzime
ztotoZnénim nékterych jeho stav(.
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Pozorny Ctenér jisté postfehl, Ze tvrzeni o existenci minimalniho automatu a do jisté
miry i ndvod k jeho konstrukci, jsou skryty v Myhillové-Nerodové vété (specielné viz
dlikaz implikace (3 = 1) v 2.28, tj. konstrukce z druhé ¢asti dikazu véty 2.22 aplikované
na ~,). Myhillovu-Neorovu vétu mlizeme totiz reformulovat takto:

Véta 2.29 (Myhillova-Nerodova, 2. varianta). Pocet stav(i libovolného minimélniho au-
tomatu rozpoznavajiciho jazyk L je roven indexu prefixové ekvivalence ~ . (Takovy ko-
necny automat existuje pravé kdyZ index ~ je konecny.)

Dillkaz: Vime, Ze kazdy konecny automat (a bez Gjmy na obecnosti bez nedosaZitelnych
stavll) urcuje jistou pravou kongruenci s kone€nym indexem a obracené (viz véta 2.22).
Je-li jazyk L regularni, pak relace ~, je nejvétsi prava kongruence s kone€nym indexem
takova, Ze L je sjednocenim nékterych tfid pFislusného rozkladu (viz lemma 2.27). Ko-
necny automat, ktery odpovida relaci ~, je tedy minimalni automat rozpoznavajici jazyk
L a ziskame jej tak, Ze aplikujeme postup uvedeny v druhé Casti diikazu véty 2.22, tentokrat
v8ak nikoli pro ~, ale pro ~,.

Jen pro zopakovani pfipomefme princip konstrukce: ma-li ~, kone€ny index k, kon-
struujeme FA M s k stavy. M si ve své kone¢né mnoziné stavli uchovava informaci o tom,
do které tfidy ekvivalence dosud pFectena Cast vstupu patii. P¥i znaCeni jako v dilkazu 2.22
ma tedy mnoZinu stavdl {[u] | u € £*} o pravé k prvcich (kde [u] = {u’ | u’ ~, u}). Stav
[u] je koncovy, je-li u € L, jinak neni koncovy. Pfechodovéa fuknce je definovana jako
8([u], a) = [ua]. Dlikaz korektnosti této konstrukce — viz 2.22. O

Priklad 2.30. Myhillovu-Nerodovu vétu Ize, tak jako vétu 2.22, pouZit k diikazu, Ze jazyk
je Ci neni akceptovatelny néjakym FA. Pro srovnani dokaZme o témZe jazyku jako v pFi-
kladu 2.15 a v pFikladu 2.24, tj. L = {a'b' | i > 0}, Ze neni regulérni, a to pomoci 2.29
(tj. opét ,.jen* ilustrujeme dikazovou techniku implikovanou tvrzenim této véty; Ctenari
doporucujeme tyto techniky vzajemné porovnat).

Z4dné Fetdzy ¢, a, a2, ... nejsou ekvivaletni vzhledem k ~., protoZe a'b' € L, ale
alb' ¢ L proi # j. Tedy ~, mé4 nekoneéné& mnoho riiznych tFid (nekonecny index); jinak
Feceno L nemiiZe byt rozpoznavan Zadnym konecnym automatem, coZ jsme méli dokazat.

Tvrzeni o existenci minimalniho konecného automatu méizeme tedy explicitnéji zfor-
mulovat (jako bezprostfedni dlisledek Myhillovy-Nerodovy véty) takto:

Désledek 2.31. Minimalni konecny automat akceptujici jazyk L je urcen jednoznacné aZ
na isomorfismus (tj. pfejmenovani stava).

2.1.5 Minimalizace kone¢nych automat(

Vénujme se nyni problému, jak k danému automatu algoritmicky nalézt ekvivaletni mi-
nimalni automat. Zopakujme, Ze mame-li k dispozici néjaky kone¢ny automat M rozpo-
znavajici L, je pfislusna prava kongruence ~ zjemnénim relace ~,. Rozklad X%/~ tedy
vznikne z £*/~ sjednocenim nékterych tfid. JelikoZ tfidy ©*/~. odpovidaji staviim mini-
malniho automatu a tfidy ©*/~ odpovidaji stavlim M, mlZzeme také Fici, Ze stavy mini-
malniho automatu vzniknou ztotoZnénim nékterych stavli automatu M. Zbyva zjistit, jak
uvedené ztotoznéni proveést, a to samozrejmeé beze zmény akceptovaného jazyka.
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Jisté nelze ztotoznit néjaky koncovy stav p s nekoncovym stavem . Pokud totiz p =
8§(qo, X) aq = 8(qo, y), pak x musi byt akceptovan a y zamitnut, a to i po ztotoznéni paq.
Neni v3ak zplisob, jak zajistit, Ze ,,ztotoZnény* stav ma nékdy akceptovat a nékdy zamitat.
Dale, pokud bychom ztotoznili néjaké p a g, pak bychom méli ztotoznit i jejich nasledniky
3(p,a) aéd(q, a), abychom dodrzeli funkcionalitu (tzv. determinismus) §: pro dany stav a
symbol je jednoznacné urcen naslednik. Z téchto dvou Gvah plyne, Ze nem{izeme ztotoZnit
p aq, pokud 3(p,x) € F a soucasné 5(q,x) ¢ F pro néjaké x. Ukazuje se, Ze tato
podminka je nutnd i postacujici pro rozhodovani, kdy dva stavy ztotoznit, tj. pokud pro
néjaké x 8(p, x) € F asoutasné 5(q, x) ¢ F, pak stavy neméizeme ztotoZnit; pokud Zadné
takové x neexistuje, pak je ztotoZnit miizeme. Tyto Gvahy lIze formalizovat takto:

Definice 2.32. Necht’ M = (Q, %, 8, qo, F) je FA bez nedosaZitelnych stavtl, jehoZ pre-
chodova funkce je totalni. Pro kazdy stav q definujeme jazyk L(q) € X * pfedpisem

L(@) = {x € ©*|8(q.x) € F}.
Stavy p, q nazveme jazykove ekvivalentni, psdno p = ¢, pokud L(p) = L(Q), tj.
p=q < VxeX': §(p,x)e F < 5§(q.x) e F)

L(q) je tedy jazyk pfijimany automatem Mg, ktery vznikne z M tak, ze za poCateCni stav
prohlasime g. Zfejmé = je ekvivalence na Q. Intuitivné je jasné, Ze ztotoznénim jazykove
ekvivalentnich stavil se pfijimany jazyk nezméni. K presné formulaci tohoto faktu nejprve
potfebujeme vEdét, co se presné mysli ,,ztotoznénim stavi“. (Ctendr, kterému je alespoi
intuitivné jasné, jak by zkonstruoval ekvivalentni automat s mnoZzinou stavli Q/=, pokud
by byla dana =, a Ze takto ziskany automat M/= je minimalni, mize pfi prvnim cteni
preskoCit text aZ za dikaz véty 2.37, kde se vénujeme problému, jak spocitat =.)

Lemma 2.33. Necht M = (Q, %, 8, do, F) je FA bez nedosaZitelnych stavii s totalni
prechodovou funkci. Jestlize p = q, pak pro kaZdé a € ¥ plati §(p, a) = §(q, a).

Dllkaz: Oznamer = §(p,a),s = 8(q, a). Potfebujeme dokazat, Ze L(r) = L(s), tj. Ze
pro libovolné slovo w € X* plati §(r, w) € F <= (s, w) € F. K tomu si staci uvédomit,
7e 5(r,w) = 5(8(p,a), w) = 5(p,aw) a podobné 5(s, w) = §(5(q, a), w) = 4(q, aw).
Zrejmé 5(p, aw) < 8(q, aw), nebot’ p = q. O

Definice 2.34. Necht M = (Q, X, 68, qo, F) je FA bez nedosazitelnych stavll s totalni
prechodovou funkci. Reduktem (téz podilovym Ci faktor automatem) automatu M nazveme
konecny automat M/= = (Q/=, =, n, [qo], F/=), tj. automat, kde
e Stavy jsou tfidy rozkladu Q/= (tfidu obsahujici stav g znacime [q]).
e Prechodova funkce 1 je definovana pomoci reprezentantil. Je to nejmensi funkce
splfujici:

Vp.qeQ.,Vae X: 6(q,a)=p = n(lal.a) =[p].

Aby tato definice byla korektni, nesmi zaviset na volbé reprezentantli — pro kazdé dva
stavy g, q’ a kazdé a € ¥ musi platit, Ze pokud g = q’, pak také §(q, a) = §(q’, a).
To je vSak spInéno podle lemmatu 2.33.
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e Pocatecni stav je tfida rozkladu Q/=, obsahujici stav qo.

e Koncové stavy jsou prave ty tfidy rozkladu Q/=, obsahujici alespon jeden koncovy
stav (jednoduchym dusledkem definice 2.32 je, Ze v kazdé tFidé jsou koncové bud’
vSechny stavy, nebo ani jeden z nich —tento fakt ospravedlfiuje pouzité znaceni F/=).

Vztah mezi prechodovou funkci § automatu M a pfechodovou funkci n automatu M/= si
zasluhuje bliZ8i pozornosti:

Lemma 2.35. Necht' M = (Q, %, 6, qo, F) je konecny automat bez nedosaZitelnych
stavi s totalni pfechodovou funkcia Mj= = (Q/=, ¥, n, [qol, F/=) jeho redukt. Pro kaZdé
u,v,w € X" plati:

1. A([do], w) = [q] <= 8(do, w) = p, kdep=q a

2. 5(do, u) = 8(qo, v) <= A(ldol, u) = A(Idol, v)

Dlkaz: (1): Indukci k délce slova w:

o |w| = 0: Zfejmé S(qo, &) = Qo a plati 7([gol, ¢) = [q] &= q = qo. Dokazovana
ekvivalence je tedy pravdiva.

e Indukéni krok: Necht” w = va, kde v € X*, a € X. Plati 7([qo], va) = [q]
< A(ldol,v) = Irlan(rl.a) = [q] <= &(o,v) = skdes = r (in-
dukéni predpoklad) a §(s,a) = p, kde p = q (uvédomme si, Ze n nezavisi na
volbé reprezentantl; jelikoz s = r a §(r,a) = ¢, musi také platit 5(s,a) = q)
< 5(qo, va) = p, kde p=q.

(2): Plyne pfimo z tvrzeni 1 tohoto lemmatu a definice mnoziny stavll automatu M/=. 0O

Nasledujici véta formalné vyjadiuje, Ze ztotoznéni jazykové ekvivalentnich stavil nezméni
prijimany jazyk:

Véta 2.36. Necht M = (Q, %, 8, qo, F) je konecny automat bez nedosaZitelnych stavii
s totdlni pfechodovou funkci. Pak L(M) = L(M/=).

Délkaz: Podle prvni &asti lemmatu 2.35 plati §(qo, w) € F <= A([qo], w) € F/=, proto
LIM) = LM/=). O

Nyni jiz I1ze dokazat hlavni vysledek této Casti:

Véta 2.37. Necht M = (Q, X, 8, qo, F) je konecny automat bez nedosaZitelnych stavii
s totalni pfechodovou funkci, rozpoznavajici jazyk L. Pak M/= je minimalni automat roz-
poznavayjici jazyk L.

Dillkaz: Dokazeme, Ze prava kongruence ~ uréena automatem M/= ve smyslu véty 2.22
je presné relace ~. Pro libovolnd u, v € ¥* plati:
u~v<= 71(qol,u) = 7([qo], v) dle algoritmuz Nerodovy véty
8(qo, u) = 8(qo, v) dle lemmatu 2.35
(VweT* : §(5(qo, u), w) € F <= §(5(qo, v), w) € F) dle definice =
(VweS* : 8(qo, uw) € F <= §(qo, vw) € F)
MweZ*:uwel < vwel)
u~_ v dledefinice ~ ,atedy ~ =~ ,coZ bylo dokazat.

IR
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Predchozi véta sice Fika, jak pro dany konecny automat M vypada ekvivalentni minimalni
automat, ale nepodava algoritmus pro jeho konstrukci — neni totiz na prvni pohled jasné,
jakym zplisobem Ize zkonstruovat relaci =. Timto problémem se budeme nyni zabyvat.

Definice 2.32 Fika, ze p = q pokud pro kazdé slovo w plati, 7e §(p, w) € F <
8(q, w) € F. Relaci = Ize tedy velmi pFirozen& aproximovat tak, Ze poloZzime omezeni na
délku slova w:

Definice 2.38. Necht' M = (Q, %, 8, qo, F) je konetny automat bez nedosazitelnych
stavli, jehoz prechodova funkce je totalni. Pro kazdé i € Ny definujeme binarni relaci
=i na Q predpisem (srv. s definici relace = v 2.32)

P=iq< vwe st w <i:@(p,w)eF « 8@, w) eF)

Pokud p =i q, znamené to, Ze stavy p a q nelze ,,rozlisit“ ve smyslu definice 2.32 Zadnym
slovem délky nejvySe i. Tedy p = q pravé kdyZ p =i q pro kazdé i € Ny. MnoZinovou
symbolikou to Ize vyjadfit takto:

Il
I
e

il

24)
0

Zfejmé kazda z relaci =; je ekvivalence na Q a navic =j1 je zjemnénim =; pro kazdé
i € Np. Nésledujici lemma obsahuje navod, jak relace =; pocitat. Jedna se de facto o re-
kursivni definici, resp. induktivni definici vzhledem k délce rozliSujicich slov. Musime téz
ukazat jeji korektnost viici 2.38.

Lemma 2.39. Pro relace =; plati:
L =={(p.q)peFqeF}
2. =ip={p,PIp=iq A VaeX:45(p,a)=ji,a)}

Dilkaz: Tvrzeni dokaZzeme indukci vzhledem k i. Baze (pfipadi = 0) zfejmé plati, nebot’
slovem ¢ lIze ve smyslu definice 2.38 rozliSit pouze koncové a nekoncové stavy.
Predpokladejme nyni, Ze 2 plati pro néjaké i a ukazme platnost 2 proi + 1.
Zfejmé p =i11 q (tj. nejsou rozliSitelné Zadnym slovem délky nejvyse i + 1)
<= (i) p=j q (ij. nejsou rozliSitelné Zadnym slovem délky nejvyse i) a
(i) Vw.lw| =i + 1 plati §(p, w) € F < §(q,w) € F
(tj. a nejsou rozlisitelné ani Zadnym slovem délky i + 1).
Podminku (ii) Ize formalné zapsat jako:
Vw € L.(5(p,w) e F < §(q, w) € F), ktera plati
< VaeXVve S .(5(p,av) e F < §(q,av) € F)
<« VaeXVve T .60(p,a),v)eF < §5(q,a),v) €F)
< Vae 2.(6(p,a) =i §(Q,a)).
Tedy p=it1 <= p=iq A Vae X.(§(p,a) =i §(q,a)), coz bylo dokazat. O

Ozname n pocet stavl automatu M. Pfipomenme Ze, kaZzda =; je relaci evivalence a navic
=j1 je zjemnénim =; pro kazdé i € Ny, tj. =j;1 ma alespon tolik tfid rozkladu jako =;.
JelikoZ libovolna ekvivalence na n-prvkové mnozing miZe mit nejvyse n tfid a =9 ma
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aspon jednu tfidu, pak nutné (podle Dirichletova principu) plati, Ze musi existovat néjaké
k < n — 1 takové, Ze =¢ a =1 maji stejny pocet tfid, coZ (opét diky faktu o zjemnéni)
dava =k = =1. To ovSem znameng, ze dokonce =k = = j pro libovolné j € Np, nebot’
relace =i zavisi pouze na relaci =j. Vztah (2.4) je tedy mozné prepsat jako

k
— = === (25)

Tim je formalné doké&zana spravnost i konecnost algoritmu 2.2 pro minimalizaci kone€ného
automatu. Po inicializaci (i = 0) iterativné poCitame=;,i = 1, 2, ... askonCime proi = k
takové, Ze plati = = =¢_1.

Algoritmus 2.2 Minimalizace kone€ného automatu.

Vstup: Koneény automat M = (Q, X, 8, o, F) bez nedosazitelnych stavl s to-
talni prechodovou funkci.
Vystup: Redukt M/=.
i:=0;
=:={(p.)IpeF<+<qeF}
repeat
=ir={(p. D p=iq AVaeX:4(p,a)=idQ a}
i=i+1;
until=j ==

M/= = (Q/=, Z, 1, [qo], F/=);

Priklad 2.40. Méjme koneCny automat M dany niZe uvedenou tabulkou. PFi konstrukci
minimalniho automatu je nejprve tfeba odstranit nedosazitelné stavy a ztipinit pfechodovou
funkci. ObdrZime tak automat M’ (stav 7 byl nedosaZitelny, za Gcelem ziplnéni precho-
dové funkce byl déle pridan novy stav N ):

M| alb M || alb
- 1 2| — - 1 2 | N
2 ||3]| 4 2 || 314
«~ 3 6|5 «~ 3 6 | 5
4 || 3| 2 4 || 3| 2
~ 5 6|3 «~ 5 6 | 3
«~ b 2| — «~ b 2| N
7 |61 N || N|N

Nyni jiZ Ize pFistoupit ke konstrukci relaci =;. Technicky to Ize provést napfiklad tak, Ze
v tabulce prechodové funkce sdruzime Fadky odpovidajici stavim, které jsou v relaci =i a
Jjednotlivé skupiny (tfidy rozkladu Q/=;) oznaCime Ffimskymi Cislicemi. Aby bylo mozné
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snadno urcit nasledujici relaci =1, doplnime do kazdého poliCka (q, x) Cislo tfidy, do niz
patfi stav §(q, x) (dvojice (q, x) oznacuje policko na fadku q ve sloupci x). TFidy rozkladu
uréeného =1 pak Ize ziskat tak, Ze existujici skupiny dale rozdélime — v ramci kaZdé sku-
piny sdruzime stavy, které maji Fadky vyplnéné stejnym zplsobem. Pokud dojde k tomu, Ze
v kaZdé skupiné maji vsechny stavy radky vyplnéné stejné, neni jiZ divod néco rozdélovat;
nalezli jsme relaci =.

= |lalb =1 a b =5 a b
11 [ 1 P Jm ] ]
7 TR n 2 [mln m -2 v
N || 1] 1 A TTRINT 4 v
ns Juln m -3 v v 3 [ v]Iv
5 |0 5 || v ] 5 | v ]IV
s LT velulr] v lwln]

Relace = je tedy v tomto pFipadé rovna relaci =,. Minimalni automat pro jazyk L (M)
vypada takto:

M=|l a | b
- iy
11 1nn
1 v |
«~ IV vV |IVv
«~ V iy

2.2 Konservativni rozsifeni modelu kone¢nych automat

V této Casti si ukaZzeme nékteré zplsoby, jak Ize zakladni model kone¢ného automatu dale
rozsifit €i zobecnit bez toho, aby se zménila vypocetni sila — tj. ke kazdému rozsifenému
modelu (akceptujicimu néjaky jazyk) bude existovat model zakladni s nim jazykové ekvi-

valetni (akceptujici tyz jazyk). Takovéto rozsifeni se nazyva konservativni.

2.2.1 Nedeterministické konetné automaty

Nedeterministicky kone€ny automat je zafizeni, které je velmi podobné kone€nému auto-
matu z definice 2.1. Jediny rozdil je v tom, Ze nedeterministicky automat nemusi mit pro
dany stav a vstupni symbol urcen nasledujici stav jednoznacné (na pfechodovych grafech
si to Ize predstavit tak, Ze z jednoho uzlu mliZe vychazet vice hran se stejnym naveéstim).
Neni tedy pfedem jasné, do jakého stavu se automat dostane po zpracovani daného slova
w, nebot’ automat si béhem vypoctu mize ,,vybirat jeden z moznych nasledujicich stavt.
Slovo w bude akceptovano, pokud alespoii jeden z moznych vypo ¢t nad slovem w skonéi
v koncovém stavu.
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Poznamka 2.41. V dalsim textu budeme oznaCovat konecné automaty z definice 2.1 pfi-
vlastkem deterministické, zkrdcené DFA, abychom predesli nedorozumeni.

Definice 2.42. Nedeterministicky konecny automat, zkracené NFA, je M = (Q, X, 6, qo, F),
kde vyznam v3ech slozek je stejny jako v definici 2.1 s vyjimkou pfechodové funkce §. Ta
je definovana jako (totalni) zobrazeni § : Q x ¥ — 29,

Na deterministické automaty tedy miizeme pohliZet jako na speciélni pfipad nedeterminis-
tickych automatd, kdy pro kazdé g € Q aa € X je mnozina §(q, a) nejvyse jednoprvkova.
Podobné jako v pfipadé deterministickych automatdi zavedeme rozsifenou precho-
dovou funkci § : Q x T* — 2Q:
* 5(g.2) ={q)
* 5@, wa) = Upejiqu 8P @)
Jazyk pFijimany nedeterministickym konecnym automatem M je definovan takto:

L(M) = {w € =% | §(qo, w) N F # 0}

Nedeterministické kone€né automaty M a M’ jsou ekvivalentni, pokud L (M) = L(M).

Stejné jako v pfipadé deterministickych kone€nych automatd je také mozné defino-
vat jazyk L(M) pomoci pojmi konfigurace a krok vypocCtu; jedind zména je v definici
relace kroku vypoctu:

(@.aw) F (p,w) < pedq,a)

Nedeterminismus je velmi silny popisny aparat, ktery ¢asto umoZiuje zachytit strukturu
jazyka elegantnim a pfirozenym zplisobem. Uvazme nap¥. jazyk

L = {w € {a, b}* | w obsahuje podslovo abba nebo babh}

Navrhnout deterministicky automat, ktery rozpoznava L, neni zcela trivialni. Naopak ne-
deterministicky automat Ize zkonstruovat snadno:

[oREoRoN
oSGl

Struktura automatu velmi pfimocare odrazi fakt, ze L je slozen ze slov, ktera zaCinaji né-
jakym Tetézcem symboldi a, b, pak nasleduje jedno z podslov abba, bab a na konci je zase
néjaky Fetézec slozeny z a, b.

Nedeterminismus Ize dobfe vyuzit jako popisny prostfedek, nema vSak vliv na vy-
pocetni silu konetnych automatll. Ke kazdému nedeterministickému kone&nému automatu
totiZz ve skuteCnosti existuje ekvivalentni deterministicky automat, ktery lze dokonce al-
goritmicky zkonstruovat. Dlikaz tohoto faktu se opira o zajimavou techniku, které se Fika
podmnozinova konstrukce:
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Veéta 2.43. Pro kaZzdy NFA M = (Q, X, 8, qo, F) existuje ekvivalentni DFA.

Dlkaz: Necht M’ = (Q’, %, 8, {qo}, F’) je deterministicky konecny automat, kde:
e Q' =29, tj. stavy automatu M’ jsou vechny podmnoziny Q.
e Prechodova funkce &' je definovana predpisem §'(P,a) = Ugcp 6(d, @)
e Mnozina koncovych stavli F’ je tvofena pravé témi podmnoZzinami Q, které obsahuji
alespon jeden prvek mnoziny F.
Zfejmé M’ je deterministicky kone¢ny automat (dokonce s totalni prechodovou funkci).
Nejprve ukazme, Ze pro kazdé w € ©* plati §(qo, w) = §'({qo}, w). Indukci k délce w:
o |w| = 0:Plati §(do. &) = {do} = &' ({do}. &).
e Indukéni krok: Necht’ w = va(ve ©*,a€ X), pak §(qp, va) = Upeé(qo.m S(p,a) =
8'(6(qo, v), a) (viz definice §") = §'(8'(qo, v), @) (indukéni pfedpoklad) = §'(qo, va).
Nyni se jiz snadno vidi, Ze L(M) = L(M’), nebot’ w € L(M) <= §(qo, w) N F #
P < §(qo},w)NF #£0 < §({qo}, w) € F' < we LWM). O

Algoritmus 2.3 Transformace NFA na ekvivalentni DFA.

Vstup: Nedeterministicky kone¢ny automat M = (Q, %, 6, qo, F).
Vystup: Ekvivalentni deterministicky kone€ny automat M = (Q’, %, ', {qo}, F")
bez nedosazitelnych stavl s totalni prechodovou funkci.

Q' :={{qo}}; &' :=@; F':=@; Done:=;
while (Q" — Done) # ¢ do
M := libovolny prvek mnoZiny Q’ — Done;
if M N F # @ then
F:=F U{M};
end if
foralla € X do
N := UpeM §(p,a);
Q= Q U{N}
8 =8 U{((M,a), N)};
end for
Done := Done U {M};
end while
M= (Q, Z,8, {do}, F);

Uvedeny dlikaz je konstruktivni (podava navod na sestrojeni automatu M ’). Nevyhodou
prezentovaného algoritmu vsak je, Ze automat M’ mliZze obsahovat mnoho nedosaZitelnych
stavll. Tento nedostatek Ize odstranit jednoduse — iterativni konstrukci mnozZiny dosazitel-
nych stavll a pfechodové funkce. Obdrzime tak algoritmus 2.3.

Aplikujeme-li algoritmus 2.3 na dFfive uvedeny nedeterministicky automat, rozpo-
znavajici jazyk L = {w € {a, b}* | w obsahuje podslovo abba nebo bab}, dostaneme tento
vystup:
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%@ coch 0

<388

b

8

Tento priklad také demonstruje, Ze vystupem algoritmu 2.3 nemusi byt minimalni automat;
ten totiZ pro jazyk L vypada takto:

CtenaF se nyni méize pokusit zjistit, jaka informace o pFeétené &asti vstupniho slova je
spojena s jednotlivymi stavy.

PodmnoZzinova konstrukce je na prvni pohled znaéné neefektivni — nardist poctu stavil
pfi pfechodu od nedeterministického kone€ného automatu k deterministickému je expo-
nencialni. To je z technického hlediska nepFijemné. Nabizi se proto otazka, zda pouZitim
»pomocnych* technik (odstranéni nedosazitelnych stavi{i, minimalizace) je obecné mozné
dosahnout lepsiho vysledku. Nasledujici véta Fikd, ze nikoliv.

Véta 2.44. Pro kazdén € N existuje NFA o n stavech takovy, Ze ekvivalentni DFA ma i
po minimalizaci 2" stav.

Dlkaz: Necht' n € N je libovolné pFirozené &islo. Zkonstruujeme nedeterministicky ko-
necny automat o n stavech, ktery ma pozadovanou vlastnost. Necht' M = (Q, %, 8, 1, {1}),
kde:

e Q=1{1,...,n)
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Obréazek 2.2: Automat M z dilkazu véty 2.44 pron = 6.

e X ={a,b}
e J je nejmensi funkce spliujici:

- S,a)={i+1}prol<i<n-1

- 4(n,a) = {1}

-  S8(,b)y={1,i}pro2<i<n
Na obrazku 2.2 je znazornén automat M pro n = 6. Dokazeme, Ze deterministicky ko-
necny automat M, ktery je vystupem algoritmu 2.3, ma pravé 2" stav{i a je minimalni.

To, ze M’ méa pravé 2" stavll vyplyva z toho, Ze libovolna podmnozina Q je do-
sazitelnym stavem automatu M’ — prazdna mnozina je zfejmé dosazitelny stav, nebot’
§'(1,b) = @. Necht' tedy {k1,...,ki} € Q je neprazdna podmnoZina. Pfedpokladejme,
Zzeki < kjproi < jaoznamedi = ki1 —ki prol <i < |. Pakstav {k, ..., ki}
je v automatu M’ dosazitelny pod slovem a%-tba%-2ba%-3 ... a%bak1~1 (tedy napf. stav
{2,4,5} je v automatu na obrazku 2.2 dosazitelny pod slovem abaaba). Tento fakt Ize
lehce ovéfit indukci vzhledem k 1.

Zbyva dokazat, ze M’ je minimalni. K tomu staci ovéfit, Ze pro kazdé dva riizné
stavy U, V automatu M’ plati U # V (viz definice 2.32). Jelikoz U # V, existuje k €
{1, ..., n}, které patfi do U ale nepatfi do V, nebo obracené. Slovem, kterym lze stavy U
a V rozlisit ve smyslu definice 2.32, je a"k+1, O

Tedy i pro pomérng ,,maly“ nedeterministicky koneny automat miize byt ekvivalentni
deterministicky automat ,,velmi velky* i po minimalizaci. V praxi je velikost stavového
prostoru samozfejmé omezena pouZitou technologii. Znamena to tedy, Ze nedeterminis-
tické kone€né automaty obecné nelze efektivné implementovat? Nastésti tomu tak nentf;
technicky ,trik, kterym Ize exponencialni narlist poCtu stavli obejit, je skryt v samotné
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podmnozinové konstrukci: Necht Q = {qi,...,qn} je mnoZina stavli nedeterministic-
kého kone¢ného automatu M. Libovolnou podmnozinu X € Q pak mliZzeme jednoznacné
zakodovat bitovym Fetézcem B délky n takto:

L 1 pokudg; € X,
i-ty prvek B =
0 jinak.

Libovolny stav deterministického automatu M, ktery je vystupem podmnozZinové kon-
strukce aplikované na M, miizeme tedy reprezentovat n-bitovym fetézcem. Technicka im-
plementace automatu M’ pak spo€iva v realizaci dvou funkci:

function NextState(state: StateCode, symbol: Char): StateCode
Tato funkce ma dva parametry: state je stav automatu M/, zakddovany jako n-
bitovy fetézec (bitové Fetézce jsou implementovany pomoci datového typu StateCode).
Druhy parametr symbo1l je vstupni symbol. Funkce vraci kod stavu §'(q, symbol),
kde q je stav s kddem state.

function IsFinal(state: StateCode): Boolean
Funkce ma jeden parametr, kterym je stav automatu M, zakédovany jako n-bitovy
fetézec. Vraci True pokud je stav s kddem state koncovy, jinak False.

Jedinou datovou strukturou, ktera je potfebna pro implementaci téchto funkci, je
tabulka prechodové funkce § plivodniho nedeterministického automatu M s vyznacenymi
koncovymi stavy.

Funkce NextState na zakladé svych parametrdi a tabulky pro § snadno ur&i kod
vysledného stavu (i-ty bit vysledku bude nastaven na 1, pravé kdyz g; € 8(qj, symbol)
pro néjaké j takové, Ze j-ty bit prvniho parametru je nastaven na 1).

Podobné funkce IsFinal vrati hodnotu True, pokud existuje i takové, Zze gi € F a
i-ty bit parametru je 1. Neni tedy zapotfebi implementovat tabulku pfechodové funkce &',
ani neni nutné explicitné reprezentovat stavy automatu M.

Na nedeterministicky automat M proto miizeme pohliZet jako na symbolickou re-
prezentaci automatu M’, ktera dokaze popsat stavy i prechodovou funkci M’ podstatné

hutnéjsi (Uspornéjsi) syntaxi.

2.2.2 Automaty s e-kroky

Model nedeterministického kone€ného automatu je mozné dale rozsifit o tzv. e-kroky. Au-
tomat pak mdiZe sviij stav za urcitych okolnosti zménit samovolng, tj. bez precteni vstup-
niho symbolu. Tato schopnost je formaln& popsana pomoci e-krokd, které si Ize na pfecho-
dovych grafech predstavit jako hrany, jejichZ navéstim je prazdné slovo. Pfes tyto hrany
miZe automat b&hem vypoctu na slové w ménit sviij stav bez toho, aby ze vstupu coko-
liv pFecetl — mezi prectenim dvou po sobg jdoucich symbolll z w mlZe provést libovolné
konecné mnozstvi e-prechodd.
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Priklad 2.45. Nésledujici automat s e-kroky rozpoznava pravé ta slova w € {0, 1}*, ktera
jsou tvaru01k101k2 .. 01% kden > 1 ak; > 1 prokaZdé1 <i <n:

0 (g SN
/l 8

&

Definice 2.46. Nedeterministicky konecny automat s ¢-kroky je pétice M = (Q, %, 8, qo, F),
kde vyznam v3ech slozZek je stejny jako v definici 2.42 s vyjimkou pfechodové funkce 6.
Ta je definovana jako totalni zobrazeni § : Q x (T U {¢}) — 29,

Rozsitenou prechodovou funkci § oviem musime definovat odlisnym zplisobem; nejprve
zavedeme funkci D, : Q — 29, ktera pro dany stav p vraci mnoZinu stav(, kterych miize
M doséhnout z p bez toho, aby Cetl vstup. Pro dané p € Q je D.(p) nejmensi mnozina
X C Q takova, Ze plati:

e peX

e Pokudqg e X ar €6(q, ¢), pak takér € X.

Napf. pro automat z pfikladu 2.45 plati D. (do) = {do}, D+ (1) = {d1}, D:(q2) = {do, q1, G2}-
Funkci D, je moZné pfirozeng rozsifit na mnoziny stavl; je-li Y < Q, polozime

D.(Y) = | De(@)

geY

Nyni jiz méizeme definovat rozsifenou prechodovou funkci § : Q x ©* — 2Q takto:
o 8(q,¢) = D.(q),
o 5@, wa) = Upejqu De(5(p, 2)).
Pro automat z prikladu 2.45 mimo jiné plati §(q2, 1) = {do, q1, G2}, 8(q1, 1) = {qo, q1, 2}
ab(gz,0) = {a1}.
Jazyk pfijimany automatem M s e-kroky je definovan stejné jako v p¥ipadé nedeter-
ministickych automatd, tj.

LM) = {w € =% | §(qo, w) N F # 0}

Neni obtizné dokazat, Ze ke kazdému automatu M s e-kroky existuje ekvivalentni nedeter-
ministicky automat M’; v principu je tfeba v pfechodovém grafu automatu M pfidat hranu
P1 — qn pro kazdou cestu tvaru

P1—= ...~ Pm—=>0q1—> ... = (On
kde m,n > 1, a € . Pak lze e-hrany z pfechodového grafu bez problémi odstranit.
Nejprve dokdZeme jedno pomocné tvrzeni:

Lemma 2.47. Necht M = (Q %, 8, qo, F) je automats € kroky V prechodovém grafu
automatu M ex:stu;ecesta p1 5005 Pm 4 a1 5.5 On, kdem,n > 1,a € %,
pravé kdyZ qn € 8(p1, a).
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Dilkaz: Nejprve si uvédomme, Ze podle definice § plati

S(pay= | J D.(5(r a) (2.6)

reDg(p1)

(=) JelikoZ p1 = ... 5> pm, plati pm € Do(p1). Dale pm > qu, tedy g1 € 8(pm, &).
Konetné g1 — ... —> O, proto qn € D, (q1). Celkem gy € 8(p1, a) podle vztahu (2.6).
(<=) Necht' g, € §(p1. a). Podle vztahu (2.6) pak musi existovat stav r € D, (p1) takovy,
Ze gqn € D.(8(r,a)). Jelikoz r € D.(p1), existuje v prechodovém grafu cesta p; 5
.5 r. Protoze On € D¢ (8(r, a)), musi existovat stavs € a(r a) takovy, ze gn € D.(S).
V prechodovem grafu proto existuje hrana r 2 sacestas > ... > gn. Celkem p; 5
SrdsSs S On, coZ bylo dokézat. O

Véta 2.48. Ke kaZdému NFA s s-kroky existuje ekvivalentni NFA (bez -krokd).

Dllkaz: Necht M = (Q, X, 6, qo, F) je libovolny NFA s e-kroky a sestrojme ekvivaletni
NFA M’ = (Q, =, y, o, G) bez e-krokdl. Polozme y(q,a) = S(q,a) pro kazdé q €
Q.a € X amnozinu G definujme takto:

F pokud D.(qo) N F = @,
F U{qo} jinak.

Nejprve dokazeme, e pro libovolné p € Q, w € X% plati §(p, w) = P(p, w), t.
q € 8(p,w) <= q € P(p,w). V této souvislosti je treba si uvédomit, ze funkce 8, y
jsou definovany na zakladé funkci 8, y odlisnym zplisobem — 7 je rozsifenou pfechodovou
funkci nedeterministického konecného automatu M, je tedy ur€ena pfedpisem uvedenym
za definici 2.42, zatimco § je ur&ena predpisem za definici 2.46 (pro w = ¢ tedy uvedena
ekvivalence platit nemusi). Dlikaz provedeme indukci k délce slova w.

e |W| =1:Pakw = aprongjakéa € £ ad(p,a) = y(p,a) = y(p,a) podle definic
yay.

e Indukéni krok: Necht w = va, kdev € £* aa € . Plati q € §(p, w) <
existuji stavy r S takove Jer € §(p,v),s € 8(r,a)aq € D.(s) (existuje tedy
cestar > s 5> ... 5> q) < r € y(p, v) (s vyuzitim indukcniho pfedpokladu),
q € 5(r,a) (lemma 2.47) <= r € y(p,v) aq € y(r,a) (podle definice y) <«
q € y(p, va).

Pro libovolné w € £+ tedy plati §(qo, w) = 7(qo, w), tj. w € L(M) <= w € L(M)).
Déilee € L(M) & D.(q) NF # 0 < qo € G < ¢ € L(M’). Tedy celkem
L(M) = L(M). O

Predchozi véta podava algoritmus pro transformaci automatu s s-kroky na ekvivalentni
nedeterministicky automat (bez e-krokd). Pokud jej aplikujeme na automat z pfikladu 2.45,
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pak dostaneme

Q. Q
0\ l\

e O=0
1 0,1

1

2.2.3 Uzavérové vlastnosti regularnich jazyko — ¢ast |

V této Casti dokaZzeme, Ze tfida regularnich jazykl je uzavFend na nékteré operace nad
jazyky definované v ¢asti 1.1.1. DlleZitost uzavérovych vlastnosti spociva nejen ve zkou-
mani vlastnosti dané tfidy jazykd, ale ma i fadu praktickych aspektll. Dany jazyk lze Casto
vyjadfit pomoci nékolika jazyk{ jednodussich, pro kazdy z nich navrhnout kone&ny auto-
mat a na jejich zakladé sestrojit Zadany vysledny automat — tento postup byl jiz ilustrovan v
prikladu 2.12. Uzavérovych vlastnosti Ize Casto vyuzit i ke zjednoduSeni dlikazu, Ze néjaky
jazyk je (viz opét 2.12) €i (a to zejména) neni regularni — viz pfiklad 2.50 nize.

Uvédomme si, Ze jiz na pocatku této kapitoly (pfesnéji v 2.9 — 2.11) jsme de facto
ukazali, Ze tfida regularnich jazyk{ je uzaviena na zakladni mnoZinové operace sjednocent,
priiniku a komplementu.

Véta 2.49. Trida regularnich jazykd je uzaviena na sjednocentf, prinik a rozdil.

Dlkaz: Necht’ Li a Ly jsou regularni jazyky rozpoznavané deterministickymi koneg-
nymi automaty Mj a My s totalnimi pfechodovymi funkcemi. Bez Gjmy na obecnosti
pritom mizZeme predpokladat, Ze L1 i Ly jsou jazyky nad stejnou abecedou X (v opacném
pripadé provedeme sjednoceni abeced a dodefinujeme pfechodové funkce automattl — viz
lemma 2.6). Pak jazyky Ly U Ly, L1 N'Ly a L1 — L2 jsou rozpozndvané po fadé auto-
maty M1 W Mo, M1 m Mz a M1 © Mj (viz definice 2.9 a poznamka 2.11), jsou tedy
regulérni. O

Priklad 2.50. UkaZme, Ze jazyk L = {w € a, b* | #5(w) = #p(w)} neni regularni.
Dilkaz Ize samoziejmé provést pomoci Myhillovy-Nerodovy véty (viz 2.28) i lemmatu o
vklddéni 2.13. JestliZe viak jiZ vime, Ze Ly = {a'b' | i > 0} neni regularni, staci uvéZit,
Ze L1 = L na*b*. Kdyby totiz byl L regularni, pak by diky regularité a*b* a uzavienosti
regulérnich jazyk( na prinik musel byt requldrnii L1, coZ ale nen.

Véta 2.51. Trida regularnich jazykd je uzaviend na komplement.

Dlkaz: DUlkaz okamzité plyne z predchozi véty 2.49 a De Morganovych pravidel. Al-
ternativné Ize téZ uvést konstruktivni diikaz: necht’ L je regularni jazyk nad abecedou
¥, rozpoznavany deterministickym kone€nym automatem M = (Q, X, 8, o, F) s to-
talni pfechodovou funkci. Pak jazyk co-L je rozpoznavany koneénym automatem M =
(Q,%,68,090, Q — F) (viz pozndmka 2.11). O

Véta 2.52. Trida reguldrnich jazykd je uzavriend na zretézen.
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Dlkaz: Necht’ Ly a L jsou regularni jazyky, rozpoznavané nedeterministickymi koneg-
nymi automaty M1 = (Qu, %1, 61, q1, F1) a M2 = (Q2, X2, 82,02, F2), kde Q1 N Q2 =
# (pfedpoklad, Ze oba automaty jsou nedeterministické, neni podstatny; umozni nam vSak
elegantné zapsat definici prechodové funkce nize uvedeného automatu). Pak L1.L> je roz-
poznavany automatem M1 ® My = (Q1 U Q2, X1 U X9, 8, q1, F2) s &-kroky, kde

§ =201 UdU{((p. &), {q2}) | p € F1}

Jinymi slovy, automat M1 ® M5 vznikne ,,napojenim*“ automatli M1 a My pomoci e-
hran, které vedou z koncovych stavli M; do pocatecniho stavu My. Ziejmé L(M1 ©
Mj3) = Li.Lp, nebot w € L(M1 © M3) <= w = uv, kdeu € L(Mjp)av €
L(M3) <= uveLi.Ls. O

Véta 2.53. Trida regularnich jazyk{ je uzavriend na iteraci.

Dlkaz: Necht’ L je regularni jazyk, rozpoznavany nedeterministickym kone&nym auto-
matem M = (Q, %, 8, qo, F) (pfedpoklad, Ze M je nedeterministicky, ma stejny vy-
znam jako v dilkazu pFedchozi véty). Pak jazyk L* je rozpoznavany automatem M, =
(QU{p}, X,8, p, {p}) se-kroky, kde p ¢ Q a

8 =8U{((p. &) (ao}} U {((@.&).{p})|qeF}

V automatu M, tedy pFibyl novy poCatecni stav p, ktery je také jedinym koncovym sta-
vem, déle e-hrana ze stavu p do plivodniho poCatecniho stavu go a konecné e-hrany z pl-
vodnich koncovych stavli do stavu p. Zfejmé L(M,) = L*. O

Poznamka 2.54. Zavedeni nového pocatecniho stavu p v automatu M’ z predchoziho dii-
kazu je nutné — kdybychom tak neucinili a prohlasili za koncovy pfimo stav qo (pocatecni
stav automatu ktery rozpoznavd L* musi byt nutné koncovy, nebot’ L* vZdy obsahuje
prézdné slovo), do kterého bychom pfidali e-hrany z plvodnich koncovych stavii, mohl by
vznikly automat prijimat vlastni nadmnoZinu jazyka L* — dojit k tomu miZe tehdy, kdyZ v
M existuje alespor jeden prechod do stavu qo a pFitom qo neni v automatu M koncovym
stavem. UkaZeme si konkrétni pfiklad — necht’ M je automat:

Kdybychom nyni pFidali s-hranu ze stavu q1 do qo a Stav qo prohlasili za koncovy, bude
vznikly automat akceptovat napf. i slovo aa, které do iterace jazyka L (M) nepatfi.

Véta 2.55. Trida regularnich jazyk( je uzaviena viici operaci zrcadlového obrazu (reverzi).

Dlkaz: Necht’ L je regularni jazyk, ktery je rozpoznavan néjakym koneénym automatem
M a sestrojme s nim ekvivaletni NFA M’ s e-kroky. M’ obrZime tak, ze (neformalné
feCeno) v prechodovém grafu M obratime orientaci hran, pfiddme novy pocatecni stav, z
néhoZ povedeme &-pFechody do viech koncovych stavll automatu M a pocatecni stav M



2.2. KONSERVATIVNI ROZSIRENI MODELU KONECNYCH AUTOMATU 41

bude koncovym stavem v M’. Formalni definici M’ a diikaz ekvivalence L (M) = L(M’)
ponechavame Ctenari. O

Dusledek 2.56. Libovolny jazyk L je regularni <= LR je regulérni.

Dlikaz: Diky 2.55 zbyva ukazat implikaci LR regularni = L je regularni. JelikoZ plati
(LRYR = L, pak dle 2.55 dostavame LR regularni = (L®)R = L je regularni. O

Uzavrenost na dalSi operace bude ukazana v ¢asti 2.3.1, kde s vyhodou vyuZzijeme dalSiho
konservativniho rozsiteni zakladniho modelu.

2.2.4 Regularni vyrazy

V této Casti zavedeme formalismus, ktery je rovnéz uziteCnym prostfedkem pro popis (spe-
cifikaci) a navrh kone¢nych automattl. Jen zopakujme, Ze zatim jsme pojem regularni jazyk
pouzivali jako (syntaktickou) zkratku pro pojem jazyk pfijimany kone€nym automatem a
téZ pro pojem jazyk generovany gramatikou typu 3. Tvrzeni, Ze se jedna o tutéz tfidu ja-
zykl bude ukazano v nasledujici ¢asti. V této Casti budeme definovat regularni jazyky tak,
jak byly historicky originalné (pod timto ndzvem) zavedeny, uvedeme formalismus pro je-
jich specifikaci a konecné ukazeme, Ze takto definovana tfida jazykd je identicka s tfidou
jazykll rozpoznavanych koneénymi automaty.

Definice 2.57. T¥ida regularnich jazykd nad abecedou ¥, oznacovana jako R(X), je defi-
novana induktivné takto:
1. ¥, {e} a {a} prokazdé a € X je reguléarni jazyk nad X.
2. Jsou-li L1, Lo regulami jazyky nad X, jsou také, Li.Lp, L1 U Lo a L regularni
jazyky® nad X.
3. Kazdy regularni jazyk vznikne po kone¢ném poctu aplikaci kroki 1 a 2.

Jinymi slovy R(X) je nejmensi tfida jazyk{ nad T spliiujici podminky 1 a 2. Jazyky
uvedené ad 1 se nazyvaji elementarni, operace nad jazyky uvedené ad 2 se nazyvaji regu-
larni. Je tedy vidét, Ze kazdy regularni jazyk lIze popsat uréenim elementarnich jazykl a
predpisu, ktery urcuje jak na tyto jazyky aplikovat regularni operace. Takova specifikace je
cilem nasledujici definice.

Definice 2.58. Mnozina regularnich vyrazl (regular expressions) nad abecedou X, ozna-
Covana RE(X), je definovana induktivné takto:
1. &, @ aapro kazdé a € X jsou regularni vyrazy nad ¥ (tzv. z&kladni regularni
vyrazy).
2. Jsou-li E, F regularni vyrazy nad X, jsou také, (E.F), (E + F) a (E)* reguléarni
vyrazy nad .
3. Kazdy regularni vyraz vznikne po kone¢tném poctu aplikaci krokl 1-2.

Zakladni regularni vyrazy se podobaji symbollim, se kterymi jsme se v textu bézné se-
tkavali. Tucné jsou zapsany proto, Ze je tfeba je chapat jako symboly zcela nové; tyto

3. je zifejmé, Ze pozadavek ,{¢} je regularni ...“ v 1 je nadbytetny, protoze {¢} = ¢*. Je uveden Cisté z pedago-
gickych ddvodad.
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»dvojniky* jsme zavedli proto, abychom mohli vzdy snadno rozliSit mezi syntaxi a sé-
mantikou regularnich vyrazl (pfedchozi definice popisuje pouze syntaxi). V regularnich
vyrazech se mohou vyskytovat také kulaté zavorky jako metasymboly, které pomahaji vy-
mezit rozsah operatord. Abychom jejich pouZiti omezili na minimum, pfijmeme konvenci
tykajici se priority operatorli: Nejveétsi prioritu ma ,,x“, pak ,,.““ a nakonec ,,+“, pficemz
,hadbyte¢né“ zavorky lze vypoustét. Vyraz a + b.c* tedy odpovida vyrazu (@ + (b.(c)*)).
Kazdy regulérni vyraz E nad abecedou X popisuje (jednoznacneé urcuje) jazyk L(E)
nad abecedou X (jazyk L (E) je sémantikou reguldrniho vyrazu E) podle téchto pravidel:

Le = {e)

L@) & o

L@) o {a} prokazdéa € =
LEF) ¥ LE).LF
LE+F) ¥ LE)ULF)
LEH € LE)

Na levé strané definujicich rovnic se vyskytuji regularni vyrazy; na pravé strané je tfeba
symboly ,,&“, ,,#“, atd. chapat v jejich plivodnim vyznamu - tj. jazyk uréeny regularnim
vyrazem & obsahuje pouze prazdné slovo, jazyk urCeny vyrazem @ je prazdny, atd. Tecka
se v zapisu regularnich vyrazli ¢asto vynechava. Napfiklad tedy plati:

L(@+b)*@b +bb)@+b)*)
L((@aa + ab + ba + bb)*)
L(0*1*2"*) = {0,1,2}*

{w € (a, b)* | w obsahuje podslovo ab nebo bb}

{w e {a, b}* | w ma sudou délku}

Poznadmka 2.59. Z vyse feCeného se okamZité nahlédne fakt, Ze jazyk je regularni nad X
praveé kdyZ je popsatelny néjakym regularnim vyrazem nad .
Na rozdil od regularnich gramatik neobsahuji regularni vyrazy Zadnou formu rekurze; aby
bylo jasné, o€ se jednd, uvazme napf. gramatiku G = ({S, A}, {a, b}, P, S), kde P obsahuje
pravidla

S—aAla

A—DbS|b
Neterminaly S a A pfirozenym zplisobem urcuji jazyky L(S) a L(A):

L(S) = {wef{a,b}|S="w)
LAY = {wefa, bl A="w)

Plati tedy L(G) = L(S). Pravidla gramatiky G Ize pfirozenym zplisobem transformovat na
systém vzajemné rekurzivnich rovnic:

Xs
XA

{a}.Xa U{a}
{b}.Xs U {b}
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Proménné Xs a X a zastupuji jazyky nad abecedou {a, b}. Prvni rovnice Fik, Ze jazyk Xs
dostaneme sjednocenim zfetézeni jazykl {a} a X a s jazykem {a}. Viyznam druhé rovnice
je obdobny — jazyk X a je definovan v zavislosti na jazyku Xs.

Dosadime-li za Xs jazyk L(S) a za X a jazyk L(A), obé rovnice plati. Neni obtizné
dokazat (Ctenar se o to mlZe pokusit), Ze L(S) a L(A) jsou také jedinym FeSenim uve-
denych rovnic. Tento fakt ma obecnou platnost, tj. jazyk generovany libovolnou regularni
gramatikou G lze timto zplisobem vyjadfit jako Fedent jistého systému rekurzivnich rovnic.
Podobna forma rekurze se objevuje také u konetnych automatd; v definici 2.32 jsme pro
kazdy stav q kone¢ného automatu M zavedli jazyk L(q). Pfechodova funkce popisuje za-
vislost mezi jazyky L (q) podobnym zplisobem, jako mnoZina pravidel v p¥ipadé gramatik.

Rekurze je z hlediska popisné sily velmi dlilezita — pokud definujici rovnice urcené
pravidly regularni gramatiky G neobsahuji Zadnou rekurzivni (tj. ,.cyklickou®) zavislost
mezi proménnymi, je jazyk L(G) nutné konecny. Pfikladem takové gramatiky je tfeba
(S, A, B}, {a, b, c}, P, S), kde P obsahuje pravidla

S—albA

A—c|aB

B—bjc
V pripadé regularnich vyraz(, kde se rekurze v zadné podobé neobjevuije, se snadno vidi,
Ze jediny prostfedek umoziujici definovat nekonec€ny jazyk je iterace. Vysledek o ekviva-
lenci regularnich vyraz( a regularnich gramatik, ktery v této Casti dokaZzeme, Ize tedy také
interpretovat jako ekvivalenci popisné sily iterace a rekurze ve specialnim typu rovnic.

Véta 2.60. Necht’ E je reguldrni vyraz. Pak existuje konecny automat rozpoznavajici L (E).

Dikaz: Pro libovolnou (konecnou) abecedu ¥ Ize zkonstruovat FA, které rozpoznavaji
elementarni jazyky, tj. ¥, {¢} a {a} prokazdé a € X. Tvrzeni véty pak okamzité plyne z uza-
vienosti jazykl rozpoznatelnych konecnymi automaty v@ici regularnim operacim, tj. sjed-
noceni (viz véta 2.49), zfetézeni(viz véta 2.52) a iteraci (viz véta 2.53). O

Ctenare, ktery otekaval primocarejsi algoritmus, jak k danému regularnimu vyrazu
sestrojit ekvivalentni konecny automat, nezklameme a odkazujeme jej na pojem regulr-
niho pfechodového grafu a vétu 2.65, které jsou uvedeny v zaveéru této Casti.

Poznamka 2.61. Vyse uvedena véta 2.60 tedy Fika, Ze tfida jazykd, kterd obsahuje vsechny
konecné mnoziny (kaZda z nich jisté rozpoznatelna néjakym FA) a ktera je uzaviena na
sjednocenti, zfetézeni a iteraci je podtFidou tFidy jazyk( rozpoznatelnych konecnymi auto-
maty. Nésledujici véta ukazuje, Ze plati i obracend inkluse, coZ spolu s 2.60 Fika, Ze tfida
jazykl rozpoznatelnych konenymi automaty je nejmensi tfida, ktera obsahuje viechny ko-
necné mnoziny a je uzaviena na sjednoceni, zfetézeni a iteraci — srovnej s formulaci tzv.
Kleene-ho véty (véta 2.63).

Véta 2.62. Necht’ L je akceptovany néjakym (libovolnym) DFA, pak L je popsatelny né-
jakym regularnim vyrazem.

Dllkaz: Necht' A = ({q1,...,dn}, , 8, q1, F) je DFA, ktery akceptuje L. Pro vSechna
i, ] :1<i,]j < ndefinujme mnoziny slov
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Rij £ (w € = | §(qi, w) = qj)
tj. mnoZziny slov prevadgjicich A ze stavu gi do stavu g;. Je vhodné si uvédomit, Ze plati:
L=LA) = quep Rij *)
StaCi tedy ukazat, ze kazda Ryj je regularni (definice regularniho jazyka v sobé obsahuje
uzavrenost na sjednoceni), a tedy je popsatelna néjakym regularnim vyrazem.

Abychom dokazali regularitu R1j, dokazme, Ze kazda Rjj je regularni (Zadané dosta-
neme specializaci pro i = 1). Za timto G¢elem definujme mnozZiny slov Rh- ,k=0,...,n,
kde kazda z nich bude mnoZzinou v3ech slov, ktera prevadgji automat .4 ze stavu gj do stavu
qj (jako u Rijj), ale pfi tomto vypoctu neni povoleno projit Zadnym (mezi)stavem qm, ktery
by mél index m vétsi nez k. Formalné zapsano:

RE S (x | 801, ) = aj A ((B@.y) =am Ae <y <X) = m <K)}
Zfejmé pak plati Rjj = Ri“j (a ukdzeme-li regularitu vSech R}‘j , staci polozitk = n).

Nyni si uvédomme, ze Rh- Ize definovat induktivné, a tedy nasledné vyuzit k doka-
zovani regularity R}‘j indukci. Navic mizeme takovou definici vyuZit k jejich vypocdtu (at’
uZ k rekursivnimu €i iterativnimu). Definujme tedy:

1 RO & {ae X[4(gi,a)=qj} je-lii # j
N fae |8 a)=qj)ufe} jelii=]
2. REE RN (RE ()R, URK provéechna k=0,....n—1 (%)

Neformalné Ize tuto definici vysvétlit takto: bod 1 pfedstavuje bazi vyse uvedené definice.
Bod 2 Fik4, ze vstup, ktery automat A prevede z gi do q; bez prlichodu mezistavem o
indexu vétsim nez k + 1, je bud’
e Z mnoziny Rh- (2. sCitanec v 2), tj. mnoziny slov odpovidajici cestam z g do qj,
kdy neni pouZit Z&dny mezistav ,,vy3Si* nez gk, nebo
e z mnoziny slov, ktera reprezentuje priichod stavem ,,vy3$im* nez g, tj. qx1 (1. sGi-
tanec v 2): Ize ji ziskat tak, Ze

1. nejprve vezmeme viechnaslova, kterd .4 pfevedou z g; poprvé do qk+1 (tj. 1. Ci-
nitel R, ),

2. néasledovana (zietézena se) viemi slovy, ktera pfevedou A z qy+1 zpét do qk+1,
aniz by se proslo néjakym vyssim stavem nez gi. Pokud je mnozina téchto slov
neprazdnd, pak reprezentuje cyklus z qx+1 zpét do gk+1, a proto tedy u 2. Ci-
nitele (R'QH_kJrl)* je operace iterace. Mnozina téchto slov mlzZe byt i prazdna
(takova cesta neexistuje) — uvédomme si, Ze definice je korektni i v tomto pf¥i-
padg, protoze {#}* = {e}.

3. Konecné ke slovlim ziskanym ve dvou vysSe uvedenych bodech pfipojime (zfe-
tézenim) v3echna slova, ktera pfevedou A z k1 do cilového q; bez priichodu
stavem gx+1 nebo vysSim, cozZ je reprezentovano 3. Cinitelem R'QH_J-.

Nyni se indukci snadno ukaze, Ze kazda R}‘j je regularni, a tedy popsatena néjakym regu-
larnim vyrazem. | kdyZ z hlediska dlikazu neni nutno tyto vyrazy specifikovat, uvedeme je
(v komentarovych zavorkach ‘(** a “*)” ), nebot’ tak de facto specifikujeme algoritmus pro
konstrukci hledaného vyrazu.

Baze indukce, k = 0. Pro libovolndi, j je R?j C X U {e}, a tedy regularni — obsahuje totiz
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jen elementarni jazyky.
(*Odpovidajici regularni vyraz, znaceny r”, Ize zapsat jako a; + ... 4+ ap (resp. a1 +
.+ap + & pokud i = j), kde {ag, ... ,ap} je mnozrna vsech symbolﬁ a takovych, Ze
8(q., a) = (j. Jetlize zZadneé takové a neeX|stu1e pak ri =0 (resp. r = ¢, pokud i = j). *)
Induk&ni krok. (IP): pfedpokladejme , Ze pro jisté k, O <k<n avsechnal j jsou R
regulami a ukazme, Ze pak i Ri* je regulami. To se vsak snadno nahlédne: RS* je de
finovana — viz (**) — pomoci R!‘- (dle IP jsou regularni) a pomoci reguldrnich operaci
sjednoceni, zfetézeni a iterace, atedy (viz definice reguldrniho jazyka) je regularnll Rk“.
(*IP je ekvivalentni tomu, Ze pro vSechna |, m EXIStUjI regularni vyrazy r takove Ze
L(rf,) = R,. Hledany vyraz rk+1 je tedy roven r¥ Kl (rk+l k)" rk+l i rk *)
T|mt01e diikaz ukoncen (zopaku]me vSechna Rk jsou reguldrni, spemelne R jSOU
regularni a R = Rjj, a tedy i Ryj je regularni a tedy dle (*) L(A) = que,: le je
regulari). (*Tedy L(A) je popisovan vyrazem rfjl +...+ r{‘jp, kde F = {qj, ---0j,}.%)
O

Obé predchozi véty 2.60 a 2.62 lze shrnout do tvrzeni znamého jako Kleeneho véta:
Véta 2.63. (Kleene). Libovolny jazyk je popsatelny reguldrnim vyrazem pravé kdyZ je
rozpoznatelny konecnym automatem.

V této Casti jsme dosud zavedli jista rozsifeni deterministickych konecnych automatd
definovanych v Casti 2.1 a ukazali jejich vzajemnou ekvivalenci. Strukturu téchto vysledkd
(mimo prlibézné uvadéné uzavérové vlastnosti) Ize zndzornit takto:

Véta 2.62

Véta 2.43 Véta 2.48 Véta 2.60
DFA [ NFA k< NFA s ¢ kroky )

Dilkaz véty 2.62 — viz definice (**) — podava i navod, jak napsat algoritmus prevadgjici
libovolny kone€ny automat na ekvivaletni regularni vyraz.

1. Zminénou definici Ize povazovat za specifikaci rekursivnr’ procedury P(i,j,k),
kterd ma (pfi znaceni jako v dlikazu véty 2.62) vypoditat r , pficemz rekursivni smycka
kon€i pro k = 0. Uvédomme si v3ak, Ze takovy algoritmus by byl znacné neefektivni - pro
fadu konkrétnich hodnot parametrli i, j, k by (v obecném p¥ipad€) opakované pocital jiz
v nékterém predchozim rekursivni volani vypoctené rikj .

2. Vy3e uvedenou neefektivitu Ize odstranit (na Gkor narlistu pamét’ovych naroku)
tak, Ze bychom navic deklarovali pole B[1..n,1..n,1..n]aV[1..n,1..n,1..n],kde
bychom inicializovali B[i,j,k]1=0 pro vSechna i, j,k a kde nastaveni B[i,j,k]=1 by
udavalo, ze vyraz r le byl (nékterou z predchozich aktivaci procedury P (i, j,k)) vypo-
¢itan a jeho hodnota by byla uloZzenave V[i,j,k].

3. Dale si uvédomme, Ze vySe uvedenou rekursi Ize v tomto konkrétnim pripadg,
prevést na iteraci. Jeji inicializace spoCiva ve vypoctu r pro vSechna i, j. Vlastni iterace
postupné pocita (opét pro vSechnai, j) vyrazy rIJ N ,J . Dal$i mozné vylepSeni (tyka-
jici se nyni narokd pamét’ ovych) spociva v uvédoménisi, Ze k vypoCtu rkJrl nepotfebujeme

znat vSechny dosud urcené hodnoty rI”J”, 0<m <k, ale staci uchovavatjen hodnoty rikj .
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Implementacni detaily ponechdvame Ctenafi s tim, Ze je vhodné si uvédomit, Ze prac-
jako vhodny prototyp) a nejvyssi ad 3. Na druhé strané asi ani jeden z nastinénych algo-
ritm& neni vhodny pro ,,ruéni* zpracovani (stylem papir a tuzka). Uvedeme proto jesté dalsi
nastroj, ktery umozni ,,ruéni* prevody od kone€ného automatu k regularnimu vyrazu a ob-
racené. Mélo by byti zfejmé (nicméné bude dokazano), Ze se opét jedna o konservativni
rozSifeni modelu kone¢ného automatu.

Definice 2.64. Regularni pfechodovy graf M je pétice (Q, X, 5, |, F), kde
Q je neprazdna kone¢na mnozina stavul.

¥ je vstupni abeceda.

e §:Q x Q — RE(X) je parcialni pfechodova funkce.

e | € Q je mnoZina pocate€nich stavd.

e F C Q je mnoZina koncovych stav.

Regularni prechodové grafy tedy predstavuji dalsi zobecnéni automatll s e-kroky. Hrany
mohou byt nyni ohodnoceny nejen prvky ¥ U {¢}, ale dokonce libovolnym regularnim
vyrazem nad X (mezi libovolnymi dvéma uzly je vSak nejvyse jedna hrana, coz vSak neni
omezeni podstatné — viz operétor +). Kazdy automat s e-kroky Ize povaZzovat za regularni
prechodovy graf s jednim poCateCnim stavem, jehoz hrany jsou ohodnoceny regularnimi
vyrazy tvarua + - -- + ap, kde n € N a kazdé a; patfi do = U {&}.

Slovo w € ¥* je grafem M akceptovano, pravé kdyz existuje posloupnost stavil
go,---,0n, kden >1,qo € I, qn € F a8(qgi—1, i) je definovano pro kazdé 0 < i <n
takovd, ze w lze rozdélit na n Casti w = vy ...vy tak, Ze vi € L(8(Qi—1,qi)) pro kazdé
0 < i < n. Navic ¢ je akceptovano také tehdy, je-li | N F # 0.

Véta 2.65. Pro libovolny reguldrni pfechodovy graf M = (Q, £, 6, |, F) existuje ekvi-
valentni NFA M’ s ¢-kroky.

Dukaz: Pfechodovy graf automatu M’ s e-kroky vznikne transformaci regularniho pre-
chodového grafu M (tento diikazovy postup je korektni, nebot’ kazdy automat s e-kroky
Ize jednoznacné reprezentovat jeho prechodovym grafem a obracen€). Nejprve pfidame ke
grafu M novy stav go a hranu qo — q pro kazdé g € 1. Stav qg bude (jedinym) po&a-
te€nim stavem automatu M’, prvky F jeho koncovymi stavy. DalSi postup transformace
spociva v opakované realizaci dvou krokd (viz obrazek 2.3):
1. Odstran vsechny hrany, které jsou ohodnoceny symbolem @.
2. Vyber libovolnou hranu p 5 q, kde E ¢ X U {¢}, odstran ji a proved’ nasledujici:
e Pokud E = F + G, pidej hrany p > q a p - q.
e Pokud E = F.G, pfidej ke Q novy stav s a hrany p Lsas> g.
e Pokud E = F*, pfidej ke Q novystavs ahrany p = s, s — sas — (.
Tyto dva kroky se provadi tak dlouho, dokud pFechodovy graf obsahuje alespon jednu
hranu ohodnocenou symbolem, ktery nepatfi do X U {¢}. Fakt, Ze popsana transformace
skon€i, vyplyva z toho, Ze M obsahuje pouze kone€né mnoho hran a kazdy regularni vyraz
vznikne aplikaci pravidel 1-2 z definice 2.58 v kone&né mnoha krocich. Vysledny graf je
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N O==0
= OO

q
F
G@® = (G

Obrazek 2.3: Pravidla pro transformaci regularniho pfechodového grafu na ekvivalentni
NFA s e-kroky

L

prechodovym grafem automatu M’ s e-kroky. Snadno se ovéfi, Ze kroky 1 a 2 popsaného
transformacniho algoritmu zachovavaji ekvivalenci automatd, proto L(M) = L(M'). O

Véta 2.66. Pro kaZzdy regulédrni pfechodovy graf M = (Q, %, 6, |, F) existuje ekviva-
lentni regularni pfechodovy graf M’ = ({x, y}, X, 8, {x}, {y}), kde § je definovdno pouze
pro dvojici (X, Y).

Dilkaz: Popiseme zplisob, kterym Ize transformovat graf M na graf M. Nejprve pFidame
ke grafu M novy pocatecni stav x a novy koncovy stav y. Pfidame také hrany x = q pro
kazdéq € | ar > y prokazdér € F. Tato Gprava jisté nezméni pfijimany jazyk. Kazdy
stav p rlizny od x a y nyni odstranime spolu s jeho incidentnimi hranami (tj. hranami, které
do p vchazeji nebo z p vychazeji) takto (viz obrazek 2.4): Necht’ {E1, ..., En} je mnoZina
vsech regularnich vyrazl E takovych, Ze p 5 p je hrana v upravovaném prechodovém
grafu. Pro kaZzdou dvojici hran r 5 p,kder # pap 5 q, kde p # q, pfiddme hranu
zr do g s ohodnocenim F.(E1 + --- + En + )*.G. Pak lze stav p spolu s incidentnimi
hranami odstranit bez toho, aby se zménil pfijimany jazyk (4 bylo k mnoziné {Ey, ..., En}
pridano pro pfipad, Ze uvedend mnoZzina je prazdnd; pfipomeiime {#}* = {¢}). Pokud méa
stav p tu vlastnost, ze do n€j Zadna hrana nevchazi, resp. z néj zadna hrana nevychazi,
je p z pocatecniho stavu x nedosazitelny, resp. nelze z néj dosahnout koncového stavu y.
V takovém pfipadé miizeme p odstranit aniz bychom néjaké hrany pfidavali — tato Uprava
prijimany jazyk nezméni.

Po odstranéni viech stavll rliznych od x a y zlstanou tyto dva stavy spolu s kone¢né
mnoha hranami z x do y (hrana z x do x, nebo z y do y pomoci vySe uvedené transformace
vzniknout nemtize). Necht’ {Eq, ..., Em} je mnoZina vSech regularnich vyrazd, které se
na téchto hranach vyskytuji. VSechny hrany pak miiZzeme odstranit a p¥idat jedinou hranu
s ohodnocenim Eq +- - - + Ep +@. Tato Uprava pfijimany jazyk rovnéz nezméni. Obdrzime
tak pfechodovy graf M’ se dvéma stavy a jedinou hranou. O

Shrnuti obou pfedchozich vét by bylo jen zopakovanim Kleeneho véty — viz 2.63.
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F1.(E1+Eo+6)*.G1

F2.(E1+Ez+6)*.Gy

F1.(E1+Eo+e)*.Gy

Fo.(E1+Ez+e)*.Gy

Obrazek 2.4: Eliminace stavu regularniho pfechodového grafu.

2.3 Vlastnosti regularnich jazyk

2.3.1 Uzavérové vlastnosti regularnich jazykd — ¢ast 11

Jiz dFive jsme ukazali, Ze t¥ida regularni jazyk{ je uzaviena viigi sjednocent, prliniku, kom-
plementu, zfetézeni a iteraci (viz Cast 2.2.3). Diky Kleeneho vété Ize velmi snadno ukézat,
Ze tfida regularnich jazyk{ je uzaviena vici operaci (regularni) substituce.

Véta 2.67. Necht’ T je koneCna abeceda a f : ¥ — A substituce takova, Ze f(a) je
regularni jazyk nad A pro kaZdé a € X. Pak pro kaZdy regularni jazyk L je téZ f(L)
regularnim jazykem.

Dlkaz: Necht' E je regularni vyraz takovy, Ze L(E) = L a Ej jsou regularni vyrazy
takové, Zze L(E5) = f(a) pro kazdé a € . Pokud pro kazdé a dosadime do E za kazdy
vyskyt symbolu a odpovidajici regularni vyraz E 5, ziskdme opét regularni vyraz, feknémé
F, a to takovy, Ze L(F) = f(L). Formalni diikaz korektnosti téchto dosazeni Ize provést
indukci vzhledem k poctu operatorll v regularnim vyrazu, pficemz bychom vzali v potaz,
ze f(Ly ULy) = f(L1) U f(Lo) aanalogicky pro zfetézeni a iteraci. O

Véta 2.68. Trida regularnich jazykd je uzaviena vici homomorfismu a inversnimu homo-
morfismu.

Dilkaz: Uzavienost vici homomorfismu okam?Zité plyne z uzavienosti VGCi substituci:
kazdy homomorfismus h je substituci, kde kazdé h(a), a € %, je jednoprvkovy jazyk.
Abychom ukazali uzavrenost vG¢i inversnimu homomorfismu, méjme DFA M =
(Q.%,68,q0, F) takovy, ze L = L(M) a homomorfismus h z A do &*. Zkonstruujme
DFA M’ akceptujici h—1(L) tak, Ze &te symbol a € A a simuluje ¢innost M nad h(a).
Formalné M’ = (Q, A, &', qo, F), kde pro vSechnaa € A aq € Q definujeme §'(q, a) =
5(q, h(a)). Poznamenejme, Ze h(a) je slovo (dokonce mlize byt i prazdné), avéak § jako
rozSifena prechodova funkce je definovana pro vSechna slova. Indukci vzhledem k délce
slova x Ize snadno ukazat, ze §'(qo, X) = 8(do, h(x)), a tedy M’ akceptuje x pravé kdyz
M akeeptuje h(x), tj. L(M") = h=1(L(M)). O

2.3.2 Ekvivalence kone€nych automatt a regularnich gramatik

Na zaCatku této kapitoly jiz byla zminka o tom, Ze pojem regularniho jazyka byl vlastné
definovan dvakrat — nejprve pomoci regularni gramatiky (viz ¢ast 1.2.2) a pak jeSté jednou
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pomoci kone€ného automatu. V této Casti dokazeme, Ze tato nejednoznacnost je nezavadna,
nebot’ tfidy jazykd, které Ize generovat regularnimi gramatikami, resp. rozpoznat kone¢-
nymi automaty, jsou stejné.

Zatneme tim, Ze uk&zeme, jak Ize k dané regularni gramatice sestrojit ekvivalentni
nedeterministicky kone€ny automat (uvédomme si, Ze neni podstatné, jestli jde o automat
deterministicky, nedeterministicky, nebo dokonce s e-kroky, protoZe viechny uvedené mo-
dely jsou navzajem ekvivalentni ve smyslu vét 2.43 a 2.48). Myslenka diikazu je jednodu-
cha - stavy automatu budou odpovidat neterminaltim gramatiky, tj. pro kaZdy neterminal A
bude existovat stav A. Pro kazdé pravidlo A — aB pfidame do §(A, a) stav B. Abychom
se mohli vyporadat také s pravidly tvaru C — a, zavedeme specialni koncovy stav q,
ktery pfidame do 8(C, a). PoGatecni stav bude S, koncovy stav q ¢ a pfipadné také S, po-
kud gramatika obsahuje pravidlo S — «.

Lemma 2.69. Ke kazdé regularni gramatice G = (N, X, P, S) existuje nedeterministicky
konecny automat M = (Q, X, 8, qo, F) takovy, Ze L(G) = L(M).

Dilkaz: PoloZme
e Q={A|AcN}U({qs}, kdeqs & N.
e (o = S.
e § je nejmensi funkce Q x ¥ — 29 splfiujici:
- Pokud A — aB je pravidlov P, pak B € §(A, a).
—  Pokud A — ajepravidlov P, kdea # ¢, pak q¢ € §(A, a)

E {(S,q¢} pokudS — & je pravidlov P,
° =

{qr}  jinak.
Nejprve dokazeme vztah mezi vétnymi formami G a rozsifenou pfechodovou funkci 8

S=%*a;...aB, kdeas,...,ax e £,BeN < BedS, a...a), kde B #qs

Dikaz provedeme indukci vzhledem ke k:

e k=0:Pak nutng B = S, B = S a obg& strany dokazované ekvivalence (a tedy i
ekvivalence samotna) plati.

e Indukéni krok: Plati S =* a;...ak11B <= S=*a;...a«C = a;...a1B
(tedy C — ax41B € P) <= C € §(S, az...ax) (indukéni predpoklad), B €
§(C,ak41) & BedS,ar...a1).

Nyni lze jiz snadno ukézat, Ze w € L(G) <= w € L(M). Pokud w = ¢, plati ¢ €
L(G) =S > ece€P = SeF & ee L(M).Necht tedy w # ¢, tj. w = va,
kdev € £¥*,a € . Plativa € L(G) < S =* vB = va (tedy B - a € P)
«— B eéBS,v).,qr € 5(B,a) « qr € 5(S,va) <= va € L(M). Je dobré si
uvédomit, Ze posledni ekvivalence plati proto, Ze M nemize akceptovat neprazdné slovo
pomoci stavu S — pokud S € F, obsahuje P pravidlo S — &, a tedy S se nevyskytuje na
pravé strané zadného pravidla; v automatu M pak do stavu S nevedou zadné prechody. [

Pfiklad 2.70. Necht’ G = ({S, A, B,C, D}, {a, b, c,d}, P, S), kde P obsahuje pravidla
S—aA|bB|e¢ C —-aA|cD
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A—DbC|b D — aC |bB
B—dD|a
Ekvivalentni nedeterministicky koneCny automat ma tento tvar:

ZpUisob, kterym lze naopak ke kazdému kone&nému automatu sestrojit ekvivalentni regu-
larni gramatiku, je do urcité miry ,,inverzni“ ke konstrukci pouzité v diikazu predchoziho
lemmatu. Neterminaly budou odpovidat staviim, pravidla budou simulovat pfechodovou
funkci. Je tu v3ak jeden problém — pokud automat pfijima prazdné slovo (tj. poCatecni
stav je koncovym stavem), musi kazda ekvivalentni gramatika nutné obsahovat pravidlo
S — ¢, kde S je koten. Pak se ale S nesmi vyskytovat na pravé strané zadného pravidla
(viz Cast 1.2.2). Pritom je ale mozné, Ze nékteré prechody automatu kon€i v pocatecnim
stavu a maji byt simulovany pravidly, které maji na pravé strané S, coz by vedlo ke kon-
fliktu s poZadavkem pravostrannych vysktdl S. Tento problém vytesime tak, Ze ke zkon-
struované gramatice (majici jak S — ¢, tak i pravostranné vyskyty S) lehce nalezneme
ekvivaletni gramatiku splfiujici (jak vidno, v pfipadé typu 3 Cisté formalnich) pozadavky
definice z 1.2.2.

Lemma 2.71. Pro kaZdy konecny automat M = (Q, X, 8, qo, F) existuje regularni gra-
matikaG = (N, X, P, S) takov4, Ze L(M) = L(G).

Dilkaz: Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, Ze M je nedeterministicky. Necht’
e N'=(7|qeQl
e P’ je nejmensi mnoZina pravidel splfiujici:
—  Pokud p € 8(q,a),jeq — ap pravidlov P’.
— Pokudped(g,a)apeF,jeq— apravidlov P’.
Gramatika G’ = (N’, &, P’, Qo) je zfejmé regularni, protoZe pravidla jsou predepsaného
tvaru. Podobné jako v pfedchozim diikaze, tentokrat v3ak jen pro neprazdna slova (problém
s e v pFipadé qo € F vyfeSime posléze) ukazme platnost tvrzeni:

5(qo,a1...ax) NF # 0, kdek >1,a1,...,a €L < To="a1...a

Indukci vzhledem k délce akceptovaného slova, tj. ke k:
ek=1LpropeF,pe S(qo,a) <= Qo — ajepravidlov P’ < Ty =" a.
e Indukéni krok: pro p € F, plati p € 8(qo,a1...ak41) <= existujestav q
takovy, 7e q € 8(Qo,a1...a)ap € 8(Q,ak+1) < To =* ar...axq (podle
indukéniho predpokladu) a @ — ak41 je pravidlov P’ <= To =* a1...ak+1.
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Tedy pro kazdé w # ¢ plati w € L(M) <= w € L(G'). *

Je-liqo € F, pak ¢ € L(M); v tomto pFipadé L(G') = L(M) \ {e}. Abychom
obdrzeli hledanou G = (N, X, P, S) poloZzme

N=NU{S},kdeS ¢Q a

P=P U{S—¢}U{S— a|fy— a}.
Pridali jsme tedy novy neterminal (je nyni kofenem) a zajistili, aby jej bylo mozné prepsat
na cokoliv, na co se prepisoval kofen Qg (viz posledni sCitanec v definici P). Konecné do
mnoziny pravidel jsme pfidali kyzené S — ¢. JelikoZ S je nové pridany symbol, zcela jisté
se nevyskytuje na Zadné pravé strané v P. Zfejmé L(G) = L(G") U {¢} = L(M).

Je-liqo ¢ F,tj.e ¢ L(M), pakstaci poloZit N = N, P = P’ a'S = . Pozadované
L(G) = L(M) je nyni jen jinym z&pisem jiz dokazaného tvrzeni (*). O

Priklad 2.72. Méjme automat

a \ b \
( , ( /
a b

Pouzitim algoritmu z pfedchoziho diikazu obdrZime ekvivalentni reqularni gramatiku G =
({S,To, 01, 2}, {a, b}, P, S), kde P obsahuje pravidla

S—afrle Gr — afo | baz [a | b

Jo — af1 02 — bOr

Okamzitym dlsledkem lemmat 2.69 a 2.71 je:

Véta 2.73. Tridy jazyka, které Ize generovat regularnimi gramatikami, resp. rozpoznat ko-
necnymi automaty, jsou si rovny.

2.3.3 Rozhodnutelné problémy pro t¥idu regularnich jazyku

Studujeme-li ngjakou tfidu jazykd (generovanou jistym typem gramatik ¢i automattl), pak
je zajimavé ptat se na existenci algoritmd (tzv. rozhodnutelnost i algoritmickou Tesitel-
nost) jistych prirozenych problémd. Mame-li dany dvé libovolné gramatiky (alternativné
automaty) G a G’ uvazovaného typu, pak nejtypictéjSimi obvykle jsou tyto problémy:

1. ekvivalence: jsou G a G’ ekvivaletni? Pfesnéji feCeno: existuje algoritmus, ktery pro
dvé libovolné dané gramatiky G a G’ (z uvazované tfidy) rozhoduje, zda jsou ekvi-
valetni? Poznamejme, Ze obecné se nemusi jednat pouze o jazykovou ekvivalenci,
tj. rovnost jazyk.

2. inkluse (jazyka): plati L(G) € L(G") ? (opét ve vySe uvedeném smyslu existence
algoritmu — podobné i u viech dale uvedenych probléml). Obecnéji se jedna o pro-
blém tzv. simulace vzhledem k danému usporadani.
prisluSnost (slova k jazyku): je-li dano libovolné slovo w € *, plati w € L(G) ?
prazdnost (jazyka): je L(G) =@ ?
universalita (jazyka): je L(G) = £* ? (X je termin&lni abeceda G)
konecnost (jazyka): je L(G) koneny jazyk?

o gk~ w
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7. regularita (jazyka): je L(G) regularni jazyk?* (€i obecngji — srv. s poznamkou o ekvi-
valeci v 1: existuje ke G ekvivaletni regularni gramatika nebo kone¢ny automat?)

V predchozim textu jsme se jiZ setkali s celou Fadou algoritmd, které slouZili pre-
vazné pro transformaci (tj. ,,pfeklad“) mezi rliznymi typy popisnych formalism{. Samotny
pojem ,,algoritmus“ oviem nebyl nijak blize vysvétlen ani definovan; spoléhali jsme (a spo-
Iéhame) se na to, Ze je intuitivné jasny. Z ryze matematického hlediska je takovy postup
samozrejmé nepfipustny. VSe uvedeme na pravou miru v kapitole 5, kde je problematika
formalni definice algoritmu podrobnéji rozebrana.

V této Casti budeme pritom predpokladat, Ze regularni jazyky jsou reprezentovany
deterministickymi kone€nymi automaty.

Véta 2.74. Problém, zda libovolny dany regularni jazyk L nad abecedou X je prazdny,
resp. roven X*, je rozhodnutelny.

Dllkaz: Necht M = (Q, X, 68, qo, F) je deterministicky kone¢ny automat s totalni pre-
chodovou funkci, rozpoznavajici jazyk L. Zfejmé L je prazdny, pravé kdyz mezi dosazi-
telnymi stavy automatu M neni zadny prvek F; tuto podminku Ize algoritmicky ovéfit,
nebot” mnozinu dosaZitelnych stavll M lze zkonstruovat uzitim algoritmu 2.1.

Déle L = X*, pravé kdyZ co-L = @. Jak jiz vime, je tfida regularnich jazykd
uzaviena na komplement: jazyk co-L je rozpoznavany deterministickym automatem M
- viz poznamka 2.11. Stali tedy vyse uvedenym zplisobem otestovat prazdnost jazyka
L(M). O

Poznamka 2.75. Tvrzeni pfedchozi véty Ize téZ dokdzat tak, Ze ukaZeme platnost tvrzeni:
Jazyk rozpoznavany konecnym automatem M o n stavech je neprazdny, pravé kdyz M
akceptuje alespori jedno slovo délky mensi nez n. K dikazu Ize vyuZit pfimo lemma o
vkladani, resp. tivahy uvedené v jeho dikazu.

Véta 2.76. Problém, zda libovolny dany regulérni jazyk L je konecny, resp. nekonecny, je
rozhodnutelny.

Dlkaz: Necht M = (Q, =, 4,qo, F) je deterministicky kone¢ny automat, rozpozna-
vajici jazyk L. Oznatme n = card(Q). Dokazeme, Ze L je nekonecny, pravé kdyz M
akceptuje alespon jedno slovo w € X* s vlastnostin < |w| < 2n:

(=) Je-li L nekonecny, nutné obsahuje alespon jedno slovo u délky alespoii n (de facto je
takovych slov samoziejmé nekonené mnoho). Je-li [u| < 2n, jsme hotovi. V opaném pfi-
pade Ize slovo u rozdélit na tfi Castiu = xyztak,ze 1 < |y| <naxz € L (vizlemma 2.13
o vkladani). Pokud je délka slova xz stale vétsi nez 2n, cely postup opakujeme; po konec-
ném poctu opakovani dostaneme slovo w pozadovanych vlastnosti.

(<) Jelikoz |w| > n, musi automat M pfi akceptovani slova w projit dvakrat stejnym
stavem; slovo w lze tedy rozdglit na tfi Casti w = xyz tak, ze |y| > 1 aplati xy'z € L pro
kazdé i € Ny (viz dlikaz lemmatu 2.13 o vkladani), tedy L je nekonecny.

To, zda M akceptuje alespoii jedno slovo w takové, Ze n < |w| < 2n, lIze algoritmicky

4. pro regularni jazyky je tento problém rozhodnutelny trivial®, coz pro ostatni idy neplati
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ovéfit — téchto slov je konené mnoho, mliZzeme tedy ,,vyzkouset* kazdé z nich. O
Véta 2.77. Problém rovnosti libovolnych danych regularnich jazykd je rozhodnutelny.

Dilkaz: Pro libovolné L1, Ly plati: (Ly =L2) <= (L1 Nco-Ly) U(co-L;NLy) =
@. Pro Ly, Ly regularni 1ze vSechny uvedené operace algoritmicky realizovat (viz 2.11).
Zbytek plyne z rozhodnutelnosti problému prazdnosti regularniho jazyka ( 2.74). O

Uvedeny diikaz obsahuje i ndvod na konstrukci algoritmu pro rozhodovani problému, zda
Ly = L. Necht’ Ly, Ly jsou po fadé rozpoznavany DFA M1 = (Qi, X, 81,01, F1) a
Mz = (Q2, 2, 82,02, F2) s totalnimi pfechodovymi funkcemi (je dilezité, Ze oba au-
tomaty maji stejnou vstupni abecedu; tento predpoklad je bez Gjmy na obecnosti, nebot’
v opaCném pripadé Ize abecedy sjednotit a pfechodové funkce znovu zUplnit). Polozme
My =(M1MMz) U (M;mMy).PakLi=Ly <= L(My) =2

Uvazme vsak, Ze neni nutné postupovat ,,otrocky* po struktufe, jak je konstruovan
My. Zfejmé L(My) # ¥ <= (L1 # L) <= 3FJw e (L1 Nco-Ly)U(co-L1NLy).
Hledejme tedy mnoZinu R dosazitelnych stavil synchronniho paralelniho spojeni automattl
Mj a My (viz pozndmka 2.11). R bude obsahovat aspoii jednu dvojici (p, q) z mnoziny
F1 x (Q2— F2)U(Q1— F1) x Fp pravé kdyZ Jw € (L1 Nco-Ly) U (co-L1 NLy) <—
(L1 # L2). Tedy definujme mnoZinu R € Q1 x Qg takto:

R={(rs)|JweT*:r =58(qe, w) A S=2d(q2, w)}

Pravé jsme tedy ukazali, ze L(M1) # L(My) pravé kdyZ R obsahuje alespoi jednu
dvojici stavil z (F1 x (Q2 — F2)) U ((Q1 — F1) x F), Ci ekvivaletng vyjadfeno:

Lemma 2.78. L(M1) = L(M>) praveé kdyZ R obsahuje pouze takové dvojice, ve kterych
jsou ob€& komponenty soucasné bud’ koncové nebo nekoncové stavy.

Dlkaz: Dukaz uvadime jen pro snazsi ¢tenarovu orientaci. Ukazme (srovnej s poznam-
kou 2.11 a s konstrukci dosazitelnych stavil v diikazu lemmatu 2.19), jak Ize mnoZinu R
algoritmicky zkonstruovat; vyjdeme z toho, ze R Ize p¥irozené aproximovat tak, ze v jeji
definici poloZime omezeni na délku slova w. ObdrZzime tak systém mnoZin R, kde i € Np,
definovany takto:

Ri={(r,s)[Fwe ¥ : [w| <i A r=3580(qn,w) As=5(q w)

Plati tedy
o0
R = U Ri (.7
i=0

Kazdou z mnozin R; Ize ovSem snadno zkonstruovat na zakladé induktivniho predpisu:
e Ro={(q1,92)}
e Riy1 = RjU{(81(r,a),82(s,a) [ (r,s) e Ri A ae X}
Oznatme n = card(Q1 x Q2). JelikoZ Rj C Rj;+1 a kaZzda z mnozin R; je podmnoZinou

Q1 x Q2, nutné existuje k < n takoveé, ze Rx = Ry41. Z induktivniho predpisu pro R; je
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vidét, Ze mnoZina Ry41 zavisi pouze na mnoziné Ry — proto dokonce plati Rx = Ry pro
libovolné j € INy. Vztah 2.7 Ize tedy pFepsat do tvaru

k
R=JRi =R (2.8)
i=0
Tim je formalné dokazana spravnost i konecnost algoritmu 2.4. O

Algoritmus 2.4 Test rovnosti regularnich jazyka.
Vstup: DFA Mj = (Qj, %, 8j,0j, Fj), j =1, 2 s totalnimi §;.
Vystup: YES jestlize L(M31) = L(M3), NO jinak.

i:=0; Ro:={(q1,q2)};
repeat
Rit1 1= Ri U{(81(r,a), 2(s,@)) [ (r,8) € Ri A a€ X}
if Rj11 obsahuje dvojici (p,q), kde p € F1<4~ q € F; then
return NO;
end if
i=i+1;
until Rj = Rj_1
return YES;

Algoritmus 2.4 je ve skutecnosti mirné zoptimalizovany; test, zda R obsahuje ,,nedovolené
dvojice, se provadi po kazdé iteraci a pokud uspéje, algoritmus se ihned ukon¢i.

Alternativné lze vétu 2.77 (i s implicitné obsazenym algoritmem) dokazat takto:
necht’ Ly a Ly jsou regularni jazyky, po fadé rozpoznavané DFA M1 a M>. Ke kaz-
dému z nich lIze sestrojit minimalni DFA M'y, resp. M. Pak L1 = L, pravé kdyz M’y
a M’, jsou isomorfni (lisi se jen pojmenovanim stavii). Ovéreni tohoto isomorfismu, jako
isomorfismu dvou pfechodovych grafil s kone€né mnoha stavy (uzly), je jisté algoritmicky
realizovatelné, Ci jinak FeCeno rozhodnutelné. Tim je dlikaz ukoncen.

Abychom vsak vySe zminény isomorfismus nemuseli ovéfovat zkoumanim vsech
moznosti, je vhodné si uvédomit, Ze kazdy automat (a tedy i M’y a M’ z vySe uvede-
ného dlikazu) Ize prevést do jistého standardizovaného (tzv. kanonického) tvaru. Mlzeme
totalné usporadat vstupni abecedu ¥ = {ai1,...am},ai < aj4+1 a stavy postupné syste-
maticky ocislovat: pocatecnimu stavu prifadime Cislo 1 a postupné prochdzime vSechny
jeho nésledniky (tj. nejprve pro a; atd. az po am). Pokud najdeme naslednika, ktery jesté
nema prifazeno zadné Cislo, pfifadime mu nové, dosud nepouzité Cislo (napf. bylo-li po-
sledni pFifazené Cislo i, prifadime jako nové Cislo i + 1); Pokud najdeme naslednika, ktery
jiz pfifazené Cislo ma, nedéldme nic. Takto zpracujeme vSechny stavy, a to postupné dle
jim pFifazenych Cisel. Detaily tohoto algoritmu ponechavame Ctendfi. Jen si uvédomme, Ze
Casové narocny test na isomorfismus dvou pfechodovych grafll Ize pfevodem do kanonic-
kého tvaru nahradit jednoduchym testem na identitu pfechodovych grafli odpovidajicich
automatd v kanonickém tvaru.
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2.4 Aplikace regularnich jazyk( a kone¢nych automat(

S omluvou: jen strucné (vyctem) zmifime nékolik z mnoha aplikacnich oblasti.

Oblast vyhledavani vzorl (tzv. pattern matching) v fadé aplikacnich oblasti, napfiklad

v textu (editory, textové systémy), DNA sekvencich a dalSich. Napfiklad v Unixu:

grep - vyhledavani podle zadaného regular. vyrazu (RE); algoritmus implementujici NFA

egrep - vyhledavani podle zadaného tzv. rozsiteného RE (viz uzavienost na priinik a kom-
plement); rychly algoritmus(DFA), ktery miize mit exponencialné mnoho stav(.

fgrep - vyhledavani podle zadaného fetézce (rychly, pamét'ové nenarocny DFA, jehoz
zékladem je tzv. Knuth-Morris-Prattiv algoritmus — jedna z perel mezi algoritmy)

Dal$i pouziti regularnich vyrazt je napfiklad v emacs, vi, sed, sh, . .. .

Zpracovani lexikalnich jednotek, nap¥iklad pfi automatizované konstrukci prekladacii, v po-

CitaCové lingvistice a dalSich. Opét v OS Unix jde o program lex (Ci jeho uZivatelsky kom-

fortnéjsi variant £1ex) - generuje C programy (deterministické FA), které maji byt pouzity

pri nejrliznéjsim zpracovani lexikalnich jednotek.

Specifikace a verifikace kone¢né stavovych systémt komunikacni a fidici protokoly).

Zpracovani obrazll (image processing). Jednoduché, ale velmi silné rozsiteni FA na tzv.

vazené konecné automaty (weighted FA), kdy prechodlim a stavlim jsou pfifazeny jista

Cisla — vahy (napf. u stavu urcuje stupen Sedi daného pixelu).

Konecné automaty nad nekone€nymi slovy - reaktivni (paralelni a distribuované ) systémy,

Konecné automaty s vystupem, tzv. pfekladové automaty - navrh hardware-ovych obvodt

a fada dalSich.
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Kapitola 3

Bezkontextové jazyky a zasobnikové automaty

V této kapitole se budeme podrobnéji zabyvat bezkontextovymi gramatikami (dale ¢asto
jen CFGs €i CFG pro singuléar) a jazyky jimi generovanymi — bezkontextovymi jazyky
(CFL). Podobné jako regularni jazyky maji téz CFL i znacny prakticky vyznam, napfiklad
pfi definici syntaxe programovacich jazykd, formalizaci pojmu syntakticka analyza a na-
vrhu prekladu programovacich jazykd a dalSich. Pro ilustraci uved’'me, Ze pomoci CFGs
jsme schopni popsat dobfe uzavorkované aritmetické vyrazy, blokovou strukturu v progra-
movacich jazycich ¢i obdobnou strukturu nap¥iklad v sdzecim systému IATEX(t]. dobré uzé-

vorkovani pomoci zavorek beginaend, . .. , zavorky typll \begin{itemize}, \end{itemize},
..., \begin{description}, \end{description} — obecné tedy pljde o popis dobrého uza-
vorkovéni jazyka obsahujiho zavorky (1,)1, ..., (n.)n,n > 1). Zadny z téchto ryst

nelze popsat pomoci regularnich gramatik, jak jiz ostatné vime z predchozi kapitoly (jazyk
{0"1"|n > 0} neni regularni).

V Casti 3.2 zavedeme tzv. zasobnikové automaty, které akceptuji pravé CFL a uka-
Zeme zakladni principy, na nichZ jsou zalozeny transformace CFG na (jazykov€) ekviva-
letni zasobnikové automaty a naopak. Na zaveér této kapitoly pak budeme v 3.3 studovat
nékteré zakladni vysledky Siroce rozpracované teorie CFL, které nam napfiklad umozni
vhodné upravovat/transformovat CFG, rozhodovat, zda dany jazyk je €i zejména neni CFL
a dal$i uziteGné vlastnosti této tFidy jazykd.

3.1 Bezkontextové gramatiky

3.1.1 Derivacni stromy

V gramatice je mozné, aby riizné derivace byly ekvivaletni v tom smyslu, Ze viechny tyto
derivace pouzivaji stejna pravidla na stejnych mistech, tj. jsou aplikovana na stejné vyskyty
neterminalll, aviak v rizném potadi. Zatimco definice takové ekvivalence je pro grama-
tiky typu 0 ponékud komplikovand, Ize v pf¥ipadé bezkontextovych gramatik zavést pro
tFidu ekvivalentnich derivaci jednoduchou grafovou reprezentaci, tzv. derivac¢ni strom (né-
kdy téZ zvanou strom odvozeni). Alternativné Ize reprezentovat ve vyse uvedeném smyslu
ekvivalentni derivace jistymi kanonickymi derivacemi, v nichZ aplikujeme pravidla jistym
standardizovanym postupem (napf. v kazdém kroku derivace pfepisujeme ve vétné formé

57
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nejlevéjSi neterminal, resp. nejpravéjsi netermindl. Kazdou takovou derivaci nazveme levou
resp. pravou derivaci.

Uzly derivacniho stromu v libovolné dané CFG G jsou oznaCeny navéstimi, kterad
jsou bud’ termindaly nebo netermindly, pfipadné ¢. Ma-li vnifni uzel n navésti A a jeho
bezprostfedni naslednici (dale jen synové) maji zleva doprava po fadé navésti X1, ..., Xp,
pak A — X1, ..., Xy musi byt pravidlem v G. Formalné feceno:

Definice 3.1. Necht’ G = (N, X, P, S) je CFG. Strom T nazveme derivatnim stromem
v G prave kdyz plati tyto podminky:

1. kazdy uzel ma navésti, které je symbolemz N U = U {¢},

2. kofen méa navesti S,

3. ma-li vnitfni uzel navésti A, pak A € N,

4. ma-li uzel n navésti A a jeho vSichni synové nq, ..., nx maji v usporadani zleva
doprava navesti X1, ..., Xk, pak A = X1... Xk € P,

5. mé&-li uzel n navésti ¢, pak n je list a je jedinym synem svého otce.
Vysledkem derivacniho stromu T nazveme slovo vzniklé zFetézenim naveésti listl v uspora-
dani zleva doprava.

Priklad 3.2. Necht’ Go je gramatikaspravidly E — E+T | T
T - TxF | F
F - (B |

pak derivacni strom

®
5

[

G
[

@

O-@-@D—@)

reprezentuje deset vzajemné ekvivalentnich derivaci, napFiklad
1L E=>E+T=T4+T=F+T=i+T=i+F=1i+i nebo
2E=E4+T=>E+F=>E+i=T+i=>F+i=i+i atéZ
B3 E=E4+T=>T4+T=>T+F=F+F=F+i=i+iadali
Vsimnéme si, Ze 1 je leva, kdeZto 2 je prava derivace.
Veéta 3.3. Necht’G = (N, X, P, S) je CFG. Pak pro libovolné« € (NUX)* plati S =* «
pravé kdyZ v G existuje derivacni strom s vysledkem «.

Dillkaz: Je-lig = (N, %, P,S) CFG a A € N, definujmeme Ga o (N, 2, P, A), tj. gra-
matiku s tymiz pravidly jako G, ktera vSak ma kofen A. Dlikaz povedeme tak, Ze nejprve
ukazeme silnéjsi tvrzeni:
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VA € N. (A =* o & Vv Ga existuje derivani strom s vysledkem «). ™
Tvrzeni véty pak obdrzime specializaci A = S.
I. (<=) Predpokladejme, Ze « je vysledkem derivacniho stromu, ktery ma k vnitfich uzl{
a indukci vzhledem ke k ukazme, Ze pak A =* «.
1. k = 1. Existuje-li ve stromu jediny vnitfni uzel, A pak pro

<N

X1 . Xn
a = X3 ... X, z definice derivacniho stromu plyne, Ze A — « € P.

2. k > 1. Pfedpokladejme (IP), Ze dokazované tvrzeni plati pro stromy, které maji
nanejvys k — 1 vnitfnich uzld.

Necht’ « je vysledkem stromu s k vnitfnimi uzly. Naslednici kofene (ozname je
1,...n) nejsou jen samé listy (mimo kofen zde musi byt jesté aspon jeden vnitfni uzel,
protoZze k > 1) a necht’ jejich navésti jsou v uspofadani zleva po fadé X1 ... Xp. Pak jisté
A — X1...Xp € P.Nyni:

(@) Je-li i vnitfim uzlem, pak je soucasné kofenem néjakého podstromu T;j a X;j € N.
T; majici nejvyse k — 1 vnitfnich uzld je stromem v Gx; a jeho vysledkem je «;. Dle IP je
Xi =* qj.

(b) Je-li i listem, pak X; = «; (tedy trivialné Xj =* «;).

Zfejmé o = « . .. o, a tedy celkem dostdvame

A= Xi1X5...Xp
=% a1 Xo... Xy (dle IP, je-li X3 € N; triv. pro X3 € X)

=% waran...on-1Xn (dtto)
=* way...0n =a A= a

A\
X1 €eX Xo S e Xn1 €X Xn
/TZ\ /T_l\\

Il. (=) Predpokladejme, Ze A =* « a mame ukézat,Zze v Ga existuje derivaCni strom
s vysledkem «. Tentokrat pouZijeme indukci vzhledem k délce odvozeni A =* «.

1.Je-li A = «, tj. v jednom kroku, pak A — « € P a z definice derivacniho stromu
dostavame existenci stromu s vysledkem «.

2. Predpokladejme (IP), ze je-li A =* « v méné nez k krocich, pak v G existuje
derivacni strom s vysledkem « (IP). Necht’ tedy A =* « v k krocich a necht’ 1. krok
jetvaru A — Xj...Xy. Zfejmé kazdy symbol v « je bud’ nékteré z X; ... X, nebo je
symbolem v Fetézu odvoditelného z nékterého z nich, a to v méné nez k krocich (dle IP
plati pro néj dokazované tvrzeni). Dale, ta Cast «, ktera je odvoditelna z X; lezi vlevo od
té Casti «, kterd je odvoditelnd z X proi < j. MlZeme tedy psat @ = a1 ..., kde
Xi =* «j a oznacme takovy podstrom T;.
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Hledany derivacni strom nyni zkonstruujeme takto: zacneme s konstrukci odpovida-
jici prvnimu kroku odvozeni, tj. A = X1 ... X, a dostaneme

N

a dale kazdé X; nahradime stromem T; (je-li X; terminal, je nadhrada trividlni — nic nena-
hrazujeme). Vysledkem takto vzniklého stromu je zfejmé .

Tim jsme dokazali tvrzeni (*); tvzeni véty obdrzime (specializaci) tak, ze v (*) po-
loZime A =S (Gs = G). O

Specielné tedy pro terminalni fetéz w plati, Ze w € L(G) pravé kdyz v G existuje derivacni
strom s vysledkem w.

Neni tézké ukazat, Ze kazdému derivaCnimu stromu v CFG odpovida jedina leva
derivace a obracené, kazdé levé derivaci odpovida jediny derivacni strom. (Napfiklad v
dbikazu predchozi véty byla k derivaénimu stromu s kofenem A a vysledkem « nalezena
leva derivace vétné formy « z A za predpokladu, Zze kazda z X; =* «; byla levou derivaci.)
Analogické tvrzeni plati o vzajemné jednoznacné korespondenci mezi derivacnimi stromy
a pravymi derivacemi (a tedy i mezi levymi a pravymi derivacemi).

Kazdy, kdo programuje v jazyce Pascal, jisté vi, ze existuji CF gramatiky, v nichz
ma jedna véta Ci vétna forma nékolik rliznych derivacnich stromd.

Priklad 3.4. Méjme gramatiku s pravidly
S — ifbthenSelseS|ifbthenS|a

Pak napfiklad véta if b then if b then a else a ma dva riizné derivacni stromy, které
odpovidaji interpretaci if b then (if b then a) else a resp. if b then (if b then a else a).
Zkonstruujte oba stromy!

Definice 3.5. CFG G se nazyva viceznacnd (nejednoznacna) praveé kdyz existuje w € L(G)
majici alespori dva rlizné derivacni stromy. V opacném pfipadé fikame, Ze G je jedno-
znacnd. Jazyk L se nazyva vnitfné (inherentné) viceznacny pravé kdyz kazda gramatika,
kterd jej generuje, je viceznacna.

Priklad 3.6. Gramatika Gy spravidlyE — E + E | Ex E | (E) | i , kterd je ekvivaltni
s gramatikou Go z prikladu 3.2, je viceznacnd; napfiklad proto, Ze véta i +1 + i ma dvé
rizné levé derivace a jim odpovidajici dva riizné derivacni stromy:

N N
N LI,

] ol -l
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Nejednoznatnost gramatiky miize v nékterych praktickych aplikacich plsobit jisté
obtiZe: pokud nalezeni derivacniho stromu véty (napfiklad zdrojového textu programu)
je zékladem pro stanoveni vyznamu véty, vznikl by v pfipadé nejednoznacné gramatiky
problém, ktery z téchto vyznam{ zvolit (nehled& k narlistu Casové i pamét’ové sloZitosti
spojené s hledanim vsech derivacnich stromd).

Ke gramatice G1 z prikladu 3.6 Ize zkonstruovat ekvivaletni jednoznacnou gramatiku
Go spravidly napfiklad E — E+T |ExT | T; T — (E) | i . VSimnéme si vSak, Ze Go
z prikladu 3.2, narozdil od G2, umoziiuje postihnout (jiz na syntaktické trovni) asociativitu
tak, aby reflektovala i obvyklou prioritu operatord, tj. Ze x vaze silngji nez +; vétai +1i *i
by v G, byla asociovana zleva jako (i + 1) *1.

Poznamejme, Ze ne vzdy lze k dané gramatice (resp. jazyku) nalézt ekvivaletni gra-
matiku, ktera by byla jednoznacna. Takovym vnitfné viceznatnym jazykem je napfiklad
L = {a'bick| i = jnebo j = kJ. Intiutivné ¥egeno, kazda gramatika generujici L musi
byt schopna vytvaret jistou sadou pravidel jak slova spfujici i = j, tak i jinou sadou
pravidel slova's j = k, a tudiZ nelze zabranit tomu, aby aspof néktera ze slov a'bic',
tj.i = j = k nebyla generovatelna ob&ma riznymi zplsoby. Jak ukaZeme pozdéji, bohuzel
ani pro problém, zda libovolna dana CFG je (ne)jednoznacna neexistuje algoritmus.

3.1.2 Transformace bezkontextovych gramatik

Jak jsme jiZz naznaCili v zavéru minulé sekce, byva Casto vyhodné modifikovat danou gra-
matiku G tak, aby vytvarela takovou stukturu vét z L(G), kterd by zajistila spInéni nékte-
rych kyZenych vlastnosti jazyka Ci gramatiky. Mimo jiz zminéné asociativity a jednoznac-
nosti je téchto vlastnosti (a jim korespondujicich transformaci) gramatik cela fada.

Definice 3.7. Rekneme, e symbol X € N U X je nepouZitelnyvCFG G = (N, X, P, S)
pravé kdyZ v G neexistuje derivace tvaru S =* wXy =* wxy pro néjakd w, X,y € £*.
Rekneme, Ze G je redukovand, jestlize neobsahuje zadné nepouzitelné symboly.

Poznamka 3.8. Povsimnéme si, Ze vyse uvedend definice postihuje nepouzitelnost dvojiho
druhu: neexistence prvni ¢asti uvedené derivace ik, Ze symbol X € N U X se nevyskuje
v Zadné vétné formé (jedna se o tvz. nedosaZitelny symbol), kdeZto neexistence druhé
Casti zminéné derivace vyjadruje skuteCnost, Ze z neterminalu X nelze vyderivovat Zadny
terminalni Fetéz (tzv. nenormovany, nékdy téZ redundatni neterminal *). Poznamejme jests,
Ze existence obou zminénych derivaci jesté neni postacujici podminkou pro pouZitelnost
symbolu: X se miiZe totiZ objevit jen v takové vétné formé, ktera obsahuje nenormovany
neterminal.

Pokud z G nepouzitelné symboly vypustime, pak se L(G) zfejmé nezméni. Resme
nejprve druhy z téchto problémd, tj. zda {w € Z*|A =* w} = . Pokud pro tento pro-
blém nalezneme algoritmus, pak jeho existence implikuje (polozenim A = S) existenci
algoritmu pro problém zda L (G) = @, €i nikoli.

Véta 3.9. Algoritmus 3.1 “Je L(G) neprazdny?” vraci “ANO” < FJw € T*. S =* w.

1. Normou neterminalu A obvykle rozumime délku nejkratSiho terminalnihofetézu odvoditelného z A, pokud
takova derivace existuje
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Algoritmus 3.1 Je L(G) neprazdny?

Vstup: CFGG=(N,%,P,9).
Vystup: “ANO” je-li L(G) # @; “NE” v ostatnich pfipadech

Dle nasledujicich krokd konstruuj induktivng mnoziny Ng, N1, ... takto:

i:=0; No:=0; (* inicializace *) (1)
repeat
i=i+4+1 (* iterace *) (2)
Ni :=Ni_1 U{AJA - a¢ € P,a € (Nj_1 U X)*} 3)
until Nj = Nj_1; (* test ukonceni *) 4)
Ne := Ni; ®)
if S € Ne then output(*ANO”) else output(“NE”). (6)

Dilkaz: Poznamejme, Ze kazda N; je definovana jako mnoZina neterminalli, které lze v
nejvyse i krocich prepsat na fetéz terminalni. DokaZzme nejprve (opét) obecnégjsi tvrzeni:

AeNe < JweT*A=*w. *)
l.(=) A € Ne = 3i. A € N;. Indukci dokaZme tvrzeni:

Ji.AeNj=JweX" . A=*w

1.i = 0: plati trivialng, protoze No = @. (viz fadek (1) v Algoritmu 3.1)
2.1 > 0 (IP): Pfedpokladejme, ze dokazované tvrzeni plati proi.
Necht’ nyni A € Njy1:
e je-li A rovnéz prvkem z Nj, pak tvrzeni plyne pfimo z (IP).
o je-li A e Njz1 \ Nj, pak existuje A — Xy1... Xy € P, kde kazdé Xj(1 < j <k)
je bud’ terminal, nebo neterminal patfici do N; (viz fadek (3)). Tedy existuji wj tak,
Ze Xj =* wj provsechna j € (1,k), wj € * (je-li Xj € %, pak wj = Xj, jinak
existence wj plyne z (IP)).
Tedy celkem A = X1... Xk =* wiXo.. . Xk = ... =2 wy...wk, wy...wk € TF

Il. (<) Definice mnoZin N; zajist'uje, Ze pokud nastane N;j = N;_1, pak plati N; =
Nit1 = ---. Méme ukazat, ze pokud A =* w pron€jaké w € £*, pak A € Ne, pficemZ na
zakladé predchozi poznamky staci ukézat, ze A € N; pro néjake i. Tedy indukci dokazme:

AD w,we T = Ae N; pronéjaké i

1.n=11.A— w,we T* okamzité davai = 1 (viz fadek (3) v Algoritmu 3.1).

2.n > 1 (IP): Pfedpokladejme, Ze dokazované tvrzeni plati pro vdechna n a necht’ nyni
A S w. pak zFejmé tuto derivaci Ize rozepsat do tvaru A = Xi...Xx = w, kde
w = wi ... wg takové, Ze X; it wj provdechna j akdenj <n.

Pak dle (IP) je-li Xj € N, potom Xj € Nj; pro néjake ij. Je-li Xj € %, necht’
ij = 0.PoloZmei = 1+ maxf{iy, ... ,ix}. Pak zfejm& A € N;j, ¢imZ je dlikaz indukci
ukoncen.

Polozime-li A = S v pravé dokdzaném tvrzeni (*), dostdvame tvrzeni véty. O
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Poznamejme, Ze jsme pravé dokazali, ze pokud algoritmus 3.1 zastavi, pak dava koretkni
odpovéd. Dilkaz, Ze algoritmus musi skon€it, a to nejpozdgji po n + 1 iteracich (pron =
card(N)), plyne okamzité z faktu, Ze N¢ € N - viz monotonie N; vzhledem k inklusi
(b&hem iterace plati Nj—_1 < N;j) a tvaru testu ukonceni. Celkem tedy mame:

Dusledek 3.10. Existuje algoritmus, ktery pro libovolnou danou CFG G rozhoduje, zda
LG) = 0.

K eliminaci nepouzitelnych symbold musime je$té umét odstranit nedosazitelné sym-
boly (viz Poznamka 3.8). Tuto €innost provadi Algoritmus 3.2.

Algoritmus 3.2 Eliminace nedosaZitelnych symbolii

Vstup: CFGG=(N,X,P,S).
Vystup: CFG G’ = (N’, ¥, P’, S) bez nedosazitelnych symbold: L(G) = L(G")

Dle nasledujicich krokd konstruuj induktivné mnoZziny Vg, Vi, ... takto:

i:=0; Vj:={Sh (* inicializace *) (1)
repeat

i:=i4+1 Vi:=Vi_1U{X|FA.(A—>aXBePAAeVi_1)} (*iterace*) (2)
until Vi = Vj_1; (* test ukonceni *) (3)
N :=NNVi; ' :=XNVj; P :=PnN(Vi xV) 4)

Ke korektnosti algoritmu 3.2 zbyva uvazit, ze jeho ukonceni je implikovano faktem,
Ze Vi € N U %, atedy iteraci (2) — (3) Ize provést jen kone¢né mnohokrat. Dlikaz, Ze pi
skonceni G’ neobsahuje nedosazitelné symboly spoCiva v ukazani, ze S =* aXf <
Ji. X € V;j (indukci vzhledek k i). Formalni dlikaz je ponechan Ctenafi jako cviceni.

Nyni jsme v situaci, kdy m{izeme prezentovat algoritmus 3.3, ktery odstrafiuje z CFG
nepouZzitelné symboly.

Algoritmus 3.3 Eliminace nepouzitelnych symbol{i

Vstup: CFG G = (N, z, P, S) takova, Ze L(G) # @.

Vystup: CFG G’ = (N’, ¥/, P/, S) bez nepouzitelnych symbolli: L(G) = L(G)
Pouzij algoritmus 3.1 se vstupem G a s vystupem Ng; (@)
Poloz G1 = (N N Ne, =, P1, S), kde P1 := P N (Ne x (Ne U X)*);

Pouzij algoritmus 3.2 se vstupem G1; vystupem je G’ = (N, &', P/, S) 2)

Krok (1) algoritmu 3.3 odstrafiuje z G vSechny neterminaly, které nemohou vygene-
rovat terminalni fetéz, krok (2) odstrani nedosaZitelné symboly, tj. kazdy X € N’ U ¥’ se
musi vyskytnout alespofi jednou v néjaké derivaci tvaru S =* wXy =* wxy. Kone¢né
poznamenejme, Ze zaména poradi krokl (1) a (2) obecné nevede k cili (proc?).

Veéta 3.11. KaZdy neprazdny CFL je generovan néjakou redukovanou CFG (tj. CFG bez
nepouZitelnych symbol().
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Dlkaz: Necht' L = L(G) je neprazdny CFL a necht’ G; a G’ jsou, jak uvedeno v algo-
ritmu 3.3. Zfejmé L(G) = L(G") (kompozice transformaci zachovavajich ekvivalenci).
Predpokladejme, Ze G’ ma nepouzitelny symbol X. Pak ovsem v G’ existuje derivace
S =* aXp (viz krok (2)). Jelikoz viechny symboly z G’ jsou t6Zz v G1, pak (viz krok
(1)) pro néjaky terminalni fetéz plati S =* o X =* w, a tedy Zadny symbol z derivace
aXpB =* w neni krokem (2) eliminovan. Tedy z X Ize v G’ odvodit terminalni fetéz, coz
vede ke sporu s pfedpokladem, Ze X je nepouzitelny. O

Pfiklad 3.12. Necht’ G ma pravidla {S — a|A, A — AB, B — b} a aplikujme na ni al-
goritmus 3.3. Po kroku (1) mdme Ne = {S, B}, takZe G1 = ({S, B}, {a,b},{S— a,B —
b}, S); po kroku (2) obdrZime V, = V1 = (S,a}, atedy G’ = ({S},{a},{S — a}, S}.
Poznamenejme, Ze pokud bychom na G pouZili nejprve krok (2), tj. algoritmus 3.2, shle-
dali bychom, Ze vsechny symboly jsou dosaZitelné — G by se vibec nezménila. Nésledna
aplikace kroku (1) by dala Ne = {S, B}, a tudiZ bychom celkem dostali G1 a nikoli G'.

Nyni se budeme zabyvat eliminaci pravidel tvaru A — ¢, tzv. e-pravidly. Pokud
vSak L(G) obsahuje ¢, pak zfejmé nelze eliminovat z G vSechna e-pravidla.

Definice 3.13. Rekneme, 7e CFG G = (N, £, P, S) je bez &-pravidel & pud
1. P neobsahuje Zadné e-pravidlo (tj. pravidlo tvaru A — &) nebo
2. v P existuje pravé jedno e-pravidlo S — ¢ a S se nevyskytuje na pravé strané
Zadného pravidla z P.

Algoritmus 3.4 Eliminace ¢-pravidel

Vstup: CFGG=(N,%,P,9)
Vystup: CFG G = (N, 2, P’, S) bez e-pravidel: L(G) = L(G")
Zkonstruuj N, = {A € N|A =* ¢} (* analogicky jako Ne z algoritmu 3.1 *); 1)

Mnozinu pravidel P’ zkonstruuj takto:
forall A— X1... X, e Pdo
pridej do P’ vSechna pravidla tvaru A — «1 . ..an z P splfiujici tyto podminky: (2)

() pokud Xi ¢ N. (*§. Xi A ¢*), pak o = Xj; 3
(b) pokud X; € N, (*tj. Xj =* &*), pak @i je bud” Xj, nebo ¢; 4)
(c) ne vSechna «j jsou &; (* tj. nepridavej pravidlo A — ¢ *) (5)

end for
ifSeN, (6)
then pfidej do P’ pravidlaS" — Sle (' ¢ NUX); N := N U {S'} 7
else N':=N; S :=S (8)

Véta 3.14. Vystupni CFG G’ z algoritmu 3.4 je bez e-pravidel a L(G) = L(G)'".

Dilkaz: Snadno se nahlédne, Ze G’ je bez e-pravidel — viz fadek (5). Abychom ukazali, Ze
L(G) = L(G), lze ukazat, 7e A =* wv§ <= w # ¢ A A =* wv G Dikaz, ktery
je ponechan &tenafi do cviceni, se vede indukci vzhledem k délce derivace A = wv G
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pro Cast ‘="; analogicky pro obracenou implikaci. Pozadovanou jazykovou ekvivalenci
pro neprdzdna slova obdrZime polozenim A = S ve vySe uvedeném tvrzeni; fakt, Ze ¢ €
L(G) <= & € L(G) je ziejmy z fadk{ (6) — (8). O

Dal$i uziteCnou transformaci mdize byt odstranéni pravidel A — B, (A,B € N),
kterd nazyvame jednoduché pravidla.

Algoritmus 3.5 Eliminace jednoduchych pravidel

Vstup: CFG G = (N, %, P, S) bez e-pravidel
Vystup: CFG G = (N, X, P’, S) bez jednoduchych a e-pravidel: L(G) = L(G")

forall Ae N do
zkonstruuj Na = {B € N|A =* B} takto (* opét: srv. s Vg, V1, ... z alg. 3.2%):

i:=0; Nj:={A}; (*inicializace: reflexivita =* *) (1)
repeat
i =i+ 1; (*iterace: transitivita =* *) 2
Nj ;= Nj_1 U{C|B - C € P,B € Nj_1} 3)
until Nj = Nj_1; (* test ukoncCeni *) 4)
Na == Ni; ®)
end for

Mnozinu pravidel P’ konstruuj takto:
forall B — « € P, které neni jednoduché do

pridej do P’ pravidla A — « pro vSechna A takova, ze B € Na (6)
end for

Priklad 3.15. Méjme gramatiku Go z prikladu 3.2 s pravidly:

E>E4T|T
T>T*F|F
F— (E)|i

Po skonceni 1. cyklu (fadky (1) — (5)) dostaneme Ng = {E, T, F}, Nt = {T, F}, Ng =
{F}, coZ po skoncCeni 2. cyklu (T. (6)) ddva vystupni gramatiku bez jednoduchych pravidel:

E—-E+TI|T*xF|(E)]I
T—->TxF|[(E)]i
F—(E)]i

Véta 3.16. Gramatika G’ z algoritmu 3.5 je bez jednoduchych pravidel a L(G) = L(G)’.

Dlkaz: Mnozina pravidel P’ je evidentné konstruovana tak, Ze neobsahuje jednoducha
pravidla — viz fadek (6).

Nejprve ukazme, Zze L(G)" € L(G). Méjme tedy w € L(G)’, tedy v G’ existuje
derivace S = a9 = a1 = ... = an = w. Bylo-li pfi kroku «j = «@jy1 pouZitov G’
pravidlo A — B, pak existuje néjaké B € Na (s moznosti A = B) takové, ze v G je
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A=*"BaB = B,atedyi A =* Bacaj =* aj+1 v G. Odtud jiz snadno dostaneme, Ze
Vv G existuje derivace S =* w, tj. w € L(G).

Abychom ukéazali platnost obracené inkluse, tj. L(G) < L(G)’, zvolme libovolné
w € L(G). Pak v G existuje leva derivace S = ap = a1 = ... = an = w. Pak lze
nalézt posloupnostindex iy, . .. , ix sloZenou vyhradné z j takovych, ze varj—1 = «j ne-
bylo pouzito jednoduchého pravidla (zejména derivace véty nemlizZe kon€it jednoduchym
pravidlem, a proto ix = n). ProtoZe se jedna o levou derivaci, pak opakované pouziti jed-
noduchych pravidel nahrazuje neterminaly na téZe pozici v uvazované levé vétné formé.
Odtud vidime, Ze v G’ je moZna derivace S = ag = i, = ... = aj, = w, tj. w € L(G)".
Celkem tedy mame zadané L (G)" € L(G). O

Definice 3.17. CFG G = (N, &, P, S) se nazyva necyklicka, pravé kdyz neexistuje A €
N takovy, Ze A =7 A. G se nazyva vlastni, pravé kdyz je bez nepouzitelnych symbold,
bez e-pravidel a necyklicka. A-pravidlem nazveme kazdé pravidlo tvaru A — «.

Véta 3.18. Ke kaZzdému CFL existuje vlastni CFG, kterd jej generuje.

Dilkaz: Pouzitim vyse uvedenych algoritmdl 3.3, 3.4 a 3.5 a odpovidajich tvrzeni o jejich
korektnosti. O

V dal$im textu pfedpokladame, Ze kazda CFG je bez nepouzitelnych symbol{ a po-
kud nebude Feceno jinak, pak i vlastni.

3.1.3 Chomského normalni forma, lemma o vkladani

V této Casti nejprve ukazeme, Ze ke kazdé CFG existuje ekvivaleni CFG v jistém specidlnim
tvaru, ktery je charakterizovan zejména tim, Ze na pravych stranach pravidel vystacime se
dvéma vyskyty neterminall (pfesna definice viz 3.19). Na zakladg tohoto tvrzeni budeme
schopni dokazat tzv. lemma o vkladani (obecné téz zndmé jako pumping lemma) pro CFL,
které nam umozni v nékterych pripadech dokazat, Ze dany jazyk neni CFL.
Definice 3.19. Rekneme, 7e CFG G = (N, %2, P,S) je v Chomského normalni formé
(CNF) & G je bez e-pravidel (viz def. 3.13) a kazdé pravidlo z P m4 jeden z téchto
tvard:

1. A— BC, B,C e N nebo

2. A—a,aeX

K dibikazu tvrzeni, Ze kazdy CFL je generovatelny néjakou CFG v CNF pouZijeme
algoritmu 3.6; k dilkazu jeho korektnosti vyuZijeme nésledujici lemma o substituci.

Lemma 3.20. (osubstituci) Necht’ G = (N, 2, P, S) je CFG. Necht’ A — a1Bay € P je
pravidloa B — B1|...|Br jsou vsechna B-pravidla z P. Necht’ ddle G; = (N, X, Py, S),
kde Py = (P \ {A — a1Bar}) U{A — a1B12 | ... |a1Braz}. Pak L(G) = L(G)1.

Dlkaz: Zfejmé L(G)1 € L(G), protoze pokud je v derivaci v G1 pouZito néjaké pravidlo
A — afBiay, pak v G lze pouZit A = a1Bap = apfiap. K dikazu L(G) € L(G)1 staci
uvédomit si, Ze A — «a1Bay je jediné pravidlo, které je v G a neni v G1. Tedy kdykoli
je v néjaké derivaci véty v G toto pravidlo pouzito, pak neterminal B musi byt pfepsan
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Algoritmus 3.6 Transformace do CNF

Vstup: Vlastni CFG G = (N, %, P, S) bez jednoduchych pravidel
Vystup: CFGG' = (N, Z,P’,S)VCNF: L(G) = L(G)

P’ je tvofena takto: P’ := ;

forall pe P do
if pravidlo p je tvaru A — anebo A — BC nebo S — ¢ then pfidej pdo P’; (1)
if p= A — X1Xy, kde aspon jedno z X (i = 1, 2) je terminal then (2
poloz X/ & Xi, ,Je_“ Xi EN _ ©)
novy netermindl, je-li X; € X
ado P’ pridej pravidlo A — X7 X5 ; 4)
ifp=A— X1...Xk, k> 2 then (5)
poloz X! £ Xi el Xi e N (1=i=<k (6)
novy netermindl, je-li X; € ¥

a do P’ pridej pravidla A — X1(Xz2...Xk) )
(Xz... Xk) — X5(Xz... Xk)

(Xk=2 .- Xk) = X _p(Xk—1Xk)
(Xk-1Xk) = Xp_q X
kde kazdé (X; ... Xk) je novy neterminal

end for
for all neterminal tvaru a’ nové zavedeny v F. (3) nebo (6) do

do P’ pfidej pravidla a’ — a (8)
end for
N’ := N U {vSechny nové zavedené neterminaly tvaru a’ nebo tvaru (X;j ... Xx)}  (9)

v nékterém z pozdgjsich krokd derivace v G; pomoci néjakého B-pravidla, tj. B — Bi.
Tyto dva kroky odvozeni v G Ize v gramatice G1 nahradit jednim krokem A = a1 B8iar. O

Véta 3.21. Necht’ L je CFL. Pak L = L(G) pro néjakou CFG G v CNF.

Dilkaz: Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze L je generovan néjakou CFG G, ktera
je vlastni a bez jednoduchych pravidel, a tedy spliiuje pozadavky kladené na vstupni gra-
matiku algoritmu 3.6. Inspekci tohoto algoritmu snadno zjistime, Ze vystupni gramatika G’
spliiuje poZzadavky CNF.

Zbyva tedy ukazat, Ze L(G) = L(G’). Opakované pouzijme lemma o substituci (viz
3.20) nejprve na kazdé pravidlo v G’ obsahujici nové zavedeny neterminal a’ a nasledné téz
na kaZdé pravidlo s neterminalem tvaru (X; . .. X). Takto obdrZime plivodni gramatiku G.
Vzhledem k tomu, Ze jsme opakované pouZili pouze lemma o substituci, které zachovava
ekvivalenci gramatik, pak tedy i G a G’ jsou ekvivaletni. O
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Priklad 3.22. Méjme G s pravidly S — aAB | BA

A — BBB |a

B—aS|AS|b
Do mnoZiny pravidel P’ hledané gramatiky v CNF nejprve pFidame pravidla, kterd jiZ
poZadavky CNF splriuji, tj. S — BA, A — a, B — AS | b (viz fadek (1) v algoritmu
3.6) V dalsim kroku (viz T. (2)) prochdzime pravidla s pravou stranou délky 2 obsahujici
alespori jeden terminal: do P’ tedy pfiddme B — a’S, kdea’ je novy neterminal. Po tomto
kroku mame zpracovéana viechna pravidla s délkou pravé strany nejvyse 2.

Nasledujici krok (viz Fadky (5) — (7)) prochazi pravidla s délkami pravych stran vét-
SimineZ 2ado P’ tedy diky pravidlu S — aAB postupné pfidame S — a’(AB), (AB) —
AB adiky pravidlu A — BBB pfidame A — B(BB), (BB) — BB.

Konecné v kroku (8) do P’ pFidame pro vSechny nové zavedené “Carkované” neter-
minély pravidla, ktera je pFepisuji na pivodni terminély, tj. do P’ pFidamea’ — a.

Poznamka 3.23. (O derivacnich stromech gramatik v CNF) Uvédomme si, Ze (i) z kaz-
dého uzlu derivacniho stromu gramatiky v CNF vychazi nejvyse 2 hrany a (ii) z uzlu vy-
chézi jedna hrana pravé kdyZ tato vchazi do listu — pokud bychom z takového stromu
odstranili listy (a hrany do nich vchazejici), obdrZeli bychom binarni strom, v némZ plati,
Ze pokud kaZd4 cesta ma délku (tj. pocet hran na této cestd) rovnu j, pak strom ma 2! listd.
Pro stromy odvozeni v CNF je vsak pocet list(i roven poCtu jejich pfimych pfedchddci —
viz (ii). Pokud tedy strom v CNF nemé Z4dnou cestu del$i ne? j, pak ma nejvyse 211 list(.

Véta 3.24. (Lemma o vkladani, pumping lemma pro CFL) Necht’ L je CFL. Pak exis-
tuji prirozena Cisla p, q (zavisejici na L) takova, Ze kaZzdé slovoz € L, |z| > p Ize psat ve
tvaruz = uvwxy, kde

e alespori jedno ze slov v, x je neprézdné (tj. vx # &),

e vwx| <q a

e uv'wx'y e L provsechnai > 0.

Idea dilkazu: M&jme G v CNF. Diky poznamce 3.23 vime, Ze pokud zvolime slovo z “do-
stateCné dlouhé”, pak v derivacnim stromu musi byt “dost dlouha” cesta. Zvolme tedy z tak
dlouhé, aby v jeho derivacnim stromu byla tak dlouha cesta, Ze se na ni néktery (tj. alespon
jeden) neterminal, feknéme A, musi vyskytnout alespori dvakréat (viz téz obrazek 3.1).

Tedy A se musi (diky vyskytu, ktery je zminéné cesté blize k listu) prepsat na néjaky
terminalni fetéz, feknéme w (tj. A =* w). Rovnéz viak se A musi (diky vyskytu, ktery
je téze cesté blize ke kofenu) pfepsat na fetéz opét obsahujici sebe sama, feknéme v Ax
(. A =* vAXx); toto prepisovani mizeme libovolnékrat opakovat (t6Z i 0-krat). Vzdy
obdrzime korektni odvozeni néjakého slova z L (G). Neprazdnost alespoi jednoho z v €i x
je zajisténa tim, Ze CFG v CNF nema ¢-pravidla.

Konetné si uvédomme, Ze na dosti dlouhé cesté se mliZze vyskytnout cela fada néko-
likrat se opakujicich neterminalli. MdiZzeme vSak A zvolit tak, aby oba jeho vy3e zminéné
vyskyty nebyly “pFili§ daleko” od listu, tj. tak, aby Usek vwx nebyl pFili§ dlouhy.

Dillkaz: Necht' L je generovan néjakou CFG G = (N, %, P, S), ktera je (bez Gjmy na
obecnosti) v CNF. Oznaéme k = card(N) a polozme p = 2¢-1, q = 2.
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Je-liz € L,|z|] > p, pak v libovolném derivanim stromu slova z existuje cesta
délky vétsi nez k — viz poznamka 3.23 o derivacnich stromech gramatik v CNF. Zvolme
pevné jeden takovy derivacni strom T a v ném (libovolnou) nejdelsi cestu C, ktera ma jisté
délku vétsi nez k. Na této cesté C lze zvolit tfi uzly u1, up, us s témito vlastnostmi:

1. uzly uj, uy jsou oznaceny tymz neterminalem, feknéme A,

2. u1 leZi blize ke kofenu nez uo,

3. uzjelista

4. cestaz uj do uz ma délku nejvyse k + 1.
Uzel uj urCuje v T podstrom Ty s kofenem u1, tedy vysledek podstromu T je podslovem
v z, které je vysledkem stromu T; tj. existuje derivace

S =" uAy pronéjakdu,y 1)
a podobné u, ur€uje v T podstrom T, s kofenem u», pficemzZ T» je podstromem stromu Ty
—viz obrézek 3.1.

ui A

Uz A

us
u v w X y
Obrézek 3.1: Derivacni strom s cestou C se dvéma vyskyty neterminalu A

Strom Ty odpovida (levé) derivaci néjakého slova z1, pficemz z; ma délku nejvyse
2% (viz vlastnost 4 a pozn.3.23 — kazda cesta v T; ma délku nejvyse k + 1: kdyby v Ty
existovala od u; k néjakému u4 cesta delsi, pak by i v T byla cesta delSi nez je zvolena C,
a to by byl spor s predpokladem o volbé C jako cesty s nejvétsi délkou). Jisté tedy plati
2] < 2¢ =q.

Strom T, téZ odpovida derivaci néjakého slova, oznatme jej w. Jelikoz T, je pod-
stromem ve stromu T1, musi byt w podslovem slova z1, tj. existuji fet€zy v, x takové, ze
Ize psat z; = vwx, coZ spolu s jiz ukazanym |z1| < 2X = q dava 7adané |vwx| < q.
Daéle si uvédomme, Ze u1 je vnitinim uzlem, a tedy mu odpovida aplikace pravidla tvaru
A — BC, atedy alespon jedno ze slov v, x je neprazdné (CFG v CNF je bez ¢-pravidel),
tj. vx # &. SouCasné jsme téz ukazali, Ze

A="vAx a )

A=*w (3)

Nyni pouzijme jedenkrat derivaci (1), pak i-krét (i > 0) derivaci (2) a nakonec deri-
vaci (3), tj.

S =* uAy =* uv' Ax'ly =* uvwxly
tedy uv' wx'y € L(Q).
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VSimnéme si, Ze derivace ad (2) umoznuje nahradu, kdy v T misto podstromu T2
opakovang (i-krat) vloZime podstrom T s kofenem oznaenym tymz A — takto ziskame
opét korektni derivacni strom; derivace (3) umoziuje (mimo jiné) misto T1 pouzit pfimo
T, — odpovida situaci pro i = 0. O

Explicitnéji (z hlediska kvantifikace) Ize tvrzeni lemmatu 3.24 prepsat takto:
(Necht') L jeCFL = 3dp,g e N.

Vzel.|z] >p.
du, v, w, X, Y. Z=UvwXy A
VX £ & A
lvwx| <q.

Vi > 0. uv'wxly e L
Uvédomme si, Ze lemma o vkladani je (opét) pouze podminkou nutnou k tomu, aby
L byl CFL. Zopakujme, Ze i toto lemma je — stejné jako PL pro regularni jazyky — tvaru
implikace P = Q, kde P je nyni vyrok, Ze L je CFL a Q jsou uvedené vlastnosti; této
implikace (resp. v kontrapositivni formé ekvivaletni implikace —Q =— —P), Ize pouzit
k dikazu, Ze néjaky jazyk L neni CFL, nikoli v8ak obraceng, tj. k diikazu, Ze L je CFL.
Ctenafi doporucejeme, aby si —=Q explicitné vyjadfil.

Poznamka 3.25. Vsimnéme si, Ze pokud ve vyse uvedeném lemmatu 3.24 namisto kon-
stant p, q budeme vsude psét jen (jedinou) pumpovaci konstantu n, tvrzeni zdstane v plat-
nosti: v dikazu staci poloZit p = q = 2%, kde k = card(N).

Priklad 3.26. UkaZme, Ze jazyk L = {a'b'c'| i > 1} neni CFL. N&$ postup bude tento:
predpokladejme opak, tj. P = L je CFL a dokazujme -Q — —P.
1. Necht’n je libovolnd konstanta z pozndmky 3.25 (Ci prvni konstanta z lemmatu 3.24
ap=q=n)
2. Zvolme nyni slovo z (v zavislosti nan — pro kazdé n musi existovat takové z) a
3. uvéazime vsechny moZnosti, jak jej zapsat jako z = uvwxy tak, aby splriovalo pod-
minky lemmatu (vx # e, lvwx| <n);
4. nasledné pak ukaZme, Ze pro kaZdé takové rozdéleni z na u, v, w, X,y lze nalézt
(existuje) takové i, Ze napumpovénim ziskdme uv'wx'y ¢ L.
Dle 1 necht’ n je libovolné; zvolme (viz 2) z = a"b"c" a déle postupujeme podle 3 a 4.
Pokud by v obsahovalo kladny pocet symbol a a kladny pocet symboldi b, pak
napumpované uv2wx?y ¢ L, protoZe po néjakém vyskytu b by nésledoval vyskyt a,
tj. uv?wx?y ¢ a*b*c*. Podobné postupujeme ve vsech ostatnich pFipadech, kdy v nebo
x obsahuji nenulovy pocet vyskytl (alespori) 2 riiznych znakd.
UvaZme proto zbyvajici moZnosti, kdy v patfi doa* nebob* neboc* a téZ x obsahuje
jen samé stejné znaky, pficemz alespoii jedno ze slov v, x je neprézdné. Je-liv € a* a
x € b*, pak uv?wx?y obsahuje vice symboliia neZ symboliic, tj. uv?wx?y ¢ L. Podobné
dojdeme ke sporu pri vSech ostatnich moznych volbdch: protoZe vx obsahuje aspori jeden
vyskyt symbolud s moZnosti vyskytu jiného symbolue, nezbyva Zadna moZnost pro vyskyt
tretiho symbolu f (prod,e, f € {a,b, c} vzdjemné riizné ), a tedy uvZwx2y bude mit
vZdy vice vyskyt symbolu d neZ vyskyt symbolu f.
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Jak jiz vime, pro porozuméni formuli s vétsim poGtem kvantifikator® je vhodné na
ni nahliZet jako na hru dvou hract (viz téZ pumping lemma pro regularni jazyky), kde
kvantifikatoru V odpovida hra€ Al a 3 je reprezentovan hracem Ex. Necht’ tedy L je jazyk,
pak hra (ve varianté p = n = ) probiha takto:

e Exzvoli pFirozené Cislo n

e Al zvoliz € L takové, ze |z| > n

e Exzvoliu, v, w, X,y tak, aby platilo z = uvwxy, |[vwx| <n a vXx #¢

e Alzvolii
Pokud Al zvoli i tak, Ze uv'wx'y ¢ L, pak vyhrava Al. Pokud Al miiZze vidy vyhréat
bez ohledu na to, jak hraje Ex (méa vyhravajici strategii), pak L neni CFL. Pokud vSak
Al prohraje (at’ uz vzdy Ci jen nékdy), pak z pumping lemmatu nelze o L odvodit nic
korektniho.

P¥iklad 3.27. Jinym pfikladem jazyka, ktery neni CFL, je L = {albic'd| i, j > 0}.
Abychom to ukazali, pfedpoklddejme, Ze L je CFL. JelikoZ chceme dospét ke sporu, hra-
jeme roli hrace Al.
e Hrac Ex zvoli libovolnou pumpovaci konstantu n;
e dale Al zvoli néjaké z = a"b"c"d".
Dle pumping lemmatu tedy maji existovatu, v, w, X, y tak, Zez = uvwxy, [vwx| <
n av nebox je neprazdné (voli Ex).
e Maplatituv'wx'y € L provsechnai > 0. Al tedy mé ukézat, Ze pro kaZdou Ex-ovu
volbu vyvrati predikétVi. uv'wx'y € L):
JelikoZ lvwx| < n, vwx musi byt tvaru a*b* nebo b*c* nebo c*d*. Pro jakoukoli
Z téchto voleb vsak “pumpovani” musi vyustit v Fetéz nepatrici do L (napF. vwx €
a*b* znaci, Ze uwy md méné symboliia ab,1 neZ symboliic ad).

K dilkazu, Ze napfiklad L = {alblck| i # jaj = k}neboL = {albick| i #
j a j # k} neni CFL je nutno pouzit nékterou ze silngjSich variant Pumping lemmatu pro
CFL, napfiklad tzv. Ogdenovo lemma, resp. jeho diisledky. Dokonce existuje téZ nutna a
postagujici podminka pro to, aby jazyk byl CFL. Ctenafe odkazme na seznam literatury
uvedeny v zaveéru.

3.1.4 Greibachové normalni forma

NaSim cilem je nyni prezentovat dalsi, tzv. Greibachové normalni formu (GNF), v niz kazda
prava strana kazdého pravidla v CFG zacina terminalnim symbolem (za nimz pfipadné
nasleduji neterminaly). Abychom mohli dokazat tvrzeni o existenci ekvivaletni gramatiky
v GNF, potfebujeme ukazat nékolik lemmat o modifikacich pravidel v CFG.

Definice 3.28. Netermindl Av CFG G = (N, &, P, S) se nazyva rekursivni jestlize exis-
tuje derivace A =T aAB pronéjakd «, B. Je-li « = ¢ (resp. B = ¢), pak A se navyva
levorekursivni (resp. pravorekursivni). CFG bez levorekursivnich neterminall se nazyva
nelevorekursivni.

Poznamenejme, Ze pojem rekursivity neterminalu je diametralné odlisny od pojmu
rekursivity gramatiky, tj. existence algoritmu pro rozhodovani problému zda w € L(G).
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Pro transformaci CFG do GNF bude nutné z gramatiky odstranit levou rekursi: pokud
v gramatice nebudou levorekursivni neterminaly, budeme moci na nejlevéjsi neterminaly
na pravych stranich pravidel aplikovat lemma o substituci. Schopnost eliminovat levou
rekursi se ukaze jako velmi uzitecna téz v fadé prakticky orientovanych aplikaci.

Lemma 3.29. (O eliminaci bezprostredni levé rekurze). Necht' G = (N, X, P, S) je
CFG, v niZ vSechna A-pravidla jsou tvaru

A— Axy|...| Aam | BL|---1Bn, kdel: Bi # A provsechnal <i <n. *)
Necht’ G’ = (NU{A'}, =, P’, S), kde P’ obdrZime z P tak, Ze vSechna pravidla oznacena
(*) nahradime pravidly

A= Brl... Bl BLA |...| BoAy A =g ... lam A | JanA.  (**)
Pak L(G) = L(G").

Dilkaz: Neformalné Yeeno jsme levou rekursi v A-pravidlech, ktera generuji Fetézce
tvaru (B1 + ...+ Bn)(a1 + ... + am)*, nahradili nové zavedenym pravorekursivnim A’,
ktery (spolu s A) generuje tutéZ mnozinu. Formalni dlikaz moZno vést napfiklad takto:
V libovolné nejlevéjsi derivaci néjaké véty v G musi posloupnost pouZziti pravidel typu
A — Ac;j byt ukon€ena pouzitim né&jakého pravidla A — ;. Tedy misto derivace

A= Aaj, = Agj,aj = ... = Aaip Q0 = ,Bjaip Q0
v G, Ize v gramatice G’ pouzit derivaci

A= BiA = Bjai, A" = ... = Bjai, ...ai, A" = Bjai, ... i, .
JelikoZ vySe uvedend Gvaha plati i v obrdceném sméru (po jisté posloupnosti pouziti pravi-
del tvaru A" — «; A" musi byt pouzito A" — «;), dostavame zadané L(G) = L(G). O

Priklad 3.30. Méjme Gg s pravidly:

E—E+T|T
T>T*F|F
F—(E)]i
Pak G, ma pravidla:
E—>TI|TE E'—>+T | +TE
T—F|FT T - %F | «xFT’

F—(E)]i

Poznamka 3.31. Jestlize G z lemmatu 3.29 je bez s-pravidel, pak i ekvivaletni G' ma tuto
vlastnost. Pravidla (*) Ize téZ nahradit namisto pravidel (**) pravidly:

A= BA ... B, AN = aiA|...|amA | e. (***)
Tato nahrada vsak zavadi -pravidla: ke Go z prikladu 3.30 bychom obrZeli G s pravidly:

E—>TE’ E' -4TE' | ¢
T— FT’ T — «FT' | ¢
F— (BE)]i

Lemma 3.29 nedava navod jak postupovat, kdyZ v G existuje levorekursivni smy cCka

A =7 Aa délky VEtsi nez 1. Tento problém Fesi algoritmus 3.7.



3.1. BEZKONTEXTOVE GRAMATIKY 73

Algoritmus 3.7 Eliminace levé rekurze

Vstup: Vlastni CFG G = (N, X, P, S)

Vystup: CFGG' =(N',2,P',S): L(G) =L(G")
a G’ je nelevorekurzivni

1: Usporadej libovolné N, N = {A1, ..., Ay}
2: fori:=1tondo
3 forj:=1toi—1do

4 for all pravidlo tvaru Aj — Aja (*tj.zde plati j < i *) do

5 pridej Aj — B1a]...|Bke, kde Aj — B1l...|Bk jsou vSechna Aj-pravidla;
6: vypust’ pravidlo Aj — Aja (* = aplikace lemmatu o substituci *)
7 end for

8: end for

9:  (* dale nésleduje pouziti eliminace bezprostfedni levé rekurze pro Aj-pravidla: *)
10:  for all pravidlo tvaru Aj — Aja do
11 pridej Ai — aAj | &; (*tj. pouZiti pravidel (***); variantu (**) Ize téZ pouZit *)
12: vypust’ pravidlo Aj — Aja
13:  end for

14:  pridej Aj — BLA(l...IBIA],
kde Aj — B1|...1B jsou vs. Aj-pravidla pro néz plati, ze 1: Bk # Ai;
15: end for

Véta 3.32. KaZdy CFL je generovatelny nelevorekursivni CFG.

Dlkaz: Necht' G je vlastni CFG generujici L. JelikoZ algoritmus 3.7 pouZiva jen trans-
formace uvedené v lemmatu o substituci (3.20) a lemmatu o eliminaci bezprostfedni levé
rekurze (3.29), které zachovavaji ekvivalenci gramatik, pak pouziti tohoto algoritmu na G
davé ekvivaletni CFG G'.
Zbyva tedy ukazat, ze vyslednd G’ je bez levé rekurze. Indukci ukazme platnost
nésledujicich dvou tvrzeni:
1. po skonceni i-té iterace vnéjSiho cyklu (zacinajiciho na fadku 2) plati, ze vSechna
Aj-pravidla za€inaji bud’ terminalem nebo neterminalem Ay, k > i
2. po skonceni j-té iterace vnitfniho cyklu (za€inajiciho na fadku 3) a dané i plati, ze
Aj-pravidla za€inaji bud’ terminalem nebo neterminalem Ay, k > j.
Tuto indukci povedeme vzhledem k hodnotés =n i + j, kdei € (0,n), j € (0,1 —1).
Béze indukce je pros = n, tj.i = 1, ] = 0 a odpovida provedeni eliminace levé
rekurze pro A1 (cyklus pro j se viibec neprovedl); Zadné B, ... , B nezaina A;. Tedy pro
i = 1tvrzeni 1 plati; tvrzeni 2 plati trivialné.
Indukéni krok: pfedpokladejme, Ze tvrzeni 1 a 2 plati pro vSechny hodnoty mensi
nez s anecht’ nynijsoui, j takovd,zZe 0 < j<i<nan-i+j=s.
Dokazme nejprve 2. Na zakladé indukéniho predpokladu o tvrzeni 1 mame, Ze vSechna
Aj-pravidla zaCinaji bud’ terminalem nebo neterminalem Ay, k > j (je-li totiz j > 1, pak
instance 2 pro i a j — 1 ma hodnotu mensi nez s; pfipad j = 1 plyne z 1). Tvrzeni 2 pro
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parametry i a j tak okamzité plyne z tvaru nové pfidanych pravidel.
Induktivni krok pro tvrzeni 1 a hodnotus (tj.n -i =s, j = 0) je ponechan ctenafi.

Z pravé dokéazaného tvrzeni 1 plyne, Ze zadné z A1, ... Ay nemlzZe byt levorekur-
sivni: kdyby totiz bylo A;j =™ Aja pro néjaké «, pak by musely existovat neterminaly
Aja A k < jtakové, 7e Aj =" AjB = Axy =" Aja. Zbyva ukazat, Ze Zadny z A;
neni levorekursivni, coz v3ak plyne z pfedpokladu, Ze G je vlastni CFG —tj. Zadné « z fadku

10 neni ¢, a tedy A{ nemliZe nikdy byt nejlevéjsim symbolem na pravé strané pfidavaného
pravidla A] — a A (viz fadek 14). O

Definice 3.33. Necht' ¢ = (N, &, P, S) je CFG. Rekneme, Ze G je v Greibachové nor-
malni formé (GNF) pravé kdyz G je bez e-pravidel (viz def. 3.13) a kazdé pravidloz P je
tvaru A - ax (a € T, a € N*).

Algoritmus 3.8 Transformace do GNF

Vstup: Nelevorekursivni, vlastni CFG G = (N, X, P, S)
Vystup: CFG G'VGNF: L(G) = L(G)

1: Zkonstruuj na N linearni usporadani < takove, ze je-li A — Ba € P, pak A < B.
Oznaéme N = {A1, ..., An] Ai_1 < Aj,0<i <n}

2: fori :=n —1downto1do

3. forall pravidlo tvaru Aj — Aje, j > i do

4 pridej Aj — Bia|...|Bke, kde Aj — B1|...|Bk jsou vS. Aj-pravidla;

5: vypust’ pravidlo Aj — Aja (* = aplikace lemmatu o substituci *)
6: end for

7: end for

8: for all pravidlo tvaru Aj — aX1... Xk, 3IXj.1<j<k: Xje X do

9. vpravidle Aj — aXj ... Xk nahrad’ viechny ty X, které jsou terminaly, novymi

neterminaly X} (pridej je do mnoZiny neterminald) a pFidej pravidla X] — Xj.
10: end for

Véta 3.34. Necht’ L je CFL. Pak L = L(G) pro néjakou CFG G v GNF,

Dillkaz: Bez Ujmy na obecnosti Ize pfedpokladat, Ze L je generovan CFG G; spliiujici
vstupni predpoklady algoritmu 3.8 (aby G1 byla vlatni, tj. specielné bez s-pravidel, staci
v algoritmu 3.7 uvazovat na fadku 11 variantu (**) - viz téZ poznamka 3.31).

Linearni usporadani < poZadované v fadku 1 algoritmu 3.8 Ize zkonstruovat napfi-
klad takto: na mnoziné neterminaldl definujme relaci R : (A, B) € R (% A =T Ba
pro n€jaké «. Pak diky tomu, Ze G1 neni levorekursivni, je R ¢asteCnym usporadanim na
mnoZing neterminaldl N, a tedy N Ize linearné dousporadat tak, aby platilo R C <.

Nyni ukaZzme, Ze po skonceni cyklu, ktery za€ina na fFadku 2, pro hodnotu i musi pla-
tit, Ze vSechna Aj-pravidla zacinaji terminalem. Toto se snadno ukaze indukci pro hodnotu
k=n-—1i,i=0,...,n—1(struéné zvanou zpétna indukce pro i od n po 1).
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Béze indukce je pro k = n, tj.i = 0. Pravé strany Ap-pravidel jisté zaCinaji termi-
nalem (viz definice <), coZ je téZ dlivodem, pro¢ se cyklus 2: pro i = n viibec neprovadi.

Indukeni krok: jestlize dokazovanou vlastnost maji viechna A j-pravidlaproi < j <
n, pak evidentng pro provedeni fadk 4 a 5 maji tuto vlastnost i vechna A;-pravidla. Tedy
po Uplném skonceni cyklu na fadcich 2—7 za€inaji vSechna pravidla terminalem.

Konecné uvazme, Ze algoritmus pouZiva jen transformace zachovavajici ekvivalenci
gramatik, a tedy dostdvame zadané. O

P¥iklad 3.35. Mé&jme G; z pFikladu 3.30 s pravidly:

E>TI|TE E —+T|+TE
T F|FT T —«F| «FT
F— (E)i

PoZadované linedrni usporadani (jedno z mozZnych) je napfiklad: E' < E <T' < T < F.
Dalsi préce algoritmu 3.8 na radcich 2 — 7 vypada takto:
e VV mnoZiné pravidel hledané gramatiky v GNF z(istanou beze zmény obé F -pravidla
(F je nejvétsim prvkem vzhledem k < a cyklem proi nejsou viibec zpracovavany —
pravé strany F-pravidel totiZ uz terminalem zacinaji).
e P¥i prichodu cyklem pro neterminal T pravidlaT — F | FT’ nahradime pravidly
T (E)il|(E)T |iT.
e V/ dalsim prichodu (pro T') neprovédime Zadné zmeény.
e PFi zpracovani E nahradime existujici E -pravidla novymi pravidly
E— (E)|i|(E)T'|iT'| (E)E'|iE"|(E)T'E"|IiT'E’;
e pro E’ opét Zadné nahrady neprovadime.
Konecné (viz fadky 8 — 10) ve vsech takto ziskanych pravidlech nahradime na je-
jich pravych stranach vsechny vyskyty termindlu “)” novym neterminalem “)'” a pFidame
pravidlo)" —).

Poznamenejme, Ze vySe uvedena metoda prevodu libovolné CFG do GNF neni je-
din& mozZna — dalSi metody lze nalézt v publikacich uvedenych v seznamu literatury. Nami
uvedena metoda byla zvolena zejména z toho dlivodu, Ze explicitné obsahuje algoritmus na
odstranéni levé rekurze, jejiz pritomnost mize Cinit jisté problémy v nékterych praktickych
aplikacich.

Mimo uvedenou GNF (viz definice 3.33) existuiji i jeji dalsi varianty. Rekneme, 7e G
je vk-GNF pravé kdyz je v GNF a z4dna prava strana v pravidlech gramatiky G nema délku
VEtsi nez k, k > 3, tj. neobsahuje vice nez k — 1 vyskytl neterminall (na intuitivni Grovni
se jedna o GNF berouci v potaz fakt, Ze diky CNF vystacime v CFG na pravych stranach
s (nejvyse) dvéma neterminaly). DalSi variantou je tzv. zdvojena GNF, kdy vSechny pravé
strany pravidel jsou ze ¥ N*XUZX, tj. zacinaji i konci terminélem. Konecné G je ve zdvojené
k-GNF jestlize je ve zdvojené GNF a kazdé pravidlo ma délku nejvyse k, k > 4. Napf¥iklad
tedy 3-GNF Ci zdvojena 4-GNF neobsahuji na pravych stranach pravidel vice nez 2 vyskyty
neterminaltl. Algoritmy pfevodu libovolné CFG do kaZdé z vyse uvedenych normalnich
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Na zavér zmiime jeSté tzv. operatorovou normalni formu, kdy na pravych stra-
néch pravidel spolu nesmi sousedit Zadné dva neterminaly, tj. vSechny pravé strany jsou
ze T*NZT ... 2TNX*. Algoritmus pfevodu libovolné CFG (Ci bez Gjmy na obecnosti
CFG v CNF) spotiva v zavedeni novych neterminalli (X, a) pro kazdou dvojici X € N,a €
¥ s tim, Ze (X, a) méa generovat mnoZinu slov u takovych, Ze X generuje slova ua. Tedy
kazdy jazyk L(X) je presné sjednocenim (pfes a € ) vSech jazykd L((X, a)).a, pfipadné
dopInéném o {¢}, pokud L (X) obsahuje prdzdné slovo. Tedy na pravych strandch pravidel
Ize kazdy neterminal X nahradit zfetézenim (X, a).a; pfidanim pravidel tvaru (X, a) — «
pro kazdé X — «aa, ziskame ekvivaletni gramatiku v poZadovaném tvaru. Detaily algo-
ritmu i d@ikazu jeho korektnosti ponechavame Ctenafi jako cvicent.

Pouziti norméalnich forem pro dalSi zkoumani vlastnosti CFL bylo jiz Castecné ilu-
strovano v této Casti (viz CNF a jeji vyuziti v dlkazu pumping lemmatu pro CFL); s dal$imi
aplikacemi se setkdme v Casti 3.3.

3.2 Zasobnikové automaty

Tak jako k regularnim gramatikam existuji kone€né automaty, které rozpoznavaji prave ja-
zyky generované témito gramatikami, tak i ke gramatikam bezkontextovym existuji ve vyse
uvedeném smyslu ekvivaletni automaty — tzv. zdsobnikové automaty (push-down automata
— PDA). PDA si lze predstavit jako (nedeterministicky) kone¢ny automat s tim, Ze navic
obsahuje (pomocnou) pamét’ (a diky ni i dalSi zdroj nedeterminismu), ktera pracuje jako
zasobnik (push-down store) a jejiz velikost neni shora omezena — je tzv. potencialné ne-
konecna v nasledujicim smyslu: v kazdém okamziku (konecného) vypoctu je sice konecna
(tj. v zasobniku je uloZeno jen koneéné mnoho symbold), ale kdykoli ji mizeme rozsi¥it o
dalSi kone€ny pocet pamét’ovych mist (pfidat dalsi symboly na zasobnik).

a a b a b b b a vstupni paska
Cteci hlava
zasobnik
A
koneCné stavova a
fidici jednotka Z

Obrézek 3.2: Zasobnikovy automat
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Ze vstupni pasky, na niZ je zapsano slovo nad jistou vstupni abecedou, Ize pouze Cist
a Cteci hlava se pohybuje jen vpravo. Automat miiZe na vrchol zasobniku ukladat symboly
(opét z jisté abecedy) a takto uloZené symboly miiZe nasledné Cist s tim, Ze smi Cist pouze
z vrcholu zésobniku: precteny symbol je z vrcholu odstranén (tj. systém LIFO — Last In
First Out). Jinymi slovy, nelze €ist do hloubi zasobniku, aniz by pfectené symboly nebyly
odstranény — zasobnik, u néhoz naopak toto “nedestruktivni” ¢teni Ize realizovat se v ang-
lictiné nazyva stack, na rozdil od naSeho push-down store s desktruktivnim Ctenim. Takto
intuitivné popsané zafizeni nyni formalizujme.

3.2.1 Definice PDA

Definice 3.36. Nedeterministicky zasobnikovy automat (PDA) je sedmice
M=(Q, X%, T8, 0qo, Zo, F), kde

e Q je konetna mnozina, jejiz prvky nazyvame stavy,

e X je kone€nd mnoZina, tzv. vstupni abeceda,
I" je konena mnozina, tzv. zasobnikova abeceda,
§: Qx (TU{e)) xI') = Prin(Q x I'*), tzv. (parcialni) pFechodova funkce?
Jo € Q je pocéatecni stav,
Zoy € T je poCatecni symbol v zasobniku,
F C Q je mnoZina koncovych stavd.

Je-li 8(p, a, Z) definovano, pak zapis 5(p, a, Z) = {(gi, ¥i)| 1 < i < n} intuitivné
interpretujeme tak, Ze PDA M m{iZe ze stavu p po precteni symbolu a ze vstupni pasky a
symbolu Z z vrcholu zésobniku (Z se pfi tomto Cteni z vrcholu odstrani) prejit do jednoho
ze stavll gi a na vrchol zasobniku zapise Fetéz y; (pficemZ na vrcholu zésobniku je nyni
nejlevéjsi symbol z ;). Cteci hlava se na vstupni pasce posune o jeden symbol vpravo.
Obdobné interpretujeme (pokud je definovano) 5(p, ¢, Z) s tim rozdilem, Ze pozice Cteci
hlavy na vstupni pasce se neméni.

Tuto intuitivni predstavu o jednom kroku vypoctu budeme formalizovat (obdobné
jako u konecnych automat() zavedenim pojmu konfigurace, popisujicim celkovou situaci
automatu. U kone&nych automatd byla konfigurace dana popisem situace na vstupni pasce
(tj. specifikaci dosud nepfectené Casti vstupniho slova) a vnitfni situaci automatu (tj. speci-
fikaci jednoho, momentalniho stavu, ktery reflektoval zmény v automatu dané zpracovanim
jiz prectené Casti vstupu poCinaje pocateCnim stavem (o). Co se tyCe vstupu, je situace u
PDA identicka, avSak zpracovani jiz prectené Casti vstupu se ve vnitfni situaci projevi nejen
zménou stavu qo, ale i tim, co si automat zapamatoval v zasobniku. Konfigurace by tedy
méla opét popisovat jak vnitfni situaci jako dvojici (stav, obsah zasobniku), tak i dosud ne-
prectenou ¢ast vstupniho slova. Krok vypoctu pak bude definovat vztah mezi dvéma kon-
figuracemi — situaci pfed provedenim kroku vypoctu a situaci po provedeni tohoto kroku.
Automat bude akceptovat vstupni slovo, jestlize bude existovat posloupnost krokd vypoctu
zaCinajici v jisté pocatecni konfiguraci, ktera skonCi v néjaké finalni, akceptujici konfigu-
raci.

2. zapis Prin(Q x I'*) znati mnozinu viech konecnych podmnozin mnoziny Q x I'*
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Definice 3.37. Necht' M = (Q, =, T, 8, qo, Zo, F) je PDA. Vnitfni konfiguraci (téz total-
nim stavem) M nazveme libovolny prvek (g, y) € Q x I'* (kde g je momentalni stav PDA
M ay je cely obsah z&sobniku s vrcholem psanym vlevo). Konfiguraci nazveme libovolny
prvek (p, w, ) z Q x £* x I'* (udavajici mimo totéalni stav navic i w — dosud nepfecte-
nou €ast vstupniho Fetézu). Na mnoziné viech konfiguraci automatu M definujeme binarni
relaci o (krok vypottu) takto:

(p.aw, Za) b (. w, y@) <= 3(@.y) € 5(p.a,Z) pro a € = U (e}

Reflexivni a tranzitivni uzavér relace kroku vypocCtu znacime I% , jeji k-nasobny soucin
znagime I% Je-li M zfejmy z kontextu, piSeme strungji pouze |—, resp. —,

resp. e
Jazyk akceptovany (téZ rozpoznavany) PDA M koncovym stavem definujeme jako

LM) = {w € £*| (do, w, Zo) F— (qf. ¢, ), kdeqs € F,a € T*)
a jazyk akceptovany (téZ rozpoznavany) PDA M prazdnym zasobnikem definujeme jako

Le(M) = {w € * | (o, w, Zo) F— (0, ¢, ¢), kdeq € Q)

Kazdy vypocet pro vstupni slovo w tedy zacin& v konfiguraci (qo, w, Zp), tj. ve
vnitfni konfiguraci (qo, Zo) a dosud netenym vstupem. Zpdisobl akceptovani je obecné
vice: kazda akceptujici (finalni) konfigurace je charakterizovana zcela pfeCtenym vstup-
nim slovem, tj. (q, &, @), vzajemné se v3ak tyto zplsoby li§i tim, co prohlasime za ak-
ceptujici totalni stav (vnitfni konfiguraci). Ve vySe uvedené definici 3.37 jsou to po fadé
totalni stavy z F x T'*, resp. Q x {¢}. Dalsi zplisoby akceptovani Ize definovat tak, Ze za
akceptujici vnitfni konfigurace prohlasime napf¥. prvky z F x {¢} (akceptovani koncovym
stavem a prazdnym zasobnikem, resp. prvky z Q x I''T™* pro néjakou I'" c T" (akceptovani
vrcholovymi symboly v z&sobniku). Formalni definice jsou ponechany Ctenéfi.

Poznamka 3.38. 1. U takto definovaného PDA se opét jedna o nedeterministicky automat,
ktery akceptuje vstup, jestliZe existuje alespori jeden vypocet, ktery vede z konfigurace po-
catecni do konfigurace akceptujici (pFi moznosti volby tedy PDA “hada spravné”, protoZe
nespravna volba sama o sobé nemiZe zplsobit zamitnuti vstupu — ten miZe byt zamitnut
jediné tedy, pokud Zadna sprdvnd volba neexistuje).

2. Déle si povsimnéme jedné dileZité vlastnosti zasobnikovych automatd, kterou
Ize parafrdzovat takto: to, co se déje na vrcholu zasobniku (ve vyse definovaném smyslu
push-down store, nikoli vsak obecnéjsim stack), déje se zcela nezévisle na tom, co je pod
jeho vrcholem. PFesnéji: pokud (q, w, A) F— (q', ¢, €), pak (q, w, Aa) H— (q', &, @) pro

vsechna A € T', « € T'*. Tento fakt se velmi snadno dokaze indukci vzhledem k n.
Véta 3.39. Jazyk L = L¢(M) pro néjaky PDA M <= L = L(N) pro néjaky PDA N'.

Idea dlikazu: 1. <=: k danému N zkonstruujeme M simulujici jeho Cinnost. Kdykoli
N vejde do koncového stavu, bude M mit moznost volby, zda pokracovat v simulaci au-
tomatu " nebo prejit do svého, nové pridaného stavu ge, v némz vyprazdni svij zasobnik.
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Musime v3ak uvazit moznou komplikaci: A" miZe projit takovou posloupnosti krokd, kdy
jeho vstup zplisobi vymazani zasobniku a A" neni v koncovém stavu, tedy zamita vstup.
Musime zabranit tomu, aby M v tomto bod€ vstup (prazdnym zasobnikem) akceptoval.
Redeni spociva v tom, Ze jesté pred zahajenim simulace bude u M na dné zasobniku novy
symbol, ktery nedovolime odstranit jinde, neZ v koncoveém stavu q € F nebo ve stavu ge.

2. = N simuluje ¢innost M a ma opét nové pfidany symbol jako své dno zasob-
niku. Jakmile je A/ schopen €ist tento symbol (tj. zasobnik automatu M je prazdny), pak
N prejde do nové pridaného stavu g ¢, ktery je koncovym stavem.

Dlkaz: 1. <=:Necht V' = (Q, %,T, 8, o, Zo, F) je PDA takovy, Ze L = L(\). Se-
strojme M takovy, Zze L = Le(M). PoloZme
M=(QU{qy qe}, 2, T U(Z},8,0y, 2", 0), kde Z' ¢ T aqy,de ¢ Q
a kde &’ je definovana takto:
1. 8'(qg. &, 2') = {(Qo. ZoZ")}
2. jestlize 5(q, a, Z) obsahuje (r, y), pak §'(q, a, Z) obsahuje (r, y)
proviechnaqg € Q,ae X U({s}aZ e,
3.Vge FVZ eT U{Z'}: §(q, ¢, Z) obsahuje (g, &) ,
4. ¥Z eTU{Z}: 8 (9., 6 2) = {(Q., &)} .
Pak zfejmé (qg, w, Z") Hr o, w, ZoZ") —dle 1

o @YY  —dle2
Fo (@& Y2...Yr) —dle3
Hot (@2, ) _dle4 (kdeY, = Z')

pravé kdyZ (do, w, Zo) k5~ (9. Y1...Yr-1), pronéjakéq € F.

2. —: Necht' M = (Q, %, T, 48, qo, Zo, ¥) je PDA takovy, ze L = Lg(M). Se-
strojme \V takovy, ze L = L(N). Polozme NV = (QU{q}, q¢}, X, TU{Z'}, 8", 04, Z', {a¢ )
kde &’ je definovana takto:

1. §'(dg. & Z") = {(do, ZoZ")}
2. jestlize 5(q, a, Z) obsahuje (r, ), pak 8'(q, a, Z) obsahuje (r, y)
provsechnaq € Q,ae X U{e}aZ el
3.VqeQ: &, & 2) ={{qr,e)}
Pozadovany diikaz, ze Le(M) = L(N) je obdobny jako v Casti 1 a je ponechan &tendfi.
O

Poznadmka 3.40. Ve vyse uvedeném diikazu je prezentovéna technika zavedeni nového
symbolu Z' oznacujici dno zasobniku simulujiciho automatu, ktera umoZnuje de facto tes-
tovat prdzdnost zasobniku simulovaného automatu. JestliZe téZ poZadujeme (srv. odstranéni
Z' pouze v q.), aby kaZda vnitrni konfigurace (s eventuelni vyjimkou findlni pFi akcepto-
vani prazdnym zasobnikem) byla tvaru p, y Z’, budeme Fikat, Ze takovy PDA umoZnuje
test dna zasobniku. Pokud tedy PDA Cte dno Z', musi jej téZ znovu na dno zapsat, tj. po-
kud § obsahuje jako argument Z’, pak je tvaru§(p,a, Z2") = {(q1, 12Z'), ..., (Qn, ¥nZ))}.
Je zfejmé, Ze ke kazdému PDA A lIze setrojit PDA A’ s testem dna zasobniku akceptujici
tentyZ jazyk.
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Poznamejme, Ze obdobné lze ukézat i ekvivalenci (ve smyslu vySe uvedené véty
3.39) mezi akceptovanim koncovym stavem a akceptovanim koncovym stavem a (sou-
Casné) prazdnym zasobnikem €i akceptovanim vrcholovymi symboly v zasobniku.

Priklad 3.41. Méjme PDA P = ({p,q,r},{0,1},{Z,0},6, p, Z, {p}), kde § je defino-
véna takto:

§(p,0,2) = {(q,02)}

§(q,0,0) {(q,00)} 6(r,1,0) = {(r,e)}

§(9,1,00 = {(r, &)} é(re, 2) = {(p, &)}
Automat P pracuje tak, Ze nejprve ze vstupu nacte do zasobniku vSechny symboly 0° a
nasledné s kazdym Ctenym (vstupnim) symbolem ‘1’ odstrani jeden symbol ‘0’ z vrcholu
zasobniku. Navic se kontroluje, zda Zadna ‘1’ neni pred ‘0’ (tim, Ze pro tyto situace je §
nedefinovana, a tedy neni definovan krok vypoctu pro Zadnou takovou situaci). MoZna po-
sloupnost (v obecném, nikoli vsak v tomto pFipadé, pouze jedna z moZnych posloupnosti)
konfiguraci automatu P pro vstupni slovo napfiklad 0011 mdZe byt

(p,0011,72) }— (q,011,02)

—  (q,11,002)
— (r,1,02)
— (e Z)

H— (p.& &)

Lze ukazat, Ze P akcetuje koncovym stavem jazyk L = {0"1"| n > 0}. Snadno se na-
hlédne, Ze L € L(P): pron > 1 Ize po jediném pFechodu z p do q (pFecCteni ‘0 a jeho
uloZeni do zasobniku — viz 1. pFechod vyse) provést ny prechod( z q do q (opét Cteni ‘0’a
uloZeni do zasobniku — viz 2. pfechod). Nasledné Ize pFi teni prvniho symbolu ‘1’ provést
jediny prechod z q do r nasledovany ny pfechody z r do r po nichZ ziistane v zasobniku
pouze Z; nasleduje pfechod do koncového stavu p. Pfipad n = 0 je trivialni.

Ukol. Abychom to ukazali, uvédomme si, Ze pri libovolném vypoctu nad neprazdnym slo-
vem musi automat prochézet (s pfipadnymi cykly) postupné stavy p, g, r a skonci v p. Je-li
(p.w,Z) F— (@, & @),i > 1, pak w=0' ae =01Z. Podobng, je-li (r, w, &) F— (1, ¢, B),

i > 1, pak w =1 aa = 0'B. Déle pfechod (q, w, @) }— (r, &, B) nastane jediné tehdy,
pokud w =1 awa = 08; podobné (r, w, Z) — (p, ¢, &), pokud w = ¢. Tedy celkem, je-li

(P, w,Z) F—(p, &, a),i >0, pak bud’ w=e ai =0 nebow =01 i =2n+ laa =e.
Tedy L 2 L(P).

Zddraznéme, Ze tak, jak byl PDA definovan, miiZze délat (&) kroky i po pFecteni ce-
Iého vstupu; PDA nemZe udélat Zadny krok, pokud je zasobnik prazdny.
Poznamka 3.42. O pfechodovych grafech (‘stavovych’ diagramech) PDA. Na stavové dia-

gramy konecnych automat( Ize nahliZet tak, Ze jsme grafové znazornili vzajemné zavislosti
(dané prechodovou funkci) mezi vnitinimi konfiguracemi (tj. stavy) automatu. Podobné



3.2. ZASOBNIKOVE AUTOMATY 81

miiZeme postupovat i v pfipadé PDA P = (N, %, T,8,qo, Z, F). Uzly pfechodového
grafu (stavového diagramu) budou oznaceny vnitinimi konfiguracemi uvaZzovaného PDA
(pro jednoduchost piSme vnitini konfiguraci (p, «) € Q x I'* ve tvaru pa € QTI'*). Analo-
gicky jako u definice kroku vypoctu ved’me z uzlu pZ« hranu s ndvéstim a (a € X U {e})
douzlu qya pravé kdyZ 5(p, a, Z) obsahuje (q, y), coZ zapisujme jako pZ« 2 qyo .

Poznamenejme, Ze stavovy diagram PDA ma obecné nekonecné mnoho uzl(i (proto
je PDA prvnim pFikladem “nekonecného” automatu). Cast stavového diagramu pro P z pfi-
kladu 3.41 ma tento tvar

pz -2 q0z -2+ q00z —°qo00z 2 ... _° >q0izL>
T
Pe ¢ 17 ¢ 10Z ¢——r00Z ¢—— -+ ¢—q0i1Z ¢ -+

kde koncovymi totalnimi stavy jsou pZ a p, v diagramu pro ndzornost zapsany jako pe.
Povsimnéme si, Ze ve vyse uvedeném stavovém diagramu automatu P jsou uvedeny pouze
tzv. dosazitelné totalni stavy, tj. ty ke kterym existuje cesta z pocatecniho uzlu (zde pZ)
koncici v uzlu daném; ostatni nazveme nedosaZitelné a obvykle je ve stavovém diagramu
neuvadime (ve vyse uvedeném diagramu to jsou napf.qZZ,qZ0Z a dalsi).

V souladu s pravé zavedenou notaci mlzeme téZ pfi specifikaci funkce § misto

P a
8(p7 av Z) = {(qu )/1), cee (qnv Vn)} psat pZ g qul | e | qn)/n-
Relaci > mizeme ziejmym zplisobem rozsifit ze symbolli ze S na fetézy nad touto
aw def a w

abecedou (— = — o —); znaceni X wextlze chapat jako zobecnénou pfechodovou
funkci pro PDA). V dalSim textu budeme rovnéz pouzivat nasledujici znaceni. Je-li pa
néjaka vnitfni konfigurace PDA P = (Q, X, T, 8, qo, Zo, F), pak definujme

L(P)(pe) £ (weT*| pa % q.q € F} a Le(P)(pa) £ (weD*| pa % qe,q € Q).
Ziejmé tedy L(P) = L(P)(qoZo) a Le(P) = Le(P)(qoZo). Bude-li P zfejmy z kontextu,
budeme strucnéji psat pouze L (pa) resp. Le(pa).

P¥iklad 3.43. Necht’ L = {wwR| w € {0, 1}*}. Pak PDA rozpoznévajici L prézdnym
zasobnikem je napfiklad M = ({p, q}, {0, 1}, (R, G, B}, 8, p, R, %) (tj. mnoZina konco-
vych stavil nehraje Zadnou roli), kde § je definovéna (ve vyse zavedené notaci) takto:

@ pR 2 pBR 4) pG > pBG @ qB > ge
@) pR > pGR 5) pB > pGB ®) 4G > qe

3) pB 2 pBB|qe 6) pG > pGG | qe 9 pR > qe
(10) qR = ge
Pravidla (1) aZ (6) ukladaji vstup na zasobnik s tim, Ze pravidlech (3) a (6) je moZnost
alternativni volby: jestlize M uhodne, Ze bylo dosaZeno stfedu vstupniho slova, voli dru-
hou alternativu; v ni pak prejde do stavu q, v némZ postupné porovnava zbytek vstupniho
slova s obsahem zasobniku. Pokud M hédal spréavné a slovo bylo tvaru wwR, pak dojde
k precteni celého slova a vyprazdnéni zasobniku — vstupni slovo bylo akceptovano. Pokud
by M hédal chybné a slovo bylo tvaru wwR, pak by akceptujici konfigurace nedosahl, coz
ovsem neznamend zamitnuti vstupniho slova — viz téZ pozn. 3.38.
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Uvedeny pfiklad ilustruje nedeterminismus PDA, avSak u PDA z pf. 3.41 se moznosti
volby zplisobujici nedeterminismus nevyskytly — v kazdé (vnitini) konfiguraci je dalsi krok
urCen jednoznacné.

Definice 3.44. RozSitenym PDA nazveme R = (Q, %, T, 8, qo, Zo, F), kde viechny sym-
boly maji tentyz vyznam jako v definici PDA s vyjimkou é, ktera je zobrazenim z kone€né
podmnoziny mnoziny Q x (X U {¢}) x I'* do kone¢nych podmnoZin mnoziny Q x I'*.
Pojmy konfigurace, kroku vypoctu, vypoctu a akceptovaného jazyka (koncovym stavem,
prazdnym zasobnikem) zlistavaji rovnéz beze zmény.

PovSimnéme si, Ze rozsifeny PDA Cini rozhodnuti o dalSim kroku nikoli na zékladé
jen jednoho (vrcholového) symbolu na zasobniku, ale na zaklad € fetézu (konecné délky!),
ktery je tvoren nejhornéjsimi symboly na zasobniku. Zapis p« 4 qpB (resp. 8(p, a, o) ob-
sahuje (g, B)) interpretujeme tak, Ze pokud ma automat ve stavu p na vrcholu zasobniku «,
pak po precteni symbolu a ze vstupni pasky (analogicky pro e-krok) vymaze ze zasobniku
fetéz symbolll «, zapiSe na ngj Fetéz symbold B a zméni sviij stav na q.

Specielné mizZe rozsiteny PDA ucinit krok bez ohledu na zasobnik (uvazuje fetéz ),
a tedy obecné je schopen délat kroky i v situaci, kdy zasobnik je prazdny.

Lemma 3.45. Necht’ R je rozsifeny PDA. Pak existuje PDA P takovy, Ze L(P) = L(R).

Idea diikazu: Prodany R = (Q, %, T, 8, qo, Zo, F) ozname m maximalni délku Fetézu
symboll na vrcholu zésobniku, ktery R pouziva k rozhodnuti o dal$im kroku vypo ¢tu
(tj. m = max{|«|; 8(q,a, @) # @, pronéjakdq € Q,a € X U {e}}).

Budeme simulovat R tak, Ze k rozhodovani o dal$im kroku potfebnych m symbold,
které ma R k dispozici na zasobniku, si bude simulujici PDA P uchovavat (a aktualizovat)
ve “vyrovnavaci paméti” (konectné) délky m (tu bude mit ve své kone€né stavové Fidici
jednotce — stavy automatu P budou tedy dvojice <stav simulovaného R, stav vyrovnavaci
paméti>). Tedy P bude védét pred provedenim kazdého kroku, kterych m symbold ma R na
vrcholu z&sobniku. Zminéné aktualizace probihd takto: je-li v R nahrazeno k vrcholovych
symbold, feknéme «, | symboly, feknéme B, pak v paméti PDA P nahradime téZ téchto k
symbold tymiz | symboly; Je-li | < k, pak P udéla navic k — | aktualizanich krok, pfi
nichZ postupné pfenasi symboly z vrcholu z&sobniku do paméti. Je-li | > k, je zapotfebi
(jesté pred nahradou « za B) “nadbytecnych” | —k symboll z kone€né vyrovnavaci paméti
postupné presunout na zasobnik. V obou pFipadech tak bude vyrovnavaci pamét’ automatu
‘P opét obsahovat presné m symbold, které ma R momentalné na vrcholu na zasobniku.

Dlkaz: Necht R = (Q, %, T, 8, do, Zo, F) je rozsifeny PDA a oznatme
m = max{|«|; 5(q,a,«) # @, pronéjakaq € Q,a € X U {¢}}). Nyni definujme PDA
P =(Q1,%,T1,81,01, Z1, F1), kde

1. Qi={q.allqeQ,ael},0=|a|f =m},

2. 't =T U{Z1}, kde Z1 je novy symbol,

3. 81 je definovéna takto:

(@ Necht’ §(q,a, X1...Xg) obsahuje (r,Y1...Y)). Pak
i. je-lil >k, pak provsechna Z € I'y ax € I'] takova, Ze |a| = m — K,
klademe §1([q, X1 ... Xka], a, Z) obsahuje ([r, 81, y2),



3.2. ZASOBNIKOVE AUTOMATY 83

kde By =Y1...Yiea|B] =m;
ii. je-lil <k, pak provsechna Z € I'y aa € I'] takova, Ze |a| = m — Kk,
klademe &1([q, X1...Xka],a, Z) obsahuje ([r,Y1...YixZ],e).
(b) provsechnaq e Q,Z e I't a«x € I'j takova, Ze |a| < m, klademe
6119, al &, Z) = {(Iq, @Z], &)}
4. g1 =[qo, ZoZ™
5. i={lg,a]l|qgeF,axeT]}.
Na zékladé takto definované §1 neni obtiZzné oveérit, Ze
(@, aw, X1... XeXgq1 ... Xn) b= (L w, Yo Y1 X1 . Xn)

— (.ol aw, f) b5 (r, o'l w, B, kde
af = X1...%XnZ],
@B =Y. YiXks1 .. XnZ],
| = |&'| =m a
mezi dvéma vyse uvedenymi konfiguracemi PDA P neexistuje takova konfigurace,
kde druha komponenta stavu (tj. pamét’) by méla délku m.
Odtud pak okamZité plyne, Ze (do, w, Zo) b= (d, &, @) prongjakéqeF a ael*

pravé kdyZ ([do, ZoZ{' '], w, Z1) t=- (0. Bl. &, ), kde |B| = ma By = «Z]. Tedy
L(R) = L(P). O

NS -

Poznamka 3.46. Poznamenejme, Ze i pro rozsifené PDA plati tvrzeni véty 3.39 o ekvi-
valenci rozpoznavani prazdnym zdsobnikem a koncovym stavem. Toto tvrzeni se dokéaZe
naprosto stejn€ jako u zminéné véty.

3.2.2 Zasobnikové automaty a bezkontextové jazyky

V této Casti ukazeme fundamentalni vysledek, Ze tfida jazykl rozpoznavanych zasobniko-
vymi automaty tvori praveé tfidu bezkontextovych jazyka.

Véta 3.47. (O nedeterministické syntaktické analyze shora doll) Necht’ G je libovolna
CFG. Pak Ize sestrojit PDA M takovy, Ze L(G) = Le(M).

Idea diikazu: Ke G zkonstruujeme (jednostavovy) PDA tak, aby ve svém zasobniku byl
schopen simulovat levé derivace v G, pfiemz budeme poZadovat, aby v kazdé konfiguraci
platilo:

M z konfigurace s obsahem zasobniku « a zbytkem vstupu w .

akceptuje prazdnym zasobnikem <= v G lze derivovat o =™ w ®)
V G je v jednom kroku odvozeni nahrazen (nejlevéjsi) neterminal A (naréz, celou) pravou
stranou X1 ... Xp, kdeZto v M bude této situaci odpovidat (1): ndhrada neterminalu A na
vrcholu zésobniku toutéZ pravou stranou nasledované (2): postupnym (symbol po symbolu)
zpracovanim této, na vrchol zasobniku p¥idané, pravé strany: necht’ se ma zpracovat (ij. je
na vrcholu zasobniku) Xj. Je-li X; neterminal, postup ad (1) opakujeme, je-li (2) X; termi-
nal, pak zkontrolujeme (tj. ovéfuje se korektnost nedeterministické volby v kroku typu (1))
zda X; je stejny jako prvni, dosud necteny terminalem na vstupu; pokud ano, pak terminal
z vrcholu zdsobniku odstranime (a Cteci hlava se posune o jeden symbol vpravo).
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Korektnost uvedeného postupu spociva v dilkazu, Ze v jeho priibéhu plati tvrzeni (*).
Odstartujeme-li M v situaci, kdy v zasobniku je pouze kofen (a na vstupu slovo z L(G)),
pak (*) plati. Dale se (indukci) ovéri, Ze operace (1) a (2) zachovavaji platnost (*).

Pro pochopeni €innosti M je vhodné si uvédomit, Ze (*) implikuje tuto (opét v celém
procesu invariantni) vlastnost:

dosud prectena Cast vstupu zfetézena s obsahem zasobniku v M o
je odpovidajici levou vétnou formou v G (a obracené) )
(tedy vstupni slovo je z L(G), pravé kdyzZ cely proces skonCi v akceptujici konfiguraci
s celym prectenym vstupem a prazdnym zasobnikem).
Dllkaz: Necht' G = (N, %, P, S). Definujme M akceptujici prazdnym zasobnikem jako

M=({q},2,NUZ,8,q,S,7), kdes je definovana takto:

(1) gA S qaes jeliA—acP (t.5(q, e A obs. (q,a)
(2) ga 2 ge € §,proviechnaa € & (1. §(q,a,a) = {(q, &)})
Abychom ukazali L(G) = Le(M), ukaZzme, Ze pro néjaka m, n > 1 plati:

A="w < (@ w A F-(, &8 (. A > ge v n krocich) (*1)

1. =>: M&jme A =™ w a ukazme, Ze (q, w, A) F—(q, &, &) (tj. A —> qe):
@jelim=law=aj...a, (k> 0), pak zfejmé A — w € P, atedy

(q,a1...ax, A) |—(q,a1...ak,a1...ak)lL(q,s,e)
(b) Prepokladejme, Ze (*1) plati pro vSechnam’ < m anecht A =™ wprom > 1. Pak
1. krok derivace je tvaru A = X1Xz... Xk, kde Xj =M xj,0 < m; < m, coz dle defini-
ce §, bodu (1) dava (q, w, A) —(q, w, X1 X2... Xk). (1.2)

Je-li X;j € N, pak dle induk&niho pfedpokladu mame (q, i, Xi) F—(q, ¢, €). (1.2)
Je-li Xj € = (4. Xj =xj), pak dle definice §, bodu (2) madme (q, xi, Xi) —(q. &, ¢). (1.3)
Kompozici pfechodti (1.1) — (1.3) tedy dostavame (g, w, A) e , ¢, e).

2. <=: Predpokladejme, Ze (q, w, A) F—(q, &, &) a ukazme, Ze A =+ w:

(a)n = 1 implikuje A > qe € 5, atedyw =ca A — ¢ € P.
(b) Pfedpokladejme, Ze dokazované tvrzeni plati pro vSechnan’ < n. Pak 1. krok je tvaru

@, w, A) F—(@, w, X1X2... Xk, tj. A= X1X2... Xk €P (2.1)
Déle (q, xi, Xj) I"—‘(q,s, g),kdenj <n,1<i<kakdew = Xx1X2...Xxk je takové, Ze
je-li Xj € N, pak dle indukéniho predpokladu mame Xj =7 xj, (2.2)
je-li Xi € X, pak Xi =0 x; . (2.3)

Vhodnou kompozici (2.1) — (2.3) tedy obdrzime
A= X1Xo... Xk
=*X1 X2 ... Xk

=*X1...Xk = w , coZ e (korektni) leva derivace slova w v gramatice G.
PoloZime-li A = S v pravé dokazaném tvrzeni (*1), okamzité dostavame Zadané
S=tw <= @w.S)HF-@.6),4.95 3 qe . O
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Poznamka 3.48. Poznamenejme, Ze uvedeny diikaz Ize modifikovat tak, Ze (bez Gjmy na
obecnosti) predpokladame, Ze dana CFG je v GNF. Pak body (1) a (2) v definici pfechodové
funkce § Ize nahradit jedinym, a to q A 2 qa € 8, je-li A — aa. Princip dikazu ovsem
zlistava beze zmény. (Pfechodovy graf takto vzniklého PDA k dané CFG G, resp. k ekviva-
lentni CFG v GNF, nazveme rovnéZ ptechodovym grafem CFG G.) Prezentovana varianta
byla zvolena proto, Ze (dle naSeho nazoru) zFetelnéji artikuluje nedetermininismus vznika-
jici pravé v bodu (1) definice § (viz téZ poznamka 3.50) a nevyZaduje prevod do GNF.

Priklad 3.49. Méjme gramatiku Go = ({E, T, F}, {+,*,(,),i}, P, E) s pravidly P da-

nymi takto:
E—- E+T|T
T - T+F|F
F— (BE)]i

Pak PDA sestrojeny dle konstrukce z diikazu véty 3.47 je
P = {q} {(+,% G) i}, {E,T,F,+,%,(,),i},8,q, E,?), kde § je definovana

takto: ‘
qE = qE+T |qT dle bodu (1)
qT = qT=F |qF dle bodu (1)
qF = q(E) | qi dle bodu (1)

a

gqa — Q& provsechna a € {+,%,(,),i1}  dlebodu (2)
Akceptujici vypoCet automatu P pro vstupni slovoi—+i i je uveden na obrazku 3.3. JelikoZ
‘P je jednostavovy, nebudeme stav v konfiguracich uvadet; tyto jsou tedy dvojicemi tvaru
(vstup, obsah zasobniku). Doporucujeme ovérit si platnost viastnosti (*) a (**) spefikované
v idei dilkazu véty 3.47.

krok odpovidajici pravidlo z Gg
(+ixi, E) F—(i+ixi, E4+T) E—->E+T

F—(i+ixi, T+T) E—>T

F—(i+ixi, F+T) T—>F

F—(i+ix*i, i+T) F—i

Fo( ki, +T)
F ki, T

F—(  ixi, TxF) T—>TxF
F—(  ixi, FxF) T—>F
F—(  ixi, i*xF) F—i
Ho( «i,  *F)

F—( i, F)

F—( i, i) Foi
F—( , )

Obrazek 3.3: Vypocet automatu P z pFikladu 3.49 pro vstupni slovo i + i * i
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Poznamka 3.50. Jestlize PDA nejen koretné rozhoduje zda w € L(G), ale pFi kladné od-
povédi je navic schopen urcit derivacni strom vstupni véty, Fikdme, Ze PDA provadi syn-
taktickou analyzu. Ve vyse uvedeném pFikladu 3.49 je posloupnost odpovidajicich pravidel
Z Go pouzitych pfi vypoctu v P posloupnosti pravidel pouZitych pFi levé derivaci vstupni
véty. Pokud bychom na zaklad€ této posloupnosti postupné konstruovali odpovidajici de-
rivaéni strom, povsimneme si, Ze konstrukce zacina u jeho kofene a jde smérem k listim;
odtud nézev této techniky — nedeterministicka syntaktické analyza shora doldi. Nedetermi-
nismus se objevuje jen v konfiguracich, kdy PDA ma na vrcholu neterminal a voli, kterou
Z odpovidajich pravych stran jej nahradit.

Véta 3.51. Ke kaZdému PDA M lze sestrojit CFG G takovou, Ze Le (M) = L(G).

Idea dlikazu: Nejprve si uvédomme, Ze pokud by PDA byl jednostavovy, pak nalezeni
ekvivaletni CFG by bylo velmi snadné — konstrukce z dlikazu véty 3.47 resp. poznamky
3.48 (tj. k CFG sestrojit ekvivalentni PDA) je pIné reversibilni. V podstaté tedy ptjde o
tento cil: (***)
nalézt k danému PDA M ekvivaletni PDA M’ s jednim stavem (ozna¢enym napf. symbo-
lem “**) takovy, Ze levé odvozeni v hledané G ma byt simulaci prace M’ (tj. neterminaly,
které se vyskytuji v libovolném kroku levé derivace v G, odpovidaji symboliim v zasobniku
automatu M’ v dobé, kdy tento jiz precetl ze vstupu to, co G nalevo od nejlevéjsiho neter-
minalu vygenerovala (srovnej s vlastnosti (*) resp. (**) uvedenymi v idei diikazu zminéné
VEty).

Klicovym tkolem diikazu je tedy ukazat, jak simulovat libovolny PDA M jednosta-
vovym PDA M’ — oba dva akceptujici prazdnym zasobnikem. Informaci o stavu simu-
lovaného PDA nelze v simulujicim jednostavovém PDA umistit jinam neZ na zé&sobnik,
tj. "vhodnym zplisobem” ji na zasobnik pFidat.

Je-li w € Le(M), pak qoZo X g do néjakého q € Q, jinak Ffe¢eno M odstartovan
V qoZo precetl w a skon€il vymazanim Zq v néjakém q. Pak v souladu s naSim cilem (***)
je prirozené pozadovat dostupnost pfesné této informace v zasobniku jednostavového PDA:
poZadujme po M’, aby odstartovan s informaci tvaru (qoZoq) jako jedinym symbolem
v zasobniku byl schopen preCist vstup w a akceptovat jej prazdnym zasobnikem, tj. mit
v hledané gramatice neterminal tvaru (qoZoq) takovy, aby (qoZoq) =* w. Uvédomme si,
Ze v prlibéhu celého vypodtu zasobnik neklesl — s vyjimkou posledni konfigurace — pod
hladinu danou vrcholovym symbolem Z ¢ v poCate¢nim totalnim stavu g Zo.

Plivodni PDA M ovsem prochazi pfi svém (vySe naznaceném) vypoctu celou po-
sloupnosti krok(, a proto je pfirozené zjemnit informaci qoZo X q (resp. (QoZoq) =" w)
tak, Ze jednostavovy PDA M’ bude mit v zasobniku symboly tvaru (pAq) z QI'Q takové,
aby platilo: M’ odstartovan s (pAq) jako jedingym symbolem ve svém zasobniku akcep-
tuje vstup x prazdnym zéasobnikem pravé kdyZz M odstartovan ve vnitfni konfiguraci pA
akceptuje x prazdnym zasobnikem ve stavu q, tj. (pfipomenme, Ze symbol ‘*’ reprezentuje
jediny stav PDA M'):

*(pAg) > 6 VM’ < pA—>q VM.

Nyni zbyva definovat pfechody v M’. S kazdym pfechodem
pA 3 qiB1...By (@€ U{e}) v.M
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pridejme do M’ vSechny pFechody tvaru

#(PAQ) > #(q1B192)(42B23) . - - (GnBnln+1)
pro vechny mozné volby qz, ..., Qn+1 takové, Ze gn+1 = q. V pfipadé n = 0, tedy
pA > qe v M, pridame do M’ prechod =(pAq) > *e.

Intuitivné fe¢eno, M’ simuluje M tak, Ze nedeterministicky hada, v kterych stavech
se M ve svém budoucim vypoctu ocitne: uloZi si tato hadani na zasobnik s tim, Ze posléze
kontroluje korektnost svého nedeterministického hadani.

V nasledujicim diikazu explicitni konstrukci M’ vypustime a budeme pracovat pfimo
s hledanou G, protoZe je zfejmé, Ze kazdému pfechodu x(pAq) 2 *(q1B102)(92B2q3) . ..
(9nBngn+1) v M’ odpovida v gramatice primo pravidlo (pAq) — a(q1B102)(q2B2q3) . ..
(dnBnOna1). Navic, protoZze gramatika mdize mit jen jeden kofen (resp. PDA jen jeden po-
¢atecni symbol v zasobniku), kdeZto symbol@i tvaru (qoZoq) je obecné vice, pfidame i pra-
vidlaS — (qoZoq) pro viechnaqe Q (pro M plati Le(M) = {w | goZo X g,q€Q}).

Dlkaz: Necht PDA M =(Q, %, T, 6, qo, Zo, %) anecht G=(N, =, P, S) je CFG, kde
e N=({S}U{(pAQ)| p.ge Q,AeT, kdeS ¢ QU X UT je novy symbol
e P obsahuje pravidla:
1. S — (qoZoq) provdechna g € Q
2. (pAqg) — a(q1B102)(q2B203) . .. (dnBnQn+1) Pro gn+1=q,ae> U {e},
A, Bi(l<i<n)eT.,q €Q, jelipA=> qBiB;...By €
je-lin=0,klademeq; =q a (pAgq) — a € P.
Abychom ukézali, ze L(G) = Le(M), 1j. S = (qoZoq) =*w <= qoZo —> qe, dokaz-
me: (PAQ) =* X < pA > qe (1)
1. <=: Dokazujme, Ze (p, X, A) li—(q, e, &) implikuje (pAqg) =™* x, a to indukci
vzhledem ki (vzhledem k Cemu jeSt€ by Slo indukci vést?).

(@) Je-lii =1, pak jisté pA 2 ge € 8§ (aeX U {e}),atedy (pAq) — a je pravidloz P.
(b) Necht'i > 1anecht x =ay a
(p.ay, A) — (@1, Y, B1B; ... By) H——(q. &, &). (L.1)

Ret8z y Ize zapsat ve tvaru y = y1y». ..y, takovém, Ze precteni y; zplisobi odstran&ni B
ze zasobniku (posloupnosti krokd, kdy zasobnik miiZe jesté vzrist, ale nikdy neklesne pod
droven, na niZ je B;j). Jinak FeCeno, y; je takovou predponou slova y, Ze po jejim precteni
se zasobnik poprvé zkrati na Groven (hloubku) n — 1 (bude obsahovat By...Bp); y2 je
takovy Tetéz, Ze nasleduje za y; a po precteni y» se poprvé zasobnik zkrati na Grovefi n—2
atd. Podstatné je, Ze béhem zpracovani y; se Zadné z Bjy1 ... By neobjevilo na vrcholu
zasobniku, a tudiz nemohlo ovlivnit priibéh této €asti vypottu, tj. Bj zlistava na zasobniku
bez vlivu na vypocet nad y; ...Yyj_1 — viz obrazek 3.4.

Tedy existuji stavy g2, qs, - . - , gn+1 (kde qn+1 =0q) takové, Ze vypocet

@, Yj. Bj) F—(@j+1. £, 8)
probé&hne v méné nez i krocich (qj je stav, do kterého se automat dostal, kdyz se zasobnik
poprvé zkréatil na Grovefin — j 4 1). Podle indukZniho pZedpokladu tedy dostavame

(0jBjgj+1) =*yj provsechna 1 <j<n (1.2)

ProtoZe prvni krok celého vypoctu (1.1) nad x = ay byl (p, ay, A) —(q1, y, B1B2...Bp)
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vyska zasobniku

(4 =0n+1)

precteny vstup

Obrazek 3.4: Vyska zasobniku jako funkce precteného vstupu — k diikazu Véty 3.51

(tj. pA 2 q1B1B2... B, € §), mame téz
(pAQ) = a(q1B102)(q2B203) - - - (Gn Bnln+1),
coz spolu s (1.2) dava Zadané (pAq) =™ ay1y2...Yn = X.
2. = Nyni predpokladejme, Ze (pAq) =' x a indukci vzhledem k i ukaZme, Ze
pak (p, X, A) F—(, &, &).
(@) Je-lii =1, pak (pAq) — x je pravidlo v G, coz znaci, ze pA % ged(xexU({e).
(b) Necht' i > 1. Derivaci (pAq) =' x lze zapsat jako
(pAQ) = a(q1B102)(42B20s3) - . - (AnBnGn+1) =1 x, kde gns1 = (2.2).
Pak x lze zapsat ve tvaru x = axiXz...Xp takovém, ze pro kazdé j(1 < j < n) plati
(jBjgj+1) =* xj, kde kazdé tato derivace ma méné nez i krokdl. Tedy dle induk&niho
predpokladu plati (qj, Xj, Bj) F— (gj+1, &, &) pro véechna j(1 < j <n). Pokud v kazdé
této posloupnosti konfiguraci viozime na dno zasobniku fetéz Bj41 ... Bn, obdrZzime
(dj.Xj. BjBjs1... Bn) F—(@j41. £ Bjy1...By). (2.2)
Z prvniho kroku derivace (2.1) mame, Ze (pA 2 01B1B2...Bp) €4, 1.
(p, X, A) F—(q1, X1X2 ... Xn, B1B2... Bn)
je korektni krok, coz spolu's (2.2) pro j = 1,2, ..., n dava zadané (p, X, A) F—(q, ¢, &).
Jestlize v pravé dokazaném tvrzeni (1) poloZzime p = qo a A = Zg, dostavame
(goZoq) =X JoZo —X> ge,
coz spolu s pravidlem 1. pro konstrukci mnoziny P pravidel gramatiky G davé
S="X < oo X ge pronéjaky stavq € Q,
tj. x € L(G) <= x € L¢(M), coz jsme méli dokazat. O
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Sumarizujme dosud dosazené vysledky o rozpoznavani CFL pomoci PDA.
Disledek 3.52. 1. L = L(G) pro néjakou CFG G
2. L = L(M) pro néjaky PDA M
3. L = Le(N) pro néjaky PDA N
4. L = L(P) pro néjaky rozsifeny PDAP.

Dlkaz: 3 = 1 (dle 3.47); 1 = 3 (3.47); 4 = 2 (3.45); 2 = 4 (trivialni); 2 <= 3

(3.39). .
Priklad 3.53. Méjme ddan PDA M = ({qo, q1}, {a, b}, {X, Zo}, 8, qo, Zo, ¥), kde 5 je de-
finovéna takto: qoZo—>0oX Zo qr X —b>Q1
qoX 2goX X QX >a1
b 13
doX —0Q1 a1Zo—>01

a konstruujme CFG G = (N, X, P, S) tak, aby generovala L¢(M).
ZFejmé® = {a, b} aN = {S} U {(gi Xgj)li, j € (0, 1)} U {{gi Zog;)i. j € (0, 1)}.
PFi konstrukci mnoZiny pravidel P Ize postupovat systematicky tak, Ze zacneme s ko-
Fenovymi S-pravidly a dal$i pravidla pfidavame jen pro ty neterminaly (.. .), které se jiZ
vyskytly na nékteré pravé strané do P jiZ pFidaného pravidla (proc?). Tedy S-pravidla jsou
S — {(doZodo) | {doZod1)
Nyni pFidavejme pravidla pro (qoZoqo) a (qoZoq1). Diky qoZo 2 qoXZo € § pfidame
(doZodo) — a{doXdo)(doZodo) | a{doXqs){(d1Zodo) ,
(9oZog1) — a{goXdo)(doZod1) | a{doXdz1)(q1Zod1) -
Opakovanim tohoto postupu pro noveé vznikajici neterminaly celkem jeSté pFidame
(9oXgo) — a(doXqo)(doXdo) | a(doXd1)(d1Xdo), a téz
(qoXa1) — a{doXdo)(doXaz) | a(doXq1)(@1Xqy), protoZe goX > goX X € 8,

(oXq1) — b, protoZe goX LY qr €6
(Q1Zo01)— &, protoZe qi1Zo — 01 € 8,
(q1Xq1) — ¢ | b, protoze  giX — g1, g1 X o g1 € 6.

Poznamenejme, Ze neexistuji Zadna pravidla pro (q1Xdo) a (q1Zodo); tyto se ovsem na
pravych stranach v P vyskytuji, tedy tato pravidla nemohou vygenerovat Zadny terminalni
Fetéz, tj. i pFislusné levostranné neterminaly (qoXdo) a (qoZoQo) jsou nenormované (nepo-
uZitelné). Pak ekvivalentni redukova gramatika md téchto sedm pravidel:

1. S— (0oZo01)
2. (qoZog1)— a{goXq1){q1Zods) S. (91Zoq1)— ¢
3.4, (goXg1)— a{goXqu)(grXqs) | b 6.,7. (quXqu)— e | b

Priklad 3.54. Necht’ je déan PDAP = ({p,q.r,s}, {a,b,c,d}, {X}, 8, p, X, 9), kde § je
déna takto: pX LY pXX, pX LY re, pXx S ge, gX 9 sX, sX 9 ge, rX 9 re.
Pro P zkonstruujte ¢ast pfechodového grafu (napf. z pX alespori dva a-prechody vedouci
postupné do pX X a pX XX a vsechnyb, c, d-pFechody (a totalni stavy) vedouci postupné
do akceptujicich qe, re). Naleznéte ekvivaletni CFG a zkonstruujte jeji pfechodovy graf.

Na zavér této Casti uved’me jesté jedno tvrzeni, které je sice jiz obsazeno v di-
sledku 3.52, avéak v jeho diikazu bude uvedena pfimocara a velmi dileZita konstrukce,
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kterd (mimo jiné) ozfejmi, proC jsme definovali rozSifeny PDA.

Lemma 3.55. (O nedeterministické syntaktické analyze zdola nahoru) Necht’ G je

libovolna CFG, pak Ize zkonstruovat rozsifeny PDA R takovy, Ze L(G) = L(R).

Idea dlikazu: Z d@ivodi Citelnosti (viz dale) budeme nyni vrchol zasobniku psat (v definici
8 i v konfiguracich) vzdy vpravo. R bude opét de facto jednostavovy (druhy stav bude
slouzit jen jako koncovy).

Na rozdil od dlikazu analogického tvrzeni pro oby Cejny PDA (viz véta 3.47), budeme
konstruovat rozsifeny PDA R tak, aby simuloval pravé odvozeni vstupni véty, presnéji
feCeno reverzi tohoto odvozeni: préaci zacne nad vstupni vétou (a — v pricipu — s prazdnym
zasobnikem) a skonCi s praznym vstupem a v zasobniku bude kofen gramatiky (odtud nazev
analyza zdola nahoru. Pravou vétnou formu e Ay bude mit k dispozici tak, ze « A (jako
vysledek dosavadni prace nad x — jiZ pfeCtenou €asti vstupu) je obsah zasobniku (s A na
vrcholu) a y je dosud nepfeCtena (nezpracovand) Cast vstupu. Tedy invarintem vypoCtu
bude vlastnost:

obsah zasobniku zfetézen se zhytkem vstupu v R = prava vétna formav G *)
Ci presngji feCeno, zaCne-li R pracovat nad vstupem, ktery je vétou z L(G), pak:

a Ay je obsah zasobniku zfetézen se zbytkem vstupu
> (%)
a Ay je prava vétna forma.

Rozsifeny PDA R ma kroky dvojiho typu: (1) muze kdykoli ¢ist do zasobniku
vstupni symbol, (2) je-li na vrcholu zasobniku fetéz tvoFici pravou stranu néjakého pravidla
v G, mliZe nahradit v zasobniku tuto pravou stranu odpovidajicim levostrannym netermina-
lem; ze vstupu nic necte. Krok typu (2) nazveme redukci podle pFislusného pravidla. Auto-
mat R bude tedy (opét) nedeterministicky, tj. bude hadat, kdy (postupng) Cist symboly ze
vstupu a kdy a jak redukovat podfetézy v pravych vétnych formach (vrcholové fetézy v za-
sobniku), a to pocinaje vstupnim slovem tak, aby bylo dosaZeno kofene gramatiky, pravé
kdyz vstup je vétou v G.

Dlkaz: Necht G = (N, =, P,S)apolozmeR = ({q,r}, 2, NUXZ U{Ll},68,q, L, {r}),
kde L je nové pfidany symbol a kde § je definovana takto:
1. 5(g,a,¢) = {(q,a)} provdechnaa e ¥,
2. je-li A — «, pak §(q, &, «) obsahuje (q, A) ,
3. 8(q,¢,LS) ={(r,8)}.
Umluva: kazdé nize uvedené odvozeni je pravym odvozenim.
Nyni zformulujme a dokaZzme implikaci “<” v (**). Indukci vzhledem k n tedy
ukazme tvrzeni (vSimnéme si, ze =* jen Fika, Ze ¢ Ay je prava vétna forma— viz imluva):
S =*aAy =" xy = (q,xy, L) F—(,y, LaA) 1)
Béze, tj. n = 0 je trividlni — R neud&la zadny krok.
Predpokladejme, Ze (1) plati pro viechnan’ < n. Pak miizeme psat ¢ Ay = afy =""1 xy.
Mohou nastat 2 pfipady:
Je-liaf € %, pak af = x a (q, Xy, L) F—(q,y, Lap) —(q, y, LaA).
Je-liap ¢ T*, pak Ize psat o = y Bz, kde B je nejpravéjsi neterminal. Podle indukéniho



3.2. ZASOBNIKOVE AUTOMATY 91

predpokladu méme, 7e S =* yBzy =""1 xy implikuje (q, xy, L) F—(q,zy, LyB).
JelikoZ (q, zy, LyB) F—(q, y, Ly Bz) je moZné posloupnost krokii (teni do zasobniku),

dostavame celkem, Ze (1) plati. Kone€né (q, &, L.S) —(r, &, &), atedy L(G) € L(R).

Abychom ukézali obracenou inklusi (tj. implikaci “=" v (**)), dokazme indukci
vzhledem k n tvrzeni

@, xy, L) F=(@,y, LaA) = aAy =* xy @)
Béze indukce, n = 0, plati trivialng.
Pro indukéni krok pfedpokladejme, Ze (2) plati pro vSechna n < m. Pokud symbol na
vrcholu zasobniku je netermindl, pak jisté musel byt posledni krok proveden na zékladé
pravidla redukce (viz bod 2 v definici § automatu R) — na vstupu netermindly nejsou.
MUiZeme tedy psat

@, xy, L) F=—(@@. y, Lap) — (@, Y, LaA),
kde A — B je pravidlo z P. Pokud se v Fetézu af vyskytuje néjaky neterminal, pak dle
induk&niho pfedpokladu mame By =* xy. Celkem tedy dostavame « Ay = aBy =* Xy,
¢imz je (2) dokazéna.

Nyni specializaci (2) dostaneme, Ze (q, w, L) F—(q, &, LS) implikuje S =* w.
JelikoZz R akceptuje w jen pokud (q, w, L) F— (q, &, LS) — (r, ¢, &), dostavame, Ze
L(R) C L(G), atedy celkem L(R) = L(G), ¢imZ je dlikaz ukoncen. O

Priklad 3.56. Méjme Go s pravidlyE — E+T |T, T - T«F | F, F — (E) |i. Pak

rozsiteny PDA z lemmatu 3.55 je P = ({q,r}, {+,*, ), i}, {E, T, F,+,%,(,),i, L},

5,9, L, {r}), kde s je definovéna takto (pFipomerime, Ze vrchol zasobniku piSeme vpravo):
a

q — ga Vae({+,x%,(),i} dlebodul
qE+T = qE dle bodu 2
qT 5 qE dle bodu 2
qT+«F 5 qT dle bodu 2
qF 5 qT dle bodu 2
QE) > gF dle bodu 2
i > gF dle bodu 2
qLE 5 re dle bodu 3

Vsimnéme si, Ze pokud bychom nepfijali konvenci, Ze vrchol zasobniku piseme vpravo,
museli bychom ve vyse uvedené definici funkce 5 misto pravé strany « pravidla z P psat
méné prehledny zrcadlovy obraz «, tj. aR. Z téchZe divodd jsou v akceptujicim vypoctu
pro vstupni slovoi + i =i (viz obrdzek 3.5) konfigurace psany ve tvaru trojic (stav, obsah
zasobniku, vstup) s vrcholem zasobniku vpravo (a to i pro ndzornost ovéreni podminky (*)
z tvodu k diikazu lemmatu 3.55).

Poznamka 3.57. Na obrdzku 3.5 si vsimnéme, Ze posloupnost odpovidajicich pravidel
Z Go pouZitych pri vypocCtu v P je reverzi posloupnosti pravidel pouZitych pfi pravé deri-
vaci vstupni véty v Go. Pokud bychom na zaklad€ této posloupnosti postupné konstruovali
odpovidajici derivacni strom, povsimneme si, Ze konstrukce zacina u jeho (levych) list(i a
jde smérem ke korenu; odtud nézev této techniky — nedeterministickd syntakticka analyza
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krok vypoctu odpovidajici pravidlo z Gg
pro nasledujici krok

@ L, i+i=i) =@, Li, +ixi) F—i

F—(q, LF, +ixi) T—>F

F—(, LT, +i i) E—>T

F—(q, LE, +i*i)

F—(q, LE+, i %)

H—(q, LE +1i, i) Foi

F—(q, LE +F, i) T—>F

F—(@, LE+T, i)

F—(q, LE 4 T, i)

Fo(q, LE +T *i, £) F—i

F—(q, LE+T % F, ) T>TxF

F—(q, LE +T, €) E-E+T

(. LE, €)

-, ¢ g)

Obrazek 3.5: Vypocet automatu P z prikladu 3.56 pro vstupni slovo i + i * i

zdola nahoru. Nedeterminismus se objevuje v téchto dvou zakladnich variantach:

(1) v konfiguracich, kdy PDA ma na vrcholu pravou stranu néjakého pravidla a voli
zda redukovat tuto pravou stranu na odpovidajici netermindl nebo zda Cist ze vstupu — viz
vyse napf. (q, LE + T, i), kde Ize nejen provést uvedené Cteni symbolu ‘*’, ale téZ
redukci dle E — E+T). Tuto situaci nazyvame konfliktem typu ¢teni versus redukce;

(2) v konfiguracich, kdy PDA ma na vrcholu takovy fetéz, Ze jsou mozné alespon
dvé rizné redukce (tj. redukce podle riiznych pravidel); jako pFiklad miZe opét slouZit
vyse uvedena (q, LE + T, i), kde Ize redukovat jak E+T na E, tak i pFiponu tohoto
Fetézu, tj. T, na (shodou okolnosti opét) E . Tuto situaci nazyvyme konfliktem typu redukce
versus redukce.

Variantu (1) Ize obecné charakterizovat existenci jak pravidla A — «, tak i B — of8
(spolu s existenci napfiklad S =*y Az a S =*yBz), kdeZto pro (2) je typicka existence
pravidel A — « a B — B« (spolu napfiklad s S =* yBAz a S =* yBz). Soucasny
vyskyt obou typ(i konflikt( je samoziejmé v konfiguraci PDA téZ mozny.

Co se nedeterminismu tyce, je tedy vidét, Ze zatimco u analyzy shora dol(i se ome-
zuje na pfipad, kdy mame volit, kterou z pravych stran nahradit neterminal na vrcholu

3.3 Vlastnosti bezkontextovych jazyk{

3.3.1 Uzaveérové vlastnosti

V této Casti uvedeme nékteré uzavérové vlastnosti CFL a ukazeme, jak je Ize pouzit k di-
kazu, ze néjaky jazyk je, nebo neni CFL. Diky vztahu CFG a PDA (viz Cést 3.2) Ize v nize
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uvedenych dlikazech pouZit jak bezkontextovych gramatik, tak i zasobnikovych automatd.
V dal$im textu £ zna€i tfidu vSech bezkontextovych jazykl a pfipomerime, Ze pokud neni
feCeno jinak, vzdy pfedpokladame, Ze gramtika je redukovana.

Véta 3.58. L, je uzaviena vzhledem k operaci (1) sjednoceni, (2) zFetézeni, (3) iteraci a
(4) pozitivni iteraci.

Dlkaz: Necht CFL Lj,i = 1, 2 je generovan CFG G; = (Ni, =i, Pi, Si), tj. Li = L(Gi).
Bez Gjmy na obecnosti miiZzeme predpokladat, Ze Ny N Ny = @ (v opaném pFipadé Ize
napfiklad k N2 vytvoFit abecedu dvojnikdl NJ = {A’] A € Np}).

(1) Jazyk L = L1 U L2 je generovan gramatikou
G=(NtUN2U{S}, 21U, PLUP,U{S — S1,S — S3}, S), kde S je novy symbol.
Pak kazda derivace v G musi zaCinat pouzitim bud® S — S; nebo S — Sy, pfiCemz
podminka N1 N N2 = @ zaruCuje, Ze pfi pouziti S — Sp (resp. S — Sp) lze v dalSim
derivovani pouzivat jen pravidlaz Py (resp. P2). Formalni dlikaz, Ze L(G) = L(G)1UL(G)2
(tj. obé inkluse) je ponechan Ctenafi.

(2) Jazyk L = L1.L2 je generovan gramatikou
G=(NtUN2U{S}, X1 U, PLUP,U{S — $15,},S), kde S je novy symbol.

(3) Jazyk L = L] je generovan gramatikou
G = (N1 U{S}, 21, Pt U{S — SS1|¢},S),kde S je novy symbol.

(4) Jazyk L = Ll+ je generovan gramatikou
G=(Np1U{S},X1,PLU{S — SS1 | S1},S),kde S je novy symbol.

Formalni dlikazy ad (2) — (4) jsou opét ponechany Gtenafi. O

Priklad 3.59. UkaZme, Ze jazyk L1 = {@™b™ .. .a™p™ |n>0,m;j > 0,1 <i <n}
je CFL. Staci si uvédomit, Ze L1 Ize obdrZet iteraci jazyka L = {a™b™ | m > 0}, ktery je
CFL, tj. Ly = L*.

Véta 3.60. L, neni uzaviena vzhledem k operacim (1) priniku a (2) doplriku.

Dlkaz: (1) Méjme jazyky L1 = {@"b"c™ | m,n > 1}aly = {@™b"c™ | m,n > 1}.
Oba tyto jazyky jsou CFL (napfiklad L1 je generovan CFG s pravidly S — S1C, S —
aSib | ab,C — Cc | ¢). Kbyby £, byla uzaviena vzhledem k operaci prliniku, pak i
L1 NLy = {a"b"c" | n > 1} musel byt bezkontextovy, coZ vSak neni — viz pfiklad 3.26.
(2) Neuzavienost £, vici dopliiku plyne okam?Zité z jeji uzavienosti na sjednocent,
neuzavienosti na priinik a z De Morganovych pravidel: pro libovolné L1, L plati

L1 NLy =—(—=L1U=Ly),
tj., kdyby £, byla uzaviena na doplnék, musela by byt uzaviena i na préinik — spor. O
Véta 3.61. L, je uzaviena vzhledem k priniku s regularnim jazykem.

Dlikaz: L e L7 znagi, Ze existuje PDA P = (Q1, 3, T, 81,43, Zo, F1), takovy, ze L =
L(P) a R regularni znati, Ze existuje (bez Ujmy na obecnosti deterministicky) konecny
automat A = (Qa, T, 82,02, Fp), takovy, Ze R = L(A). Abychom ukézali, ze L' =
L N R € Ly, sestrojme PDA P’, takovy, Zze L' = L(P’).

Polozme P’ = (Q', %, T, §', 0y, Zo, F'), kde
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1. Q'=Q1xQq,
2. 9y = (a3, q2)
3. F = FirxF a
4. 8" : §'({p,q),a, Z) obsahuje ({p’,q"), ) 4% 81(p, a, Z) obsahuje (p’, ¥) a
82(q,a) =q’
Ziejméplati w € L(P) <= we L(P)NL(R). O

Priklad 3.62. UkaZme, Ze L = {w € {a, b, ¢} | w obsahuje stejny poCet symbol(i a, b, c}
neni CFL. K tomu staci uvazit, Ze L Na*b*c* = {a"b"c" | n > 0} neni CFL, a tedy ani L
neni CFL.

Véta 3.63. L, je uzaviena vzhledem k substituci.

Dlkaz: Necht L € %* je CFL a o takova substituce, Ze pro kazdé a € X plati, Ze
o(@) = La je CFL. Necht' L = L(G) a La = L(Ga) pro kazdé a € X. Bez Gjmy na
obecnosti predpokladejme, Ze abecedy neterminalll véech uvedenych CFG jsou vzajemné
po dvou disjunktni a konstruujme gramatiku G’ takto:

1. netermindly gramatiky G’ jsou sjednocenim neterminalli gramatiky G a neterminalli
vsech Gy,

2. terminaly v G’ jsou sjednocenim terminalli viech G,

3. pravidla v G’ jsou sjednocenim pravidel viech G, spolu s pravidly, ktera vzniknou
takto: ke kazdému A — « v G vytvofime nové pravidlo, které vznikne tak, ze v «
kazdy vyskyt terminalu a nahradime neterminalem S, — kofenem gramatiky G, a

4. kofenem G’ je kofen G.

Formalni dliikaz je opét ponechan Ctenafi. O

Priklad 3.64. Necht’ L je mnoZina slov, ktera obsahuji stejny pocet vyskyti symbolua a
b. Necht’ déle Ly = {0"1"|n > 1} aLp = {wwR| w € (0 + 2)*}.
L Ize generovat CFG G s pravidly
S — aShS | bSaSsS | ¢,
La Ize generovat CFG Gj s pravidly
Sa— 0531101 a
Ly Ize generovat CFG Gy, s pravidly
Sh — 0Sp0 | 2Sp2 | €.
Je-li f takova substituce, Ze f(a) = Ly a f(b) = Ly, pak f(L) Ize generovat CFG
S pravidly
S — SaSShS | SpSSaS | € Sa — 0531101 Sp — 0Sp0 | 252 | €.
JelikoZ {a, b}, {ab}, a* a a™ jsou CFL, pak uzavienost £, na substituci implikuje
uzavrenost na sjednoceni, zfetézeni a (pozitivni) iteraci: sjednoceni Ly U Ly, je substituci
La aLp do {a, b}, podobné zietézeni La.Lp je substituci L a Lp do {ab}a L} je substituci
L, do a*. Tvrzeni véty 3.58 bylo tedy mozné prezentovat jako diisledek véty 3.63.

Disledek 3.65. £, je uzavrena vici (1) homomorfismu a (2) inverznimu homomorfismu.

Dikaz: (1) Homomorfismus je specialnim pFipadem substituce, vici niz je £, uzaviena.
(2) Dlikaz na inverzni homomorfismus plyne z uzavienosti £, na substituci, homomorfis-
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mus a prinik s regularnim jazykem takto: M&jme libovolny homomorfismush : ¥ — A*
ak X definujme abecedu dvojnikil . Déle definujme:

1. substituci o : o(c) = £ ¢X* prokazdé c € A,

2. regulamijazyk Ly = {aw |a e T, w € A*,h(@) =w} a

3. homomorfismush; : (X U A) — T*takto: hi(@ =a proviechna ae X

hi(c) =& provsechna c € A.

Ziejmé plati, ze hy (o (L)NLY) = h=1(L). Soutasné vsak z uzavenosti tidy £, vzhledem
k vyse zminénym operacim (a faktu, Ze téZ jazyk L7 je regularni) plyne, Ze pro kazdy jazyk
L € £ plati hy(o (L) NL]) € L;. Celkem tedy dostavame h=1(L) € L5, coz jsme méli
dokazat. O

Priklad 3.66. Méjme jazyk L = {ww | w € {a,b}*} a ukaZme, Ze L neni CFL. Pred-
pokladejme, Ze L je CFL. Pak ovéem L1 = L Nna*bTa*b™ by byl té7 CFL, ale L, =
{a'biaibl | i, j > 1}, co? je jazyk velmi podobny jazyku L» = {albicid] | i, j > 1}
z prikladu 3.27 0 némz jsme pomoci pumping lemmatu ukézali, Ze neni CFL — pomoci
obdobnych argument( Ize totéZ dokdzatio L.

Pokud bychom k dikazu, Ze L1 neni CFL nechtéli pouZit pumping lemma, Ize L
redukovat pfimo na L, = {albicid} | i, j > 1} takto: Necht’ h je homomorfismus defino-
vany takto: h(a) = h(c) = a a h(b) = h(d) = b. Pak h~1(L1) se skl4d4 ze viech slov
tvaru x1x2X3X4 takovych, Ze x1 a X3 jsou z {a, ¢} a maji stejnou délku a podobné x, a x4
jsou z {b, d}* a maji stejnou délku. Pak oviem h=1(L1) Na*b*c*d* = L,, a tedy kdyby
L1 byl CFL, musel by L, byt rovnéZz CFL, coZ (jak vime z pfikladu 3.27) neni, tudiz ani
L1 nemdiiZe byt CFL.

Priklad 3.67. Na zakladé prikladu 3.66 Ize ukézat, Ze jazyk fragment(i pascalskych pro-
gram L = {begin var w : integer; w := 0; end | w € {a, b} } neni bezkontextovy.
Necht’ h je homomorfismus takovy, Ze h(a) = a, h(b) = b a h(X) = ¢ v ostatnich
pipadech. Pakh(L) = {ww | w € {a, b}™}, a tedy L neni CFL.

V kompilétorech je tato situace FeSena tak, Ze pred vlastni syntaktickou analyzou je
text zpracovan lexikalnim analyzatorem, ktery identifikatory, jejichZ délka neni v definici
jazyka shora omezena, zpracovava tak, Ze je redukuje na dvojici fixni délky, kde prvni
komponenta (kterou bere v potaz syntakticky analyzator) udédva, Ze se jedna o syntaktickou
kategorii ,,identifikdtor; druhd komponenta obsahuje odkaz do tabulky, kde je skutecny
textovy tvar identifikatoru uloZen.

3.3.2 Rozhodnutelné vlastnosti a regularita

Jiz v predchozich Castech jsme ukazali, Ze existuje algoritmus, ktery pro libovolnou danou
CFG G rozhoduje, zda L(G) = @ Ci nikoliv (tzv. problém prazdnosti jazyka je pro CFLs
tedy algoritmicky feSitelny — rozhodnutelny).

Dal$i dilezitou vlastnost jsme ukazali tim, Ze (opét) k libovolné dané CFG G lze
sestrojit (jazykové) ekvivaletni PDA; jinak Ffeceno, mame k dispozici (nedeterministicky)
algoritmus, ktery rozhoduje problém zda w € L(G) Ci nikoliv (tzv. problém pFisluSnosti
slova je v tfidé CFLs rozhodnutelny).
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Nekteré dalsi vlastnosti CFL jsme jiz téz ukazali v pfedchozich ¢astech, mimo jiné
i tzv. Pumping lemma pro CFL, které ndm v nékterych pFipadech (spolu s eventuelnim
vyuZitim uzavérovych vlastnosti) umozni dokazat, Zze dany jazyk neni bezkontextovy. |
nésledujici véty jsou de facto diisledkem Pumping lemmatu pro CFL.

Véta 3.68. Ke kazdé CFG G lze sestrojit Cislam,n takova, Ze L(G) je nekoneCny pravé
kdyZ existuje slovoz € L(G) takové, Ze m < |z| <n.

Dlkaz: Predpokladejme, Ze G je v CNF. Pak dle Pumping lemmatu pro CFL (viz 3.24)
existuji Cisla p, q s vlastnostmi popsanymi v tomto lemmatu. PoloZmem = pan = p+q.

1. «<=: Jestlize z € L(G) je takové slovo, ze p < |z| < p+ q, pak lze psat z =
uvwxy (vx # g)auviwx'y € L(G) pro vdechnai > 0. Tedy L(G) obsahuje nekone&né
mnoho slov tvaru uv' wx'y, je tedy nekoneény.

2. =: Necht’ L(G) je nekonecny. Pak obsahuje i nekonecné mnoho slov délky vetsi
nez p — tuto mnozinu slov ozname M. Zvolme z M libovolné takové slovo z, které ma
minimalni délku a ukaZzme, Ze musi platit p < |z| < p+q.

Kdyby |z] > p + q, pak (opét dle Pumping lemmatu pro CFL) lze z psat ve tvaru
z = uvwxy, kde vx # &, Jvwx| < q a uv'wx'y € L(G) pro viechnai > 0. Tedy
specielné pro i = 0 mame, Ze uwy € L(G) a souCasné |uwy| < |uvwxy|. Pfitom vSak
(diky Juvwxy| > p + g a |[vwx| < q) plati, Ze lJuwy| > (p+0q) —q = p; tedy
uwy € M, coz je spor s volbou z jako slova z M s minimalni délkou. Celkem tedy musi
byt |z| < p+q. O

Poznamka 3.69. NaSe dosavadni poznatky o (ne)prazdnosti a (ne)konecnosti CFL Ize su-
marizovat takto: existuji algoritmy, které pro libovolny dany CFL L urci, zda L je
(a) prazdny, (b) kone€ny, nebo (c) nekonecny.

Algoritmus pro problém ad (a) byl podan v 3.9. Problém ad (b) resp. ad (c) Ize
rozhodovat tak, Ze postupné pro vsechna slova w takova, Ze p < |w| < p+q (a téch je jen
konecné mnoho nad konecnou abecedou X) testujeme, zda w € L(G) Ci nikoliv (pomoci
ekvivaletniho PDA). Pokud nalezme w takové, Ze w € L(G), pak L(G) je nekoneCny,
v opacném prFipadé je konecny.

Nésledujici vlastnost charakterizuje ty CFL, které nejsou regularni a po ni uvedené
tvrzeni ilustruje jednu z aplikaci GNF.

Definice 3.70. Necht’ G = (N, %, P, S) je CFG. Rekneme, 7e G ma vlastnost sebevlo-
Zeni, jestlize existuji A € N au,v € T takova, 726 A =7 uAv. CFL L ma vlastnost
sebevlozeni, jestlize kazda gramatika, ktera jej generuje, ma vlastnost sebevlozZeni.

Véta 3.71. CFL L ma vlastnost sebevloZeni, pravé kdyZ L neni regularni.

Dlkaz: 1.—= (P = Q ukazujeme jako =Q == —P): Je-li L regularni, pak jej lze
generovat regularni gramatikou a Z&dna regularni gramatika vlastnost sebevlozeni nema.

2. <= (opét P <= Q ukazujeme jako =Q <= —P): Necht’ L je generovatelny
néjakou CFG, kterd nema vlastnost sebevloZeni a ukazme, Ze pak L musi byt regularni.
Zminénou CFG lze prevést na gramatiku G = (N, X, P, S) v GNF, ktera opét nema vlast-
nost sebevlozenia L = L(G).
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Oznatme n = card(N) a d = max{|e|; A — ax € P, A € N}. Nyni ukazme
platnost tohoto tvrzeni:
v Zadné levé vétné formé v G nemliZe byt vice nez n - d vyskytl neterminall.  (*)

S - Jeden krok odvozeni
. cesta délky vétsi nez n (od kore-
- "~ ne k nejlevéjsimu neterminalu)
L X

<=<d-1=
<— termindly ——=<— netermindly (>n.d) —=

nejlevéjsi neterminal vétné formy «
Obrazek 3.6: Derivacni strom vétné formy « — gramatika v GNF

Abychom to ukazali, predpokladejme opak, tj. existuje « takové, S =* « je leva
derivace v G a a obsahuje vice nez n - d vyskytd neterminalll. P¥i kaZzdém odvozovacim
kroku se zvysi poCet vyskytl neterminald nejvyse o d — 1, coZ pro nase « znadf, Ze v deri-
vacnim stromu pro « (viz obrazek 3.6) ma cesta od kotene k nejlevéjsimu listu oznacenému
neterminalem (tj. k nejlevéjsimu neterminalu v «) délku vétsi nez n. To vSak znamena, ze
alespori dva z vrcholl na této cesté musi byt oznaceny tymz neterminalem, feknémé A. To
ovsem znaci, Ze A =T uAv, kde u i v jsou neprazdn4, coz je vsak spor s tim, Ze G nema
vlastnost sebevloZeni. Tim jsme dokazali tvrzeni (*).

JestliZe se v libovolné levé vétné formé v G vyskytuje nejvyse n - d neterminald, pak
L (G) lze generovat regularni gramatikou G’ = (N’, %, P’, §'), kde

o N'={(e) |0 € N*, Je| <n-d},
o 5= (S) a
o je-liA—>ane P,ace X, € N* pak (AB) — a({aB) € P’ pro kazdé B takové,

Ze laBl <n-d.

Je zfejmé, Zze L(G) = L(G) a G’ je regularni gramatika. O

Zdlraznéme, Ze existence tvrzeni o vlastnosti sebevloZeni charakterizujici ty CFLs,
které nejsou regularni, rozhodné neimplikuje existenci algoritmu, ktery by umél pro libo-
volny dany CFL jazyk L rozhodovat, zda L tuto vlastnost mé, ¢i nema; v dalSim textu bude
ukéazano, Ze neexistuje takovy algoritmus, ktery by pro L rozhodoval, zda existuje regu-
larni jazyk R takovy, Ze L = R (dokonce neexistuje ani algoritmus, ktery by rozhodoval,
zdaL=3%%).
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3.4 Deterministické zasobnikové automaty

3.4.1 Definice DPDA a jejich zakladni vlastnosti

Definice 3.72. Rekneme, 7e PDA M = (Q, %, T,8,0qo0, Zo, F) je deterministicky (DPDA),
jestlize jsou splnény tyto podminky:
1. provSechnag € Q aZ € I plati: kdykoliv é(q, ¢, Z) # @, pak §(q,a, Z) = ¥ pro
viechnaa € %;
2. prozadnéq € Q,Z € I"'a a € £ U{e} neobsahuje §(q, a, Z) vice nez jeden prvek.
Rekneme, e L je deterministicky bezkontextovy jazyk (DCFL, strucnéji téZ deterministicky
jazyk), pravé kdyz existuje DPDA M takovy, ze L = L(M).

Podminka 1 vylu€uje moznost volby mezi krokem nezavislym na vstupnim symbolu
(e-krokem) a krokem, kdy se ze vstupu Cte. Podminka 2 ¥ika, ze jak v pfipadé Cteciho
kroku, tak i pro e-krok, neexistuje vice nez jedna varianta, jak dale pokracovat.

Lemma 3.73. Ke kaZdému DPDA M lze sestrojit DPDA N takovy, Ze Le(M) = L(N)

Dlkaz: Tvrzeni se dokaZe stejné jako analogické tvrzeni véty 3.39, Cast 2. (=). Z uve-
dené konstrukce je okamZzité vidét, Ze je-li dany M deterministicky, pak i N simulujici
jeho €innost je deterministicky. O

Poznamka 3.74. Poznamenejme, Ze obracené tvrzeni k tvrzeni 3.73 obecné neplati (di-
vody, jak uvidime, jsou Cist€ technického, formalniho charakteru). Po vyprazdnéni zasob-
niku nemiiZe totiZ Zadny PDA (a tedy i DPDA) pokracCovat ve vypoctu. Mame-li tedy déan
takovy jazyk L, Ze existuje slovou € L atéZuv € L,v # &, pak kaZzdy DPDA M
akceptujici prdzdnym zasobnikem musi po precteni u akceptovat zastavenim s prazdnym
zdsobnikem. TatdZ situace vSak nastane, dame-li automatu M na vstup slovo uv: pak M
toto slovo nem(iZe docist do konce, a tedy M neakceptuje uv, tedy nerozpoznava L. Prikla-
dem takového jazyka je dokonce konecny (tedy v Chomského hierarchii regulérni) jazyk
{a, aa}. Pokud naopak L vyse uvedenou vlastnost nema (tj. neexistuje slovou € L ta-
kové, Ze rovnéZ uv € L,v # &), pak Fikdme, Ze L je bezprefixovy; z tohoto divodu
tedy DPDA akceptujici prazdnym zasobnikem nemohou rozpoznavat jazyky, Které nejsou
bezprefixové. Poznamenejme, Ze {a"b"| n > 1} je prikladem bezprefixového CFL — tedy
rozpoznatelny DPDA prdzdnym zasobnikem. Zkonstruujte jej! (srv. pfiklad 3.41)

Je zfejmé, Ze ani technika “testu dna zasobniku” problém v pFipadé DPDA nefesi —
determinismus neumoZriuje hadat, zda byl jiZz pfecen posledni symbol ze vstupu. Povsim-
néme si vsak, Ze pro kazdy L € X* a ¢ ¥ je jazyk L.{-} bezprefixovy (symbol - hraje
roli eof, pokud vstup chdpeme jako soubor - file).

V dal$im textu tedy budeme u kaZdého DPDA predpokladat, pokud nebude FeCeno
jinak, Ze ke konci vstupniho slova je pfidan znak (tzv. prava koncova znacka)1¢ X. For-
malni definici DPDA s pravou koncovou znackou (na vstupu) pfenechavame cCtenéfi jako
cvicent.

Definice 3.75. Rekneme, Ze rozSifeny PDA M = (Q, X, T, 8, qo, Zo, F) je determinis-
ticky (DPDA) jestlize jsou splnény tyto podminky:
1. Prozadndq € Q,ae X U{e} a y € I'* neplati card(5(q, a, y)) > 1.
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2. Je-li 8(g,a,) # 0,8(q,a,8) # ¥ a o # B, pak ani « neni predponou S ani g
neni prfedponou «.

3. Je-li 6(g,a,) # 3,8(q,6,B) # ¥ a o # B, pak ani @ neni pfedponou B ani
neni predponou «.

Poznamenejme, Ze podminky 2 a 3 jsou formulovany vzhledem ke konvenci, ze
v konfiguracich piSeme vrchol zasobniku vlevo, tj. «, 8 jsou vrcholové Fetézy v zasob-
niku. PFi konvenci s vrcholem zasobniku vpravo bychom museli v podminkéch 2 a 3 misto
“predpona” pouzit “pfipona”.

Z definice 3.75 je vidét, ze ve specialnim pripadé, kdy rozsifeny PDA je “obycej-
nym” PDA, uvedend definice souhlasi s definici 3.72. Poznamenejme téZ, Ze pokud je
konstrukce z dlikazu lemmatu 3.45 aplikovana na rozsiteny PDA P, pak vysledkem bude
DPDA kdyZ a jen kdyZ P je rozsifenym DPDA.

Definice 3.76. (normalni forma (D)PDA) Rekneme, 7e DPDA M = (Q, =, T, 8, qo,
Zo, F) je v normalni formé jestlize plati: je-li 5(q,a, X) = (p, y), pak bud’ (a) y = ¢
nebo (b) y = X nebo (c) y =Y X pronéjaké Y € I'.

Identicky Ize definovat normalni formu i pro (nedeterministicky) PDA. Uvedena nor-
malni forma tedy poZaduje, aby jediné povolené operace nad zasobnikem byly odstranéni
vrcholového symbolu ze zasobniku (viz podminka (a)) nebo pfidani jednoho symbolu na
vrchol zasobniku (viz podminka (c)); podminka (b) povoluje zménit pouze vnitini stav, a
to bez zmény zéasobniku.

Nésledujici dvé lemmata dokazuji, Zze k libovolnému DPDA (resp. i PDA) lze se-
strojit ekvivaletni DPDA (resp. PDA) v normalni formé (dlikazy pro PDA jsou kopiemi
dlikazdi pro DPDA a nejsou tedy uvedeny). Prvni lemma Fika, Ze v Zadném kroku DPDA
nemusi ukladat na z&sobnik vice nez jeden symbol, protoZze namisto ulozeni fetézu sym-
bolli je mozné tento Fetéz uloZit na zasobnik postupng, symbol po symbolu, a to pomoci
g-krokd. Navazujici druhé lemma jiz konstruuje DPDA v normalni formé, tj. ukazuje na-
vic, Zze DPDA nikdy neméni vrcholovy symbol — nanejvy$ nad néj jeden symbol pfida
(tedy pokud vrcholovy symbol neni pfimo odstranén). Témto zménam vrcholového sym-
bolu se vyhneme tim, Ze DPDA si bude pamatovat vrcholovy symbol v konec¢né stavové
Fidici jednotce a poZadované zmény se budou odehravat pouze v ni.

Lemma 3.77. Ke kaZdémuDPDA M = (Q, X, T, 6, qo, Zo, F) existuje s nim ekvivaletni
DPDAN = (Q', =, T, 6, qo, Zo, F) takovy, Ze je-li 8'(q, a, X) = (p, y), pak |y| < 2.

Dikaz: Je-li §(q,aX) = (p, y) takové, Ze |y| > 2, oznatme y = Y1...Yp, pro néjaké

n > 3. Pfidejme nové nekoncové stavy p1, ..., pn—2 @ poloZme
8'(g,a,X) = (p1,Yn-1Yn),
8'(pi, & Yn-i) = (Pi+1, Yn-i-1,Yn—i) pro1<i<n-3 a
8'(pn—2,€,Y2) = (r,Y1Y2)

Automaty M a N jsou evidentné ekvivaletni — jediny rozdil je v tom, Ze pokud je A/ ve
stavu g a ma p¥i ¢teni symbolu a nahradit vrcholové X fetézem y = Y; ... Y, a nabyt stavu
r, pak to neucini v jednom kroku, ale v n — 1 krocich. O
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Lemma 3.78. Ke kaZzdému DCFL L existuje DPDA M = (Q, =, T, 8, o, Zo, F) v nor-
malni formé takovy, Ze L = L(M).

Dllkaz: Necht' L = L(M") pronéjaky DPDA M’ = (Q’, &, I, ¢§’, dg» Xo, F") splfiujici
podminky kladené na automat A~ lemmatu 3.77. Sestrojime M, ktery bude simulovat
¢innost M’ tak, Ze vrcholovy symbol automatu M’ se bude uchovavat v mnoziné stav
automatu M.

Polozme Q = Q" x I'', do = [qy, Xol, F = F' x T, T' =T U {Zo}, kde Zo je
novy symbol a definujme § takto:

1. je-li§’(g,a, X) = (p, ¢), pak VY € I'" polozme §([q, X],a,Y) = ([p, Y], &),

2. je-lis’(q,a, X) = (p,Y), pak VZ € T polozme §([q, X],a,Z) = ([p, Y], Z),

3. je-lis’(g,a, X) = (p,YZ),pak VW € I'" polozme §([q, X],a, W) = ([p, Y], ZW).
Bod 1 Fika, Ze pokud M’ odstrani vrcholovy symbol, pak M téZ odstrani vrcholovy symbol
s tim, Ze novy vrchol si zapamatuje ve své mnoZiné stavl. Bod 2 Fika, Ze pokud M’ zméni
svij vrcholovy symbol, pak M zaznamenava tuto zménu pouze v mnoziné stavdl. Konecné
3 Fika, ze pokud zésobnik u M’ roste, pak M si odlozi pFislusny symbol na svij zasobnik.

Nyni se snadno ovéfi (indukci vzhledem k poctu krok{ automatu), Ze plati:

(h> w, Xo0) b (@, &, X1X2... Xn) <
([4g, Xol, w, Zo) = (9, X1l, &, X2 X3 XnZo). Tedy L(M) = L(M). O

3.4.2 Uzavérové vlastnosti deterministickych jazyk{

V Ttadé (i praktickych) aplikaci je tfeba zjistit, zda dany jazyk L je (anebo neni) DCFL.
K dlikazu, Ze je DCFL sta¢i nalézt odpovidajici DPDA (alternativné Ize zkonstruovat néja-
kou tzv. LR gramatiku, kterymi se zde vSak nezabyvame). Obracena situace, kdy chceme
Zit pumping lemma, ale €asto L miZe byt CFL, ale ne DCFL. JelikoZ neni zndmo zadné
pumping lemma, které by platilo specieln€ pro DCFL, musime se spolehnout jen na uzaveé-
rové vlastnosti. Nastésti DCFL jsou uzavieny na nékteré operace, napfiklad vGci dopliiku,
na néZ CFL obecné uzavfeny nejsou. V dalSim textu se na tfidu vSech deterministickych
bezkontextovych jazykl odvolavame jako na “tfidu DCFL”.

Véta 3.79. Trida DCFL je uzaviena vzhledem k priiniku s regularnim jazykem.
Dilkaz: Konstrukce DPDA akceptujiciho priinik CFL L a regularniho jazyka R je iden-
ticka s konstrukci z diikazu véty o uzavienosti tfidy CFL vi&i priiniku s regularnim jazykem

(viz 3.61) —je-li M rozpoznavajici L deterministicky, je téZ determistickym i konstruovany
zasobnikovy automat rozpoznévajici L N R. O

Véta 3.80. Trida DCFL neni uzavrena vzhledem k operaci priniku.

Dilkaz: Snadno se nahlédne, Ze jazyky L1 a Ly v Gasti (1) diikazu véty 3.60 o neuzavre-
nosti CFL v0ci prliniku jsou deterministické. O

Nyni budeme chtit ukézat, Ze tfida v8ech DCFL je uzaviena viici operaci dopliku.
V dlikazu téZe vlastnosti pro regularni jazyky jsme jednoduse zaménili koncové a nekon-
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cové stavy v odpovidajicim deterministickém kone¢ném automatu. AvSak u DPDA tato
technika nenf takto pfimocare pouziteln4, a to hned ze dvou dlivodad.
1. DPDA M nemusi vzdy doCist vstupni slovo aZ do konce, a to z téchto dlvodu:
(@) M se dostane do takové konfigurace, Ze dalsi krok neni definovan nebo
(b) M se dostane do nekonecného cyklu -krokd, kdy pouze pracuje s (kone ¢nym)
obsahem z&sobniku, aniz by Cetl ze vstupni pasky. Jinak feCeno, déla pouze e-
kroky, pficemz bud’
i.  jeho zasobnik neomezené roste nebo
ii.  zasobnik neroste neomezeng, ale jeho obsah “cykli”, tj. po jistém poCtu
krok{ se jeho obsah opakuje.
Pokud M nedocte slovo az do konce, pak toto slovo neni akceptovano a potiz
v téchto pfipadech spociva v tom, Ze po pouhé z&méné koncovych a nekoncovych
stavll by takto modifikovany DPDA opét slovo nedocetl, tj. nepfijal.
2. DPDA M sice docte slovo az do konce, ale pak mlze jesté provést jistou posloupnost
e-krokd, pFi které prochazi jak nekoncovymi, tak i koncovymi stavy. Zde je problém
v tom, Ze pokud M takto akceptuje, pak po zaméné koncovych a nekoncovych stavil
by modifikovany DPDA opét slovo akceptoval.
Nasledujici lemma 3.81 odstrafuje problémy typu 1, problém 2 je FeSen ve véte 3.82.

Lemma 3.81. Ke kaZdému DPDA M existuje ekvivalentni DPDA M, ktery pfeCte kaZdé
vstupni slovo aZ do konce.

Dilkaz: PotiZ ad 1a odstranime celkem snadno. Pokud by M nedocetl slovo proto, Ze
vyprazdni svlij zasobnik, pouZijeme techniku “test dna zasobniku” (viz diikaz véty 3.39 a
poznamka 3.40), tj. M’ bude mit své vlastni dno Z ; nad néjz si ulozi dno Zo simulovaného
automatu. Jestlize M vypréazdni sviij zasobnik, M’ je schopen Eist své lokalni dno Z; a
na zakladé toho prejde do nové pfidaného (nekoncového) stavu d, v némz docte vstup az
do konce. Rovnéz pro kazdou kombinaci stavu, vstupniho symbolu (vEetng ¢) a vrcholu
zasobniku, pro kterou neni definovan dalSi krok, dodefinujeme tento krok pfechodem do
stavu d.

Problémy ad 1b vyZaduji ponékud vice Usili. Oznatme s = card(Q), t = card(I") a
r = max{ly|; §(p,e,2) = (p,y),p,p € Q,Z € T'} — 1. Tedy r udava maximum, o
kolik symbold se miZe zasobnik zvétsit pri jednom e-kroku. Nyni ukaZzme platnost tohoto
tvrzeni:

zasobnik neomezené roste pfi e-krocich <— @)

b&hem néjaké posloupnosti £-krokl se jeho délka zvétsi o vice nez r.s.t
(*) = : evidentni (roste-li zasobnik nade vSechny meze, pak vzroste i o vice nez r.s.t).
(*) <= : jestlize béhem néjaké posloupnosti s-krokd zasobnik povyroste o vice nez r.s.t,
pak lze z této posloupnosti konfiguraci vybrat (pod)posloupnost vSech konfiguraci tako-
vych, Ze pfi pfechodu od i-té k i 4+ 1-ni konfiguraci zasobnik vzroste nad Groven, kterou
mél v i-té konfiguraci (rostouci posloupnost vzhledem k délce zasobniku). Tato vybrana
posloupnost ma jisté délku vetsi nez s.t (viz vyznam konstantr, s, t).
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vyska zasobniku

Obrazek 3.7: Vybrana podposloupnost konfiguraci pfi e-krocich

To oviem znaci, Ze mezi vybranymi konfiguracemi existuji alespon dvé konfigurace
k1 a ko, které se shoduji svym stavem a svym vrcholovym symbolem, pficemz délka zasob-
niku je v ko vEtSinez v ki —viz obrazek 3.7. JelikoZ M je deterministicky, pak posloupnost
krokd, kterou provadél mezi ky a ko, bude délat i nadéle, a to ad infinitum. Tedy zasobnik
poroste nade vSechny meze, ¢imz jsme dokazali tvrzeni (*).

K detekci chovani typu 1(b)i staci tedy kontrolovat, zda se béhem n€jaké nepretrzité
posloupnosti e-krokll nezvétsi délka zasobniku o vice neZ r.s.t. Tuto kontrolu zabezpecime
tak, Ze do konecné stavové Fidici jednotky pfidame ¢ita€ c1, ktery mdZe nabyvat (kone¢né
mnoha) hodnot z intervalu (0, r.s.t) a s nimz simulujici M’ pracuje takto:

e kdykoli se precte symbol ze vstupu, c1 se nastavi na 0;

e pri kazdém e-kroku se cl zvétSi/zmensi o hodnotu, o kterou se zvétSila/zmensila
délka zasobniku;

e misto zapornych Cisel ¢1 nabyva hodnoty 0;

e pokud by mél c1 nabyt hodnoty vétsi nez r.s.t, pak simulujici M’ pfejde do “zachyt-
ného stavu d (nové pridany nekoncovy stav — viz tento diikaz, ¢ast ad 1a), v némz
docte vstup az do konce.

Tim je tedy odstranén problém ad 1(b)i.

Nyni se zabyvejme moznostmi detekce situaci ad 1(b)ii, tj. kdyZ béhem nekonecné
posloupnosti s-krokd zasobnik neroste neomezeng. Jinak feceno, jeho délka nepfesahne
urcitou mez. V pribéhu této posloupnosti zasobnik nemize vzrist o vice nez r.s.t, jinak
by totiZ rost nade vSechny meze — viz tvrzeni (*). Necht’ tedy p¥i této posloupnosti -krokii
zasobnik nikdy neklesne pod Urovefi h, a tedy nikdy nevzroste nah drovei h + r.s.t. To
vsak znati, ze nejpozdéji za s.(t + 1) krokd se musi dostat do alespofi dvou konfiguraci,
které se shoduji svym stavem i (celym) obsahem zé&sobniku nad hranici h.
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Pro detekci chovani typu 1(b)ii tedy pfidame dalsi ¢ita c2, ktery mlze nabyvat
hodnot z intervalu (0, s.(t + 1)"$!) a ktery bude uchovavat pocet provedenych e-krokd:
jestlize bude vynulovan Citac c1, nastavime na 0 i ¢itac c2 a pfi kazdém s-kroku zvétSime
c2 o jednic¢ku. Pokud by mélo dojit k preteceni c2, prejde simulujici DPDA M’ opét do
zachytného stavu d, v némz docte vstup az do konce.

Formalni popis simulujiciho M’ roz§ifeného oproti M o moZnost testu dna (tj. novy
pocatecni stav, noveé dno zasobniku Z ; a zachytny stav d) a o Citace c1 a c2 je vynechan a
Ize jej nalézt v doporucené literature. O

Véta 3.82. Trida deterministickych bezkontextovych jazyk je uzaviena vici dopliiku.

Dikaz: Mégjme libovolny DCFL L a bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, ze L =
L (M), pro néjaky DPDA M = (Q, =, T, 8, go, Zo, F) spliujici podminky lemmatu 3.81.
Sestrojme DPDA M, ktery ma rozpoznavat doplnék jazyka L.

Idea konstrukce: M’ bude simulovat ¢innost M, pficemz musime mit na zfeteli problém
2 uvedeny v diskusi pfed lemmatem 3.81. Stavy budou nyni dvojice z Q x {p, n, f}, kde
smyslem druhé komponenty ve stavu [q, ] je zaznamenat mezi dvéma tecimi kroky (které
mohou byt proloZeny posloupnosti e-krokd), zda M prosel ¢i neprosel koncovym stavem.
Pokud M prosel od posledniho Eteni vstupniho symbolu koncovym stavem, pak = = p,
v opatném pfipadé x = n (neproSel koncovym stavem).

Je-li druha komponenta p a M ¢te vstupni symbol, pak M’ simuluje krok automatu
M a v zavislosti na tom, zda M se timto krokem dostal do koncového €i nekoncového
stavu, M’ aktualizuje svoji druhou komponentu na p €i n.

Je-li druhd komponenta n, pak M’ nejprve zméni n na f a pak simuluje krok au-
tomatu M a opét aktualizuje svoji druhou komponentu na p €i n v zavislosti na tom, zda
novy stav M je Ci neni koncovy.

Formalné definujme DPDA M' = (Q', X, T, 8, g5, Zo, F'), kde

1L Q ={l9.#11q€Q.*e{p.n, f}},
5 o — { [do. p1 je-lido € F,
Oy = -
[do.n] je-ligo ¢ F,
3. F'=1{[q. fllq e Q},
4. 8 jeproviechnaqg,q’ € Q a a € X definovana takto:
(@ Jelis(@, e, 2)=1(q',y), pak
8'(lg, pl.e, Z) =(q', pl,y) a
(g’ pl.y) Je-liq'eF,
(la".nl.y) je-liq" ¢ F,
(b) je-lis(g,a,Z)=1(q’,y), a € X, pak
5'(fq.nl.e, 2) = ([q, f1.2) a

8'(19, pl.a, 2) =48'(lq, fl.a, 2) =

8'(lg,nl, &, 2) = {

({a’, pl.y) jeligq' eF,
({a’.,nl,y) jeliq" ¢ F.

UkaZme nyni, Zze L(M") je dopliikem L(M). Necht’ ajaz ...an € L(M). Pak M
vejde do koncoveho stavu (nékdy) po precteni an. V tomto pFipadé bude druha kompo-
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nenta M’ nastavena na p (a to predtim, neZ by M’ mohl Cist néjaky vstup za an). Tedy
M’ nebude akceptovat, tj. schopen vejit do stavu s druhou komponentou f (pokud a, je
poslednim vstupnim symbolem).

Je-linaopakajay . ..an ¢ L(M), pak (dle lemmatu 3.81) M’ po pFecteni a, musi po
jisté dobe€ prestat délat s-kroky a chtit Cist dalSi vstupni symbol. V této situaci je vSak druha
komponenta M’ rovnan, protoZze ajaz . . .an ¢ L(M). Na zakladg pravidla 4b v definici &’
bude M’ akceptovat (a to pfed eventuelnim pokusem o &teni dalSiho vstupniho symbolu).
Celkem tedy L(M') = =L (M). O

DUsledek 3.83. KaZdy DCFL je akceptovan néjakym DPDA, ktery v koncovém stavu ne-
déla zadné e-kroky.

Dlkaz: Tvrzeni je implicitné obsaZeno v dilkazu vyse uvedené véty 3.82 — v zadném
koncovém stavu (tj. s druhou komponentou rovnou f) neni mozny zadny e-krok (5§’ nenf
pro tento pfipad definovana). O

Disledek 3.84. Trida DCFL neni uzaviena vzhledem ke sjednocent.

Dilkaz: Plyne okamZité z uzavienosti DCFL v{¢i dopliiku (viz véta 3.82), neuzavienosti
v{iCi priniku (viz véta 3.80) a De Morganovych pravidel. O

Priklad 3.85. Uzavrenosti DCFL vici dopliiku Ize nékdy vyuZit k dikazu, Ze dany CFL
neni deterministicky.

UkaZzme, L = —{a"b"c" | n > 1} neni DCFL. Rozborem po pfipadech, kdy w ¢
{a"b"c" | n > 1}, se snadno nahlédne, Ze L je CFL: pFipad w ¢ a*b*c* je popsatelny
pomoci regularniho jazyka — ty jsou uzavieny vzhledem ke dopliiku; pFipady typu, kdy
w € a*b*c*, ale pocet symbolii a je riizny od poctu symboliib atd jsou popsatelné pomoci
CFL/PDA. Diky uzavienosti CFL na sjednoceni dostavame, Ze L je CFL. L vsak nemiiZe
byt DCFL: kdyby tomu tak bylo, pak by (diky uzavienosti na doplnék) musel byt DCFL i
jazyk =L = {a"b"c" | n > 1}, ktery vSak neni ani CFL.

Podobné Ize ukazat, Ze napriklad ={ww | w € {a, b}*} je CFL (sestrojte nedetermi-
nisticky PDA), ktery vsak neni DCFL.

Dusledek 3.86. TFida DCFL tvori viastni podtfidu tFidy bezkontextovych jazykd.

Dlkaz: Viz L = —{a"b"c"| n > 1} z pravé uvedeného pfikladu 3.85. O



Kapitola 4

Turingovy stroje a jazyky typu 0

Cilem této kapitoly je definovat a prozkoumat vlastnosti nejsilnéjSiho z doposud uvazo-
vanych vypocetnich model&i — Turingova stroje. Je pojmenovan podle matematika Alana
Turinga, ktery ho v roce 1936 definoval. Turingliv stroj dokaZe realizovat libovolny proces,
ktery Ize intuitivné nazvat algoritmem. Ve skute€nosti, jak ukazeme pozdgji, je smysluplné
definovat pojem algoritmicky feSitelny pravé jako feSitelny Turingovym strojem.

4.1 TuringQv stroj: model a jeho definice

Neformalni popis

Turingliv stroj byl navrZen dlouho ptedtim, neZ se objevil prvni poCitac. Motivaci pro jeho
definici byla snaha presné rozliSit co je a co neni vycislitelné, tj. co lze a co nelze efek-
tivné vypocitat. Z toho vyplynuly zékladni poZadavky: zaprvé, kazdy vypoCet se musi dat
reprezentovat kone¢nym zplisobem. Zadruhé, vypocet se ma skladat z diskrétnich krokd,
priCemz kazdy z nich je mechanicky realizovatelny.

Turinglv stroj (anglicky Turing machine, zkracen& TM) ma kone€nou mnoZinu stavtl

Q, pasku, ktera je rozdélena na jednotliva policka, a hlavu, ktera se miiZze po pasce pohybo-
vat doleva a doprava, Cist a zapisovat symboly. Na kazdém poliCku pasky je zapsan pravé
jeden z kone€né mnoha paskovych (pracovnich) symbold.
Paska je jednosmérné nekonecna. Na nejlevéjsim (nultém) policku je zapsan specialni sym-
bol >, oznaCujici levy konec pasky. Na zacatku vypoctu je na prvnim az n-tém, n > 0,
policku pasky zapsan vstupni Fetéz (vstupem tedy mize byt i prazdny Fetéz). Ostatnich
nekonecné mnoho poli¢ek napravo od vstupu je prazdnych — tuto skutecnost vyjadfime
pomoci specialniho znaku L.

Vypoctet zacina v poCatecnim stavu qo, pricemz hlava snima nulté poli¢ko obsahujici
levou koncovou znacku . Krok vypoctu spociva v tom, Ze stroj v zavislosti na momental-
nim stavu a symbolu snimaném hlavou

1. zméni svdj stav (Ci presngji mize zménit),
2. zapiSe symbol na policko snimané hlavou (€imz pFepiSe symbol, ktery tam byl za-

psan predtim) a

3. posune hlavu o jedno policko doprava, nebo doleva.

105
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b o nekonecna

>l a | b |a/|l6b o
vstupni paska

Cteci/zapisova hlava

kone€né stavova

Fidici jednotka

Obrézek 4.1: Turinglv stroj

Zplisob, jakym se ma zménit stav, prepsat symbol a posunout hlava, pfedepisuje pfecho-
dova funkce §. Stroj akceptuje vstupni fetéz, pravé kdyz pfejde do specidlniho akceptuji-
Ciho stavu Qaccept. Stroj zamita praveé kdyz prejde do specialniho zamitajiciho stavu greject.
Na nékterych vstupech miliZze vypocet béZzet nekonecné dlouho, aniz by stroj vstupni slovo
akceptoval, nebo zamitnul. V takovém pfipadg fikdme, Ze stroj pro dany vstup cykli.

Formalni definice Turingova stroje

Formalné, Turingdv stroj (TM) je 9-tice M = (Q, =, T, >, L, 8, 0o, Gaccept » Areject) Kde:

e Q je konecna mnozina stavd;

e X je konetna mnoZzina vstupnich symbold;

e [ je kone¢na mnozina paskovych (pracovnich) symbol{, obsahujici jakou svou pod-

mnozinu abecedu X;

e > €I\ X je leva koncové znacka;

e LI e '\ T je symbol oznaCujici prazdné policko;

e 5:(Q\ {Taccept, Oreject}) x I' = Q x I" x {L, R} je totalni pfechodova funkce;

e (o € Q je pocatetni stav;

o Jaccept € Q je akceptujici stav;

e Oreject € Q je zamitajici stav,
Navic poZadujeme, aby Turinglv stroj nikdy nepfepsal levou koncovou znacku jinym sym-
bolem a aby nikdy neposunul svou hlavu vlevo od policka obsahujiciho levou koncovou
znaCku. Formalné, pozadujeme aby pro kazdé q € Q existoval stav p € Q takovy, ze

8(g,>) = (p, >, R).

MnoZzina stavll spolu s pfechodovou funkci se nékdy souhrnné oznacuije jako Fidici jednotka
Turingova stroje.
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Konfigurace a vypocet

Abychom mohli pfesné definovat pojem vypoctu, potfebujeme, podobné jako u zasobniko-
vych resp. koneénych automatd, definovat nejdfive pojem konfigurace. Konfigurace obsa-
huje kompletni informaci 0 momentalnim stavu vypoctu Turingova stroje, tj. o stavu Fidici
jednotky, o poloze hlavy na pasce a o obsahu pasky. V libovolném okamZziku vypoctu je
na pasce zapsan fetéz tvaru yL”, kde y € I'* (ma konecnou délku!) a symbol L znaci
nekonecny Fetéz

Oy I

I kdyZ paska Turingova stroje je nekonecna, dokazeme vzdy jeji obsah jednoznacné popsat
koneCnym Yetézem: stali totiz specifikovat obsah neprazdnych policek (a téch je konetné
mnoho).

Formalné, konfigurace je prvek mnoziny Q x {yu® | y € I'*} x Np. Konfigurace
(g, z, n) specifikuje, Ze Turingliv stroj je ve stavu ¢, obsah pasky je z a hlava snima n-té
policko zleva, n > 0.
Pocatecni konfigurace stroje M pro vstup w € * je konfigurace

(qo, >wU”, 0).
Akceptujici konfigurace je kazda konfigurace tvaru

(Gaccept» Z, N),

kdez € T*, n € INy. Podobné zamitajici konfigurace je kazda konfigurace tvaru

(Oreject» Z, N).

Na mnoziné vSech konfiguraci Turingova stroje M definujeme binarni relaci krok
vypoCtu, oznacujeme |——. Pro libovolny fetéz z (i nekonecny) nad abecedou I, necht’ z,
oznaCuje n-ty symbol Fetézu z (zo oznaCuje nejlevéjsi symbol fetézu z). Déle necht’ s (z)
oznacuje Fetéz, ktery ziskame tak, Ze v z nahradime symbol z, symbolem b. Pak relace

t— e definovana predpisem

@.sp(@),n+1) prod(p,zn) =(Q,b,R)

(p,Z,n)IT { (q’sg(z)’n—l) pl’O(S(p,Zn):(q’b’ L).

Analogicky jako v 3.37 definujeme |—— a < resp. - a .
Vypocet Turingova stroje M na vstupu w je posloupnost konfiguraci Ko, K1, Kz . ..
takovd, Ze
e Ko je pocéteni konfigurace stroje M pro vstup w a
o K;j 'T Kit1 pro vSechnai > 0.
Vypocet mliZe byt konecny ale i nekonecny.
Stroj M akceptuje vstupni fetéz w € X* pravé kdyz vypocet M na w je konecny a
posledni konfigurace vypoctu je akceptujici, tj. pravé kdyz

(o, >wU?, 0) % (Gaccept, Z, N).
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Stroj M zamita vstupni fetéz w € T* pravé kdyz vypocet M na w je konecny a posledni
konfigurace vypoCtu je zamitajici, tj. pravé kdyz

(o, >wLI?, 0) b (Creject Z, N)-

Stroj se zastavi na vstupu w pravé kdyZz vypocet M na w je konecny, tj. pravé kdyz M
akceptuje anebo zamitd w. Samoziejmé, miZe nastat situace, kdy vypodet M na w je
nekonecny, tj. stroj vstupni Fetéz ani neakceptuje, ani nezamita. V takovém pfipadé fikame,
Ze stroj pro vstup w cykIi.

Turingliv stroj se nazyva Gplny, pravé kdyz se pro kazdy vstup zastavi.

Jazyk akceptovany Turingovym strojem M oznacujeme L (M) a definujeme jej jako
mnozinu fetézl, které M akceptuje, tj.

L(M) = {w € T* | M akceptuje w}.

Specialng, jestlize M je Gplny, pak fikame, Ze jazyk L(M) je rozhodovany strojem M
nebo Ze stroj M rozhoduje jazyk L (M).

Priklad 4.1. Navrhnéme Turingdv stroj rozhodujici jazyk L = {a"b"c" | n > 0}, ktery
neni bezkontextovy. Stroj nejdfive posouva svou hlavu aZ na konec vstupniho fetézu a
kontroluje, zda Fetéz zapsany na pésce je tvaru a*b*c*. PFitom vibec neméni obsah pasky
(formalné: zapiSe vZdy ten symbol, ktery precetl). Poté, co hlava precte prvni prazdné po-
licko (formalné: policko obsahujici symbol L), zacne se posouvat doleva aZ na levy konec
pasky. Nasleduje cyklus, ve kterém hlava ,,vymaze* (pFepiSe symbolem X) jeden symbol
a, jeden b, jeden c a vrati se na levy konec pdsky. Pokud vstupni fetéz patfi do jazyka L,
stroj nakonec vymaZze na pasce vsechny symboly a, b, ¢ a akceptuje. VV opacném pripadé
vstup zamitne.
Necht M = (Q, 2,T, >, U, 8, do, ga, dr), kde

Q = {do, 01. 42, 43, G4, 9s, U6, a, Or },

¥ ={a,b,c},

r=XuUf{>,u, X}.
Prechodova funkce je urcena touto tabulkou:

> a b c W X
do | (Qo,>,R) (go,a,R) (g1,b,R) (g2,¢,R) (g3, U, L) -
a1 - @r,——) (@b,R) (g2,¢,R) (g3, u,L) -
a2 - @, —,—-) @.,—,—-) (@.cR) (g3 u,L) -

gz | (4,>,R) (gs,a,L) (g3, b,L) (g3,c,L) (g3, u, L) (g3, X, L)

q4 - (q5v Xv R) (ql'v ) _) (er ) _) (qav ) _) (q4v Xv R)
q5 - (q57 a, R) (q6, X’ R) (qr, ) _) (qr, ] _) (q57 X’ R)
q6 - - (q6, b’ R) (q3’ X, L) (qr, ] _) (q6, X’ R)

Symbol “~” v tabulce vyjadFuje, Ze neni podstatné, co se zapiSe na uvedené misto (miiZzeme
tam doplnit cokoli vyhovujici definici). Viypocet stroje M na vstupu ab?c? je
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1

(o, >>aabbccu®, 0) li (o, >aabbccu®, 1) li (o, >>aabbccu®, 2) —

(0o, >aabbccu®, 3) li (q1, >aabbccu®, 4) li (g2, >aabbccu®, 7) li

2

(g3, >>aabbccu®, 6) IL (g4, >aabbccu®, 1) |i (g5, > XabbccL?, 2) [

(g, >XaXbce®, 4)  F (g3, >XaXbXcu®, 4) | (qa, >XaXbXcu?, 1)

(Gs, >XXXbXcL®, 3) 2 (gs, >XXXXXCU?, 5) F—(gs, >XXXXXXL?, 5)
(Ga, >XXXXXXU, 1) o (ga, >XX XXX XL, 7) = (Ga, > X XXX XXL?, 7)

Rekursivni a rekursivné spocetné jazyky
Jazyk L € ¥* nazyvame

rekursivné spocetny (Recursively enumerable, RE) pravé kdyz L = L (M) pro néjaky

Turinglv stroj M;

rekursivni (Recursive, Rec) pravé kdyz L = L (M) pro néjaky tuplny TM M.
Ke kazdému rekursivnimu jazyku L existuje Turingllv stroj, ktery ho rozhoduije, tj. vypo et
na kazdém vstupnim slovu je kone€ny. Rekursivné spocetny jazyk musi spliiovat slabsi
podminku: musi pro néj existovat Turingdv stroj, ktery ho akceptuje, tj. akceptuje kazdé
slovo z L, ale vypocet na slovu nepatficim do L mlzZe byt bud’ zamitajici, nebo nekonecny.

Rozhodnutelné, nerozhodnutelné a ¢astecné rozhodnutelné problémy

Problém, kdy se mé urcit, zda fetéz w ma vlastnost P, nazyvame

rozhodnutelny pravé kdyZ mnoZina viech fetézli majicich vlastnost P je rekursivni,
tj. existuje Uplny Turinglv stroj M, ktery akceptuje kazdy Fetéz majici vlastnost
P a zamitne kazdy fet€z, ktery tuto vlastnost nema (M rozhoduje jazyk obsahujici
praveé vSechna ta slova, kterd maji vlastnost P);

nerozhodnutelny pravé kdyz neni rozhodnutelny;

CasteCné rozhodnutelny (semirozhodnutelny) pravé kdyZ mnoZina véech Fetézl maji-
cich vlastnost P je rekursivné spocetna, tj. existuje Turingliv stroj, ktery akceptuje
kazdy fetéz majici vlastnost P (a zamita anebo cykli pro fetéz nemajici vlastnost P).

Namisto ,,problém urcit, zda fetéz w ma vlastnost P je rozhodnutelny (€astecné rozhodnu-
telny)“ zkracené Fikdme, ze vlastnost P je rozhodnutelna resp. ze problém P je rozhodnu-
telny (CasteCné rozhodnutelny).

Ackoli vlastnost rekursivni resp. rekursivné spocetny vypovida o mnozinach, zatimco roz-
hodnutelnost resp. semirozhodnutelnost je vlastnost problém, jsou oba pojmy Uzce spjaty.
Plati mezi nimi tato ekvivalence:

P je rozhodnutelny <= jazyk {w | w m4 vlastnost P} je rekursivni
L jerekursivni <= problém ,w &L je rozhodnutelny
P je semirozhodnutelny <<=  jazyk {w | w ma vlastnost P} je rekursivné spocetny
=

L je rekursivné spocetny problém ,,w & Le je semirozhodnutelny
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Turingovy stroje a funkce

Na Turingovy stroje mliZzeme nahliZet nejen jako na automaty, které akceptuji jazyky, ale i
jako na zafizeni pocitajici (vycislujici) funkce na mnozing fetézl (slov) nad néjakou abe-
cedou, pfipadné téz i na mnozing pfirozenych Cisel. Pro jednoduchost pfedpokladejme, ze
prirozend Cisla budeme reprezentovat v unarni Ciselné soustavé, tj. Cislo i € Ny zapiSeme
jako Fetéz 0' (nulu reprezentujeme prazdnym Fetézem). Uvazujme funkci arity k; jejich k
argumentiiq, io, . .. , ik mOZeme jednozna&né reprezentovat fetézem 01110721 . . . 10,
Turingliv stroj M pocita funkci f : N*é — Np pravé kdyz M akceptuje vstupni

fetéz 011021 ...10% a obsah jeho péasky v akceptujici konfiguraci je >0™L®, kde m =
f(i1,i2,...,ik). NevyluGujeme moZnost existence vstupu tvaru 0'11...10%, ktery TM
zamitne anebo pro ktery cykli, resp. ktery akceptuje, ale nevypocCte Zadnou hodnotu (obsah
pésky neni poZadovaného tvaru). Podotykame, Ze jeden Turingiv stroj miiZe po Citat funkci
jedné proménné, jinou funkci dvou proménnych atd.
Funkce f : N — Np se nazyva

Castecné rekursivni pravé kdyz existuje Turingllv stroj pocCitajici funkci f;

rekursivni pravé kdyz existuje TuringQv stroj pocitajici funkci f a navic funkce f je

totalni.

Hodnota Castecné rekursivni funkce nemusi byt definovana pro vSechny vstupni argumenty.
V8echny bézné aritmetické funkce, jako napfiklad soucet, nasobeni, faktoridl, jsou rekur-
sivni. PFirozenym zpdisobem lze definici rozsiFit i pro funkce nad libovolnym jinym defi-
niénym oborem a oborem hodnot. Zejména tedy midizeme definovat fuknce typu = x ... x
Y «— ¥ nad fetézci (slovy) nad néjakou abecedou ¥, které miizeme povaZzovat za (jed-
nosmérné) seznamy znaku abecedy. Takto Ize snadno definovat obvyklé funkce zFetézeni
(slov, seznamil) a dal$i standardni funkce pro préaci nad seznamy, jako napfiklad heah, tail,
cons, append a dalsi.

4.2 Metody konstrukce Turingovych stroju

Turingliv stroj mliZzeme programovat podobn€ jako pogitac. Tim, Ze uréujeme pfechodovou
funkci Turingova stroje, piSeme pro néj vlastné program. Abychom byli schopni naprogra-
movat i komplikované Turingovy stroje, uvadime nékolik trikd resp. konceptualnich pojmd,
které mohou tento kol ucinit snadngjsim.

Zapamatovani v Fidici jednotce

Prostfednictvim stavu si Turingliv stroj m{Ze zapamatovat kone&né mnoho rliznych infor-
maci. V takovém pFipadé je vhodné zapisovat (pojmenovat) stav jako uspofadanou dvojici.
Hodnota v prvni sloZce Fidi ¢innost stroje; ve druhé sloZce je uloZena informace, kterou si
stroj potfebuje zapamatovat. Definice Turingova stroje zlistava nezménéna, stav jako uspo-
fadana dvojice je jenom naSe vlastni interpretace (oznaceni).

Priklad 4.2. Méjme jazyk L slov nad {a, b}, které zaCinaji a konci stejnym symbolem, tj.:

L = {xux | x € {a,b}, u e {a,b}*} U {a, b}.
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Turinglv stroj M precte prvni symbol vstupniho Fetézu a zapamatuje si ho ve svém stavu
— zméni stav na [qi, a] resp. [g1, b]. Déle posouva hlavu doprava, dokud nenarazi na
prazdné policko. Posune hlavu o jednu pozici doleva a akceptuje pravé kdyZ symbol za-
psany na snimaném policku je shodny se symbolem, ktery si zapamatoval ve svém stavu.
Formélné, M = (Q, %, T, >, 1, 8, S, Qaccept » Ureject), kde

Q = {S, Qaccept Oreject > [d1, al, [G2, al, [q1, b, [g2, b1},

¥ ={a, b},
r=>uU{>,u}.
Prechodova funkce je urcena tabulkou:
> a b L
S (s,>,R) ([gi,al,a,R) ([g1,b],b,R) (Qrejects — —)
[q1,a] - ([a1,al,a,R)  (lgi,al,b,R) ([gz,al,u, L)
(01, b] - ([g1,bl,a, R)  ([g1,b]l,b,R)  ([gz2,b], 1, L)
(02, al - (Qaccept> = =) (Greject> —> —) -
(02, b] - (Oreject> —> =) (accept> —> —) -

Oznacovani symbol(i

OznaCovani symbolll je uZitecny trik, ktery najde uplatnéni predevsim v situacich, kdy
potiebujeme porovnat jisté skupiny symbolt. Pouziti techniky ilustruje pFiklad 4.1. V ném
se symbol, ktery uz byl ,,zapoCten*, oznaCil (tj. pfepsal symbolem X). Jiny zplisob uZiti
této techniky ilustruje nasledujici priklad.

Priklad 4.3. Necht' L = {w | w € {a}*, |w| = 2", n > 1}. Turingdv stroj akceptujici
jazyk L miZe postupovat tak, Ze oznaci polovinu symbolli na pasce a druhou polovinu
nechd neoznacCenu. Realizace je takova, Ze prochdzi slovo zleva doprava a kazdy druhy
symbol a piepise symbolem A. Pak posune hlavu na zaGatek pasky. V dal$im prichodu se
stroj znovu snaZi prepsat polovinu doposud neoznacenych symbol( a atd. Pokud je délka
vstupniho slova mocninou 2, stroj dojde do situace, kdy na pasce je jenom jeden symbol
a a akceptuje. V' opacném pripadé nastane nékdy béhem vypoctu situace, ve které se stroj
snaZi rozdélit na dveé stejné poloviny retézec liché délky; stroj zamitne.
Formélné, M = (Q, £, T, >, 1, 8, S, Qaccept » Oreject), kde

Q = {s, 1. n, Gaccept» Oreject }»

¥ ={a},

r=xuU{>,u, A}
Prechodova funkce je urcena tabulkou:

> a A U
(s, >, R) (I,a,R) (s,A,R) (n,u, L)
— (s, A, R) d, AR (kL)
(s,>,R) (n,a, L) n, A, L) —

- (k,a, L) k, A, L) -
(Qaccepts —> =) (Oreject, — —) k, A, L) -

Otéazka 4.4. Modifikujte stroj M tak, aby rozhodoval jazyk L.

x5 — »
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Néasobné stopy

Predstavme si, Ze TuringQv stroj ma ,,Sirokou* pasku, ktera je rozdélena nak stop, pro libo-
volné kone€né k. Situace pro k = 3 je naznacena na obrazku 4.2. Pracovni abeceda stroje
obsahuje k-tice symbolll, jeden znak pro kazdou stopu. Pro lepsi nazornost je na obrazku
k-tice symbol{ zapsana ve svislé poloze a jednotlivé polozky jsou oddéleny vodorovnou
¢arou.

Obrazek 4.2: Paska se 3 stopami

Priklad 4.5. Sestrojme Turing(v stroj, ktery jako vstup dostane pfirozené Cislo zapsané v
binarni soustavé. Akceptuje pravé kdyZ vstup je prvocislem. Stroj ,,rozdéli* svou pasku na
tfi stopy tak, Ze svou hlavu posouvé doprava a symbol 1 (0) prepise symbolem [1, U, L1]
(10, u, L]). Na druhou stopu postupné piSe binarné Cisla 2, 3, 4, ... Pro kaZdé Cisloi za-
psané na druhé stopé testuje, zda i déli vstup. Provadi to tak, Ze od vstupu opakované na
treti stopé odecitd i. Na obrdzku 4.2 je zachycena situace, kdy TM testuje, zda-li Cislo 47
je prvocislem. Na druhé stopé je zapsano Cislo 5, které uz dva krat odecetl od 47 a proto na

treti stopé je zapsano 37.

Podprogramy

Podobné jako v programovani, je i pfi konstrukci Turingova stroje vyhodné pouZit ,,mo-
dularni* pristup, tedy pFistup shora dolll. Turingdv stroj dokaze simulovat libovolny typ
procedury, s jakou se miizeme setkat v b&Znych programovacich jazycich, vEetné rekursiv-
nich procedur a rliznych zplisobll pfedavani parametrd. Trik je v tom, Ze miZeme napsat
program Turingova stroje, ktery budeme vyuZivat jako proceduru. Program ma specifiko-
vany pocatecni a koncovy stav. Pro koncovy stav neni zatim definovan zadny p¥echod.
KdyZ Turing@v stroj chce zavolat tuto proceduru, udéla to tak, Ze prejde do jejiho poCa-
tecniho stavu. Samozfejmé predpokladame, Ze stavy procedury jsou disjunktni se stavy
Turingova stroje. Navrat z procedury se realizuje pfechodem z koncového stavu procedury
do ur€eného stavu Turingova stroje, ktery byl napfiklad zapsan na pasku jako ,,navratova
adresa*.

4.3 Modifikace Turingovych strojU

Jednim z argumentdi pro to, aby Turingdv stroj byl povazovan za obecny model vypo €tu, je
jeho robustnost. Mnohé modifikace TM, které se na prvni pohled zdaji byti silnéjsimi nebo
naopak slabsimi, jsou ve skute€nosti vypocCtové ekvivalentnimi, tj. akceptuji (i rozhoduji)
stejnou tfidu jazykad.
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Turingdv stroj s obousmérné nekonecnou paskou

Jednim z nejjednodussich rozsifeni Turingova stroje je obousmérné nekonecna paska. Jak
vyplyva z jeho nazvu, paska je nekone€na jak smérem doprava, tak i doleva. Jeho vy-
poctova sila je stejna ve srovnani se zakladnim modelem TM. Turing@v stroj simulujici
TM s obousmérné nekonecnou paskou bude mit dvé stopy: jedna bude reprezentovat po-
licka vpravo od policka, které se Cte na zaCatku vypoCtu (vCetné tohoto policka), druha
bude v obraceném poftadi reprezentovat policka vlevo od pocatecniho policka. Vztah mezi
obéma stroji je naznaCen na obrazku 4.3. Policko, na které ukazuje Sipka, bylo ¢teno na
zaCatku vypoctu.

- Jufufcfafbfafcfcefalblefc]ufu]
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Obrazek 4.3: Simulace obousmérné nekonecné pasky jednosmeérné nekonecnou paskou.

Turinglv stroj s vice paskami

Vicepéskovy Turingllv stroj se sklada z Fidici jednotky, ktera ma k hlav na k (jednosmérné
nekonecnych) paskach; k je pevné dané prirozené Cislo. Na zacatku vypoCtu je vstupni
fetéz zapsdn na prvni pasce. Ostatni pasky maji na nejlevéjsim policku zapsan symbol
> (leva koncova znacka) a zhylé policka jsou prazdné (obsahuji symbol ). V jednom
kroku vypoCtu stroj precte k symboll zapsanych na polickach snimanych k hlavami. Na
zakladé této informace, a v zavislosti na svém stavu, stroj zapiSe novy symbol na kazdé
snimané politko, zméni svij stav a kazdou z k hlav bud’ posune (doprava nebo doleva)
anebo nezméni jeji pozici. Pfechodova funkce k-paskového TM je zobrazeni mnoZiny (Q \
{Gaccept, Oreject}) x TX do mnoZiny Q x T'K x {L, R, S} (symbol S vyjadruje skute€nost,
Ze pozice hlavy se neméni).

Priklad 4.6. Sestrojime dvoupaskovy Turing(v stroj rozhodujici jazyk
L ={a"™ |n>0}.

Jazyk L obsahuje slova nad abecedou {a, b} takovd, Ze pocet symboliib je druhou mocni-
nou poctu symbold a.
VypocCet Turingova stroje M na vstupu w bude sledovat nasledové schema:
1. Soucasné posouva obé hlavy doprava a na druhou pasku zapisuje symbol A, dokud
na prvni pasce nenarazi na prvni symbol b (stav q). Druhou hlavu posune na za atek
pasky (stav n).
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2. Druha hlava hleda symbol A (stav h p); kdyZ ho najde, prepiSe ho symbolem B (stav
na) a presune se na zacatek pasky.
3. ODbé hlavy se soucasné posouvaji smérem doprava (stav o), dokud druha hlava nena-
razi na prvni symbol L.
4. Druha hlava se posune na zacCatek pasky (stav n) a vypocet pokracuje bodem 2.
5. K akceptovani dojde, kdyZ jsou soucasné splnény tyto podminky:
(a) obé hlavy soucasné precetly symbol U a
(b) vSechny symboly A na druhé pasce byly piepsany symbolem B (toto se overi
ve stavu k).
Formélné, M = (Q, %, T, >, 1, 8, S, Qaccept » Ureject), kde
Q =1{q,n,ha,na,0,K, Jaccept> Ureject},
¥ ={a, b},
r=>uf{>,u, A, B}
Prechodova funkce je urcena takto:

5(q,>,>)=(,>,>,R,R) s(np,b,B) =(na,b,B,S, L)
5(q,a,y=(g,a,A,R,R) s(na,b,>)=(0,b,>,S,R)
5(q,b,u) =(n,b,, S, L)

5(0,b,B)=(0,b,B, R, R)

5(n,b, A)=(n,b, A, S, L) §(0,b, A)=(0,b, A,R, R)

§(n,b,B)=(n,b,B, S, L) §(0,b,L) =(n,b,u, S, L)

§(n,b,>) = (ha,b,>, S, R) §(o,u, 1) =k, 1,1, S, L)
5(ha,b,B) = (ha,b.B,S, R) §(k,u,B)y=(k,u,B,S, L)
8(hAa b’ A) = (nA’ ba B’ S’ L) B(k’ |—|’ l>) = (qaccept, Uv I>a Sa S)

Pro vechny ostatni kombinace (stav, Ctené symboly) definujeme hodnotu funkce § jako
prechod do zamitajiciho stavu Qreject -

Necht’ K je k-paskovy TM. UkaZeme, jak je mozno sestrojit (jednopéaskovy) TM
J, ktery simuluje vypocet stroje K. Paska stroje 7 bude rozdélena na k stop. Kazda stopa
reprezentuje obsah jedné péasky stroje K. Navic, kazda stopa obsahuje praveé jeden specialné
oznaCeny symbol indikujici, které policko pravé snima zodpovidajici hlava stroje K. Na
zaCatku vypoctu si 7 upravi odpovidajicim zplisobem svou pasku. Pro vstup aiay ... an
bude mit upravend paska podobu zachycenou na obréazku 4.4.
Aby stroj J odsimuloval jeden krok stroje C, musi J postupné preCist kazdé policko
oznacené specidlni znackou * a oznacené symboly si zapamatovat ve svém stavu. Formalné,
J prochazi svou pasku zleva doprava, dokud nenajde vSech k znaCek a ve svém stavu
si pamatuje usporadanou k-tici symbol{. Hlava se vrati na levou koncovou znacku. Po
shromazdéni viech potfebnych tdajli .7 zjisti, ktery krok by vykonal stroj K a realizuje ho
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Obrazek 4.4: Simulace 4 pasek pomoci jedné.

tim, Ze znovu prochazi svou pasku. VZdy, kdyz narazi na specialni znacku, zméni patficnym
zplisobem obsah poli¢ka a posune znacku doleva anebo doprava. Nakonec .7 opét posune
svou hlavu na levou koncovou znatku a zac€ind simulovat dalSi krok stroje AC. Na rozdil
od predchazejici simulace (obousmérné nekone€nd — jednosmérné nekone€na paska), je
v tomto pFipadé na simulaci jednoho kroku pdivodniho stroje potfebnych vice krokd.

Otazka 4.7. Navrhnéte TM se tfemi paskami, akceptujici jazyk z pFikladu 4.1. Srovnejte
pocet krokd, které musi udélat stroj z prikladu 4.1, neZ akceptuje vstup délky n, a které
musi udélat VVAmi navrZeny stroj.

Nedeterministicky Turinglv stroj

Rozdil oproti plivodnimu (deterministickému) Turingovu stroji spo¢iva v tom, Ze pro dany
stav a snimany symbol méa nedeterministicky stroj obecné nékolik moZznosti pro nasledujici
krok. Kazda moznost zahrnuje novy stav, symbol, ktery se ma zapsat na pasku a smér, kte-
rym se ma posunout hlava. Nedeterministicky stroj akceptuje pravé kdyz existuje vypocet
(tj. néjaka posloupnost vybéru krokd) vedouci do akceptujici konfigurace.

Definice 4.8. Nedeterministicky Turing@v stroj je 9-tice M = (Q, =, ', 1>, U, §, Qo, Qaccept.
Oreject), kde vyznam vSech sloZek je stejny jako v definici 4.1, s vyjimkou pfechodové

funkce. Ta je definovana jako (totalni) zobrazeni § : (Q \ {Qaccepts Oreject}) X ' —
2QXI‘X{L.R}‘

Stejné jako v pfipadé deterministickych TM, je mozné definovat jazyk M pomoci
pojml konfigurace a krok vypoctu; jedinad zména je v definice relace krok vypoctu: relace
= e definovana predpisem

(Q,s5(@),n+1) pravékdyZ 3 (q,b, R) € 8(p,zn)

(P20 g { @,80(@),n—1) pravékdyz 3(q,b,L) € 5(p, zn)

Vypocet TM M na vstupu w si mliZzeme pro nazornost predstavit jako strom (tzv. vypo-
Ctovy strom), jehoz vrcholy jsou konfigurace (kofen je pocatecni konfigurace M na w) a
jednotlivé cesty odpovidaji riiznym vypo&tlim M na w. Stroj M akceptuje vstup w pravé
kdyz ve vypoctovém stromu existuje cesta z kofena do listu odpovidajicimu akceptujici
konfiguraci.

I v tomto pfipadé, i kdyz je to moZna ponékud pFekvapujici, se da navrhnout simulace
(deterministickym) Turingovym strojem.



116 KAPITOLA 4. TURINGOVY STROJE AJAZYKY TYPU 0

VEta 4.9. Pro kaZdy nedeterministicky Turinglv stroj existuje ekvivalentni determinis-
ticky Turingv stroj.

Dlkaz: Necht N'=(Q, =, T, >, U, 8, o, Gaccept dreject) j& nedeterministicky TM. Na-
vrhneme deterministicky TM D simulujici nedeterministicky stroj A/

Simulace je zaloZena na tom, Ze stroj D prozkouma vsechny vypocty stroje A a
zjisti, jestli néktery z nich obsahuje akcetpujici konfiguraci. Kdyz si vypodty stroje N na
vstupu w predstavime jako vypoctovy strom, tak prohledani vypoc¢tl znamena vlastné pro-
hledani stromu. Je tfeba si ale uvédomit, Ze z dvou moznych zplsob, které pFichazeji do
Gvahy — prohledavani do hloubky a do Sitky — je jen jeden korektni. ProtoZe vypoctovy
strom mize byt nekoneény, mizeme se pfi prohledavani do hloubky dostat do situace,
kdy sledujeme jednu konkrétni, nekone€nou cestu a nikdy se nedostaneme k prozkoumani
ostatnich cest, z nichz néktera miiZze vést do akceptujici konfigurace.

Stroj D bude mit 3 pasky. Prvni paska obsahuje vstupni fetéz a jeji obsah se v prii-
béhu vypoctu neméni. Na druhé pasce simuluje D vypocet stroje /. Na tfeti pasce si D
uchovava informaci urcujici, ktery vrchol vypoctového stromu pravé prohledava.

Specifikujeme nejdFive, jakym zplsobem stroj D reprezentuje informaci na tfeti
pasce. Kazdy vrchol vypoCtového stromu ma nejvyse b naslednikl, kde b je maximalni
kardinalita mnoziny §(q. a),

b =max{|§(q,a)||q € Q,aeTl}.

Kazdy vrchol stromu oznacime fetézem nad abecedou Xy = {1, 2, ..., b}. Napfiklad Fe-
tézem 314 oznacime vrchol (konfiguraci), do kterého se dostaneme z kofenu (pocatecni
konfigurace) kdyz si v prvnim kroku vypo ¢tu vybereme tfetiho naslednika, v druhém kroku
prvniho a v tfetim kroku ¢tvrtého naslednika (obr. 4.5). Kazdy symbol v Fetézu urcuje, kte-
rého néaslednika si mame vybrat pfi simulaci dal$iho kroku vypoctu. MiZe nastat situace,
kdy symbolu neodpovida zadny naslednik — v takovém p¥iapdé je fetéz kodem neplatného
vypocCtu. Kofen stromu je oznacen fetézem ¢. Informace na treti pasce stroje D je repre-
zentovana praveé jako fetéz nad abecedou Zp.

Ted’ jiz jsme pFipraveni popsat vypocet stroje D.

1. Na zacétku obsahuje prvni paska vstup w; druhd a treti paska jsou prazdné.

2. Zkopiruje obsah prvni pasky na druhou pasku.

3. Na druhé pésce simuluje vypocet A/ na vstupu w, pfiéemz v kazdém kroku se roz-
hoduje podle nésledujiciho symbolu z tfeti pasky, kterym smérem pokracovat v si-
mulaci. Kdyz vSechny symboly z tfeti pasky byly precteny, nebo Fetéz na tfeti pasce
je kédem neplatného vypoctu, nebo simulovany vypocet se dostal do zamitajici kon-
figurace, tak D pokracuje bodem 4. KdyZ se simulovany vypocet dostane do akcep-
tujici konfigurace, tak D akceptuje.

4. Ret®z na treti pasce nahradi fetézem, ktery za nim nésleduje v lexikografickém uspo-
fadani. PokraCuje bodem 2. (tj. simulaci dal$iho vypoctu stroje \).

Je tedy vidét, Ze jazyky akceptované strojem D a strojem A jsou si rovny, coz jsme méli
dokazat. O
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Obrazek 4.5: VypocCtovy strom a jeho znaceni

Poznamejme, Ze pokud stroj N z pravé uvedeného diikazu neakceptuje a zamitd, pak si-
mulujici stroj D mlze cyklit, coZ viak na akceptovany jazyk nema vliv.

Dusledek 4.10. Jazyk je rekursivné spoCetny pravé kdy?Z je akceptovan néjakym nedeter-
ministickym Turingovym strojem.

Kone¢né poznamenejme, Ze tvrzeni analogické vété 4.9 by platilo i pro Gplny nede-
termisticky TM a rozhodovani jazyku (definici tohoto stroje ponechavame &tenéafi; zejména
by v libovolném vypocetnim stromu takového stroje neexistovaly Zadné nekonecné cesty).
Simulujici deterministicky stroj D by pak bylo mozno zkonstruovat tak, aby byl rovnéz

Uplny.

Turingdv stroj s oddélenou vstupni paskou

Jedna se o model, ve kterém ma stroj dvé pasky: vstupni a pracovni. Vstupni fetézec je
zapsan na vstupni pasce, z niz mlzZe stroj jen Cist (nesmi ménit jeji obsah). V zavislosti
na tom, zda se hlava na vstupni pasce miiZe pohybovat jenom doprava resp. obéma sméry,
hovofime o on-line resp. off-line Turingovych strojich. Zfejmé tato modifikace neovlivni
vypocetni silu TM.

VSechny doposud uvazované modifikace byly rozSitenimi zakladniho modelu. Néasledujici
modely by na prvni pohled mohly mit méné vypoCetnich moznosti nez Turingovy stroje;
0 viech vsak prokazeme, Ze jejich vypocetni sila je stejna jako u Turingovych stroju.

Stroj se dvéma zasobniky

Jedna se o Turingdv stroj se vstupni paskou, ktery ma misto pracovni pasky dva zasob-
niky. Vypocet (jednopaskového) TM dokaze stroj se dvéma zasobniky simulovat takto: do
prvniho zasobniku si uloZi tu ¢ast pasky TM, ktera je vlevo od policka pravé snimaného
hlavou, pficemz na vrcholu zasobniku je symbol bezprostfedné vlevo od snimaného sym-
bolu. Zbyvajici ¢ast pasky si ulozi do druhého zésobniku tak, ze pravé cteny symbol je
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na vrcholu zasobniku. Pohyb hlavy doleva (doprava) je simulovan pfesunem vrcholového
symbolu prvniho (druhého) zasobniku na vrchol druhého (prvniho) zasobniku. Nap fiklad
paska (pozice hlavy je naznacena Sipkou)

[>lalafclafblafcfclcfablufu]

1

je simulovéna zasobniky

‘l—mmomo-
‘I—O'Svooom

Vsimnéme si jesté, jakym zplsobem stroj manipuluje se zasobnikem. V kazdém kroku
zjist’'uje, jaky symbol je ulozen na vrcholu z&sobniku a nésledné bud’ tento symbol ze
zasobniku odstrani, nebo na vrchol pfida novy symbol.

Stroj s dvéma pocCitadly

Obecng, k-pocitadlovy stroj je Turinglv stroj se vstupni paskou a s k pracovnimi paskami,
ktery navic splfiuje tyto poZzadavky:
e na kaZdou z pracovnich pasek miiZe stroj zapisovat jenom jeden ze dvou symbold:
> (leva koncova znacka) a LI (symbol pro prazdné policko),
e symbol > je na zaCatku zapsan na levém krajnim policku pracovni pasky a nikdy se
nesmi objevit na jiném policku.
KdyzZ hlava snima i-té policko pracovni pasky, miiZzeme to interpretovat jako fakt, Ze stroj
ma uloZeno v paméti celé nezaporné Cislo i. Pfitom v kazdém kroku vypoctu stroj testuje,
zda Cislo uloZené na pasce je rovno nule (Gte se symbol >) nebo riizné od 0 (Cte se symbol
). V kazdém kroku miiZe stroj hodnotu zapamatovaného Cisla zvétsit anebo zmensit (to
v pfipadé, Ze je nenulové) o jedniCku tim, Ze svou hlavu posune doprava nebo doleva.
Namisto terminu pocitadlo se Ize Casto setkat s terminem €ita¢ (anglicky counter).
Mirna modifikace (rozdil se tyka jen zplsobu zapisu) pocitadlového stroje je znama
jako Minského stroj (dle matematika Marvina Minskeho). Formalné Ize tento stroj (s k
pocitadly) definovat jako kone¢nou posloupnost instrukci s navéstimi (program) tvaru:

lo : pfikazg, ..., In—1 : pFikaz, 1, In : stop,

kde kazda z instrukci I, : pfikaz;, i € (0,n — 1) je tvaru bud’

lp: ¢j:=cj+1; gotolq 1<i<k, nebo
lp: ifci =0thengotoly
else¢j :=cj — 1; gotol, 1<ic<k.

Pocatecni konfigurace , pokud neni feCeno jinak, je definovana tak, Ze ¢ita€ instrukci
je nastaven na lp, hodnoty pocitadel c1, . .. , cx kdduji pozadovany vstup.



4.3. MODIFIKACE TURINGOVYCH STROJU 119

V literatufe je moZno se setkat i s dalSimi modifikacemi. VSechny maji spolecné to,
Ze stroj si mlze do paméti ulozit (nékolik) libovolné velkych Cisel, pficemz o kazdém z
nich je schopen zjistit jenom to, jestli je rovno 0 anebo rdizné od 0. Navic, v jednom kroku
vypoctu mlize zménit hodnotu kazdého z Eisel maximalné o 1, i jinou, pfedem danou
celoCiselnou konstantu.

Nas bude zajimat vztah pocitadlovych a Turingovych strojli. NejdFive ukazeme, Ze
dvé pocitadla se daji simulovat jednim zasobnikem. Jak uz vime, Turinglv stroj se da simu-
lovat strojem s dvéma zasobniky. Spojeni obou poznatkli ndm umozni dokézat ekvivalenci
Turingovych strojli a strojli s 4 pocitadly.

Lemma 4.11. Stroj s jednim zasobnikem se da simulovat strojem s dvéma pocitadly.

Dillkaz: Necht M je stroj s jednim zasobnikem, jehoZ pracovni abeceda sestava ze sym-
bolli Z1, ..., Zk—1 (tj. stroj ma k pracovnich symboll). Pfedpokladejme, Ze obsah zasob-
niku stroje M je Zj, - - - Zj,, (vrchol zasobniku je vpravo). Chceme ukézat, jakym zpliso-
bem je moZné tutéZ informaci uloZit do jednoho pocitadla. K tomu si staci uvédomit, Ze
na fetéz Zj, - - - Zj,, mizeme nahliZet jako na pozicni zapis Cisla iy - k™% + i - kKM=2 4
-+ 4im-1-k+1in v k-adické soustavé. Na druhé strang, v pocitadle si stroj pamatuje Cislo
zapsané v unarni soustavé. Proto z&sobnik Zj, - - - Zj,, se d& jednoznacné reprezentovat v
pocitadle jako &islo j = im + K -im_1 +kZ-im_2 +--- + k™1 iy,

Dale potfebujeme ukazat, jak stroj s poCitadly dokaze simulovat operace nad zasob-
nikem, tj. pfidani a odebrani symbolu ze zasobniku a pfecteni symbolu z vrcholu zasobniku
(srovnej s pfechazejicim odstavcem).

e Pridani symbolu do zasobniku Pfedpokladejme, ze na vrchol zsobniku je pfidan
symbol Z,. Pak Cislo reprezentujici tento novy obsah zasobniku je pravé j -k +r.
To znamena, Ze potfebujeme vynasobit predesly obsah pocitadla Cislem k a pFipocist
k nému r. Proto opakované (predpokladame, Ze Cislo j je ulozeno v 1. poCitadle a 2.
pocitadlo je prazdné)

— 1. poCitadlo posune svou hlavu o 1 politko doleva zatimco

— 2. pocitadlo posune svou hlavu o k policek doprava.

Jakmile 1. pocitadlo je na dné (Cte se symbol ©>), pak 2. poCitadlo obsahuje €islok- j,

k némuz lehce (pomoci kone&né stavové Fidici jednotky, bez manipulace s pocitadly)

pripoctemer (r € (1, k — 1)).

e Odebrani symbolu ze zasobniku Z vrcholu je odebran zymbol Z; a Cislo repre-
zentujici zménény zasobnik je j div k. Abychom doséhli odpovidajici situaci v po-
Citadle, opakované
— 1. pocitadlo posune svou hlavu o k policek doleva a
— 2. pocitadlo posune svou hlavu o 1 policko doprava.

Jakmile 1. pocitadlo dosahne dna, je ve 2. pocitadle Cislo j div k.

e Precteni symbolu na vrcholu zasobniku V 1. pocitadle je uloZeno Cislo j a na
zjisténi, ktery symbol je na vrcholu zadsobniku musime vypocitat j mod k. Toho do-
sdhneme tak, Ze kopirujeme obsah 1. pocitadla do 2. pocitadla a ve stavové jednotce
pfitom pocitame j mod k.

O



120 KAPITOLA 4. TURINGOVY STROJE AJAZYKY TYPU 0

Dusledek 4.12. KaZdy Turingdv stroj Ize simulovat strojem s 4 poCitadly.
Nyni ukédZeme, Ze praveé navrzenou simulaci je mozné jesté zoptimalizovat.

Véta 4.13. KaZdy Turinglv stroj Ize simulovat strojem s 2 pocitadly.

Dilkaz: Potfebujeme ukazat, Ze stroj s 4 pocitadly se da simulovat strojem s 2 poCitadly.
Necht’ 4 simulovana pocitadla maji poradé hodnoty i, j, k, I. Jedno simulujici pocitadlo
miZe reprezentovat viechny 4 vyse uvedené pogitadla &islem n = 21315k7! (2,3, 5, 7 jsou
prvocisla, a tedy z n Ize jednoznacné ur€it hodnoty i, j, k, 1). Nyni zvysit €islo i, j, k nebol
0 1 znamena nasobit Cislem 2, 3, 5 nebo 7. K tomu vyuzijeme 2. pocCitadlo, které nastavime
na nulu a opakované

e 1. pocitadlo posune svou hlavu o 1 policko doleva zatimco

e 2. pocitadlo posune svou hlavu o 2 (resp. 3, resp. 5, resp. 7) policek doprava.
Jakmile 1. pocCitadlo je na nule, 2. po€itadlo obsahuje Cislo 2n (resp. 3n, resp. 5n, resp. 7n).

Analogicky sniZit i, j, k nebo I o 1 znamena délit Cislem 2, 3, 5 nebo 7.

K dokoncCeni zbyvéa ukazat, jak se provede test na nulu (tzn. jak se zjisti, zda obsah
konkrétniho pocitadla je roven nule nebo rlizny od nuly). K tomu se obsah 1. poZitadla (n)
zkopiruje do 2. pocitadla a pfitom se testuje, zda n mod 2 (resp. n mod 3, resp. n mod 5,
resp. n mod 7) je rovno nule. O

DUsledek 4.14. Libovolny stroj s k pocCitadlami Ize simulovat strojem s 2 pocCitadly.

Upozornéme, Ze simulace jednoho kroku TM si vyZaduje obrovsky pocet krokl
stroje se 2 pocitadly. Stroj s jednim pocitadlem je slabsi nez TM — de facto se jedna o spe-
cialni pripad PDA se zasobnikovou abecedou {Z, I}, kde Zo smi oznaCovat pouze dno
zésobniku (takto je umoZnén test na nulu) a pocet symbolil | na zasobniku odpovida hod-
noté pocitadla. Jazyky akceptovanych témito stroji s jednim CitaCem se v anglické literature
nazyvaji one-counter languages. Kone€né upozornéme, Ze pro vlastni pfevod libovolného
vstupniho slova Turingova stroje do pocatecni konfigurace stroje s poCitadly potfebujeme
3 pocitadla; konstrukci zde neuvadime a Ize ji nalézt v literature.

4.4 Vlastnosti rekursivnich a rekursivné spocetnych jazyka

Cilem je prozkoumat uzavienost v@ici elementarnim operacim U, N, -,* a komplementu.
V pfipadé prvnich ¢tyF budou diikazové techniky podobné t&m, které byly pouZity p¥i zkou-
mani uzavérovych vlastnosti regularnich a bezkontextovych jazykd.

Véta 4.15. Tridy rekursivnich a rekursivné spoCetnych jazyk( jsou uzavieny vzhledem
k operacim U, N, -, a*.

Dlkaz: Necht' L1, L, jsou jazyky akceptovany Turingovymi stroji M1, M». Bez Gjmy

na obecnosti mdizeme predpokladat, Ze M1 a M maji disjunktni mnoZiny stavd.
Nedeterministicky stroj M, akceptujici L1 UL, dostaneme sjednocenim strojti M 1

a M3 (obr. 4.6). Stroj My, bude mit navic novy pocétecni stav. V prvnim kroku vypoctu
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Obrézek 4.6: Konstrukce TM pro sjednoceni dvou jazyk{

M, nedeterministicky prejde bud’ do pocatecniho stavu stroje M1, nebo do pocatecniho
stavu stroje M. V dalSim simuluje vypocCet zvoleného stroje.

Stroj Mn, akceptujici L1 N Ly (obr. 4.7), bude mit pasku se tfemi stopami. Na prvni
stopé je zapsan vstupni fetéz a jeji obsah se v prlibéhu vypoctu neméni. Stroj M, okopiruje
svdj vstup w na druhou stopu a na ni simuluje vypoCet M1 na w. V pFipadg, ze M,
akceptoval, okopiruje vstup w na tfeti stopu a na ni pak simuluje vypocet M> na w. Jestlize
M akceptoval, pak M téZ akceptuje.

ACCEPT ACCEPT

REJECT

REJECT REJECT

Mn

J

Obréazek 4.7: Konstrukce TM pro priinik dvou jazyk

Nedeterministicky stroj M., akceptujici L1 - Lo, bude mit pasku se tfemi stopami.
Na prvni stopé je zapsano vstupni slovo. Stroj pfekopiruje néjaky (mlze byt i prazdny)
prefix vstupniho slova na druhou stopu — délku prefixu ur¢i nedeterministicky. Symboly,
které byly okopirovany se na prvni stop€ oznaCkuji. Na druhé stopé pak M, simuluje
vypocet Mi. V pFipadég, Ze simulovany vypocet skonci v akceptujici konfiguraci, tak M,
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prekopiruje na tfeti stopu zbylou (neoznackovanou) ¢ast vstupu a simuluje vypocet M» na
fetézu zapsaném na tfeti stopé. M, akceptuje pravé kdyz M, akceptuje.
Nedeterministicky stroj M, akceptujici L} je zobecnénim stroje M.
Za predpokladu, Ze stroje M1 a M3 jsou Uplné, budou i stroje My, Mn, M. a M=
Uplné. To dokazuje platnost véty i v piipadé rekursivnich jazyku. O

Posledni elementarni operaci nad jazyky je komplement (doplnék). Vzhledem k této
operaci se tfidy rekursivnich a rekursivné spocetnych jazykd chovaji rozdilné. Zatimco
komplement rekursivniho jazyka je vzdy rekursivni jazyk, komplement rekursivné spocet-
ného jazyka nemusi byt rekursivné spocetny.

Véta 4.16. Trida rekursivnich jazykd je uzaviena vzhledem k operaci komplementu.

Dlkaz: Necht' L je jazyk akceptovany Uplnym deterministickym Turingovym strojem
M=(Q, X%, T, >,U,5§,qo,t,r). Stroj co-M, akceptujici jazyk co-L = ¥* — L, ziskame
tak, ze vSude v definici pfechodové funkce § zaménime navzajem akceptujici stav Qaccept
a zamitajici stav Qreject (0br. 4.8). Protoze M je Gplny, bude i co-M Uplny. O

ACCEPT REJECT

—
ACCEPT

co-M

Obrazek 4.8: Konstrukce TM pro komplement rekursivniho jazyka

Poznamenejme, Ze pokud stroj M z predchoziho diikazu neni Gplny, pak jazyk
L (co—M) nemusi byt roven co-L. Staci uvazit slovo w, na kterém M cykli. Pak i co-M
naw cykli,atedy w ¢ L(co-M). SouCasné vSak w € co-L. Z uvedené Gvahy samoziejmé
jesté nevyplyva, Ze tfida rekursivné spocetnych jazykd neni uzaviena viici komplementu.

Veéta 4.17. Necht’ jazyk L i jeho komplement co—L jsou rekursivné spocetné. Pak jazyky
L aco-L jsou rekursivni.

Dilkaz: Predpokladejme, Ze M1 a M jsou Turingovy stroje akceptujici pofadé jazyky L
a co-L. Sestrojime Turinglv stroj M, ktery bude na vstupu w soucasné simulovat vypocet
Mji na w i vypocet M3 na w. Formalng, stroj M bude mit dvé stopy, jednu pro kazdy
simulovany vypocet. M stfidavé simuluje jeden krok vypoCtu stroje Mj (na prvni stopg)
a jeden krok vypoctu stroje M> (na druhé stopég). M akceptuje vstup, pravé kdyz ho ak-
ceptuje M1 a M zamita vstup, praveé kdyz ho akceptuje M. Protoze kazdy fetéz w patfi
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bud’ do jazyka L anebo do jazyka co-L, vypocet M se pro kazdy vstup zastavi. Proto L
je rekursivni. Rekursivita jazyka co-L plyne z véty 4.16. O

Poznamejme, Ze vySe uvedend véta je zndma jako Postova véta a je téZ uvadéna
jako tvrzeni: L je rekursivni <= L a co-L jsou rekursivni. Platnost tohoto tvrzeni je
vzhledem k pravé dokéazané vété 4.17 a vété 4.16 zfejma.

Dusledkem uzavienosti tfidy rekursivné spogetnych jazyki k operaci komplementu
by byla rovnost tfid rekursivnich a rekursivné spoCetnych jazyk(l. V nasledujici kapitole
(véta 5.6) ukazeme, Ze tyto dvé tfidy nejsou stejné, a proto tfida rekursivné spocetnych
jazykul neni uzaviena na komplement.

VEty 4.16 a 4.17 maji i dalsi zajimavé dlsledky. Napfiklad, Ze pro jazyk L a jeho
komplement co-L mliZe nastat jen jedna z téchto tfi moZnosti:

1. obajazyky L a co-L jsou rekursivni;

2. Zadny z jazykd L a co-L neni rekursivné spocetny a

3. jeden z jazykl L a co-L je rekursivné spocetny ale neni rekursivni, druhy neni
rekursivngé spocetny.

4.5 Turingovy stroje a jazyky typu 0

Cilem této Casti je ukazat, Ze gramatiky typu 0 (téZ znamé jako frazové gramatiky) jsou
vypocetné ekvivalentni Turingovym strojiim. Jinymi slovy, Ze tfida jazyk( generovanych
gramatikami typu O je pravé tfida rekursivné spocetnych jazykd. | kdyZ oba formalismy
jsou stejné expresivni, rozdil mezi nimi je ve zplisobu, jakym popisuji uvedenou tfidu ja-
zyk{. Zatimco TM je ve své podstaté navodem, jak rozpoznat, zda dané slovo patfi do
jazyka, tak formalni gramatika je navodem, jak vytvorit slovo patfici do jazyka.

Prvni z nasledujicich dvou lemmat prokazuje, Ze kazda gramatika typu O generuje
rekursivné spocetny jazyk; druha pak opacnou implikaci.

Lemma 4.18. Necht’ L je jazyk generovany gramatikou typu 0. Pak L je rekursivné spo-
cetny.

Dillkaz: Necht' L je jazyk generovany gramatikou G = (N, X, P, S) typu 0. Sestrojime
nedeterministicky Turingllv stroj M akceptujici jazyk L. Stroj M bude mit dvé stopy. Na
prvni stopé je zapsan vstupni Fetéz a jeji obsah se v prlibéhu vypoctu neméni. Na druhé
stopé simuluje M odvozeni v G a je na ni zapsana (do daného okamZziku vygenerovana)
vétna forma o gramatiky G. M inicializuje obsah druhé stopy na S a pak M opakované
provadi tyto kroky:

1. Nedeterministicky vybere pozici i v fetézu « zapsaném na druhé stopé. PFesnéji,
pocinaje nejlevéjSim polickem pasky, bud’ posune hlavu doprava anebo zvoli mo-
mentalni pozici.

2. Nedeterministicky zvoli pravidlo § — y gramatiky G.

3. Je-li B podretézem Fetézu «, zaCinajicim na pozici i, pak nahradi 8 fetézem y. V
pfipadg, Ze |y| < |Bl, ,.pfisune zbyvajici Cast fetézu « tak, aby nové vytvoreny
fetéz byl zapsan na za sebou nésledujicich polickach. V situaci |y | > |8] je naopak
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zapotrebi zbyvajici ¢ast fet€zu «,,0dsunout”, aby vznikl prostor pro zapsani celého
fetézu y.
4. Porovnd vstupni fetéz, zapsany na prvé stop€, s nové vytvofenym fetézem na druhé
stopé. V pripadé rovnosti akceptuje, v pripadé neshody pokracuje bodem 1.
Lehce se prokaze, Ze kazdy Fetéz vytvoreny na druhé stopé je vétnou formou gramatiky G
a naopak, Ze kazdou vétnou formu gramatiky G je mozno popsanym zplisobem vytvofit.
Proto L(G) =L(M) = L. O

Lemma 4.19. Necht’ L je rekursivné spoCetny jazyk. Pak L je generovadn gramatikou
typu 0.

Dilkaz: Predpokladejme,Ze L je akceptovan deterministickym Turingovym strojem M =

(Q, %, T, >, U, 8, 0o, Yaccept s Oreject). NaSim cilem je zkonstruovat gramatiku G takovou,

Ze slovo w se déa odvodit v G, pravé kdyz w je akceptovano strojem M. Proto odvozeni

v gramatice musi néjakym zplsobem simulovat vypocet stroje. Simulace je zaloZena na

tom, Ze v gramatice G vygenerujeme dvé kopie slova w nad abecedou ¥ a nad druhou

z nich v kazdém kroku odvozeni simulujeme jeden krok vypo ¢tu stroje M. Pokud stroj M

neakceptuje, odvozeni nikdy nepovede k terminalnimu fetézu.

FormalnéjeG = (N, X, P, S),kde N = {S, S', K}U QU ((X U{e}) x I'). Pro lepsi
nazornost rozdélime mnoZzinu pravidel do 3 skupin podle toho, ve které fazi odvozovani je
mozno tato pravidla aplikovat.

I Na zaCatku odvozeni potfebujeme vygenerovat néjaké slovo w a jeho kopii (nad kterou
se pak bude simulovat vypocet stroje M). Proto budeme jako neterminaly pouzivat
usporadané dvojice [x, y], podobné jako tomu bylo u TM s vice stopami. Posloup-
nost takovych neterminall mizZeme pak chapat jako dva fetézy zapsané nad sebou.
Abychom mohli se spodnim Fetézem pracovat jako s konfiguraci TM, pfiddme neter-
mindly odpovidajici poCateCnimu stavu stroje a levé koncoveé znacce. Déle, abychom
méli moZnost rozpoznat, ktery symbol je posledni, pfiddme na konec neterminal K.
1. S — qole, >18
2. S —[a,a]S'prokazdéac =
3. § —>K.

Aplikaci pravidel 1-3 dokaZzeme v G vygenerovat z pocatecniho neterminalu S Fetéz

(pro lepsi pochopeni jsou uspofadané dvojice zapsany svisle)

ole Blle] o)

Il Vétna forma odvozena aplikaci pravidel 1-3 obsahuje dvé informace. Na horni stopé
je zapsano slovo w € X*. Obsah dolni stopy spolu se symbolem qg urcuji poca-
tecni konfiguraci vypoctu M na w (hlava snimé policko bezprostfedné vpravo od
netermindlu urCujiciho stav). Druha skupina pravidel umozni simulovat vypocet M
na w. Pfesnégji, jestlize « =B je krok vypottu stroje M a @ (B) je vétna forma
obsahujici na spodni stopé konfiguraci « (8), pak pravidla z druhé skupiny umozni
odvozeni@ =g B.
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4. plx,al — [x,blq

prokazdé x € X U{e};a,b eT; p,q € Q takové, Ze §(p,a) = (q, b, R)
5. [y, clplx,al — qly, clix, b]

prokazdéx,y € Y U{¢};a,b,ceT; p,q € Q takové, ze 5(p,a) =(q, b, L)
6. pK — [¢,blgK

pro kazdéb € I'; p,q € Q takové, ze 5(p, L) = (q, b, R)
7. [y, clpK — qly, c][e, b]K

prokazdéy € Z U{e};b,c eT; p,q € Q takové, Ze §(p, ) = (q, b, L)
Jestlize M akceptuje vstup az - - - an, pak

(9o, >wL®, 0) %(Qaccept, >Z1...ZsU”0)

Pouzitim pravidel 4-7 mizeme v gramatice G odvodit

ofe B s Bl oo o] - 2]

kdeapt1 =...=as =¢.

11 Aplikaci pravidel z prvnich dvou skupin se d& v G odvodit Fetéz ¢ obsahujici neterminal
Qaccept Pravé kdyz M akceptuje slovo w zapsané na prvni stopé fetézu ¢. Treti
skupina pravidel umozni odvodit z ¢ terminalni fet€z. Pfesnéji, neterminaly urcujici
stav a konec (K) pFepiSeme na . Neterminal — uspofadanou dvojici — prepiseme
na symbol z prvni komponenty dvojice.

8. Z0Oaccept = UacceptZ ProvsechnaZ e N
9. Gaccept[@, X] = alaccept Provdechnaa e %, x €T
10.  Qaccept[€, X] = Qaccept Pro vsechnax e I’
11. QacceptK — ¢
MnoZzina pravidel gramatiky G je tvofena praveé pravidly 1-11. O

Véta 4.20. Tridy jazykd, které Ize generovat gramatikami typu O, resp. akceptovat Turin-
govymi stroji, jsou si rovny a tvoii pravé tridu rekursivné spocetnich jazykd.

Pozorny Ctendr si jisté v dlikazu véty 4.19 povsimne, Ze libovolny rekursivné spo-
Cetny jazyk je tedy generovatelny gramatikou, ktera obsahuje pravé jedno e-pravidlo — viz
pravidlo 11 (nejedna se vSak o pravidlo typu S — ¢, kde S se nevyskytuje na Zadne pravé
strané v pravidlech gramatiky — srv. definici pojmu G je bez ¢-pravidel).

4.6 Linearné ohraniCené automaty a jazyky typu 1

Vysledky prezentované v pfedchozi ¢asti ukazuji, ze rekursivné spocetné jazyky je mozné
popsat dvéma formalismy: prostfednictvim Turingovych strojii a gramatik typu 0. Z vy-
sledkd predchézejicich kapitol vime, Ze podobnou moznost mame i pro regularni jazyky
(kone€né automaty a regularni gramatiky) a bezkontextové jazyky (zasobnikové automaty
a bezkontextové gramatiky). Zbyva najit protéjSek kontextovych gramatik. Ukazeme, Ze
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jim jsou Turingovy stroje se specidlnim omezenim na velikost pasky — tzv. linearné ohra-
nicené automaty.

Linearné ohraniceny automat (anglicky Linear Bounded Automaton), zkracené LBA,
je jednopaskovy nedeterministicky TM, ktery nikdy neopusti ta poliCka, na kterych byl
umistén vstup. Formalng, linearné ohraniceny automat M je 10-tice

M=(Q, %, >, <,U,8, 0o, Yaccept dreject)

kde symboly Q, %, T, 1>, U, 8, 0o, Qaccept > Oreject Maji stejny vyznam jako u nedetermi-
nistického TM. <« € T" \ X je prava koncova znacka. Podobné jako u TM poZzadujeme,
aby LBA nikdy nepfepsal levou (pravou) koncovou znacku jinym symbolem a aby nikdy
neposunul svou hlavu vlevo (vpravo) od policka obsahujiciho levou (pravou) koncovou
znacku. Definice konfigurace, relace kroku vypoctu a jazyka L (M) zOstavaji stejné jako
u nedeterministického TM.

Nézev LBA je odvozen z nasledujiciho faktu. UvaZzme ty nedeterministické TM M,
pro které existuje takova konstanta k € N, Ze pro kazdy vstupni fetéz w je pozice hlavy
v kazdé konfiguraci kazdého vypoCtu M na w nanejvys k - |w|. Zfejmé kazdy LBA spl-
nuje uvedenou vlastnost. Naopak, ke kazdému TM uvedené vlastnosti se da (technikou
podobnou té, kterou jsme pouzili p¥i simulaci k-paskového Turingova stroje jednopasko-
vym) skonstruovat ekvivalentni LBA. Alternativné tedy mozno definovat LBA jako TM s
linearné ohranicenym prostorem.

O LBA fikame, Ze je deterministicky, pravé kdyZz pro kazdé g € Q aa € T je
mnozina §(q, a) jednoprvkova. Neni znamé, zda tfida jazykl akceptovanych determinis-
tickymi LBA je vlastni podtfidou tfidy jazyk( akceptovanych linedrné ohraniGenymi au-
tomaty. Vime, Ze kazdy jazyk akceptovany nedeterminickym linedrn€ ohranicenym au-
tomatem se da akceptovat deterministickym Turingovym strojem. Velikost pasky, kterou
potfebuje takovyto Turinglv stroj viak miZe byt az exponencialni funkci délky vstupniho
slova a ne jenom linearni (viz konstrukce v 4.3).

Nas zajem o LBA byl dan skutecnosti, Ze akceptuji pravé tfidu kontextovych jazykd.
Dikaz tohoto tvrzeni je podobny jako dlikaz tvrzeni, Ze gramatiky typu O akceptuji pravé
tfidu rekursivng spoCetnych jazyka.

Lemma 4.21. Necht’ L je jazyk generovany kontextovou gramatikou. Pak L je akceptovan
néjakym linedrné ohraniCenym automatem M.

Dillkaz: Automat M konstruujeme podobné jako v diikazu lemmatu 4.18 s tim rozdilem,
Ze nepovolime, aby délka fetézu « na druhé stopé nékdy presahla délku vstupniho fetézu.
Korektnost konstrukce plyne z faktu, Ze pokud

S=wg =g w1 =g w2---=¢g Wwn,

tak prokazdéi =1,...,n je |wi—1] < |wj|. Stroj M ma proto dostatek prostoru na to,
aby odvozeni vstupniho Fetézu, pokud existuje, nasel. O

Lemma 4.22. Necht’ M je linedrné ohranic¢eny automat. Pak existuje kontextova grama-
tika generujici jazyk L(M).
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Dilkaz: Dlkaz tohoto tvrzeni je nepatrnou modifikaci diikazu lemmatu 4.19. Modifikace
je nutna proto, Ze pravidla 10 a 11 nejsou kontextova. Zmeény doznaji pravidla skupiny I,
kdy prvni a posledni neterminal generovaného fetézu v sobé ponesou informaci o tom, Ze
jsou prvnim resp. poslednim neterminalem. Neterminal, urCujici stav odpovidajici konfi-
gurace LBA, se stane soucasti neterminalu pro obsah policka. O

Véta 4.23. Tridy jazykd, které Ize generovat kontextovymi gramatikami, resp. rozhodovat
linedrné ohrani¢enymi automaty, jsou si rovny.

Dulezitou vlastnosti linearné ohranicenych automatll je, Zze kazdy LBA mizeme
transformovat na ekvivalentni Gplny Turinglv stroj.

Véta 4.24. KaZdy kontextovy jazyk je rekursivni.

Dilkaz: Necht’ L je jazyk akceptovany linearné ohrani¢enym automatem M = (Q, %, T,
>, <1, U, 8, 0o, Gaccept» Qreject)- ZKonstruujeme Uplny LBA M takovy, Ze L(M) = L.
Tim dokazeme tvrzeni véty.

Konstrukee je zaloZena na pozorovani, Ze pocet riiznych konfiguraci, které se mohou
vyskytnout ve vypoCtu na vstupu w je kone€ny a jejich poCet zavisi jenom na délce slova w
a na definici stroje M. Kdy?Z tedy stroj M slovo w akceptuje, pak nutné existuje akceptujici
vypocet M na w, jehoz délka nepfesahne pocet rliznych konfiguraci (v opaném pripadé
se v ném nutné musi objevit dvé stejné konfigurace a vynechanim Useku mezi nimi skon-
struujeme kratsi akceptujici vypoGet). Proto stroji M postacuje simulovat vypo&et stroje
M jenom do délky rovné poctu rliznych konfiguraci.

Konfigurace stroje M v sobg nese informaci o stavu stroje, o obsahu pasky a o pozici
hlavy. PoCet rliznych konfiguraci, které se mohou vyskytnout ve vypo ¢tu na vstupu w délky
n, je proto

1QI-ITI" - (n+2).

Déle plati, Ze funkci | Q|- |T"|" - (n+2) mlZeme zhora ostfe ohranicit funkci c" pro vhodné
zvolené prirozené Cislo c. Pocet symbold, které potfebujeme na zapis libovolného Cisla
zintervalu 0, ... ,c" — 1 v c-arni Eiselné soustavé, nikdy nepfeséhne n.

LBA M bude na vstupu w pracovat takto. Svoji pasku rozd&li na dvé stopy. Na
horni stopé zlistane zapsan vstup w, na druhou zapiSe Cislo 0 (v c-arni Ciselné soustave).
Pak na horni stopé simuluje vypocet M na w, pficemz za kazdy odsimulovany krok pfi-
pocte k Cislu, zapsanému na spodni stopé, jednicku (stale v c-arni Ciselné soustave). Pokud
M akceptuje (zamitne) vstup w, pak i M akceptuje (zamitne). Kdyz dojde k ,,prepInéni*
spodni stopy, tak M zamitne.

Vypodet LBA M na libovolném vstupu w se zastavi bud’ proto, Ze simulovany vy-
pocCet dosahl akceptujici resp. zamitajici konfiguraci, nebo proto, ze délka simulovaného
vypottu presahla hranici ¢/, Jestlize tedy M akceptuje, pak existuje vypocet M na w
takovy, Ze jeho simulace pfivede M k akceptovani. Naopak, jestlize w ¢ M, pak Zadny
vypocet M na w nemiiZe byt akceptujici.

LBA M je tplny, a proto jazyk L je rekursivni. O
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V nasledujici kapitole prezentujeme diikazovou techniku (tzv. metodu diagonali-
zace), ktera dovoluje dokazat, Ze ne kazdy rekursivni jazyk je nutné kontextovy. V podstaté
vsechny jazyky, které povazujeme za ,,pfirozené definované“, jsou kontextove.

Pro Uplnost jesté uved’me, jaké jsou uzaveérové vlastnosti tfidy kontextovych jazykd.

Véta 4.25. Trida kontextovych jazyki je uzaviena vzhledem k operacim u, N, -, * a kom-
plementu.

Dlkaz: Platnost tvrzeni pro operace prdiniku, sjednoceni, zfetézeni a iterace se dokaze
Uplné stejnym zplisobem jako pro rekursivni jazyky (véta 4.15).

Dtikaz pro komplement neni tak pfimo€ary. Techniku pouZitou v dilkazu véty 4.15
nemiZeme na LBA aplikovat. Problém je v tom, Ze LBA je definovan jako nedetermi-
nistické vypocetni zafizeni, a tedy pouhou zaménou akceptujiciho a zamitajiciho stavu
bychom neziskali automat pro komplement jazyka (viz podobnou argumentaci pro nedeter-
ministické kone&né resp. zasobnikové automaty). Ve skutecnosti je dlikaz uzavienosti tfidy
kontextovych jazykd na komplement dosti komplikovany, a proto jej zde neuvadime. O



Kapitola 5

Nerozhodnutelnost

Cilem této kapitoly je poskytnout odpovéd’ na nasledujici otazky:
1. Existuje jazyk (problém), ktery neni rekursivné spoCetny (Caste€né rozhodnutelny)?
2. Existuje jazyk (problém), ktery je rekursivné spoCetny (Castecné rozhodnutelny), ale
neni rekursivni (rozhodnutelny)?
UkaZzeme, Ze odpovéd’ na obé otazky je kladna. Z toho pak plyne dalsi otazka:
3. Které problémy, tykajici se jazykl Chomského hierarchie, jsou resp. nejsou rozhod-
nutelné?
NeZ zacneme s (vahami o (ne)rozhodnutelnosti, projdeme dva okruhy problémd. Chur-
chova teze ozfejmuje vyznam nasich Givah o nerozhodnutelnosti. Na jejim zakladé mlzeme
totiz tvrzeni o nerozhodnutelnosti konkrétniho problému interpretovat jako tvrzeni o nee-
xistenci algoritmu feSiciho uvaZzovany problém. Podkapitola pojednavajici o kédovani TM
je spiSe technicka a vyuZijeme ji v nasledujicich konstrukcich. Univerzalni TuringQv stroj
je pro nas zajimavy hned ze dvou hledisek. Jednak jako technicky nastroj, ktery mdizeme
vyuzit tehdy, kdyZ potfebujeme, aby TM simuloval néjaky jiny TM. Z druhé strany, uni-
verzalni TM zdlraziuje tu skutecnost, Ze Turingliv stroj mdiZe byt, podobné jako realny
pocita€, programovan.

5.1 Churchova teze

Cilem A. Turinga v dobg, kdy definoval svlij model (pozdgji nazvany na jeho pocest Tu-
ringllv stroj), bylo rozlisit, co je a co neni efektivni procedura, respektive jak bychom to
fekli dnes, co je a co neni algoritmus. Intuitivné, algoritmus je mnoZina pravidel, které jed-
noznacngé predepisuji, co mame délat pro to, abychom po koneéném poctu krokd obdrzeli
pozadovany vysledek. Problém exaktni a jednoznacné definice pojmu algoritmus se stava
klicovym v okamziku, kdyZ chceme dokazat, Ze neexistuje zadny algoritmus pro feSeni
konkrétniho problému. Otazku existence resp. neexistence algoritmu si matematici kladli
davno (vzpomenme alespon problém kvadratury kruhu). ZvIasté aktualni se stala v sou-
vislosti s formulaci znamého Hilbertova programu zacatkem naseho stoleti. To vedlo k
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nékolika definicim pojmu algoritmus, z nichz jedna vychazi pravé z TM. Je zndma pod
nazvem Churchova teze! (Ci téZ jako Church-Turingova teze):
Kazdy proces, ktery Ize intuitivng nazvat algoritmem, se da realizovat na Tu-
ringove stroji.
Obsahem Churchovy teze je tedy ztotoznéni pojmu ,algoritmicky FeSitelny* a ,,FeSitelny
Turingovym strojem*. ProtoZe pojem algoritmicky FeSitelny je jenom intuitivnim pojmem,
nemiZe byt obsah Churchovy téze formalné dokéazan. Existuje vsak cela fada argumentt
podporujicich platnost teze, z nich uved’me napfiklad tyto:
1. Kromé TM bylo navrZeno i mnoho jinych formalizm; zmifime alespoi
e  Postovy systemy
e  Minského stroje
e p-rekursivni funkce
e A-kalkul
e while programy.
Dulezité je, Ze viechny se ukazaly, co se jejich vypoctové sily tyce, jako vzajemné
ekvivalentni.
2. Ttida jazykl akceptovanych TM a tfida funkci pocitanych TM jsou velice robustni.
R0zna omezeni resp. rozsifeni zakladniho modelu nemaji Zadny vliv na tyto tFidy
(viz predchazejici kapitola).
3. Doposud neni zndm Zadny algoritmus, ktery by se nedal realizovat na Turingové
stroji.
Vice podrobnosti miiZze tenaF najit literatufe vénované teorii vycislitelnosti.
Z pohledu Churovy teze je tedy problém? algoritmicky FeSitelny, pravé kdy? je roz-
hodnutelny. V dalSim textu budeme i nadéle pracovat s Turingovymi stroji, avsak budeme
na né nazirat predevsim jako na algoritmy.

5.2 Koédovani TM a univerzalni TM

Z&kladni vlastnost, ze které budeme v nasledujicich Givahach vychazet, je schopnost Turin-
govych strojl simulovat jiné Turingovy stroje, jejichZ popis obdrZi jako Cast svého vstupu.
Prvni problém, na ktery p¥i simulaci narazime, je otazka vhodného kédovani (zapisu)
Turingovych strojii. PoZadujeme, aby pro kazdy stroj (a pfipadné i slovo nad nimz ma
pracovat) byl definovan jeho kdd (jako slovo nad néjakou abecedou) a aby z kddu stroje (a
pripadné i slova nad nimz méa pracovat) byla jednoznacné dekddovatelna informace o jeho
stavech, symbolech, prechodové funkci, . . . (a pfipadné i slovo nad nimz ma pracovat).

Kodovani Turingovych stroji

Necht' M = (Q, =, T', >, U, 8, qo, Gaccept» Oreject)- Bez ztraty na obecnosti miizeme pred-
pokladat, Ze mnoZina stavll Q = {do, 1,02, .., 0n}, PFieMZ g1 = Qaccept j€ akcep-

1. Alonzo Church byl americky matematik

2. Jak je zfejmé jiz z kontextu, pod pojmem problém zde mame na mysli Glohu, kdefeSenim je bud” ANO,
nebo NE. Jakékoliv jiné Glohy, tj. takové, kde moznychfeseni je vic neZ jenom 2, miizeme nahliZet jako funkce a
aplikovat na né pojmy rekursivni resp. rekursivré spocetny.



5.2. KODOVANI TM A UNIVERZALNI TM 131

tujici @ 02 = Oreject zamitajici stav. Podobné I' = {Xo, ..., Xz}, pfiCemz Xo = > je
leva koncova znacka a X1 = U je symbol pro prazdné policko. Symbollim pro smér po-
hybu miizeme téZ pfifadit synonyma L = S; a R = S;. Pak hodnotu pfechodové funkce
8(di, Xj) = (Gk, X1, Sm) mizeme jednozna&né kédovat bindrnim fetézem

0'10/10%10'10™ . (5.1)
Binarnim kédem Turingova stroje M je fetéz
111 k6d; 11 kédp 11 ---11 kody 111,

kde kod; je fetézec tvaru 5.1 a kddy, . .. , kdd, jednoznacné popisuji celou prechodovou
funkci stroje M3. Kéd stroje M budeme oznatovat (M). Kazdy binarni Fetézec je kédem
nanejvys jednoho Turingova stroje. Nékteré fetézy nejsou kddem zadného stroje; v tako-
vém pripadé interpretujeme fetézec jako kod stroje prijimajiciho prazdny jazyk.
Podobnym zplisobem miizeme kddovat i vstupni slova stroje M — slovu X, - - - Xj,
pfifadime kod 011 - - - 10% 1. Prazdnému slovu pfifadime kéd &. Kéd slova w oznatujeme
(w).
Priklad 5.1. Méme M = ({qo, 01, 92, 93}, {0, 1}, {>>, 1, 0, 1, A, B}, 8, >, LU, Qo, d1, G2)
s prechodovou funkci

5(do,>) = (g3, >, R)
503,00 = (3, A,R)
503, 1) = (gs3,B,L)

8@, A = (g1, A L)
§(@3,>) = (g2,>,R)
Kddem stroje M je
(M) = 1111100011001100010010001000010011000100010001000001011

000100001010000101100011001100111
Kddem slova 001101 je (001101) = 00100100010001001000.

Univerzalni TuringQv stroj

Zavedené kodovani strojd a jejich vstupl nam umoz iiuje zkonstruovat univerzalni Turingliv
stroj U takovy, Ze U akceptuje (M)t (w) & m akceptuje w, to jest:
L) = { (M)(w) | M akceptuje w }.

Jinymi slovy, jestlize stroj ¢/ dostane na vstup kéd stroje M a kod jeho vstupu w (vzajemné
oddéleny symbolem 1), pak akceptuje, pravé kdyz M akceptuje w.
Stroj U pracuje takto:

3. Poznamenejme, Ze neklademe Zadné podminky na uspdadant, a proto jeden TM miiZze mit vice rliznych kodd.
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1. nejdfive oveéri, zda jeho vstup je tvaru {0, 1}*{#}{0, 1}*. KdyZ neni, tak zastavi a
zamitne.

2. U simuluje krok po kroku vypocet stroje M na w. Péska stroje U/ je rozdélena na t¥i
stopy. Na prvni stopé si stroj &/ udrzuje kod simulovaného stroje M. Na druhé stopé
ma zaznamenan aktualni obsah pasky stroje M s vyznaCenou pozici hlavy. Treti
stopa slouZi na zapamatovani aktualniho stavu stroje M. Simulace jednoho kroku
znamena, Ze stroj srovnava obsah tfeti a relevantni Casti druhé stopy s obsahem prvni
stopy aby zjistil, jaké akce je pfedepsana pro aktudlni stav a snimany symbol stroje
M. Predepsanou akci odsimuluje: zméni kéd stavu na tfeti stopé, prepiSe snimany
symbol a posune znacku pro pozici hlavy.

3. U akceptuje (zamitd) pravé kdyZ se na tfeti stop€ objevi kod akceptujiciho (zamita-
jiciho) stavu. Pokud M na vstupu w cyKli, pak i &/ na vstupu (M) g(w) cyKIi.

Poznamka 5.2. Na tomto misté (jako i na mnoha jinych v dalsim textu) stavime na Chur-
chové tezi. Misto toho, abychom presné definovali univerzalni Turingdv stroj (tj. specifiko-
vali jeho mnoZinu stavd, pfechodovou funkci atd.), popsali jsme jeho Cinnost jen ,,slovné®.

Divod je ziejmy: tento popis je mnohem prehlednéjsi a srozumitelnéjsi, neZ kdybychom
méli k dispozici popis pfechodové funkce o délce nékolika (desitek) stran.

5.3 Diagonalizace

Hlavnim cilem této kapitoly je prozkoumat, které problémy, vztahujici se k formalnim
jazyklim a automattim, jsou resp. nejsou algoritmicky fesitelné. Popiseme dvé matematické
metody, které umoznuji o problému dokézat, ze neni (Castecné) rozhodnutelny — metodu
diagonalizace a metodu redukce.

Jaky typ problémd je nerozhodnutelny, tj. algoritmicky nefesitelny? Jsou tyto pro-
blémy jen ,teoretické*, nebo se s nimi mizeme b&Zné setkat? Prvni z problém, ktery
prozkoumame je formulovan takto: madme dany program a pfesnou specifikaci, co by tento
program mél délat (napf. nasobit dvé matice). Potfebujeme verifikovat, zda program sku-
tecné déla to, co od néj ocekavame. JelikoZ jak program, tak i specifikace, jsou matematicky
presné definované objekty, pfali bychom si, aby proces verifikace byl pokud mozno auto-
matizovan. Ukazeme, Ze pravé toto je typ problému, ktery (obecnég) neni rozhodnutelny, a
tedy FeSitelny pocitacem.

Presngji formulovano, budeme se zabyvat problémem p¥isluSnosti pro Turinovy stroje.
Pro dany Turinglv stroj M a slovo w chceme urit, zda M slovo w akceptuje, nebo ne-
akceptuje (tj. M zamitd w nebo na w cykli). Jinymi slovy, chceme ur€it, zda slovo w bud’
prislusi, nebo nepfislusi jazyku L (M). Univerzalni TuringQv stroj a technika diagonalizace
jsou nastroje, které ndm umozni dokazat, Ze problém pfisluSnosti pro Turingovy stroje je
nerozhodnutelny. Jinak feCeno, dokazeme, Ze jazyk

pp ¥ { (M)t(w) | stroj M akceptuje w}

neni rekursivni.
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Prvni idea, jak problém TeSit, je pouZit univerzalni stroj U, kterému na vstup dame

fetéz (M)t (w). U simuluje vypoCet M na w a nasledné
e zastavi a akceptuje pravé kdyZ M se zastavi a akceptuje
e zastavi a zamitne pravé kdyz M se zastavi a zamitne
e cykli pravé kdyz M cykli.

Lehce ovéfime, Zze L(I4) = PP. Problém pfisludnoti je tedy ¢astecné rozhodnu-
telny. Protoze v3ak stroj ¢/ neni tplny, neplyne z jeho existence rozhodnutelnost problému
prislusnosti.

Na misté je tedy otazka, zda existuje néjaka jind metoda, kterd na zakladé popisu
Turingova stroje a jeho vstupu umozni vzdy rozhodnout, jak dopadne vypo Cet stroje na da-
ném vstupu. Ve skutecnosti takovato metoda neexistuje. Pro konkrétni TM a slovo se nam
miZe podafit problém rozhodnout aplikaci néjakého heuristického (ad hoc) pFistupu, ale
obecna metoda, ktera by poskytla feSeni pro libovolnou dvojici ( stroj, slovo ) neexistuje.

Véta 5.3. Problém pfislusnosti pro Turingovy stroje je ¢astecné rozhodnutelny, ale neni
rozhodnutelny.

Castenou rozhodnutelnost jsme jiz dokazali. Tvrzeni o nerozhodnutelnosti doka-
Zeme pomoci Cantorovy diagonalizacni metody. Tuto metodu poprvé pouZzil matematik
Georg Cantor v roce 1873, kdyZ se zabyval problémem méreni mohutnosti nekonecnych
mnoZin. Diagonalizaci prokazal, Ze mnoziny pfirozenych a realnych ¢isel maji rliznou mo-
hutnost. Analogickym zplisobem miiZzeme prokazat, Ze existuje jazyk, ktery neni akcepto-
van zadnym Turingovym strojem.

Lemma 5.4. Existuje jazyk, ktery neni rekursivné spocetny.

Dilkaz: Z predchazejiciho vime, Ze kazdy Fetézec nad abecedou {0, 1} miZeme chapat
jako kod néjakého Turingova stroje resp. jako kod néjakého slova. Pro kazdé x e {0, 1}*
oznafme My Turingdv stroj s kddem x. Podobné wy je slovo, jehoz kdd je pravé x. Ros-
touci uspofadani slov* nad abecedou {0, 1} ur&uje uspofadani Turingovych strojli

Mg, Mo, M1, Moo, Mo1, Mo, M11, Mooo, . ..
a usporadani slov
W, W, W1, W0, Wo1, W10, W11, WO00, - - - -

Snadno nahlédneme, Ze uvedené usporadani je natolik jednoduché, Ze se da zkonstruovat
TM, ktery pro dané pFirozené Cislo m vypocte kod m-tého Turingova stroje resp. m-tého
slova.

UvaZzme nyni nekone&nou dvojrozmérnou tabulku (obr. 5.1). Radky tabulky jsou
oznaceny Turingovymi stroji v zavedeném usporadani. Sloupce jsou oznaceny slovy v za-
vedeném usporadani. Na prlseciku i-tého fadku a j-tého sloupce obsahuje tabulka symbol
1, pravé kdyz i-ty Turingllv stroje akceptuje j-té slovo. Jestlize stroj vstup neakceptuije,
pak na uvazované pozici tabulka obsahuje symbol 0.

4.V rostoucim usporadani slovo mensi délky predchazi slovu v&tsi délky. Pokud a = a; -am ab = by - by maji
stejnou délku, pak a pfedchazi b pravé kdyz existuje i takové, ze g = by, ..., aj_1 =bhj_1aa <b.
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We W w1 W wWo1 W10 Wil WE00 W00l
M, 1 0 1 1 0 1 0 1 1
Mo 0 1 1 1 0 1 0 0 1
My 1 1 1 0 1 1 0 1 0
Mop | 0O 0 O 0 0 1 0 1 1
Moz 1 0 O 1 0 0 1 1 1
Mo 0O 0 O 1 1 1 0 1 1
Mpp |1 1 0 1 0 1 0 1 0
Mop| O 1 1 O 0 1 1 1 1
Moz | 1 1 1 1 1 0 0 1 0

Obrazek 5.1: Tabulka obsahujici informace o vypo&tech Turingovych strojli (symboly 1 a
0 jsou rozmistény nahodné, Cisté pro ilustraci.)

Zkonstruujeme jazyk D (tzv. diagonalni jazyk) nad abecedou {0, 1}* vyuZitim prvk,
které v tabulce lezi na diagonale. Abychom zabezpecili, Ze jazyk D neni akceptovan zad-
nym Turingovym strojem, poZadujeme, aby slovo d patfilo do jazyka D tehdy a jen tehdy,
kdyz stroj Mg neakceptuje slovo wyg, tj. na priiseciku fadku My a sloupce wq obsahuje
tabulka symbol 0.

Lehce prijdeme ke sporu: predpokladejme, Ze existuje néjaky stroj My akceptujici
jazyk D. Jestlize slovo x patfi do jazyka D, pak tabulka obsahuje na pozici (M, wy)
symbol 0 a nemlize byt L(My) = D. Naopak, jestlize slovo x nepatfi do jazyka D, pak
tabulka obsahuje na pozici (My, wy) symbol 1, a tedy opét nemlze platit L(My) = D.
Proto neexistuje Zadny TM, ktery by akceptoval jazyk D.

O

Nyni jsme jiZ pFipraveni dokazat vétu 5.3 o nerozhodnutelnosti problému pfislusnosti.

Dillkaz: véty 5.3
Dikaz véty provedeme sporem. Predpokladejme, Ze existuje Uplny stroj 7 akceptujici ja-
zyk P P. Nad vstupnim slovem (M) (w) stroj 7 pracuje takto:

e 7 se zastavi a akceptuje pravé kdyz M se zastavi a akceptuje w

e 7T se zastavi a zamitne pravé kdyz M se zastavi a zamitne anebo kdyz cykli na w.
Zkonstruujeme novy Turinglv stroj N (viz obr. 5.2), ktery pro vstup x € {0, 1} *

1. zapiSe na svou pasku fetéz xtix,

2. simuluje vypocet stroje 7 na vstupu x X,

3. N akceptuje vstup x, pravé kdyz 7 zamitne vstup xfix.

N zamitne vstup x, praveé kdyZ 7~ akceptuje vstup x#x.

PFi konstrukci stroje A jsme vyuZili existenci univerzalniho TM. Konkrétng, v bodé 2.
predepisujeme, aby stroj A/ simuloval jiny stroj, jehoZ popis dostal jako soucast vstupu —
to ale znamen4, ze se chova jako univerzalni stroj. Pro kazdé slovo x € {0, 1}*
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N

REJECT

X XX ] ”

_

ACCEPT

N
Obrazek 5.2: Konstrukce stroje N/
N akceptuje x <= T zamita vstup xix (podle definice )
&= stroj s kddem x zamita anebo cykli na vstupu s kddem x

(podle predpokladu o 7)

Specialné nas zajima vypocet stroje A/ na vstupu (\), tj. na vstupu, ktery je kédem stroje
N. Tedy dostavame

N akceptuje (V) < T zamita vstup NN
&= stroj s kddem (N') zamita anebo cykli na vstupu s kodem (\/)
<= N neakceptuje (\)

To je zfejmy spor, a proto nas predpoklad o existenci Uplného Turingova stroje 7~ musel
byt chybny. O

Jesté jednou zopakujme, jakym zplisobem jsme dokézali nerozhodnutelnost problému p¥i-
sluSnosti. Pfedpokladali jsme existenci stroje 7~ rozhodujiciho tento problém. Zkonstruo-
vali jsme stroj NV (ktery vyuZzival T') takovy, Ze kdyZ N dostal na vstup x, tak ho akceptoval
jediné tehdy, kdyz stroj s kddem x neakceptoval vstup s kédem x. Nakonec jsme spustili
stroj NV na vstupu (A). Chovani stroje N popisuje Fadek

‘we wo w1 Woo W1 W10 Wil W00 W00l

N|O0O 0 O 1 1 0 1 0 1

ktery vznikl ,,negaci diagonaly z tabulky 5.1. Srovname-li stroj A/ s libovolnym Turingo-
vym strojem My, tak vidime, Ze jejich chovani na vstupu s kddem x se lisi: kdyZ jeden ze
strojli akceptuje, tak druhy neakceptuje a naopak.

Problém pfisluSnosti pro Turingovy stroje je pfikladem problému, ktery je ¢astecné
rozhodnutelny, ale neni rozhodnutelny. Pfirozenou je otazka, zda existuje problém, ktery
neni ani Castecné rozhodnutelny. PFikladem takového problému je komplement problému
prisluSnosti.
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Véta 5.5. Jazyk co-PP gl {(M)t{w) | M neakceptuje w} neni rekursivné spocetny.

Dilkaz: Predpokladejme, Ze jazyk co—P P je rekursivné spoCetny. Pak podle véty 4.17 je
jazyk P P rekursivni, coZ je spor. O

5.4 Redukce

S problémem pfislusnosti pro TM Gzce souvisi problém zastaveni pro TM. Pro libovolny
dany TM M a libovolné dané slovo w se ptdme, zda vypoCet M na w je konecny Ci nikoli.
Opét nas zajim4, zda je tento problém rozhodnutelny, tj. zda jazyk

pz & {{(M)t(w) | vypoCet M na w je konecny }

je rekursivni.

Véta 5.6. Problém zastaveni pro Turingovy stroje neni rozhodnutelny.

Dilkaz: Dlkaz provedeme sporem. Predpokladejme, Ze problém je rozhodnutelny. Pak
existuje Uplny Turinglv stroj 7~ akceptujici jazyk PZ. UkaZzeme, jak s pomoci stroje 7,
miZeme sestrojit Gplny Turingllv stroj N akceptujici jazyk P P. JelikoZ vSak jazyk PP
neni rekursivni, tak pfedpoklad o rozhodnutelnosti problému zastaveni vede ke sporu.
Ukolem stroje A\ je pro dany stroj M a slovo w rozhodnout, zda M akceptuje w.
Stroj NV pro vstup (M)i#{w) pracuje takto (obr. 5.3):
1. simuluje vypocet stroje 7 na vstupu (M) (w),
2. vpripadé, Ze T akceptuje (M)t (w), tak vypoCet M na w je kone€ny. Proto N mlize
simulovat vypocet M na w a N akceptuje pravé kdyz M akceptuje w,
3. v pripadé, Ze 7 zamita (M) (w), tak M na w cykli. Proto \ zamitne sv{ij vstup.

ACCEPT
e

—
REJECT

REJECT

Obrazek 5.3: Konstrukce stroje N/

Stroj A je Uplny, protoZe stroj 7 je Gplny a A/ simuluje jen kone€né vypocty stroje M.
Stroj NV akceptuje jazyk P P, protoZe plati:



5.4. REDUKCE 137

N akceptuje (M)#(w) <= stroj T akceptuje (M)#{w) a M akceptuje w. [

Metoda, kterou jsme pouzili v dilkazu véty 5.6 je zaloZena na tzv. redukci: problém
prislusnosti jsme prevedli (redukovali) na problém zastaveni tak, Ze kdybychom méli k
dispozici algoritmus FeSici problém zastaveni (stroj 7)), pak bychom dokézali sestrojit i
algoritmus rozhodujici problém pfislusnosti (stroj N). Z pfedchazejiciho vime, Ze takovy
algoritmus existovat nemiZe, a tedy nemUiZe existovat ani algoritmus rozhodujici problém
zastaveni. JelikoZ Uplné stejny postup mdZzeme pouZit i pro jiné problémy, zformulujeme
metodu redukce a jeji pouzitelnost obecné.

Definice 5.7. Necht’ A, B jsou jazyky, A € X*, B C W*, Redukce jazyka A na jazyk B je
rekursivni funkce o : £* — W™ takova, Ze

weA<o(w)eB.

V pripadé existence redukce jazyka A na jazyk B Fikame, Zze A je redukovatelny
(se redukuje) na B a znaCime A < B. S ohledem na zndmy vztah mezi pojmy jazyk a
rozhodovaci problém, miizeme aplikovat pojem redukce i na problémy. Zdliraznéme jesté
jednou dveé klicové vlastnosti redukce:
1. existence Uplného Turingova stroje (algoritmu), ktery pro kazdé slovo w nad abece-
dou X vypocte jeho obraz, tj. slovo o (w) nad abecedou V;
2. redukce zachovava pfisluSnost do jazyka (slovo z jazyka A se zobrazi na slovo z ja-
zyka B, slovo nepatfici jazyku A se zobrazi na slovo nepatFici jazyku B) (obr. 5.4).

Obrazek 5.4: Redukce

Zpdisob, jakym Ize pojem redukce vyuZit pfi diikazu o (ne)rozhodnutelnosti néjakého pro-
blému, je vyjadren v nasledujici vété.

Véta 5.8. Necht’ A < B.

(i) Neni-li jazyk A rekursivné spocCetny, pak ani jazyk B neni rekursivné spoCetny.

(i) Neni-li jazyk A rekursivni, pak ani jazyk B neni rekursivni.

Alternativni (a ekvivalentni) formulace véty 5.8 je
Necht” A < B.
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(i) Je-li jazyk B rekursivng spocetny, pak i jazyk A je rekursivng spocetny.
(i) Je-li jazyk B rekursivni, pak i jazyk A je rekursivni.

Dlikaz: (i) Dokazeme alternativu (i). Tvrzeni (i) dostaneme kontrapozici implikace. Pfed-

pokladejme, Ze A < B a Ze B je rekursivngé spocetny. Necht’ R je Uplny TM po-
Citajici redukci o jazyka A na jazyk B. Dale necht’ 7 je TM akceptujici jazyk B.
Sestrojime novy TM Ta akceptujici jazyk A a tim dokazeme, Ze A je rekursivné
spocetny.
Stroj Ta pro vstup w (viz obr. 5.5) pracuje takto:
1. simuluje vypocet stroje R na vstupu w. Vysledkem simulace je fetéz o (w);
2. simuluje vypocet stroje 7g na vstupu o (w);
3. pokud stroj Tg zastavi a akceptuje (zamitne), pak i Ta zastavi a akceptuje (za-
mitne). KdyZ 7g cykli, pak i Ta cykli.
Tedy plati:
Ta akceptuje w <= Tg akceptuje o (w)
< o(w)eB
< weA

(if) Analogicky jako v pfedchazejicim pFipadg. Protoze v3ak B je rekursivni, existuje Uplny

TM Tg, ktery ho akceptuje. Pak ale i stroj 7a bude Uplny, a tedy jazyk A rekursivni.
O

ACCEPT
—

REJECT
——

Obréazek 5.5: Konstrukce stroje 7a

Dikaz nerozhodnutelnosti problému P metodou redukce se sklada ze dvou krokd.
1. Zvolime néjaky problém N, o kterém uz bylo doké&zano, ze je nerozhodnutelny.
2. Prokazeme, ze N < P.
Nerozhodnutelnost problému P je pak diisledkem véty 5.8.
Redukci mlizeme, samoziejmg, vyuzit i k dlikazu rozhodnutelnosti néjakého problému P.
V takovém pripadé
1. Zvolime néjaky problém R, o kterém uz bylo dokdzéno, Ze je rozhodnutelny.
2. ProkéZeme, ze P < R.
Rozhodnutelnost problému P je pak opét disledkem véty 5.8.
Konstrukce redukce A < B se sklada z nasledujicich krokl. Necht’ A € ©*, B C W,
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1. Definujeme funkcio : £* — W*,

2. Ovéfime, Ze funkce o je rekursivni (napfiklad tak, Ze zkonstruujeme Gplny Turingdv
stroj (tj. algoritmus), ktery pro kazdé w € £* vypocte o (w)).

3. Ovérime platnost ekvivalence

weA<o(w)eB.

Otéazka 5.9. Ktery z jazyk(i PP, PZ hraje v dikazu véty 5.6 roli jazyka A a ktery roli
jazyka B. Jak je definovana redukce A na B?

Otézka 5.10. UkaZte, Ze redukovatelnost je tranzitivni, tj. kdy? A < B a B < C, pak
A < C. Je redukovatelnost symetricka, tj. plyne z A < B platnost B < A?

5.5 Dalsi rozhodnutelné a nerozhodnutelné problémy pro TM

Doposud jsme se setkali se tfemi nerozhodnutelnymi problémy, z nichz dva (problém za-
staveni a prislusnosti pro TM) byly ¢astecné rozhodnutelné a tfeti (komplement problému
zastaveni) nebyl ani Castecné rozhodnutelny. Dale jsme ukézali princip, jak lze pomoci
redukce dokézat (Caste¢nou) rozhodnutelnost ¢i nerozhodnutelnost jinych problémd. Apli-
kujme nyni tyto poznatky a prozkoumejme dalSi problémy tykajici se TM (rekursivné spo-
cetnych jazykd).

Véta 5.11 (Rozhodnutelné problémy). Nasledujici problémy jsou rozhodnutelné.

Pro libovolny dany Turing(v stroj M rozhodnout, zda

(a) M ma alespori 1998 stavi,

(b) vypocet stroje M nad vstupnim slovem a'®% je deli neZ 1998,

(c) existuje slovo w takové, Ze vypocet stroje M nad vstupnim slovem w je del$i neZ 1998.

Véta 5.12 (Semirozhodnutelné problémy). Nasledujici problémy nejsou rozhodnutelné,
ale jsou castecné rozhodnutelné.

Pro libovolny dany Turing(v stroj M rozhodnout, zda

(a) jazyk L(M) je neprazdny,

(b) jazyk L (M) obsahuje alespori 1998 slov.

Véta 5.13 (Nerozhodnutelné problémy). Nasledujici problémy nejsou (ani) Castecné roz-

hodnutelné.

Pro libovolny dany Turing(v stroj M rozhodnout, zda

(a) jazyk L(M) je prazdny,

(b) jazyk L (M) obsahuje nanejvys 1998 slovy,

(c) jazyk L(M) je konecny,

(d) jazyk L(M) =R pro libovolny dany regularni jazyk R,

(e) jazyk L(M) je regularni (tj. zda existuje reguldrni jazyk R takovy, Ze L(M) = R),

(f) jazyk L(M) je rekursivni (tj. zda existuje rekursivni jazyk L takovy, Ze L(M) =L,
tj. problém, zda M je dplny TM).
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Dlkaz: véty5.11

Rozhodnutelnost viech uvedenych problému prokazeme tak, Ze zkonstruujeme Gplny TM

T akceptujici pravé kody Turingovych strojil majicich pozadovanou vlastnost.

(@) Stroj 7 prochazi vstup a testuje, zdali je na nékteré z pozic pfislusejicich staviim (viz
kodovéani TM) Fetéz tvaru 019%80*,

(b) Stroj 7 ma tfi pasky. Na treti pasce si na poCatku vypoctu oznaci 1999 policek. Na
druhou pasku zapise Fetéz al®%. Pak na druhé pasce simuluje krok po kroku vypo&et
stroje s kodem x (x je vstup stroje 7) na vstupu al%%. Za kazdy odsimulovany
krok oznaCi 7 jeden symbol na tfeti pasce. Kdyz simulovany vypocet skoncil dFive,
nez byly oznaceny vSechny symboly na tfeti pasce, tak 7" zamita. Pokud 7" oznaCil
vSechny symboly, tak akceptuje.

(c) NaSim cilem je zkonstruovat TM T, ktery pro dané (M) rozhodne, zdali existuje slovo
w takoveé, Ze vypocet stroje M na vstupu w je delSi nez 1998. Stroj 7 bere postupné
slova nad vstupni abecedou stroje M v rostoucim uspofadani az do délky 1999. Pro
kazdé slovo simuluje vypocet stroje M nad timto slovem, pficemz si pamatuje po-
¢et uz odsimulovanych krokdl vypo€tu. Kdyz délka simulovaného vypo¢tu presahne
1998, tak 7 se zastavi a akceptuje. KdyZ délka vypocCtu na zadném z uvazovanych
slov nepfesahne 1998, tak 7 se zastavi a vstup zamitne.

ZUOstava prokazat korektnost navrzeného postupu. Tvrdime, Ze kdyZ jsme hledané
slovo nenasli mezi slovy délky maximalné 1999, tak skutené neexistuje. Vime, ze
délka vypoctu na zadném ze slov délky 1999 nepfesahla hodnotu 1998. To zna-
mena, Ze stroj nikdy necetl posledni symbol vstupu (na to by potfeboval alespon
1999 krok). Prlibéh vypoctu je tedy jednoznacng urcen prefixem délky 1998 a neni
ovlivnén symboly za timto prefixem.

O

Dlkaz: véty5.12
(a) NejdFive dokazeme, Ze problém neprazdnosti neni rozhodnutelny. Navrhneme redukci
jazyka P Z (ktery neni rozhodnutelny — véta 5.6) na jazyk

PN = [ (M) | LM) # ).
Nerozhodnutelnost problému neprazdnosti plyne z véty 5.8.
Protoze PZ C {0, 1, #}*, PN C {0, 1}*, tak hledana redukce o je funkce z {0, 1, #}*
do {0, 1}*. Slovu x € {0, 1, #}* prifadi o slovo (Ry), pfiCemZ (Ry) je kod takto
definovaného Turingova stroje. Stroj Ry pro vstup w € {0, 1}* pracuje nasledovné.
1. Jestlize slovo x nepatfi do {0, 1}*{#}{0, 1}*, tak Ry vstup w zamitne.
2.V opatném pripadé smaze obsah své pasky a zapiSe na ni slovo x. Necht’ x =
X1fX2.
3. Stroj Rx simuluje vypocet stroje s kddem x1 na vstupu s kodem xs.
4. Jestlize simulovany vypocet je koneCny, tak Ry akceptuje. Pokud simulovany
vypocet je nekonecny, tak i vypocet Ry je nekonec€ny.
Funkce o je Uplna a je vycislitelna (vypocitatelna) Turingovym strojem, cozZ zna-
mena, Ze je rekursivni. Je dulezité si uvédomit, Ze jazyk akceptovany strojem Ry
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je
7 kdyzZ stroj s kédem x1 na vstupu s kddem x» cykKili,

LRy = resp. v pfipadé Ze x nepatfi do {0, 1}*{#}{0, 1}*
" {0, 1}* kdyZ vypocet stroje s kédem x1 na vstupu
s kédem x; je konecny.

Funkce o zachovava prislusnost do jazyka, protoze
(Rx) € PN < L(Rx) = {0, 1}*

= X = X1iXp, X1, %2 € {0,1}*a

vypocet stroje s kddem x1 na vstupu s kddem x> je kone¢ny

< xePZ
ZUOstavéa dokazat, Ze jazyk PN je rekursivné spocetny. Zkonstruujeme Turinglv stroj
T akceptujici jazyk PN. Nabizi se vcelku pfimocCaré feSeni. Chceme-li zjistit, zda
dany stroj M akceptuje vibec néjaké slovo, staci brat véechna mozna vstupni slova a
simulovat postupné vypocet stroje M na kazdém z nich. Pokud M akceptuje néjaké
slovo, ur€ité na néj dfive nebo pozdéji narazime. Potiz je v tom, Ze dfive nez dojde
na toto slovo, které by stroj M akceptoval, tak se miiZe zkouset i slovo, na némz M
cykli — k hledanému slovu se tak nikdy nedostaneme.
Potiz mlizeme obejit vyuzitim ,,paralelismu®. Namisto toho, aby se simuloval vZdy
jen jeden vypocet stroje M, bude stroj 7~ simulovat nékolik vypoctl stroje M na-
jednou. Provedeme to tak, ze 7 vzdy odsimuluje krok jednoho vypoc¢tu, pak krok
dalSiho vypoctu atd.
Predpokladejme libovolné, ale fixni usporadani slov nad vstupni abecedou stroje M.
Pracovni paska stroje 7 bude rozdélena na nékolik Usekd oddélenych specialnim
symbolem $ € T'. V kazdém useku je aktuélni konfigurace jednoho simulovaného
vypoctu. Na poCatku ma 7 jen jeden Usek a na ném pocéatecni (nultou) konfigu-
raci na prvnim vstupu stroje M. Jeden cyklus spoCiva v tom, Ze 7 prochazi svoji
pracovni pasku zleva doprava. V kazdém Gseku pfepise konfiguraci jejim nasledov-
nikem. Kdyz dojde za posledni Usek, napiSe tam poCatecni konfiguraci vypoctu na
dalSim, jesté neprozkoumaném slové. Obsah pracovni pasku stroje 7 po patém opa-
kovani cyklu je schematicky naznacen na obrazku 5.6 (symbol Konfigij znaci j-tou
konfiguraci vypo&tu stroje M na i-tém vstupu). Pokud se v nékterém z Gsek{ objevi

| > | Konfig} | $ | KonfigZ | $ | Konfig3 | $ | Konfig} | $ | Konfigg [ $ | u...

Obrazek 5.6: Paralelni simulace vypo&td

akceptujici konfigurace (coz nastane, pravé kdyz jazyk L(M) je neprazdny), pak
stroj 7 akceptuje. Pro vstup (M) takovy, ze L(M) = @, stroj T cykIi.

(b) Tvrzeni dokaZzeme nepatrnou modifikaci pfedchézejiciho dlikazu. Pro nerozhodnutel-
nost staci vzit v Gvahu, Ze jazyk L (M) obsahuje alesponi 1998 slov tehdy a jenom
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tehdy, kdyz L(Rx) = {0, 1}*. Pro semirozhodnutelnost sta¢i modifikovat stroj 7
tak, aby akceptoval az po objeveni se 1998 akceptujicich konfiguraci.
O

Dlkaz: véty5.13

(a) Nerozhodnutelnost problému prazdnosti (anglicky emptiness) dokazeme redukci ja-
zyka co—P Z (ktery neni rekursivné spocetny — dokaZzte!) na jazyk P E, kde

def
PE ={ (M) |LM) =0}

Redukce o je definovana podobnym zplisobem, jako v dlikazu nerozhodnutelnosti
pfipadu neprazdnosti (véta 5.12, pfipad (a)). Jedind zména se tyka bodu 1.: pokud
slovo x nepatfi do {0, 1}*{#}{0, 1}*, pak Rx vstup w akceptuje. Opét plati, Ze ja-
zyk L(Rx) je bud’ prazdny (v pfipadg€, Ze stroj s kédem x1 na vstupu s kédem
x2 cykli) , nebo stroj Ry akceptuje kazdé vstupni slovo (to v pFipadg, Ze vypocet
stroje s kddem x1 na vstupu s kodem x» je kone€ny, resp. v pfipadé Ze x nepatfi do
{0, 1}*{#}{0, 1}*). Funkce o zachovava pFislusnost do jazyka, protoze
(Rx) e PE<= L(Rx) =0

= X = X1X2, X1, %2 € {0,1}*a

stroj s kédem x1 na vstupu s kddem xz cykli

<= X eco-PZ

(b),(c) Stejné jako pfedchazejici pFipad. Jazyk L(Rx) je bud’ prazdny, a tedy obsahuje
nanejvys 1998 slov, resp. je konecny, nebo je nekonecny.

(d) PFedpokladejme, Ze problém, zda dany TM a konec¢ny automat akceptuji stejny jazyk,
je CasteCné rozhodnutelny. Pak za kone€ny automat midzeme zvolit automat akcep-
tujici prazdny jazyk a dostavame, Ze i problém prazdnosti pro Turingovy stroje je
CasteCné rozhodnutelny — spor.

(e) Zvolme jazyk L, ktery je bezkontextovy a neni regularny. Necht’ 4 je zasobnikovy
automat akceptujici jazyk L. Chceme dokazat, Ze jazyk

PR E { (M) | L(M) je reguldrni ).

nenf rekursivné spocetny. Dlikaz provedeme redukci jazyka co—P Z na jazyk PR.

Hledana redukce o slovu x € {0, 1, #}* pFifadi slovo (R), pfiemz (Ry) je kod

takto definovaného Turingova stroje. Stroj Ry pro vstup w € {0, 1}* pracuje nasle-

dovné.

1. Jestlize slovo x nepatfi do {0, 1}*{#}{0, 1}*, tak Ry pokracuje bodem 4.

2.V opatném pripadé zméni svou pasku na tfistopou. Na druhou stopu zapiSe
slovo x. Necht’ x = x1fiX>.

3. Stroj Ry simuluje na své tfeti stopé vypocet stroje s kddem x1 na vstupu s ko6-
dem x3. Jestlize simulovany vypocet je kone€ny, tak Rx pokracuje bodem 4.
Pokud simulovany vypocet stroje s kddem x1 na vstupu s kddem x; je neko-
necny, tak i vypoCet Ry je nekonecny.

4. Ry simuluje vypocet zdsobnikového automatu .4 na vstupu w.
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5. Jestlize automat A slovo w akceptuje, tak i stroj Ry svlj vstup w akceptuje.
Pokud A zamitne, tak i Ry zamita.

Funkce o je Uplna a je vycislitelna Turingovym strojem, coz znamena, Ze je rekur-

sivni. Jazyk akceptovany strojem Ry je

L jestlize vypocet stroje s kddem x1 na vstupu s kddem x» je koneCny
L(Rx) = resp. v pripadé Ze x nepatfi do {0, 1}*{#}{0, 1}*)
@ jestlize stroj s kddem x1 na vstupu s kodem xz cykli

Funkce o zachovava prislusnost do jazyka, protoze
(Rx) e PR<= L(Rx) =0
&= X = X1fiX2, X1, X2 € {0,1}* a
stroj s kodem x1 na vstupu s kddem x2 cykli
<= X € co-PZ
(f) Analogicky jako v pFipadé (e) s tim rozdilem, Ze jako jazyk L zvolime jazyk, ktery je
rekursivné spoCetny a neni rekursivni.
O

5.6 Postlv korespondenc¢ni problém

V predchozi asti jsme zkoumali rozhodnutelnost réiznych problémd tykajicich se Turin-
govych strojl. Poznali jsme, Ze aZz na nékolik malo velice jednoduchych problému, jsou
nerozhodnutelné. PFirozenou je proto otazka, co se stane, kdyZ v uvedenych problémech
zaménime TM néjakym vypoctove slabSim zafizenim. Pfekvapujicim(?) je zjiSténi, Ze po-
kud chceme, aby se problém stal rozhodnutelnym, pak ho musime vétSinou (az na nékolik
malo jiZz ukazanych vyjimek) formulovat pro velice omezenou tfidu jazykl: pro determi-
nistické bezkontextové, resp. v nékterych pfipadech az pro regularni jazyky. Shrnuti vsech
uvazovanych problémi najde Gtenar na konci této kapitoly.

V predchozi €asti byl klicovym dlikaz nerozhodnutelnosti problému pfislusnosti
(véta 5.3). Nerozhodnutelnost vech ostatnich problém{ byla dokazana redukci. Obdob-
nou kliovou roli v této Casti sehraje tzv. Postliv korespondecni problém. Postliv problém
je Uzce spjat s problémem zastaveni, avSak jeho formulace je pro naSe cile mnohem vhod-
néjsi.

Formulace

Postliv korespondencni problém (anglicky Post Correspondence Problem), zkracené PKP
(PCP), Ize formulovat takto: jsou dany dva seznamy, A = X1,...,XpaB = vy1,...,¥n,
neprazdnych slov nad abecedou X. Seznamy A, B nazyvame instanci (pfipadem) PKP a
oznacujeme (A, B). Dana instance PKP ma feSeni, pravé kdyz existuje konetna posloup-
nost pfirozenych Cisel iq, i2, . . . ik, k > 1, takova, Ze

Xig Xip = Xi = Yig Yip =+ Vi -
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Posloupnostis, iz, . . . ik Se nazyva resenim PKP. Postliv korespondenéni problém je formu-
lovan jako tfida problém rozhodnout pro libovolnou danou instanci PKP, zda ma feSeni.

Priklad 5.14. Necht’ A, B jsou seznamy nad abecedou {a, b, c},
A = (b, chb, ab, ¢) B = (bbc, b, a, bc).

Pro lepsi predstavu si instanci PKP miiZeme znédzornit jako kostky domina
(&)~ e [7) (5} ()
B/ |lbbc]'[ b |'| a] lbc
Resenim uvedené instance PKP je posloupnost 3,1,2,1,2,4 protoZe

X3X1X2X1X2X4 = Y3Yy1Y2Yy1Y2Y4 = abbcbbbcbbe.

Opét pro lepsi predstavu uvadime i grafickou prezentaci

3 1 2 1 2 4
| a % b R b % b R b % c|
alb b clblb b clblb c
Uvedena posloupnost neni jedinym fesenim daného pFipadu; jsou jim napf. i posloupnosti

31212124 a 312124312124 adalsi.

Otézka 5.15. Kolik FeSeni ma instance PKP z predchézejiciho problému?

Priklad 5.16. Méjme instanci PKP, danou seznamy A, B nad abecedou {0, 1} takto:
A = (01,001, 11) B = (10, 00, 011).

Hledané FfeSeni by muselo zacinat indexem 2, protoZe dvojice X1, y1 a téZ X3, y3 se lisi v jiZ
prvnim symbolu (presnéji: v Zadné z téchto dvojic neni jedno ze slov predponou druhého).

Tim mame
o o/
o o

Ze seznamu B musime nyni vybrat slovo, které zaCina symbolem 1. Jedinou mozZnosti je

slovo 10. Dostavame
o o / 0 /
\0 Ol1 O

a to je situace shodna s predchazejici. Proto tato instantce PKP nema FeSeni (neexistuje
konecna posloupnost Cisel poZadovanych vlastnosti).

Jsme tedy schopni pro nékteré konkrétni pfipady rozhodnout, zda maji feSeni. Jak ovsem
uvidime, nelze napsat algoritmus, ktery by pro libovolnou instanci PKP rozhodoval, zda
ma i nema feSeni.
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Inicialni Postliv korespondecni problém

Nasim cilem je dokazat, Ze Postllv korespondencni problém neni rozhodnutelny. PouZijeme
metodu redukce a sestrojime redukci problému pfislusnosti pro TM (véta 5.3) na PKP.
ProtoZe sestrojit hledanou redukci pfimo je pomérné (technicky) naro¢né, zjednodusime si
cely problém nasledovné. Definujeme inicialni Postliv korespondencni problém (zkracené
inPKP) a prokazeme, ze pokud je inPKP nerozhodnutelny, tak i PKP je nerozhodnutelny.
Pak doké&Zeme, Ze inPKP je nerozhodnutelny.

Rozdil ve formulaci inPKP a PKP je v tom, Ze u inicialniho Postova problému se pro
danou instanci (A, B) ptdme, zda ma YeSeni zaCinajici Cislem 1. Pfesnégji, instance (A, B)
inicialniho Postova korespondecniho problému ma feSeni praveé kdyz existuje posloupnost
prirozenych Cisel i1, io, . .. ik, k > 0, takova, Ze

X1Xiy Xig = - Xig = Y1YiyYip - Yig -

PFiklad 5.17. Inicidlni Postiv korespondecni problém pro seznamy A, B z pFikladu 5.14
ma FeSeni 122, protoZe X1X1X2X2 = y1Yy1Y2y2 = bbcbbcbb.

Lemma 5.18. Z nerozhodnutelnosti inicialniho Postova korespondecniho problému plyne
nerozhodnutelnost Postova korespondecniho problému.

Dilkaz: Predpokladejme, Ze PKP je rozhodnutelny. Dané instanci (A, B) inPKP pfifa-
dime instanci (C, D) PKP tak, ze (A, B) ma feSeni pravé kdyz (C, D) ma feSeni. Z roz-
hodnutelnosti PKP by tedy plynula i rozhodnutelnost inPKP.

Necht’ tedy sezhamy A = X1,...,Xp a B = y1,...,Yyn nad abecedou X jsou
instanci inicialniho Postova problému. Déle necht’ $, ¢ jsou dva symboly nepatfici do abe-
cedy X. Zavedeme homomorfismy h, hg : &* — X* U {$, ¢} definované predpisem:
hi(@) gl ¢a, hr(a) “ a¢ pro vSechnaa € X (s pfirozenym rozsifenim ze X na X*).
Polozme

X1 = ¢hr(x1) Y1 =hr(y1)
Xit1 =hrXi)  Yitz =hr(yi) prol<i=<n
Xny2 =98 Yni2 = ¢$

Seznamy C a D nyni vytvofime takto:
C=(X1,..., Xnt2) D=(1,...,Yns2).

Ovérme, ze instance (C, D) PKP ma feSeni, pravé kdyz instance (A, B) inPKP ma feSeni:
1. «<=: Necht’ feSenim instance (A, B) inPKP je posloupnostis, i, . .. ik. ProtozZe

¢hR(X1Xi1 T Xik)$ = hL(y1Yi1 T Yik)¢$v

je posloupnost 1, (i1 + 1), ... (ix + 1), n + 2 feSenim instance (C, D) PKP.

2. = Necht’ feSenim instance (C, D) PKP je posloupnost ji1, jz, ..., jk. Pak nutné musi
byt j1 = 1a jk = n + 2. Redenim instance (A, B) inPKP pak bude napfiklad posloupnost
(j2—1,..., (1 = 1), kde | je nejmensi takové Cislo, Ze ji+1 = n + 2. Nutnost volby | je
dana faktem, Ze dvojice Xn+2, Yn4+2 nemav (A, B) zadny vzor. O
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Priklad 5.19. Redukci instance (A, B) inicidlniho PKP

A ba b b bab . .
<E> = {[F] , [%] , [%] , [7]} dostaneme instanci (C, D) PKP

(o) =15 5] [oee ) o) [7527 ) [55 )

Reseni 3,4,2 instance (A, B) odpovida napFiklad FeSeni 1,4,5,3,6 instance (C, D).

Poznamka 5.20. Jind formulace tvrzeni uvedeného v lemmatu 5.18 je, Ze inPKP < PKP.
Dokazte, Ze plati i opaCné tvrzeni, tj. Ze PKP < inPKP.

Nerozhodnutelnost Postova korespondencniho problému

Véta 5.21. Post(iv korespondencni problém je nerozhodnutelny.

Dlkaz: Vzhledem k tvrzeni lemmatu 5.18 staci dokazat nerozhodnutelnost inicialniho
Postova problému. Sestrojime redukci problému pfisluSnosti pro TM (véta 5.3) na inicialni
Postliv problém: dvojici Turinglv stroj 7 a slovo w tato redukce pfifadi dva seznamy A a
B tak, Ze instance (A, B) inPKP ma feSeni, pravé kdyz stroj 7 akceptuje slovo w.

Necht 7 = (Q, X, T, >, 1, 8, Go, Gaccept, dreject), w € X*. Déle predpokladejme,
2eQNI' =@azetg ¢ QUT (novy symbol). Kazdou konfiguraci (q, z,r) stroje 7
miZeme jednoznacné reprezentovat fetézcem zy1qzo, kde z1z,1” = z a |z1] = r. V této
reprezentaci je pozice hlavy ur€ena umisténim symbolu stavu v Fetézci z. Zakladni idea
konstrukce je pfifadit dvojici 7, w takovou instanci inicidlniho Postova problému, Ze jeji
feSeni (posloupnost Cisel) urCuje slovo f > qowfor1 g1 B1f - - - fork Oaccept Bk 1 takové, Ze jeho
predpona je zapisem akceptujiciho vypoCtu 7 na w (za podminky, Ze existuje).

Seznam A Seznam B
| i go > wi
1 VA z provsechnaZ € T’
i i
1 provsechnaq € Q \ {Qaccept}, P€ Q, X,Y,Z €T
gXx Yp jestlize §(q, X) = (p,Y,R)
ZgX pzZY jestlize 5(g, X) =(p,Y, L)
at Y pg jestlize 6(q,u) = (p,Y, R)
Zqt pPZYt jestlize 6(q, ) = (p,Y, L)
\Y Z Oaccept Oaccept provsechna Z e I’
Oaccept Z Oaccept provsechna Z e I’
\Y Oaccept ift i

Obrazek 5.7: Redukce problému pfislusnosti pro TM na inPKP

Seznamy A, B jsou tvoreny slovy nad abecedou ¥ U I" U {#i} tak, jak je uvedeno
v tabulce 5.7. Pro lepsi pochopeni jsou slova seskupena do mensich celkd. S vyjimkou
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prvni dvojice (skupina I), kterd musi byt v seznamech na prvnim misté, usporadani zbylych
dvojic mdze byt libovolné. Konstrukci nejdfive ilustrujeme na ptikladu a az pak prokazeme
jeji korektnost.

Priklad 5.22. Prezentovanou redukci ilustrujeme na pfikladu stroje T = ({qo, q1}, {a, b},
{>,u,a, b, A}, >, 1,8, qo, Gaccept» Oreject) (8 je dana tabulkou 5.1) a slova w = aa. Dvo-

> a A ]
qO (q07 >, R) (QL Av R) (qu Av L) (Qaccepty Av R)
ql (qreject, >, R) (q07 A’ R) (qO, A’ L) (q07 L, L)

Tabulka 5.1: Pfechodova funkce stroje 7

jici T a w prifadime pFipad (A, B) inicidlniho PKP popsany v tabulce 5.8. Pokusime se
najit FeSeni této instance PKP. Jako prvni musime vzit ze seznamu A slovo £ a ze seznamu
B k nému odpovidajici slovo fqo > aat (plyne z definice inicidlniho PKP).

E
£ do > a a f

Ze seznamu A musime dale vybirat tak, abycom vytvorili Fetéz qo > aaf. K dispozici mame
slova z druhé a tieti skupiny.

£ 0o > a a f]> Jolalaltg

Vsimnéme si, Ze zatimco prvni slovo jsme prodlouZili o Fetéz qo > aaf (pocatecni konfi-
gurace T na w), k druhému slovu jsme pridali Fetéz t>qoaat, coZ je konfigurace, do které
prejde T z pocétecni konfigurace v jednom kroku vypoctu. Opét tedy musime k prvnimu
slovu pfidat t>qpaaf.

f do > a a g]> JQolalalg]>]A Ci]alt

Podobné postupujeme, dokud nenastane situace

...... ﬁ|> A A A Qaccept ﬁ

Symbol Qaccept Ve spodnim slové ukazuje, Ze stroj T by slovo aa akceptoval. Proto bychom
méli byt schopni najit feseni dané instance inicialniho PKP. Skutecné, dvojice ze 4. a 5.
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Seznam A Seznam B
i fgoaas
> >
[ [

a a
b b
A A
g i
Go> >0o
Joa AQy
>QoA qgi> A
agoA giaA
AQoA g1AA
Ligo A qruA
CoU Adaccept
ot Adaccept
qi> >reject
qia Ado
>q1A Qo > A
aqiA qoaA
AgiA qiAA
Lig1 A QiU A
>quu Qo > U
aqiu Qoall
AqrU QoAU
Lqau Qo LU
>q1f qo > £
agat Qoaf
Adgit QoAf
Lga g QoUg
>Qaccept Jaccept
a0accept Oaccept
Adaccept Oaccept
Lidaccept Oaccept
Jaccept> Oaccept
Oacceptd Oaccept
Jaccept A Oaccept
Oaccept Oaccept
Oaccept it i

protoZe §(qo, ) = (o, >, R)
protoze §(qo, @) = (41, A, R)
protoze §(qg, A) = (q1, A, L)

protoZe §(do, L) = (Qaccept: A, R)
protoze §(qz, >) = (Qreject >, R)

protoze §(q1,a) = (qo, A, R)
protoZe §(q1, A) = (qo, A, L)

protoze &(qz, W) = (qo, U, L)

Obréazek 5.8: Seznamy A a B
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skupiny nam umozni, aby se obé slova ,,srovnala“:

Oaccept

...... £ > A A A Gaccept |f]1>] AT Al Yaccept ] £

Podobné postupujeme aZ do tspésného konce

Jaccept

...... ﬁ [> qacce pt

Pokracovani dlikazu véty 5.21 Mame dokazat, Ze navrzena transformace je redukci. Re-
kursivita je zfejma. Zlstava oveérit, Ze Turingliv stroj 7 akceptuje slovo w tehdy a jen tehdy,
kdyz k nému pFirazend instance inicialniho PKP ma feSeni.

Je-li ((X1,...,Xn), (Y1, ..., Yn)) instance inicialniho PKP, pak posloupnost indexd
i1, ...,Im nazveme CasteCnym FeSenim této instance, pravé kdyz slovo x = X1Xi, - - - Xiy,
je prefixem slova y = y1yi, - - - Vi, O slovech x a y fikadme, Ze jsou definovany ¢asteCnym
feSenimiy, ..., im.

Necht’ go > w F uiqivi F U2qov2 F --- - ukQkuk je vypocCet stroje 7 na vstupu
w anecht’ gk & {Qaccept, dreject }. Tvrdime, Ze pak existuje CasteCné feSeni instance (A, B)
definujici dvojici slov (x, y),

X = f0o > wilifvaf- - - BUk—10k—1vk—1§
y = 0o > wiuiQiv1f-- - Uk 10k—1Vk—18UKQk vk

a navic, ze neexistuje zadné jiné feSeni definujici dvojici slov (c, y) pro zadné c.

Uvedené tvrzeni lehce dokazeme indukci vzhledem ke k. Pro k = 0 je tvrzeni trivi-
alni: jediné prazdna posloupnost Cisel definuje dvojici slov (g, figow).

Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro néjaké k a ze qk & {Qaccept, Oreject }. Dokazeme,
Ze pak plati i prok+1. ProtoZe y = xz, kde z = ukQqx vk f, tak ze seznamu A musime vybrat
slova tvorici z. Pro symboly Z € T mdiZzeme pouZit jediné slova ze skupiny I1. Pro symbol
gk a symbol bezprostfedné za nim nasledujici resp. predchazejici je ve skuping Il jediné
slovo. Toto slovo spolu se svym protéjskem ze seznamu B pfirozenym zplisobem prezentuji
krok vypo&tu stroje 7. Zadny jiny vyb&r neumoziiuje vytvoreni slova z.

Timto dostavame nové Castecné feSeni definujici dvojici slov (y, yUk+10k+1vk+18)-
Lehce nahledneme, Ze UxQkvk F Uk+10k+1vk+1. Navic, jestlize gk+1 = Gaccept, tak jedno-
duchym zplisobem ziskdme (pouZitim slov ze skupin IV a V) z tohoto CasteGného Feseni
feSeni instance (A, B).

Tedy existuje-li akceptujici vypocet stroje 7 na vstupu w, pak instance (A, B) inici-
alniho PKP ma feseni. Pokud 7 slovo w neakceptuje, pak (A, B) miiZze mit CasteCna fesent,
kterd ale definuji dvojice slov nestejné délky a neni mozné je prodlouzit na FeSeni. O
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5.7 Nerozhodnutelné problémy z teorie formalnich jazyk{

Nerozhodnutelnost Postova korespondencniho problému vyuZijeme v nasledujicich Gva-
hach o (ne)rozhodnutelnosti nékterych problémi tykajicich se gramatik Chomského hie-
rarchie. Poznamenavame jenom, Ze vzhledem ke znamym vztahlim mezi gramatikami a
automaty, viechna uvedena tvrzeni plati stejné i pro odpovidajici typ automatd.

Problém prazdnosti
Je formulovén jako Gloha pro libovolnou danou gramatiku G rozhodnout, zda L (G) = .

Véta 5.23. Problém prédzdnosti pro tfidu bezkontextovych gramatik je rozhodnutelny.
Dilkaz: Je obsaZen v diikazu véty 3.9. O
DUsledek 5.24. Problém prazdnosti pro tfidu regularnich gramatik je rozhodnutelny.

Dilkaz: ProtozZe kazda regularni gramatika je souCasné bezkontextovou, na rozhodovani
problému mlizeme pouZit algoritmus navrZzeny pro bezkontextové gramatiky. O

Uvahu pouzitou v dlikazu disledku 5.24 miizeme lehce zobecnit. Necht’ P je pro-
blém a S mnoZina jeho instanci. Pak z rozhodnutelnosti problému P pro mnoZinu instnaci
S plyne rozhodnutelnost tohoto problému pro kazdou mnozinu instanci S’, kde S’ C S.
Tvrzeni nemusi platit pro mnoZinu S’ O S, coZ dokazuje nasledujici véta.

Veéta 5.25. Problém prédzdnosti pro tfidu kontextovych gramatik je nerozhodnutelny.

Dikaz: Navrhneme redukci komplementu Postova korespondenéniho problému na pro-
blém prazdnosti pro kontextové gramatiky. Komplement PKP neni rozhodnutelny (kdyby
byl, tak podle véty 4.16 i PKP by byl rozhodnutelny). Redukce pfiradi seznamlim A, B
kontextovou gramatiku G takovou, Ze instance (A, B) nema feSeni tehdy a jen tehdy, kdyz
gramatika G generuje prazdny jazyk.

Vyjdeme z poznatku, Ze dana instance A = (X1,...,Xn), B = (y1,..., Yn) PKP
nad abecedou ¥ bud’ nema Zadné feSeni, nebo jich ma nekone¢né mnoho. Uvazme jazyky
LaaLlg nadabecedou U {#,1,...,n} (pfedpokladame ¥ N {g, 1, ... ,n} = ¥);

LaZ (i, Xifik--i1 | 1<ij<nproj=1....K

Le & {yi, - yidik--i1 | L<ij<nproj=1,... k.
Prlinik téchto dvou jazykli Lo N Lg obsahuje pravé ta slova ufiv, pro kterd v = ix - --iy
a posloupnostis, ... , ik je FeSenim instance (A, B) Postova problému. Lehce ovéfime, Ze
jazyky L a a L jsou kontextové (jsou dokonce determininistické bezkontextové), a tedy i
jejich prlinik La N Lg je kontextovy jazyk (véta 4.25). Necht’ G je kontextova gramatika
generujici jazyk L o N Lg. Hledana redukce pfifadi instanci (A, B) gramatiku G. O

Dusledek 5.26. Problém prazdnosti pro tfidu gramatik typu 0 je nerozhodnutelny.

Dilkaz: Z rozhodnutelnosti problému pro tfidu gramatik typu 0 by plynula i rozhodnutel-
nost problému pro tfidu kontextovych gramatik, coz je spor. O
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Pouzitou Gvahu midZzeme opét formulovat obecné: z nerozhodnutelnosti problému
P pro mnoZinu instanci S plyne nerozhodnutelnost tohoto problému pro kaZzdou mnoZinu
instanci S’, kde S’ 2 S.

Problém pfislusnosti

Je formulovén jako tloha rozhodnout pro libovolnou danou gramatiku G a libovolné dané
slovo w, zda w € L(G). S timto problémem jsme se setkali jiz jednou (véta 5.3) a vime
tedy, Ze pro gramatiky typu O je nerozhodnutelny. Z lemmatu 4.21 plyne, Ze ke kazdé
kontextové gramatice je mozné zkonstruovat ekvivalentni Gplny Turinglv stroj, a proto
problém pFislusnosti pro kontextové gramatiky je rozhodnutelny.

Problém konecnosti

Je formulovan jako Uloha pro libovolnou danou gramatiku G rozhodnout, zda jazyk L(G)
je konecny.

Véta 5.27. Problém konecnosti pro bezkontextové gramatiky je rozhodnutelny.

Dillkaz: Tvrzeni je disledkem lemmatu o vkladani pro CFL (véta 3.24). Jazyk L(G) je
nekonecny tehdy a jen tehdy, kdyz obsahuje slovo z délky p < |z| < p +q. O

Véta 5.28. Problém konecnosti pro kontextové gramatiky je nerozhodnutelny.

Dilkaz: Dlkaz tvrzeni je obsaZen v diikazu véty 5.25. Staci si uvédomit, Ze jazyk LaNLg
obsahuje praveé slova odpovidajici feSenim PKP, a tedy je bud’ prazdny (PKP nema fesenti),
nebo nekonecny (PKP ma feSeni, tedy jich ma nekone€né mnoho). O

Dalsi nerozhodnutelné problémy

Nerozhodnutelnost budeme opét dokazovat redukci z PKP resp. komplementu PKP. Vy-
uzijeme oznaceni zavedené v dilkazu véty 5.25, tj. seznamy A = (X1,...,Xn), B =
(Y1, ..., Yn) nad abecedou X tvofi instanci PKP, ¥ N {#,1,...,n} = @. K nim jsou
pfifazeny jazyky

LaZ (i, Xifik--i1 | 1<ij<nproj=1....K)

LB":“{yil...yikﬁik---il | 1<ij<nproj=1,...,k}.

jejichz prdinik je neprazdny, pravé kdyz instance (A, B) ma FeSeni. Navic definujeme ja-
zyky L a.g a S predpisem

def
Lag = La-{g) LB

S (ummRauR Jue s ve(l,... . n)*).

Otéazka 5.29. Sestrojte deterministické zasobnikové automaty akceptujici jazyky L o, aS.

Vlastnosti definovanych jazykd popisuji nasledujic tfi lemmata.
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Lemma 5.30. Instance (A, B) Postova problému ma FeSeni, pravé kdyz

LagNS#0

Dilkaz: Predpokladejme, Ze posloupnost isel iy, ... , ik je feSenim instance (A, B). Tato
posloupnost ur€uje slovau € Sawv € L g, pficemz

u = Xj, "'Xikﬁik"'ilﬁil"'ikﬁxik -+ Xig
v = Xj, "'Xikﬁik"'ilﬁil"'ikﬁwk Y

ProtoZe iy, ... , ix je feSenim instance (A, B), je Xi, - - Xi, = Vi, -+ - Yi, a nasledné u = v.
Jazyk La.g N S je tedy neprazdny. Opacna implikace se dokaze analogicky. O

Lemma 5.31. Jazyk co—(L A, N S) je bezkontextovy.

Dukaz: Vyjdéme ze vztahu co—(La g N'S) = co-L a g U co-S. ProtoZe jazyk L a g je
deterministicky bezkontextovy (5.29), je i jazyk co—(L a.g) deterministicky bezkontextovy
(véta 3.82). Analogicky pro jazyk S. Tvrzeni lemmatu plyne z uzavtenosti tfidy bezkon-
textovych jazykd v@ci operaci sjednoceni (véta 3.58). O

Lemma 5.32. Jazyk La g NS je bezkontextovy tehdy a jen tehdy, kdyZ je prazdny.

Dilkaz: Pro danou instanci (A, B) Postova problému obsahuje (podle lemmatu 5.30) ja-
zyk La.g N S praveé slova odpovidajici feSenim instance (A, B). Protoze kazda instance
PKP bud’ nema Zadné feSeni nebo jich ma nekonecné mnoho, tak i jazyk L o.g N S je bud’
prazdny anebo nekonecny. Pokud L o.g N'S je prazdny, tak je trivialné bezkontextovy (ba
dokonce regularni).

Abychom ukézali obracenou implikaci, pfedpokladejme, Ze L a.g N S je neprazdny
a ze je bezkontextovy. Pro kazdy bezkontextovy jazyk plati lemma o vkladani (véta 3.24).
Tedy i pro La,g N'S musi existovat dvé konstanty p, q takové, Ze kazdéslovoz € (La,g N
S) délky vétsi nez p Ize napumpovavat (existence takovéhoto slova plyne z nekonecnosti
jazyka La g N'S). Zvolme slovo z € L, z = Xij; - - - Xj, ik - - - i1fliq - - - ikfyi, - - - Vi, kde
k > q. Toto se musi se dat rozd€lit na pét asti u, v, w, X, y tak, aby vx # ¢ a Jvwx| < q.
Pro Z4dné z moznych rozd&leni viak neplati uv?wx?y € (La.g N'S), coZ je spor.

Jazyk La.g N S je tedy bezkontextovy jediné tehdy, kdyZ je prazdny. O

Jako primy dlsledek pravé uvedenych tfi lemmat dostavame toto tvrzeni:

Véta 5.33. Pro libovolnou danou bezkontextovou gramatiku G a libovolnou danou regu-
larni mnoZinu R je nerozhodnutelné urcit, zda

(@ LG =R

(b) LG 2R

Dillkaz: (a) Staiza R zvolit (X U {#} U {1,...,n})* a za G bezkontextovou gramatiku
generujici jazyk co—(L a.g N S). Podle lemmatu 5.30 je co—(La.g N'S) = R pravé
kdyz instance (A, B) PKP nema feSeni.
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(b) UkéZeme, Ze inkluze L(G) < R je snadno rozhodnutelnd. Kdyby byla rozhodnutelnd i
inkluze uvedena v (b), pak bychom uméli rozhodovat i rovnost, coZ je spor s bodem
(@). K rozhodnutelnosti inkluze L(G) € R si staci uvédomit, ze L(G) € R <—
L(G) N co-R = @ ajazyk L(G) N co-R je bezkontextovy.
|

Disledek 5.34. (a) Pro libovolnou danou bezkontextovou gramatiku G s terminalni abe-
cedou X je nerozhodnutelné urcit, zda L(G) = &*.

(b) Pro dvé libovolné dané bezkontextové gramatiky G1 a G1 je nerozhodnutelné urcit, zda
L(G1) = L(G2) resp. zda L(G1) 2 L(G2).

Véta 5.35. Pro dvé libovolné dané bezkontextové gramatiky G1 a G» je nerozhodnutelné
urcit, zda

(a) L(G1) N L(G2) je bezkontextovy jazyk,

(b) co-L(G1) je bezkontextovy jazyk,

(c) L(G1) je regulédrni jazyk (Ci ekvivaletné: jazyk L (G1) nema vlastnost sebevloZeni).

Dlikaz: (a) Stai zvolit bezkontextové gramatiky G1 a G, tak, aby L(G1) = Lap a
L(G2) = S aaplikovat lemma 5.32.

(b) Zvolme bezkontextovou gramatiku G, tak, aby L(G1) = co—(La.g N S). Tvrzeni je
pak dlisledkem lemmatu 5.32.

(c) Provedeme volbu jako v pfedchazejicim pfipad€. Jazyk L(Gy) je regularni, pravé kdyz
jeroven (X U {g} U {1,...,nH* Jazyk co-(Lag N S) je regularni, pravé kdyz
La.B NS jeregulérni, a to je (podle lemmatu 5.32) tehdy a jen tehdy, kdyZ instance
(A, B) PKP nema feseni.

|

Véta 5.36. Pro libovolnou danou bezkontextovou gramatiku G je nerozhodnutelné ur Cit,
zda je viceznacna.

Dlkaz: Necht' (A, B) je instance Postova korespondencniho problému nad =, A =
(X1,...,%n), B = (y1,...,Yn). Bez Ujmy na obecnosti mizeme pfedpokladat, Ze ¥ N
{1,...,n} = 0 a g ¢ X. K této instanci nyni sestrojime bezkontextovou gramatiku
G=(N,XU{l,...,n}U{t}, P, S)smnoZinou pravidel

P: S - $1 1%
S — XxS1i | provSechnal<i <n
S2 — VS |# provsechnal <i <n

Zfejmé gramatika G je viceznacnd tehdy a jen tehdy, kdyz instance (A, B) Postova kore-
spondecniho problému ma feSenti. O

Véta 5.37. Pro libovolnou danou bezkontextovou gramatiku G je nerozhodnutelné ur Cit,
zda je viceznacna.

Dllkaz: Necht' (A, B) je instance Postova korespondencéniho problému nad =, A =
(X1,...,%n), B = (y1,...,Yn). Bez Gjmy na obecnosti mlizeme pfedpokladat, Ze ¥ N
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{1,....n} = ¥ a ¢ ¢ X. K této instanci nyni sestrojime bezkontextovou gramatiku
G=(N,XU{1,...,n}U{t}, P,S)smnoZinou pravidel

P: S > S| S
ST — xS |t# provSechnal <i <n
S, — ViSyi | proviechnal<i <n

Zfejmé gramatika G je viceznatnd tehdy a jen tehdy, kdyz instance (A, B) Postova kore-
spondecniho problému ma feSenti. O

Prehled rozhodnutelnych a nerozhodnutelnych problémi tykajicich se t¥id jazykd
Chomského hierarchie je obsazen v nasledujici tabulce®. Symbol R (resp. N) znaéi, ze
problém je rozhodnutelny (resp. nerozhodnutelny). V pfipadsg, Ze vlastnost je spInéna pro
vSechny instance problému, je na odpovidajicim misté v tabulce ano.

R |DCF| CF | CS | Rec | RE
Je L(G) prazdny? konecny? R R R N N N
Je L(G) = X*? R R N N N N
Je L(G) = R? (R je regularni mnoZina) R R N N N N
Je L(G1) = L(G2)? R R N N N N
Je L(G1) 2 L(G2)? R| N|N|N|N]|N
Je L(G) regularni jazyk? ano| R N N N N
Je prlnik dvou jazykd jazyk téhoZ typu? ano | N N | ano | ano | ano
Je sjednoceni dvou jazykd jazyk téhoZ typu? |ano | N | ano | ano | ano | ano
Je komplement jazyka jazyk téhoZz typu? ano | ano | N |[ano|ano| N
Je zfetézeni dvou jazyk( jazyk téhoZtypu? |ano | N |ano |ano | ano | ano
Je gramatika G vicezna¢na? R N N N N N

5. Ne vsechny vysledky jsou dokézéany v tomto Wwebnim textu.



