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Instrukce k testum

Prace s 3D obrazky

Vsechny grafy funkci dvou proménnych jsou zobrazeny jako 3D obrazky, které je mozné
ovladat, tj. libovolné natacet, posunovat, zvétSovat, ménit osvétleni apod.

V tesenych prikladech slouzi k ovladani grafii funkci panel, v testech pak pravé tlacitko
mysi. Panel zobrazime ¢i schovame kliknutim na modry trojihelnicek v levém hornim rohu
obrazku, miize vypadat napriklad® takto:

PP e CIE - ge @O

Ovladani modelu naznacuji jednotlivé ikony na panelu. Panel je rozdélen na t¥i ¢asti. Prvni
zleva obsahuje tlacitka pro otaceni kolem bodu, otaceni kolem pfimky, posunuti a zvétsen{
¢i zmenseni objektu. V druhé casti panelu nas bude zajimat predevsim tladitko se symbolem
domecku — umozinuje navrat k vychozimu pohledu. Dale je napfiklad mozné zobrazit
z jakych Casti je graf slozen, popfipadé nékteré ¢asti skryt. V posledni ¢asti najdeme tlacitko
na prepinani mezi perspektivnim a pravouhlym promitanim. Tladitko pro rezim vykresleni
modelu, zde obzvlasté doporucujeme vyzkouset volby ,,Prihledné” a ,Dratovy model*.
Rovnéz nabidka osvétleni je velmi bohata. Posledni tlacitko umoznuje zvolit barvu pozadi,
tedy naptiklad volbou zluté zvysit kontrast pti promitani ve vyuce apod.

Vsechny grafy funkci v tomto textu maji cihlovou barvu, jsou opatfeny souradnymi
osami a na kazdé z os je zluté vyznacen jednotkovy bod. Vyjimecné je z technického
hlediska volen jiny bod na ose z (na coz je pak v textu upozornéno). U sloZitéjsich modeli
je vzdy uveden popis modelu. Navic vSechny 3D modely (na rozdil od 2D grafiky) maji bilé

pozadi.

LVzhled panelu zavisi na verzi a jazyku Acrobat Readeru. Nasledujici obrazek i text se tykaji verze 8.1
v Cestiné.
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Prace s testy

‘

Motto: ,, Cviceni déld mistra.’

OvéFit si znalost dané latky je mozné prostrednictvim interaktivnich testi umisténych
v zavéru kazdé kapitoly.

Zacdatek testu je nutno zahdjit stisknutim volby Start testu. Test nebude mozno ukondit
dokud nezodpovite vsechny otazky.

Pojem funkce vice proménnych

Limita a spojitost funkce

Typy otazek v testech
1. Vybér z moznosti, pravé jedna spravna odpovéd.
(a) Spatné (b) Spatné (c) spravné (d) Spatné

2. Vybér z moznosti, vice spravnych odpovédi.
spravné Spatné spravné Spatné
3. Zapis vlastni odpovédi. Do pole zapiste vyraz vlevo od rovnitka.
Ty =

4. Zapis vlastni odpovédi do skupiny poli, tj. tla¢itko Ans ovladd postupné jednotliva
poli¢ka. Do pole zapiste vyraz vlevo od rovnitka.

1+ 5= +
Pocet spravnych odpovédi:

Spravna odpovéd:

Parcialni a smérové derivace

Diferencial funkce

Tayloridv polynom, derivace. . .

Test ukoncite kliknutim na Konec testu. Stisknutim volby Vysledky se zobrazi spravné od-
povédi a u pole pro zapis vlastni odpovédi se objevi tlaéitko Ans (do té doby neviditelné).

Lokalni a absolutni extrémy




Spravné odpovédi

Pokud si praci s testem vyzkousite, zjistite, ze spravné odpovédi jsou po skonceni testu
a po stisku tlac¢itka Vysledky vyznaceny symbolem ¢ a nespravné symbolem X. V pfipadé
chybné odpovédi je spravna varianta zvyraznéna symbolem @.

Pokud bylo Spatné zodpovézeno pole pro vlastni odpovéd, objevi se kolem néj Cerveny
ramecek a spravnou variantu si mizete prohlédnout v poli za textem ,Spravna odpovéd:*
po stisknuti tlacitka Ans. Toto pole je v ramci testu , Typy otdzek v testech” umisténo na
jeho konci a také v pravém panelu obrazovky (viz. str. 3). V testech na konci kapitol je

toto pole zobrazovano pouze v pravém panelu obrazovky.

Bodové hodnoceni

Ziskané body se zobrazi po ukonéenf testu éervené vedle kazdé otazky (pripadné podotazky).
Standardni bodové ohodnocenf je 1 bod za spravnou odpovéd (u otdzek typu 1, 3 a 4)
a zaporné body za vybér chybné varianty u otazky druhého typu.

Zapis matematiky v testech

K zapisu odpovédi do matematického pole pouzivdme nésledujici notaci:
e Desetinna cisla: Desetinou carku piste jako tecku, Cili 1.2 misto 1,2.
e Ludolfovo &islo 7 jako pi, Eulerovo Eislo jako e.

e Znak déleni: Pouzijte lomitko /.

e Znak nasobeni: Symbol *, napf. 4*x pro 4z.
e Mocnina: Symbol =, napt. 4*x~3 pro 423, 12*x~(-6) pro 12z76.
e Odmocnina: \/z zapiste jako sqrt(x) nebo x~(1/2). Pozor! vyraz x~1/2 neni \/x.
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.ex2+3y:

© N o O~ WN

. (loga)? =

e Zavorky: Je mozno pouzit kulaté ( ), hranaté [ ] Ci slozené { }. Zavorky je nutné!
uvadét, vymezuji argumenty funkci, definuji poradi operaci.

Piste sin(x) rad&ji nez sin x, 4*x*(x~2+1) "3 pro 4z (2% + 1)3, 4™ (2*x+1) pro
42z+1_

Nepiste sin~2(x) pro sin?(z), ale (sin(x))"2.

e Funkce, které mizete pOUiIItZ Pojem funkce vice proménnych

Limita a spojitost funkce

— Trigonometrické: sin, cos, tan, cot, sec, csc.
Parcialni a smérové derivace

— Inverzni trigonometrické: asin, acos, atan. Diferencisl funkce

— Logaritmus: log ¢i In (pFil’OZGﬂ)I/ Iogaritmus), pf. 1n(x). Tayloriiv polynom, derivace. ..

— Exponenciéla: e* mizete zadat jako exp(x) nebo e”x. ettt @ aliseilsin] @iy

Vyzkousejte si zapis matematiky!

.1,5=

. sin(2z)% = neni totéz jako sin® 2z =

(2 =1)(a*+1) =

ln%: ana 80

y —
1+a2y2

2t 2y oyl 1=

Pocet spravnych odpovédi:




1. Pojem funkce vice proménnych

Priklad 1.1. Zobrazte v roviné defini¢ni obor funkce

fl@,y) = /8 —4a? — 8z — 42,

Reseni. Vlyraz pod odmocninou musi byt nezaporny, tj. musi byt splnéna podminka

8 —d4z? -8 —y?> >0

2
2—x2—2x—yzzo

2

—x2—2x—yz>—2

y2
ﬁ+n+zg2

2
(:c+1)2+1+yZ§2

2
(a;+1)2+y1§1

Rovnice (z + 1)% + %2 =1 je rovnici elipsy se stfedem S[—1,0] a poloosami a = 1,b = 2,

viz. obrazek 1.
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Obrazek 1: Defini¢ni obor funkce f(z,y) = /8 — 422 — 8z — y2 je dan
nerovnosti (z + 1)% + % <1.

Lokalni a absolutni extrémy

Ptiklad 1.2. Pomoci vrstevnic a fezil rovinami g, 0. zobrazte graf funkce

2 2 :
flay) = L i

Reseni. Vysetfeme vrstevnice funkce na tdrovni ¢ > 0.

22 + 42
c=4—=
4

2
2 2
2Tty Prepnout resim obrazo
4
(26)2=x2+y27 CUE

coz jsou kruznice se sttedem na ose z a polomérem 2c¢ (obrazek 2).
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Obrazek 2: Vrstevnice funkce f(z,y) = \/8 — 422 — 8z — y2, tj. soustfedné
kruznice 2% + y% = (2¢).

Na obrazku 3 vidime Fezy rovinou g,., tj. z = 0,2 = 94—2 = J%[ a rovinou @, tj. o

y:O’Zzw/%:% o e kapitole

Obrazek 3: Rezy rovinami yz a xz.

5 5
4 4 8 z 89
3 3
z 5 z 2
1 1
7'10 7'5 (’) 5' 1'0_'10 -’5 (’) 5' 1’0
Y & pe pred
(a) Graf funkce z = % (b) Graf funkce z = |;”—|
2 2 ., v s v v 7 7 v
Grafem funkce z = 1/ £=¥" je rotaénf kuZel s vrcholem v po&tku a osou z, nachazejici se
4
.

v poloprostoru z > 0, viz. obrazek 4.




Obrazek 4: Graf funkce z =

z2_;’_Z 2
4 o
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Titulni strana

Instrukce k testiim

Testy ke kapitole

Reference

Strana 9 z 89

< >

Zpét Vpred

Prepnout rezim obrazovky

Konec




Pojem funkce — test 1

. Urcete, které podminky musi spliiovat defini¢ni obor funkce f(z,y) =
22+ #£9 22 +y? =9 2 +y% <9
22+ 92> 9 z#0 z=0

T

. Rozhodnéte, ktery z nasledujicich predpist je funkce proménnych z,y.
2 +y2+22=4 2%y%2 = 10 2?yz? =10

. Prifadte spravné funkéni hodnoty funkce f(z,y) = arcsin § + cos 7.
(a) f(1,1)

(b) f(v3,2)
(c) £(2,4)
(d) f(3v2,6)
(e) f(t,¢)

. K funkci f(z,y) = sin®(z) + 94—2 pritadte jeji graf.
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5. Na zakladé grafu funkce vyberte graf jejich vrstevnic.
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6. Prohlédnéte si grafy funkei f(z,y), g(x,y) a rozhodnéte, které z nasledujicich tvrzeni
je pravdivé.

(a) g(a:,y) = f(ar,y) + 2 (b) g(x,y) = 2f(x,y) (C) g(a:,y) = m
(d) g(z,y) = —f(z,y) (e) glz,y) =2 — f(z,y) () glz,y) = 3f(x,y)

Limita a spojitost funkce

Parcidlni a smérové derivace

Diferencial funkce

Tayloridv polynom, derivace. . .

\\’ Lokdélni a absolutni extrémy

Graf funkce f(z,y). Graf funkce g(z,y).

7. Uréete funkci f(u,v), jestlize f(x +y,x —y) = 2% — 2xy — >
flu,v) =




8. Na zakladé grafu vrstevnic vyberte graf funkce.
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9. K danému grafu vyberte funkéni predpis.
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Lokalni a absolutni extrémy

(a)z=m (b) z=3(1-%+1%) (c) 2= 33 Y

Pocet spravnych odpovédi:




Pojem funkce — test 2

1. Urcete, které podminky musi splfiovat definiéni obor funkce f(z,y) = arcsin § —

y7#0

£ =41
y

y=0
T
§>1

<8 I8

< -1
> -1

z
y <1

2. Rozhodnéte, ktery z nésledujicich pfedpisti neni funkce proménnych x, y.

22 —y? =2

3. Ptifadte spravné funkéni hodnoty funkece f(z,y) = xe?.

(a) f(3,2)
(b) f(2,-1)
(c) f(e,3)
(d) f(1,1n(e))
(e) f(r,t)

4. K funkci f(x,y)

2

cos(zy) —z =75

= /9 — 22 — y?2 prifadte jeji graf.

22 +4y% +2°2 =16

1
FIEER
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5. Na zakladé grafu funkce vyberte graf jejich vrstevnic.
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6. Prohlédnéte si grafy funkei f(z,y), g(x,y) a rozhodnéte, které z nasledujicich tvrzeni
je pravdivé.

(a) g(z,y) = f(z,y) +2  (b) g(z,y) = 2f(x,y) (©) 9(z,9) = vy
(d) g(il;, y) = —f(.’II, y) (e) 9(1137 y) =2— f(x, y) (f) g(-’l;, y) = %f(-’l:, y) Pojem funkce vice proménnych

Titulni strana

Instrukce k testiim

.,-L ,L * Testy ke kapitole

Reference

Graf funkce f(z,y). Graf funkce g(z,y). Strana 17 z 89

7. Urtete funkei f(u,v), jestlize f(z —y, %) = xz3 — 3,y #£0. < >

f(u7 ’l)) — Zpét Vpred

Prepnout rezim obrazovky

Konec




8. Na zakladé grafu vrstevnic vyberte graf funkce.
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9. K danému grafu vyberte funkéni predpis.

(a) f(z,y) = ||+ |y]

Pocet spravnych odpovédi:

(b) f(z,y) = |zyl

(c) f(x,y) = sin(|z| + |y])

Limita a spojitost funkce
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Lokalni a absolutni extrémy




Pojem funkce — test 3

. Rozhodnéte, zda predpis €*¥* = 4 je funkce proménnych x, y.

(a) ano (b) ne

. Urcete, které podminky musi spliiovat defini¢ni obor funkce f(z,y) = In[zIn(y — z)].

Y=z y>x y=ax+1 Poje e vice promé

Limita a spojitost funkce

y<z+1lAz<0 y>z+1Az<0 y<zw

Parcialni a smérové derivace

. P¥ifadte spravné funkéni hodnoty funkce f(z,y) =y” +In(|1]). (BHOIEE i E

Tayloridv polynom, derivace. . .

(a) ‘f (e 1) Lokalni a absolutni extrémy

(b) f(1,v/(3))

(c) £(-1,2)

(d) f(— ,e)

(e) F(-1,%) esty ke kapitole
. K funkci f(x,y) = |z| + |y| pfitadte jeji graf. .

(a) (b) (c) ; e

N - g




5. Na zakladé grafu funkce vyberte graf jejich vrstevnic.
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6. Prohlédnéte si grafy funkei f(z,y), g(x,y) a rozhodnéte, které z nasledujicich tvrzeni

je pravdivé.

(@) g(z.y) = flz,y) +2  (b) gz,y) =2f(z,y) () 9(z,9) = 7oy
(d) 9(z,y) = —f(z,y) (e) glx,y) =2 = flz,y) () 9(z,y) = 5f(z,y)

% S
tr
‘ y —_’/‘\

Graf funkce f(z,y). Graf funkce g(z,y).

7. Na nésledujicich dvou obrazcich jsou grafy vrstevnic, které se lisi o stejnou konstantu
(ekvidistantni vrstevnice). Jeden z nich je pro kuzel, druhy pro rotaéni paraboloid.
Rozhodnéte, ktery z grafli zobrazuje vrstevnice kuzele.
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8. Na zakladé grafu vrstevnic vyberte graf funkce.
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Pojem funkce vice proménnych

9. K danému grafu vyberte funkéni predpis.

Titulni strana

Instrukce k testim
Testy ke kapitole

Reference

Strana 24 z 89

< >

2

(a) z = 22y2e= """y (b) z = sin?(z) + % (c) z=a2% -2 Zpét Vpied

Prepnout rezim obrazovky

Pocet spravnych odpovédi: Konec




2. Limita a spojitost funkce

Ptiklad 2.1. Vypoctéte

. T—y+3
hm —
(zy)—(1,0) 22 + 5y

Limita a spojitost funkce

Titulni strana

Instrukce k testiim

Testy ke kapitole

Reference

Strana 25 z 89

< >

Zpét Vpred

Prepnout rezim obrazovky

Konec

. . _ z—y+3
Obrazek 5: Graf funkce z = %




Reseni. Pokud miZeme soutadnice limitniho bodu do pislugného vyrazu dosadit (tj. po
dosazeni neobdrzime neuréity vyraz), je hodnota limity dané funkce rovna funkéni hodnoté
v tomto bodé. Plati tedy

z—y+3 4

lim =
(z,y)—(1,0) 2z + By 2

Priklad 2.2. Vypoctéte
2 _ .2
lim - .
(2:9)—(0,0) /22 —y2 + 4 — 2

2 2
Na obrazku 6 je vykreslen graf funkce z = %. Nasim tkolem je spoditat
x4 —y =
limitu v bodé, kde se stykaji obé ¢asti grafu. Budeme-li se k vySetfovanému bodu (0, 0)
bliZit v libovolném sméru (coZ Ize snadno ovéfit prozkoumanim 3D modelu, napf. jeho
rotaci, zvétSenim, zmensenim), dojdeme vzdy do stejného bodu. Limita zadané funkce
v bodé (0,0) tedy existuje.

Pojem funkce vice proménnych
poO (0)

Parcialni a smérové derivace

Diferencial funkce

Tayloridv polynom, derivace. . .
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Obrazek 6: Graf funkce z =

a2—y2+4—2°

Limita a spojitost funkce

Titulni strana

Instrukce k testiim

Testy ke kapitole

Reference

Strana 27 z 89
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Reseni. Protoze bychom dosazenim soutadnic limitniho bodu ziskali neuréity vyraz typu
||(Q)H, najdeme hodnotu limity obratem typickym i pro funkce jedné proménné. Zlomek

rozsitime vyrazem /22 — y? + 4 + 2 a dostadvame:

s z? — 2 z? — 2 Ve —y24+4+2
(@) —=A0.0) 2 _ y2 +4-2 (z,y)—»(O 0) \/T 9 \/m +9 - Pojem funkce vice proménnych

_ /2 _ .2 = :
= lim x y L y +4+ 2) = Parcislni a smérové derivace

- 2 — 2 _
(z,y)—(0,0) xz Yy +4—4 Diferencial funkce

1 /x2 — y + 4+ 2 =4, Tayloriv polynom, derivace. ..

(m y)—>(0 0)

Lokalni a absolutni extrémy

Ptiklad 2.3. Rozhodnéte, zda existuje limita

. Ty
llIIl —
(@,y)—(0,0) T2 + y2




Limita a spojitost funkce

Titulni strana

Instrukce k testiim

Testy ke kapitole

Reference

Strana 29 z 89

< >

. Zpét Vpred

Prepnout rezim obrazovky

Konec

Obrazek 7: Graf funkce z = p%g




Reseni. Zavedenim polarnich soufadnic dostavame

lim Q.T—y = lim Tzsmﬂ = 1sin 2¢.
(z,y)—(0,0) = + y2 r—0t 72 2
Protoze vysledek zavisi na ¢, tj. na cesté, po které se blizime k bodu [0, 0], uvedend limita
neexistuje.

Povsimnéte si, ze v grafu na obrazku 7 se v okoli bodu [0, 0] vyskytuji hroty. Je zfejmé,
ze takto graf zadané funkce nevypada. Obrazek, ktery vidime, byl nakreslen tak, ze se
spocitalo mnoho bodi a ty se pospojovaly. Funkce se v okoli bodu [0,0] chova , velmi
divoce"”, sta¢i mald zména a dostanete zcela jinou funkéni hodnotu. Proto ani software
nespoji jednotlivé body zcela spravné. Na druhou stranu to presné odpovidad nasemu tvrzeni,
Ze kdyz se blizime k bodu [0,0] po riiznych drahach, dostaneme riizny vysledek.

P¥iklad 2.4. Rozhodnéte, zda existuje limita v bod& [0,0] funkce f: R? — R definované

takto )
[0yl £0.0]
S {0, " el = 10,0

Pojem funkce vice proménnych
poO (0)

Parcialni a smérové derivace
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Tayloridv polynom, derivace. . .
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Obréazek 8: Graf funkce f(z,y).

Limita a spojitost funkce

Titulni strana

Instrukce k testiim

Testy ke kapitole

Reference

Strana 31 z 89

< >

Zpét Vpred

Prepnout rezim obrazovky

Konec




Reseni. Po transformaci do polarnich soutadnic dostavame

3 cos? psin @ 7 cos psin

= lim =0,

2p) > r2costp+sinZp

im
r—0 72(72 cos? ¢ + sin

presto vdak limita funkce v bod& [0, 0] neexistuje. Vskutku, poloZzime-li y = ka2, tj.

k limitnimu bodu [0, 0] se bliZime po parabolach, dostavime

lim kx? _ k
20 24 + k224 1+ k2’

coz je vysledek zavisejici na konstanté k. Jinymi slovy dostavame riizné vysledky, blizime-li
se k limitnimu bodu po rlznych cestach, proto i na obrazku 8 dochazi k podobnému
chovani funkce jako v predchazejicim prikladé.

Pfiklad 2.5. Uréete body, v nichZ neni funkce f(z,y) = W)f&%

spojita.
Reseni. Funkce fi(z,y) = 5z — vy, fo(z,y) = (z +2)% + (y — 1)% — 4 jsou polynomy ve
dvou proménnych a ty jsou spojité v celé roviné. Funkce f nenf spojitd v bodech, ve kterych
neni definovana, tj. kde (z +2)? + (y — 1)? = 4. Body, v nichZ funkce nenfi spojita, tvori
kruZnici se stfedem v bodé [—2,1] a s polomérem 2, jak je vidét na obrazku 9.

Pojem funkce vice proménnych
a poO (0)

Parcialni a smérové derivace

Diferencial funkce

Tayloridv polynom, derivace. . .

Lokalni a absolutni extrémy




Limita a spojitost funkce

Titulni strana

Instrukce k testiim

Testy ke kapitole

Reference

Strana 33 z 89

< >

Zpét Vpred

Prepnout rezim obrazovky

Konec

Obrézek 9: Graf funkce f(z,y) = m%m.




Limita a spojitost funkce — test 1

Pokud v nasledujicich pfikladech mate vepsat hodnotu limity, kterd neexistuje, vepiste do
pole pro vlastni odpovéd' znak —.

2
1. Necht je dana limita lim(,, ;) (0,0 (%z;yz) 0

(a) Rozhodnéte, zda limita existuje. Pojem funkce vice proménnych
(a) ano (b) ne 5 & gpialjtic

Parcialni a smérové derivace

(b) Hodnota limity je:

Diferencial funkce

1 Tayloridv polynom, derivace. . .

2. Rozhodnéte, zda existuje limita lim, ,)_(0,0) Ty> cos

(a) (a) ano (b) ne
(b) Hodnota limity je:

xy?” Lokalni a absolutni extrémy

3. Rozhodnéte, zda limita funkce f(x,y) = % pro (z,y) — (0,0)

(a) neexistuje (b) existuje a je nevlastni (c) existuje a je vlastni tj. o

(a)

(b) Podle vysledku rozhodnéte, ktery z nasledujicich obrazka je grafem funkce f. ana 34 z 89

A | e
(a) @ (b) (©) \i{p et i s
B B bl -




4. Vlypottéte limitu funkce f(x,y) = zyln(z? + y?) v bodé [0, 0].

2 2
5. Vypoctéte limitu lim(, ) (0,0) —ZHUT | jestlize existuje.
? 22y +1-1

(a) (a) Limita neexistuje. (b) Limita existuje.

(b) Hodnota limity je:

6. Vycislete hodnotu limity lim(, 4y (0,0 Sizgy, jestlize existuje.

(a) (a) Limita neexistuje.

(b) Limita existuje.

(b) Hodnota limity je:

7. Je dana funkce f(z,y,2) =z +y+ 2.
(a) hm(x,y,z)—>(1,2,5) flz,y) =
(b) Funkce je spojitd v R? pro
z+y+z2=0 z+y+z2>0
r+y+2<0 véechny body z R?

Pojem funkce vice proménnych

Parcidlni a smérové derivace

Diferencial funkce

Tayloridv polynom, derivace. . .

Lokdélni a absolutni extrémy




8. Rozhodnéte o spojitosti slozené funkce f o g, pricemz f(t) = t2, g(x,y) = 3z — 2y.
Slozena funkce

(a) je (b) neni spojita v R2.

Pojem funkce vice proménnych

Pocet spravnych odpovédi: Parcidlni a smérové derivace

Diferencial funkce

Tayloridv polynom, derivace. . .

Lokalni a absolutni extrémy




Limita a spojitost funkce — test 2

Pokud v nasledujicich pfikladech mate vepsat hodnotu limity, kterd neexistuje, vepiste do
pole pro vlastni odpovéd' znak —.

1. Necht je dana limita lim g ) (1,1 —ZHyL
: "V Vaiy?
(a) Rozhodnéte, zda limita existuje. Pojem funkce vice proménnych
(a) ano (b) ne a a spojito

Parcialni a smérové derivace

(b) Hodnota limity je:

Diferencial funkce

% . o Mo . Ty _ Tayloridv polynom, derivace. . .
2. Rozhodnéte, zda existuje limita lim; ,)_(0,2) & vierty pey!

Lokalni a absolutni extrémy
(a) (a) ano (b) ne
(b) Hodnota limity je:

3. Rozhodnéte, zda limita funkce f(z,y) = == pro (z,y) — (0,0).

(a) neexistuje (b) existuje a je nevlastni (c) existuje a je vlastni tj

(a) | e

(b) Podle vysledku rozhodnéte, ktery z nasledujicich obrazki je grafem funkce f.




4. Vypoctéte limitu funkee f(z,y) = ;;’—Jr;} v bodé [1,1,1].

m4+y4 e ~ , jestlize existuje.

5. Vydislete hodnotu limity lim; ). (0,0
(a) (a) Limita neexistuje. (b) Limita existuje.

(b) Hodnota limity je:

6. Vycislete hodnotu limity lim, ) (0,0) (sin @ + cosy), jestlize existuje.

(a) (a) Limita neexistuje.

A
~ 1,\ (b) Limita existuje.
\V (b) Hodnota limity je:
Y

7. Je dana funkce f(z,y) = ii%

(a) Limita lim, ), (2,4) f(z,y) =
(b) Funkce f je spojitd v R? pro

(QJz=y (b) z=—y (z#y
(d) z # —y (e) zy #0 (f) vdechny body z R?

Pojem funkce vice proménnych

Parcidlni a smérové derivace

Diferencial funkce

Tayloridv polynom, derivace. . .

Lokdélni a absolutni extrémy




8. Rozhodnéte o spojitosti slozené funkce f o g, pfi¢emz f(t) = 1,g(x,y) = 3z — 2y.

Slozen4 funkce je spojitd v R? pro
y=% y# %
y# % véechny body z R?

Pocet spravnych odpovédi:

Pojem funkce vice proménnych
a a po (0) e

Parcialni a smérové derivace

Diferencial funkce

Tayloridv polynom, derivace. . .

Lokalni a absolutni extrémy




Limita a spojitost funkce — test 3

Pokud v nasledujicich pfikladech mate vepsat hodnotu limity, kterd neexistuje, vepiste do
pole pro vlastni odpovéd' znak —.
1. Necht je dana limita lim, ;) (e2 1) h‘Tx
(a) Rozhodnéte, zda limita existuje.
(a) ano (b) ne
(b) Hodnota limity je:

2 2 2
2. Vycislete hodnotu limity lim, 4y (0,0 (‘;’z—jry%) , jestliZze existuje.

a) Limita (b) Limita existuje.
neexistuje.

(a) {

(b) Hodnota limity je:

2
—COs 132 z
3. Je déna funkee f(z,y) = (ﬁ%ﬂ) .

(a) Existuje limita lim, ,)—(0,0y f(,y)?
(a) ano (b) ne
(b) Hodnota limity je:

Pojem funkce vice proménnych
a po (0)

Parcialni a smérové derivace

Diferencial funkce

Tayloridv polynom, derivace. . .

Lokalni a absolutni extrémy




. Rozhodnéte o existenci limity funkce f(z,y) = In(z? + 4?) pro (x,y) — (0,0).

(a)

(a) neexistuje (b) existuje a je nevlastni (c) existuje a je vlastni tj.

(b) Podle vysledku rozhodnéte, ktery z nasledujicich obrazki je grafem funkce f. Pojem funkce vice proménnych

Parcialni a smérové derivace

Diferencial funkce

) N Tayloridv polynom, derivace. . .
(a) (b) (c) < N o -
Lokalni a absolutni extrémy
®
A 0 Bl

. Vypogtéte limitu lim, ,)_.(0,0)(z + y) sin L sin i jestliZe existuje. P
(a) (a) Limita neexistuje. (b) Limita existuje. Refere

(b) Hodnota limity je:

. Je déna funkece f(z,y) = ™.
(a) Limita 1im(x7y)_,(070) f(ac,y) =

(b) Funkce je spojita v R? pro 2 s
véechny body z R? x <0 z <0
y <0 y <0




7. Rozhodnéte, zda je limita
J52
e_ 22 4y2

li —_—
(ea)=(0.0) T4 + ¢
(a) (a) vlastni (b) nevlastn{

Pojem funkce vice proménnych

(b) Hodnota limity je:

(a) +00 (b) -0 (C) Jina, tj. Parcialni a smérové derivace
Diferencial funkce
Tayloridv polynom, derivace. . .
8. Rozhodnéte o spojitosti slozené funkce f o g, pricemz f(t) = %,g(x,y) =ev — 1. LokaIni a absolutni extrémy
SloZen4 funkce je spojitd v R? pro:
z#0 T#y y#0
% #1 vSechna z,y,z € R

Pocet spravnych odpovédi:




3. Parcialni a smérové derivace

Pfiklad 3.1. Vypoctéte parcidlni derivace 1. a 2. ¥adu funkce 2z = In /22 + y2.

Reseni. P¥i vypoltu parcialni derivace podle proménné x povaZujeme proménnou ¥y za
konstantu, tj. derivujeme jako obycejnou derivaci podle z:

1 1 1 T
= i =
“ /22 -2 2 a2 + 42 =T y2’
) @4y —x-20 -2+ 2y = 2-(—1): 1 oy — 2y
oz (22 1 42)? @2 +y2)2’ o (22 + y2)2 Yy @2+ y2)2
Analogicky:
1 1 1 > y 1(z?+y?) —y-2y x? — 92
Ja— e— . = = 59 Z. = = .
¥ \/3:2 + 92 2 \/3:2 + 42 Yy z2 + g2 vy (x2 + y2)2 (22 + y2)2

Na obrazku 10 je zobrazena Seda rovina y = konst., zluté jeji prinik s grafem funkce.

V modre vyznaceném bodé pocitdme parcialni derivaci podle z, coz je tangens uhlu, ktery
svird te€na s rovinou zy (dhel mezi Eernymi primkami).

Pojem funkce vice proménnych

Limita a spojitost funkce
P5 S @

Diferencial funkce

Tayloridv polynom, derivace. . .

Lokalni a absolutni extrémy




Parcidlni a smérové derivace

Titulni strana

Instrukce k testiim

Testy ke kapitole

Reference

Strana 44 z 89

< >

N Zpét Vpred

Prepnout rezim obrazovky

Konec

Obréazek 10: Graf funkce z = In /22 + y2, geometricky vyznam parcidlni
derivace podle z v bodé.




P¥iklad 3.2. Vypottéte smérovou derivaci funkce f(z,y) = arctg(x? +42) v bodé [—1, 1]
ve sméru vektoru u = (1, 2).

-

Reseni. Pfimym dosazenim do definice a vyuzitim |'Hospitalova pravidla dostavame

arctg [(1+¢)? + (=1 + 2¢)?] —arctg2

f (1,2) (17 ]-) = %1_% n Pojem funkce vice proménnych
) arctg(2 2t 5t2) — arctg ) Limita a spojitost funkce
= lim = Parcidini a smérové derivace
t—0 t
I —24+ 10t 2 Diferencial funkce
- tE,I(l) 14+ (2 2t 5t2)2 - _5' Tayloriiv polynom, derivace. . .
Lokalni a absolutni extrémy

Situace je zobrazena na obrazku 11. V modrém bodé [1, —1] pocitdme smérovou derivaci
ve sméru vektoru u = (1,2). Seda rovina je uréena modrym bodem, smérem u a sm&rem
osy z. Zluté je oznalen jeji priinik s grafem funkce. Te¢na k priniku svira s rovinou zy
dhel, jehoZ tangens je roven ndmi poéitané derivaci v bodé (v obrazku se jednd o thel mezi
Cernymi p¥imkami).




Parcidlni a smérové derivace

Titulni strana

Instrukce k testiim

Testy ke kapitole

Reference

Strana 46 z 89
< 4

s Zpét Vpred

-

Prepnout rezim obrazovky

Konec
Obrazek 11: Graf funkce f(z,y) = arctg(z? + y?), geometricky vyznam smérové
derivace v bodé.




Ptiklad 3.3. Vypoctéte smérovou derivaci funkce f(z,y) = /22 + y? v bodé [1,1] ve
sméru vektoru u = (1,0).

Reseni. P¥imym dosazenim do definice a naslednym vyuzitim |'Hospitalova pravidla dosta-
vame

VI+1)2+12 - 12+ 12 :l,m\/1+2t+t2+ —\/§:

fao1) :P—r}(l) t Py t
o V2HUFE VD a2t
t—0 t t—0 1
L, V2
2 2 R

V tomto prikladu jsme pocitali smérovou derivaci v bodé ve sméru (1,0). VSimnéme si,
Ze obrazek 12 je obdobny jako obrazek 10. Jinymi slovy:

Pojem funkce vice proménnych

Limita a spojitost funkce
P5 S @

Diferencial funkce

Tayloridv polynom, derivace. . .

Parciélni derivace podle = je smérova derivace ve sméru (1,0) a parcidlni derivace podle y
je smérova derivace ve sméru (0,1).

Lokalni a absolutni extrémy




Obrézek 12: Graf funkce f(z,y) = /22 + y2.

Parcidlni a smérové derivace

Titulni strana

Instrukce k testiim

Reference

Strana 48 z 89

< >

Zpét Vpred

Prepnout rezim obrazovky

Konec




Parcialni derivace — test 1

. Rozhodnéte, zda plati:

Necht funkce f ma v okoli bodu [z, yo] parcidlni derivace f, f, a smiSenou parcialni
derivaci f,,, ktera je v bodé [xq,yo] spojitd.

Pak existuje také smiSena parcialni derivace fy.(xo,yo) a plati:

Pojem funkce vice proménnych

fmy (an yO) = fym (xO’ Z/O) Limita a spojitost funkce

(a) ano, tvrzenf plati (b) ne, tvrzeni neplatf arciaini'a smérové derivace

Diferencial funkce

. Najdéte parciélni derivace 1. ¥adu funkce z = 2% + 222y + 3zy? + 42 — 5y + 100.

Tayloridv polynom, derivace. . .

2y = Zy = LokalIni a absolutni extrémy

. Najdéte vSechny parciélni derivace prvniho fadu funkce f(z,y) = sin(z/y) a vyhod-
notte je v bodé [g, 4].

f:ﬂ = fw(§74) = e kapito
fy= fy(ga‘l): Refere
. Odpovézte: ana 49 z 89

(a) Kolik smiSenych parcidlnich derivaci tfetiho ¥ddu mize mit funkce dvou promén-
nych?

(b) Jestlize jsou vSechny jeji smiSené derivace spojité, kolik riiznych hodnot mohou
mit v daném bodé?

cos 2

. SmiSenéa parciélni derivace 2. fadu funkce z = je




0z 0z

6. Rozhodnéte zda funkce 2 = ty vyhovuje rovnici z— + 2y— = 0.
T — Jr dy
(a) vyhovuje (b) nevyhovuje
% . .. Oz 0z
7. Rozhodnéte zda funkce z = \/22 + y2 vyhovuje rovnici To + ya—y = %
(a) vyhovuje (b) nevyhovuje
8. Najdéte viechny parcidlni derivace druhého ¥adu funkce z = 2%(1 + ¢?).
Pz Pz Pz
0x2 0xdy oy?

9. Vypoctéte smérovou derivaci funkce f(x,y) = xy ve sméru vektoru u = (1,2) v bodé
[z0, yo] = [1,1].
faz(L,1) =
10. Vypoctéte smérovou derivaci funkce f(z,y,2) = /22 + y? + 22 ve sméru vektoru
uw=(1,0,1) v bodé& [0, Y0, 20] = [0, 1, 0].
f1,0,0)(0,1,0) =

Pocet spravnych odpovédi:

Pojem funkce vice proménnych

Limita a spojitost funkce
P5 S @

Diferencial funkce

Tayloridv polynom, derivace. . .

Lokalni a absolutni extrémy




Parcialni derivace — test 2

. Rozhodnéte, zda plati:
Ma-li funkce f : R? — R obé parcidlni derivace v bodé [z, o], pak je v tomto bodé
spojita.

(a) ano, véta plati (b) ne, véta neplati
Pojem funkce vice proménnych

. Najdéte parcidlni derivace 1. ¥adu funkce z = zsin(z + 2y). Limita a spojitost funkce

Zir = Ry = Diferencil funkce
Tayloridv polynom, derivace. . .
o 152 . Sl ? e o 92 z 3
. Najdéte vSechny parcialni derivace prvniho fadu funkce z = arctan (— a vyhodnotte LokslIni' a absolutni extrémy
Y

je v bodé [—1,1].

o — Zz(_lv 1) =

Zy = zy(_lv 1) =

. Zodpovézte:

(a) Kolik parciélnich derivaci tretiho Fadu mize mit funkce dvou proménnych?

(b) JestliZe jsou vechny tyto smiSené derivace spojité, kolik riznych hodnot mohou
mit v daném bodé?

0 0 0
. Rozhodnéte zda funkce w = 2% + yz vyhovuje rovnici e + y—w + 222 g,
81: ay 82 Prepno e obrazo

(a) vyhovuje (b) nevyhovuje




M . .. Oz 0Oz
6. Rozhodnéte zda funkce z = ze¥ vyhovuje rovnici z— = —.
oxr Oy
(a) vyhovuje (b) nevyhovuje
7. Najdéte viechny parcidlni derivace druhého ¥adu funkce w = z3y323.
0w 0w
W = a_yz = Pojem funkce vice proménnych
82 w 62 w Limita a spojitost funkce
022 0xdy bl USSR
o*w o*w Diferencial funkce
O0x0z = ayaz = Tayloridv polynom, derivace. . .
Lokalni a absolutni extrémy

8. Smiend parcidlni derivace 2. ¥adu funkce z = In /22 + 92 je

9. Vypoltéte smérovou derivaci funkce f(z,y) = v/In(z2 + y2) ve sméru vektoru
u = (2, 1) A\ bOdé [Z[,‘(],yo] = [1, 1] pito
fan(2,1) = .

10. Vypoctéte smérovou derivaci funkce f(z,y,2) = xy + yz + zz ve sméru vektoru
u=(3,4,—12) v bodé [xo, yo, 20] = [-1,1,7].

f(—1,1,7) (35 4’ _12) =

Pocet spravnych odpovédi: Prepnout reim obrazo




Parcialni derivace — test 3

. Rozhodnéte, zda plati:
Necht funkce f md v okoli bodu [z, yo] parcidlni derivace f, f, a smiSenou parcidlni
derivaci f,,. Pak existuje také smiSena parcialni derivace fy,.(xo,yo) a plati:

Pojem funkce vice proménnych

fey(%0,Y0) = fyz(To, yo)

Limita a spojitost funkce
(a) ano, tvrzenf platf (b) ne, tvrzeni neplati Parcigini a smérové derivace

Diferencial funkce

o 152 o . 4 r—Yy
. Najdéte parcialni derivace 1. fadu funkce z = arctan — Taylordv polynom, derivace. ..
Ty :

o = P LokdlIni a absolutni extrémy
@ Yy

. Najdéte vSechny parcialni derivace prvniho fadu funkee f(x,y) = \/ysinz a vyhodnotte

je v bodé [g,zl]. e
fz = fo:(
fy = fy(

. Necht existuji vSechny parcialni derivace tretiho fadu funkce tfi proménnych a jsou
spojité. Kolik riznych hodnot mohou mit tyto derivace v daném bodé?

1 0 0 0
. Vyhovuje funkce w = R ) rovnici xa—: 4 y—:) 4 z—;U = —2w?

(a) vyhovuje (b) nevyhovuje




10.

[z
. Rozhodnéte zda funkce z = arccos , / — vyhovuje rovnici
Y

0%z 0%z

0xdy B  9ydz’
(a) vyhovuje (b) nevyhovuje
. Najdéte vSechny parcialni derivace druhého fadu funkce z = ze¥ — ye”.
o _ 0 _ P _
ox2 oxdy oy?

. Smiena parcialni derivace 2. Fadu funkce z = 2“1 je

. Vypoctéte smérovou derivaci funkce f(x,y) = 4y + 3y? ve sméru vektoru u = (2, —1)

v bodé [z, yo] = [1,1].
f(1,1)(27 -1) =

Vypoctéte smérovou derivaci funkce f(z,y,z) = z — e®sin(y) ve sméru vektoru

u=(1,2,2) v bodé [z0, Yo, 20] = [In 3, 37%, -3

f(ln3,37",—3)(13 2, 2) =

Pocet spravnych odpovédi:

Pojem funkce vice proménnych

Limita a spojitost funkce
P5 S @

Diferencial funkce

Tayloridv polynom, derivace. . .

Lokalni a absolutni extrémy




4. Diferencial funkce

Pfiklad 4.1. Pomoci diferencidlu vypo&téte priblizng& 1/(0, 98)2 + (2,03)3.

Reseni. K vypoctu pouzijeme diferencial funkce f(x,y) = v/x2 + y3 v bod& [1,2] s dife-
rencemi dz = —0,02, dy = 0, 03. Plati

zdr 2 y2 dy Pojem funkce vice proménnych
df (11 > y) = 5 = + 5 5 = Limita a spojitost funkce
VIETy 5+ Yy
1 Parcidlni a smérové derivace
df(1,2) = —=dz + 2dy. Difere
3 . :
Tayloridv polynom, derivace. . .
Dosazenim do f(m, y) = f(.’Eo, yo) 4 df(Io, yo) dostdvame Lokalni a absolutni extrémy

1 _
VI(0,98)2 + (2,03)° = 3+ 2+ (-0,02) +2 (0,03) = 3,053,

Na obrazku 13 je graf funkce s modfe vyznatenym bodem [1,2]. V tomto bodé je
sestrojena Seda tecna rovina. Nas vypocet totiz odpovida pravé tomu, Ze vezmeme hodnotu esty ke kapitole

funkce v modrém bodé a pripocteme pFirlistek na te¢né roviné. Tedy aproximujeme v okolf
modrého bodu graf funkce te¢nou rovinou.



Obrézek 13: 3D obrazek funkce f(z,y) a diferencidlu df(1,2).

Diferencial funkce

Titulni strana

Instrukce k testiim

Testy ke kapitole
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Ptiklad 4.2. Zjistéte, zda vyraz (2z 1ny-|-5y)d:1:-|-(’”72 +5x+3)dy je totalnim diferencidlem
néjaké funkce, a pokud ano, najdéte ji:

Reseni. Nejprve ovétime, zda je uvedeny vyraz opravdu diferencidlem. Oznacime P(z,y) =
2zlny + 5y a Q(z,y) = x—; + 52 + 3. Pro kazdé [z, y] €  C R?, na ni% jsou funkce P

a @ definovany, musi platit

Zadany vyraz je tedy totalnim diferencidlem jisté kmenové funkce H. Dile plati

H(z,y) = /(leny +5y)dz = 2% Iny + 5zy + ¢(y),

kde ©(y) hraje roli integraéni konstanty, nebot jeji derivace podle 2 je nulova. Derivovanim
podle y a dosazenim do vztahu H, = ) dostdvame

z? 0 x?
Hy:?+5x+go(y)=?+5x+3:Q,

odkud ¢'(y) = 3, tj. v(y) = 3y + c. Vypoditali jsme, ze zadany vyraz je diferencidlem
funkce
H(z,y) = 2°Iny + 5xy + 3y +c, c€R.

Pojem funkce vice proménnych

Limita a spojitost funkce

Parcialni a smérové derivace
Difere

Tayloridv polynom, derivace. . .

Lokalni a absolutni extrémy




Diferencial funkce

Titulni strana

Instrukce k testiim
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Konec

Obrézek 14: 3D obrazek vysledné kmenové funkce H(z,y) pro ¢ = 0.




Diferencial — test 1

. Vypocététe totdlni diferencidl funkce z = “”zm_yyz v bodé A = [2,2] pro dz = 0,03
a dy = 0,01.

- Vypoctéte totIni diferencial funkce z = arctan v bodé A = [1,3] pro dz = 0,01
a dy = —0,05.

. Pomoci diferencidlu vypoététe (s presnosti na dvé desetinnd mista):
/1,028 + 1,973 =

. Pomoci diferencialu s presnosti na dvé desetinnd mista vypoctéte:
e0,053—0,02 o

. Rozhodnéte, zda plati nasledujici véta:
Je-li funkce f diferencovatelna v bodé [z, yo|, pak je v tomto bodé spojitd.

(a) ano, véta plati (b) ne, véta neplati

. Urgete rovnici te€né roviny o ke grafu funkce f(x,y) = In(22® — 8y?) v bodé
[150, Yo, Zo] = [27 1L ?]
0: =0

. Najdéte pribliznou hodnotu funkce f(z,y) = V222 + e* v bodé [2,2;—0,2] a to
s presnosti na jedno desetinné misto.

df(2,2;-0,2) =

Pojem funkce vice proménnych

Limita a spojitost funkce

Parcidlni a smérové derivace
Difere

Tayloridv polynom, derivace. . .

Lokdélni a absolutni extrémy




10.

11.

12.

. Necht y = 23, kde z je derivovatelna funkce proménné ¢. Predpokladejme, Ze pro

dz

dy Z
9 se pak rovna

. Najd&te obecnou rovnici te¢ny t ke kruznici f(z,y) = 2% +y? — 1.

t: =0.

Urcete diferencial funkce z = arctan 1””_+zyy v bodé [z0, 30] = [V/3,1].

dz = dz + dy

Vypottéte totalni diferencial prvniho ¥adu funkce z = ev v obecném bodg.
dz = dz + dy

Vypoctéte totalni diferencial prvniho ¥adu funkce z = (x — y)? v obecném bodg.

dz = dz + dy

Pocet spravnych odpovédi:

Pojem funkce vice proménnych

Limita a spojitost funkce

Parcialni a smérové derivace
Difere

Tayloridv polynom, derivace. . .

Lokalni a absolutni extrémy




Diferencial — test 2

. Vypoctéte totalni diferencial funkce z = © + y — /22 + y? v bodé A = [3,4] pro
dx=0,1ady=0,2.

. Vypoctéte totalni diferenciadl funkce z = e v bodé A = [1,2] pro dz = —0,1
ady=0,1.

. Pomoci diferencialu vypoctéte:
1,032

$/0,98- 1,054

. Pomoci diferencialu vypoctéte priblizné:

. 048 -
arcsin m =

. Rozhodnéte, zda plati nasledujici véta:
Funkce f: R? — R m4 spojité parcidlni derivace v bodé& [z, yo] pravé tehdy, kdy? je
v tomto bodé diferencovatelna.

(a) ano, véta plati (b) ne, véta neplati

. Uréete rovnici te¢né roviny o ke grafu funkce f(z,y) = /9— 22 —y? v bodé
[xov Yo, Zo] = [1’ _27 ?]

o: =0

. Urcete rovnici te¢né roviny ¢ ke grafu funkce f(z,y) = arctan £ v bodé

[xoa Yo, Zo] = [_2) 27 ?]

0: =0

Pojem funkce vice proménnych

Limita a spojitost funkce

Parcidlni a smérové derivace
Difere

Tayloridv polynom, derivace. . .

Lokdélni a absolutni extrémy




10.

11.

12.

. Najdéte pribliznou hodnotu funkce f(x,y) = sin(rzy + Iny) v bodé [0, 01;1,05] a to

s presnosti na Ctyfi desetinnd mista.
df(0,01;1,05) =

. Necht 4y = 23, kde z je derivovateln4 funkce promé&nné t. Predpokladejme, Ze pro

_2ia dy _

x=3je g =

Cemu se pak rovna ‘é—”t”?

Vypoctéte totalni diferencial prvniho ¥adu funkce z = 322 — 2% v obecném bodé.

dz = dz + dy

Vypoctéte totalni diferencial prvniho ¥adu funkce z = z¥ v obecném bodé.

dz = dz + dy

Vypoctéte totalni diferencial prvniho fadu funkce z = arctan % v obecném bodé.

dz = dx + dy

Pocet spravnych odpovédi:

Pojem funkce vice proménnych

Limita a spojitost funkce

Parcialni a smérové derivace
Difere

Tayloridv polynom, derivace. . .

Lokalni a absolutni extrémy




Diferencial — test 3

. Vypoctéte totalni diferencidl funkce z = 2% siny arctan z v bodé¢ A = [—4, 7, 0] pro
dz = 0,05, dy = 0,06 a dz = 0, 08.

. Pomoci diferencialu s presnosti na dvé desetinnd mista vypoctéte: Pojem funkce vice proménnych

111(0, 972 + 0, 052) = Limita a spojitost funkce

Parcidlni a smérové derivace
. Pomoci diferencialu s presnosti na tti desetinnd mista vypoctéte:
1,02 -

arctan m =

Tayloridv polynom, derivace. . .

o - oy o it extré
. Rozhodnéte, zda plati nasledujici véta: okdlni a absolutnf extrémy

Je-li funkce f spojitd v bodé [xg,yo|, pak je v tomto bodé diferencovatelnd.
(a) ano, véta plati (b) ne, véta neplati

. Urcete rovnici te¢né roviny o ke grafu funkce f(x,y) = i—fg v bodé o e kanrtole
[330, Yo, Zo] = [27 ]-7 7]

0: =0

. Urlete rovnici te¢né roviny o ke grafu funkce f(z,y) = xe3*+2Y v bodé& P
[xov Yo, zo] = [_2a 37 ?]
0: =0

. Najdéte pFibliznou hodnotu (s presnosti na jedno desetinné misto) funkce
flx,y) = 2%y v bodé [3,1;0,9].

df(3,1;0,9) = -



10.

11.

12,

2
. Uréete hodnotu diferenciélu (s presnosti na dvé desetinnd mista) funkce f(z,y) = &=L

2

Ty

v bodé T = [2,2] pro dz = 0,03,dy = 0,01.
df(2,2) =

. Necht 4y = 23, kde z je derivovateln4 funkce promé&nné t. Predpokladejme, Ze pro

y=8je‘é—f=2.

4 dup
Cemu se pak rovna a5 !

Vypoctéte totalni diferencial prvniho fadu funkce z = yIn 2z v obecném bodé.
dz = dz + dy

Vypoctéte totalni diferencial prvniho fadu funkce u = *¥ v obecném bodé.

du = dz + dy + dz

Urcete diferencial funkce f(x,y) = arctan(zy).
df(z,y) = dz+ dy.

Pocet spravnych odpovédi:

Pojem funkce vice proménnych

Limita a spojitost funkce

Parcialni a smérové derivace
Difere

Tayloridv polynom, derivace. . .

Lokalni a absolutni extrémy




5. Tayloriiv polynom, derivace slozené funkce

Pfiklad 5.1. VyuZitim substituce u = x, v = /22 + y? najdéte vSechny funkce splriujici
rovnost yz, — xz, = 0.

ReSeni. ProtoZe vnit¥ni i vné&jsi slozky maji spojité parcialni derivace v celém R?, ma slozena
funkce parcialni derivace v kazdém bodé tohoto prostoru. Dosazenim do
Zx = ZuUg + ZyVg, 2y = ZylUy + 2Uy

dostavame

Zp = Zy - 1+ 2y =2y + 2y

q X
Y Y

Dosadime-li za z, a z, do zadané rovnosti, dostavame

Zy = % © O aF 2y

z Y

Y2u + Yzo — X2y =0.
/x2 e y2 /1.2 4 y2
Odtud
Yzy =0,
2y = 0.

Resenim této rovnice je z(u,v) = [0du = 0+ f(v), kde f je libovolna (diferencovatelna)
funkce jedné proménné. Po dosazeni za u a v dostavame

2(z,y) = f(V2? +¢?),

kde f je libovolna funkce jedné proménné majici derivaci 2. fadu.

Pojem funkce vice proménnych

Limita a spojitost funkce

Parcialni a smérové derivace

Diferencial funkce
ayloriiv po o de

Lokalni a absolutni extrémy




Pfiklad 5.2. Pomoci Taylorova polynomu 2. stupné vypoctéte priblizné (s presnosti na
pét desetinnych mist) funkéni hodnotu arctg %.

Obrazek 15: Funkce z = arctg %

Pojem funkce vice proménnych

Limita a spojitost funkce

Parcialni a smérové derivace

Diferencial funkce
ortiv po o derivace

Lokalni a absolutni extrémy

~

(a) Graf funkce. (b) Okoli vySetfovaného bodu. pé pred




Reseni. P¥ibliznou hodnotu vypo&teme pomoci Taylorova polynomu 2. stupné funkce
z= arctg% v bodé [1, 1] a diferencemi h = —0,03, k = 0,02. Parcialni derivace funkce z
jsou

1 1 1 1 y? 1 Y
D41y ZRE oy 2?4y oy a4y
Z Pojem funkce vice proménnych
! (1) 2 L o ¢ Limita 2 spojitost funk
Zy = 73 X (— T = 2+2'_2:ﬁ7 imita a spojitost funkce
% +1 Y - y2y Y ¥y Parciélni a smérové derivace
-2 - %
Zow =Yy (1) - (xZ + y2)—2 .9 = = +‘ryy2)27 leererfaal funkce :
9 " —
Zyy = —T - (_1) . (1,2 + yQ)—2 . 2y _ (mz _f?;2)2 : Lokalni a absolutni extrémy
oL@y —y-2y  a? -y
Y (22 4 y2)2 (x2 + y2)2'
Taylorliv polynom je roven o
Ty(e,y) = 2(1,1) + 2a(1, 1) (@ — 1) + (1, 1)(y — D+ E—
1
5 [2ea(L, 1)(@ = 1) 4 22y (1, (@ = 1)(y = 1) + 24 (1, Dy = 1)*] = ana 67 z 89

=t oD sy-D+; [~3E-12+2:0- - Dy— 1)+ 2 ~1?| =

= +%(x—1)—%(y—l)-l—}l(x—l)z-i-i(y—l)z- Prepnout reZim obrazo

0,97 1 1 1
arctg —— = — + =(—0,03) — 5(0, 02) — Z(_O’ 03) + 1(0,02)2 =0,76027.




Taylorav polynom Ti(x,y) prvniho Fadu je dan linedrni rovnici, ta popisuje zelenou
rovinu na obrazku 16(a). Spoéitame-li Taylordv polynom T5(z,y) druhého Fadu dostaneme
plochu druhého stupné, zobrazena na obrazku 16(b). Na obrazku 17 pak mizete pozorovat,
ze Ty (x,y) aproximuje graf funkce Iépe nez T} (z, y), tj. vice se blizi grafu funkce. Uvédomme
si, Ze vSe je vazano na bod grafu, ve kterém vypocty provadime. (Ten je ve vech obrazcich

vyznacen modre.)
Pojem funkce vice proménnych

Limita a spojitost funkce

Parcialni a smérové derivace

Obrézek 16: Graf funkce z = arctg § a jejiho Taylorova polynomu v bodé [1,1].

Diferencial funkce
ortiv po o derivace

Lokalni a absolutni extrémy

(a) Taylortiv polynom 1. Fadu. (b) Taylordv polynom 2. ¥adu.




N

Obrazek 17: Graf funkce z = arctg% a jeji aproximace Taylorovym polynomem,
kombinace obou grafii z obrazku 16.

Tayloriiv polynom, derivace. ..
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Tayloriiv polynom, derivace slozené funkce — test 1

. Najdéte Tayloriv mnohodlen prvniho Fadu funkce f(z,y) = /1 — 22 — y? se stfedem
. Najdéte Tayloriiv polynom druhého stupné se stfedem v bodé A = [%, 1] pro funkci

f(z,y) =sin(zy). T2(A) =

. Uréete Maclaurindv polynom 2. stupné funkce f(x,y) = e* V.

. Uréete Tayloriiv polynom daného stupné funkce f(z,y) = coszcosy se stredem
v bodé§ A.

(@) A=1[3.3] Ti(A) = T5(A) =

(b) A=1[0,0], T:(A) = T5(A) =

1

. Napiste Maclaurindv mnoho¢len ¥adu 2 pro funkei f(z,y) = Tty

. Najdéte Maclaurindv mnohoélen t¥etiho Fadu funkce f(z,y) = In(1 + zy).

. Vyjadrete mnoho¢len 24 + 11z — 9y — 22 — 22y + y? — 2% v mocnindch u = x + 2
av=y—1.
Pozn.: Pri zapisu vysledku pouZijte symboly u a v.

Pojem funkce vice proménnych

Limita a spojitost funkce

Parcidlni a smérové derivace

Diferencial funkce
ayloriiv po o de

Lokdélni a absolutni extrémy




8. Vyjadrete mnohoélen 46 + 32x — 28y — 4z — 20zy + 4y> + 3zy? — 223 v mocninach
u=z+1lav=y-—3.
Pozn.: Pri zapisu vysledku pouzijte symboly u a v.

7

9. Na grafu funkce 2¥ najdéte bod T = [2,, Yo, 2], V NéMZ je te€na rovina rovnobézna
s rovinou ¢o: x — z = 0. Pojem funkce vice proménnych

Limita a spojitost funkce

(a) (a) Takovych bodii T existuje vice.

Parcialni a smérové derivace

. . . e e Diferencial funkce
(b) Takovy bod T existuje jediny

Lokalni a absolutni extrémy

(b) Soutadnice bodu T jsou: [z, Yo, 20] =] , . ]
Existuje-li vice bodii T, tj. nelze soufadnice jednoznacné urcit, vyplite [—, —, —].

)

Pocet spravnych odpovédi: esty ke kapitole




Tayloriiv polynom, derivace slozené funkce — test 2

. Najdéte Taylortiv polynom prvniho stupné se sttedem v bodé A = [7, 1] pro funkci
flz,y) = B2 Ty(4) =

. Najdéte Taylorliv mnohoc¢len druhého fadu funkce f(z,y) = % se sttedem A = [1,1].
T3(A) =

. Ur&ete MaclaurinGv polynom 2. stupné funkce f(z,y) = e***v.

. Urcete Tayloriiv polynom daného stupné funkce f(x,y) = cosz sin y se stfedem v bodé
A

(a) A=[Z%,Z], pak T4 (A) =
(b) A=1[0,0], Ta(A4)= Ty(A) =

A T ¢ tho ¥4 _ s
. Najdéte Maclaurindv mnoho¢len druhého ¥adu funkce f(z,y) = arctan ﬁ

. Napiste Maclaurindv mnoho¢len ¥adu 3 pro funkci f(z,y) = e” siny.

. Vyjadiete mnohotlen 13 4 162 — 4y + 1122 + 4y + 4y + 22° — xy? — > v mocninach
u=zx+2av=y—2
Pozn.: Pri zapisu vysledku pouZijte symboly u a v.

Pojem funkce vice proménnych

Limita a spojitost funkce

Parcidlni a smérové derivace

Diferencial funkce
ayloriiv po o de

Lokdélni a absolutni extrémy




8. Vyjadrete mnohotlen 2 + 4x + 2y + 322 + xy — y* + 2 + 2%y + xy? + > v mocninich
u=x+lav=y—1
Pozn.: Pri zapisu vysledku pouzijte symboly u a v.

9. Na grafu funkce z = 2® + y3 najdéte bod T = [z,, Yo, 2o], vV NémZ je te€nd rovina
rovnob&zna s rovinou ¢: 12z + 3y — 2 = 0. Pojem funkce vice proménnych

Limita a spojitost funkce

(a) (a) Takovych bodii T existuje vice.

Parcialni a smérové derivace

Diferencial funkce

(b) Takovy bod T existuje jediny

Lokalni a absolutni extrémy

(b) Soutadnice bodu T jsou: [zo, Yo, 20] =[ , , ]
Existuje-li vice bodii T, tj. nelze soufadnice jednoznacné urcit, vyplite [—, —, —].

)

Pocet spravnych odpovédi: esty ke kapitole




Tayloriiv polynom, derivace slozené funkce — test 3

. Najdéte Taylorilv polynom prvniho stupné se stfedem v bodé A = [2,1] pro funkci
F@,y) = 7. Ti(A) =

. Najdéte Taylordv mnoho¢len druhého Fadu funkce f(z,y) = In /22 + y? se stfedem
A=[1,1]. Tx(4) =

. Ur&ete Maclauriniiv polynom 2. stupné funkce f(z,y) = e*1¥.

cos(x)

. Najdéte Maclaurindv mnohoclen tfetiho Fadu funkce f(z,y) = cos(y) -

. Urcete Tayloriiv polynom daného stupné funkce f(z,y) = sin  siny se stfedem v bodé
A

(@) A=
(b) A=

. Ti(A) = T2(A) =

0,0], T1(A) = T3(A) =
. Napiste Maclauriniv mnohoélen ¥adu 3 pro funkci f(z,y) = e In(1 + y).

. Vyjad¥ete mnohoélen 9 — 10z — 8y + 22 — 4y — 8y? — xy% — 2y v mocninich u = z —3
av=y+2.
Pozn.: Pri zapisu vysledku pouZijte symboly u a v.

. Vyjad¥ete mnohoélen 9— 16z — 5y +8z2 — xy — Ty? — 22+ 222y +32y% — 3> v mocninich

Pojem funkce vice proménnych

Limita a spojitost funkce

Parcidlni a smérové derivace

Diferencial funkce
ayloriiv po o de

Lokdélni a absolutni extrémy




u=r—2av=y+ 1.
Pozn.: Pri zapisu vysledku pouZijte symboly u a v.

9. Na grafu funkce z = 22 — y? najdéte bod T = [z,, Yo, 2o], vV N€MZ je te€nd rovina
rovnobézna s rovinou ¢: z +y + 2z = 0.
Pojem funkce vice proménnych

(a) (a) Takovych bodii T existuje vice.

Limita a spojitost funkce

Parcialni a smérové derivace

(b) Takovy bod T existuje jediny

Diferencial funkce

(b) Soufadnice bodu T jsou: [xov Yo, ZO] :[ ' ' ] Lokalni a absolutni extrémy
Existuje-li vice bodii T, tj. nelze soufadnice jednoznacné urcit, vyplite [—, —, —].

)

Pocet spravnych odpovédi:




6. Lokalni a absolutni extrémy

Pfiklad 6.1. Najdéte lokalni extrémy funkce z = zy(4 — z — y).
Reseni. Funkce z = xy(4 — x — 1), jejiz extrémy hledame, je polynomem proménnych z, y,
a proto jsou jeji parcialni derivace spojité v celém R?. Lokaln{ extrémy tedy mohou nastat

pouze ve stacionarnich bodech, které najdeme jako feSeni soustavy rovnic.
Pojem funkce vice proménnych

ze=yd—-z—-y)—2y=0, zy=x(d—2—y) -2y =0. Wizt & spalfiiest fudias

Parcialni a smérové derivace

Z prvni rovnice plyne y; = 0, y2 = 4 — 2z. Z druhé rovnice plyne 1 =0, 2 = 4 — 2y. [ ———

Celkové tedy dostdvame Ctyfi stacionarni body: Tvloriy pol o
ayloruv polynom, derivace. . .

4 4 oka a abso
3’3"

Provéfime jednotlivé body na existenci lokalniho extrému. Déle plati z,, = —2y, 2,y = —27,

Zgy = 4 — 2z — 2y. V dalim vypoltu vyuZzijeme vztah

P, =10,0], P, = [4,0], P; = [0,4], Py = [

D(x0,40) = 2za (0, Y0) 2y (%0, Y0) — [2ay (0, %0)]*. esty ke kapitole
Nejd¥ive vyjadfime D(z,y) pro obecny bod [z, y]
D(x,y) = —42® — 49° + 16x + 16y — 4xy — 16. 2na 76 2 89

a nasledné dosadime soutadnice [z, yo] stacionarnich bodd. Dostavame:

16

D(Py) = —16, D(Py) = —16, D(P;) = —16, D(Py) = 3 - i

V bodech P;, P, P tedy lokalni extrém nenastdva. V bodé P, nastdva ostré lokalni FPen (T ClilErEe
maximum, nebot z,,(Py) = —%. Situaci si mizete prohlédnout na obrazku 18.




Obrézek 18: Funkce z = zy(4 — x — y) s modfe vyznaéenym bodem lokalniho maxima.

Lokalni a absolutni extrémy
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Strana 77 z 89

< >

A

(a) Graf funkce (,jednotka® na ose z ukazuje hodnotu 100). (b) Detail — okoli lokdlniho maxima.
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Prepnout rezim obrazovky

Konec




P¥iklad 6.2. Najd&te nejmensi a nejvétsi hodnotu funkce f(z,y) = 22 — 8z +y? + 10 na
mnozing M: x? +y? < 1.

Reseni. Nejprve uréime staciondrni body lezici uvnitf mnoziny M (mnoZina M je v roviné
xy kruhem o poloméru 1). Vypocteme parcidlni derivace

e = 2 =8, fy:2y

a polozime je rovny nule

fz:2x—8:o7 fy:2y:O‘

Dostavame P = [4,0]. Tento bod v3ak nelezi v mnoziné M.
Nyni vySettime funkci f(z,y) na hranici mnoziny M. Tu si rozdélime na dvé &asti, horn{
a dolni pllkruznici.

y=v1—2a% ze[-11], u= f(z,V1—22) = -8z + 1L

Najdeme nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce u na intervalu [—1,1]. Téchto ex-
trémnich hodnot je dosaZeno bud v lokdlnim extrému uvnitt intervalu [—1, 1] nebo
v nékterém z krajnich bodii z = —1, x = 1. Plati v/ = —8. Z toho plyne, Ze v Zddném
vnitinim bodé intervalu [—1, 1] nem4 funkce w lokalni extrém. Provéfime krajni body
u(—1) = 19, u(1) = 3.

y=—VI—2, s e[-1,1], u=flz,~VI—2%) = -8z +11.

v/

Zde je situace zcela stejnd jako v pripadé |, nebot f(z, —y) = f(x,y).

Celkem tedy dostavame, ze

fma:c = ]-9’ pro [{E,y] = [_1’0]5
fmin =3, pro [x,y] = [LO]

Pojem funkce vice proménnych

Limita a spojitost funkce

Parcialni a smérové derivace

Diferencial funkce

Tayloridv polynom, derivace. . .




Obrézek 19: Minimum a maximum funkce f(z,y) = 2% — 8z + 3? + 10 na
mnoziné M.
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Extrémy funkce — test 1

. Necht Hy(xo,y0) je Hessova matice funkce f(z,y) v bodé [zg,yo]. Jestlize funkce
f(z,y) ma v bodé [zq, yo] ostré lokalni maximum, pak musi platit (vyberte vhodnou
kombinaci):

detHf(xo,yo) <0 detHf(Cﬂo,yg) =0 detHf(xo,yo) >0
fzz(xmy(]) <0 fww(x()a yO) >0 fzy(mmy()) <0
fay(T0,%0) >0 fyy(z0,90) <O fyy(0,90) >0

. Najdéte stacionarni body funkce f(z,y) = 2y(4 — x — y) a zapiSte je ve tvaru [A,B];
[C.D]; [E.F];...

. Vypoctéte Hessovu matici funkce f(z,y) =y + % —2Inz v bodé [1,1].

(a)
Hpay) = ( )

Hf(x,y)(]-v]-) = ' | =

(b)

. Zjistéte, zda ma funkece f(z,y) = 2¥ —z v bodé B = [1, 1] lokalni extrém.

(a) Bod B je lokaln{ (b) Bod B je lokaln{ (c) Funkce f nema v bodé
minimum funkce f. maximum funkce f. B lokalni extrém.

. Model zobrazuje &ast grafu funkce f(z,y) =23 +ay proz € (—1,1) ay € (—1,1).

Pojem funkce vice proménnych

Limita a spojitost funkce

Parcialni a smérové derivace

Diferencial funkce

Tayloridv polynom, derivace. . .




Pojem funkce vice proménnych

Limita a spojitost funkce

Parcialni a smérové derivace

Diferencial funkce

Tayloridv polynom, derivace. . .

N :
Urcete lokalni extrémy funkce. - )
(a) Maximum nastava v bodé [ , ] a funkéni hodnota v ném je
rovna S
(b) Minimum nastéva v bodé [ . ] a funkéni hodnota v ném je rovna ana 81 7 89




6. Znate-li Hessovu matici funkce f(x,y) = 2 — y* v bodé& [0, 0],

2 0
Hf(a:,y)(o» O) = <0 _2> s

rozhodnéte, zda je tento bod
(a) lokalni minimum (b) lokélni maximum
(c) sedlovy bod (d) nelze rozhodnout

7. Najdéte nejmensi a nejvétsi hodnotu funkce f(z,y) = 2% + y? — 2y — 2 na mnoZin&
[z,9]: 2> + 4> <Ly > |2| - 1.
Jestlize extrémy neexistuji, vyplite do poli znak —.

Funkce f(z,y) méa na dané mnoziné

(a) maximum v bodé | . | a funkéni hodnota v ném je rovna

(b) minimum v bodé | , | a funkéni hodnota v ném je rovna

8. Do elipsy % + 2 = 1 vepiste obdélnik nejvétsiho obsahu.
Vysledny obdélnik ma kratsi stranu délky a delsi stranu délky

Pocet spravnych odpovédi:

Pojem funkce vice proménnych

Limita a spojitost funkce

Parcialni a smérové derivace

Diferencial funkce

Tayloridv polynom, derivace. . .




Extrémy funkce — test 2

. Necht Hy(xo,y0) je Hessova matice funkce f(z,y) v bodé [zg,yo]. Jestlize funkce
f(z,y) ma v bodé [z, yo] ostré lokdlni minimum, pak musf platit (vyberte vhodnou
kombinaci):

detHf(xo,yo) <0 detHf(Cﬂo,yg) =0 detHf(xo,yo) >0
fzz(xmy(]) <0 fww(x()a yO) >0 fzy(mmy()) <0
fay(T0,%0) >0 fyy(z0,90) <O fyy(0,90) >0

. Najdé&te stacionarni body funkce f(x,y) = 22y? — 22 — y? a zapiste je ve tvaru [A,B];
[C.D]; [EF];. ..

. Znate-li Hessovu matici funkce f(z,y) = 92 — 9y — 2? — y* v bod& [, 7],

-2 0

rozhodnéte, zda je tento bod
(a) lokalni minimum (b) lokalni maximum
(c) sedlovy bod (d) nelze rozhodnout

. Zjistéte, zda ma funkce f(x,y) = x — 2y +1In/2? 4 y? + 3arctg £ v bodé B = [1,1]

lokaln{ extrém.

(a) Bod B je lokaln{ (b) Bod B je lokaln{ (c) Funkce f nema v bodé
minimum funkce f. maximum funkce f. B lokalni extrém.

Pojem funkce vice proménnych

Limita a spojitost funkce

Parcialni a smérové derivace

Diferencial funkce

Tayloridv polynom, derivace. . .




5. Model zobrazuje &ast grafu funkce f(z,y) pro x € (0,1) a y € (0, 1).

Z

Pojem funkce vice proménnych

Limita a spojitost funkce

Parcialni a smérové derivace

Diferencial funkce

Tayloridv polynom, derivace. . .

' X pDITO
A
Urcete lokalni extrémy funkce. 24 80
(a) Maximum nastava v bodé [ , I
(b) Minimum funkce nastava v bodech spliiujici nasledujici podminky (pokud neexistuji
omezujici podminky pro x &y, vyplite —): pé ped

T = pro <y<

ay= pro <zx<




6. Vypottéte Hessian funkce f(z,y) = 9zy + < + % v bodg& [3,1].

(a)
Hi(zy) = ( >

Hpoy)a,1) = | | =

(b)

7. Najdéte nejmensi a nejvét$i hodnotu funkce f(z,y) = 22 +y% — 2z + 2y + 2 na
mnoziné [z, y]: 22 +y% < 1.
Jestlize extrémy neexistuji, vyplite do poli znak —.

Funkce f(z,y) ma na dané mnoziné

(a) minimum v bodé& | , |, funkéni hodnota v ném je
(b) maximum v bodé [ , ], funkéni hodnota v ném je
8. Urcete rozméry vodni nadrze tvaru kvadru o objemu 32 m3 tak, aby dno a st&ny mély

dohromady co nejmensi obsah.

Dno: m X m  Vyska kvadru: m

Pocet spravnych odpovédi:

Pojem funkce vice proménnych

Limita a spojitost funkce

Parcialni a smérové derivace

Diferencial funkce

Tayloridv polynom, derivace. . .




Extrémy funkce — test 3

. Necht Hy(zo,0) je Hessova matice funkce f(x,y) v bodé [xg, yo|. Jestlize [z, yo] je
sedlovy bod funkce f(z,y), pak musi platit (vyberte vhodnou kombinaci):

detH¢(xo,y0) <0 detH(zo,90) =0 detH¢(xo,y0) >0
faza(20,70) <0 Jaz(z0,0) >0 Jay(T0,90) <0
fey(T0,90) >0 Jyy(w0,0) <O fyy(Z0,%0) >0

. Najdé&te stacionarni body funkce f(x,y) = x* + y* — 42y + 30 a zapidte je ve tvaru
[AB]; [C.D]; [E.F];. ..

. Vypottéte Hessian funkce f(z,y) = In(z —y) — 2*> — y v bod& [3, —1].

(a)
Hpay) = ( )

Hpzy,1) = | | =

(b)

. Zjistéte, zda ma funkce f(x,y) = x — 2y +1In /2?2 4 y? +3arctg £ v bodé B = [1,1]

lokalni extrém.

(a) Bod B je lokaln{ (b) Bod B je lokaln{ (c) Funkce f nema v bodé
minimum funkce f. maximum funkce f. B lokalni extrém.

Pojem funkce vice proménnych

Limita a spojitost funkce

Parcialni a smérové derivace

Diferencial funkce

Tayloridv polynom, derivace. . .




5. Model zobrazuje &ast grafu funkce f(z,y) = 3xy> pro x € (—1,0) a y € (0,1).

Z
Pojem funkce vice proménnych
X Limita a spojitost funkce
y Parciélni a smérové derivace
Diferencial funkce
Tayloridv polynom, derivace. . .

Urcete lokalni extrémy funkce.

(a) Maximum funkce nastava v bodech spliujici nasledujici podminky (pokud neexistuji ana 87 z 89
omezujici podminky pro x & y, vyplite —):

T = pro <y<
ay= pro <z<

(b) Minimum nastéva v bode [ , ] a funkéni hodnota v ném je rovna epnout reim obrazo




6. Znate-li Hessovu matici funkce f(z,y) = 2% + y* ,

1222 0
Hf(x,y)=< 0 12y2>,

rozhodnéte, zda je bod B = [0, 0] lokdlnim extrémem funkce f(z,y).

(a) Ano, bod B je lokalni minimum. (b) Ano, bod B je lokalni maximum.
(c) Ne, bod B je sedlovy bod. (d) Nelze rozhodnout.

7. Necht je dana funkce f(z,y) = sinzsinysin(x + y) a mnozina 0 > z,y < .
Uréete absolutni extrémy funkce f(z,y) na dané mnoziné.

(a) maximum v bodé | . ] a funkéni hodnota v ném je rovna

(b) minimum v bodé | . ] a funkéni hodnota v ném je rovna

2
8. Do elipsoidu ””7‘2 4=+ 22 = 1 vepiste kvadr nejvétsiho obsahu.
Hrany vysledného kvadru (fazeny od velikostné nejmensi) maji tyto rozméry:

Pocet spravnych odpovédi:

Pojem funkce vice proménnych

Limita a spojitost funkce

Parcialni a smérové derivace

Diferencial funkce

Tayloridv polynom, derivace. . .
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