Korelaéna analyza
v systéme STATISTICA

RNDr. Mavrie Budikova, Dr.
Bc. Ester Zeleznakova

VERS NPSARYKig
SO g EST '
: » §x 2%
~ 2ECR -4
s 4 r - - m . m .
Prirodovédecka fakulta Masarykovy univerzity 3 4 3 Ss
, ?, & RS
Ustav matematiky a statistiky 414 NA B A5 pepy &



Obsah

Uvod
Kapitola 1. Zavislost nahodnych veliCin .....cooviiiiieiiiiiinrcesesancasonns 1
Kapitola 2. Hodnotenie zavislosti dvoch nahodnych veli¢in .................... 3
2.1 KovarianCia. . . .. ..v ittt e e e 3
2.2 Korelacné koeficienty . . . ... e 4
2.2.1 Pearsonov koeficient koreldcie . . .. ........ ... ... ... ..., 5
2.2.2 Spearmanov koeficient koreldcie ............. ... ... ..... 7
Kapitola 3. Statisticka indukcia — teoretickd €ast ......cevuveeeeernnneeeennns 10
3.1 Predpoklad normality . ........... ... . 10
3.2 Test vyznamnosti korelacného koeficienta . ...................... 12
3.3 Interval spolahlivosti pre korelacny koeficient .. .................. 14
3.4 Test hypotézy o danej hodnote korelacného koeficienta . ............. 15
3.5 Test zhody dvoch korelaénych koeficientov ... ................... 16
3.6 Test zhody k korelaénych koeficientov . ........................ 16
3.7 Test vyznamnosti Spearmanovho korela¢ného koeficienta. ... ... ... ... 17
Kapitola 4. Statisticka indukcia — praktickd €ast ......evvvvvrniiiiieeeeeeenn. 19
ZAVET . vvvineinneseensesessesnssssnsesossssassssnsosnssssnsssnssssnsssnssons 35
Prilohy ...uveeiiiiiieiiiiiiieieesesestessossssecsssssscssosssssassosascasannns 36



Uvod

Tato bakaldrska praca vznikla s ciefom vytvorif interaktivnu Stidijnd oporu k predmetom
Vypocetna Statistika a Aplikovana Statistika na ulah¢enie rieSenia tiloh spojenych s testami
nezdavislosti medzi dvoma ndhodnymi veli¢inami, dostupna taktiez v elektronickej podobe
s videotutordlmi a interaktivnymi tutoridlmi na webovej adrese https://is.muni.cz/
do/sci/UMS/el/korelacni_analyza_statistica/index.html.

Zavislostami dvoch ndhodnych veli¢in sa zaobera dvojrozmernd Statistika v podobe
jednoduchej korelacnej analyzy. Celej tejto problematike sa venujeme v préci, ktord je
rozdelend do Styroch kapitol, z ktorych tivodna kapitola hovori najskor o zdkladnych typoch
zavislosti medzi ndhodnymi veli¢inami. V druhej kapitole prechddzame k pojmu koreldcia a
zoznamujeme sa s roznymi mierami tejto zavislosti. Od tohto teoretického zakladu sa odraza
tretia kapitola zamerand na testy nezdvislosti ndhodnych veli¢in. Posledna Stvrta kapitola
tvori praktickd Casf prace, kde aplikujeme jednotlivé testy nezdvislosti na konkrétnych
prikladoch. Kazdé rieSenie pozostdva z ru¢ného vypoctu a vypoctu za pomoci systému
STATISTICA. V prilohdch uvddzame tri zdrojové kédy nami vytvorenych makier. Tieto
makré boli vytvorené a pouZité pre testy, ktoré nie s v systéme implementované.


https://is.muni.cz/do/sci/UMS/el/korelacni_analyza_statistica/index.html
https://is.muni.cz/do/sci/UMS/el/korelacni_analyza_statistica/index.html

Kapitola 1

Zavislost nahodnych velicin

V praktickych situdcidch pri pozorovani ndhodnych veli¢in ¢astokrat uvazujeme nad viace-
rymi veli¢inami sicasne a skimame, akym spdsobom sa ovplyviuji. Zaujima nés, aky je
vztah (zéavislosf) medzi danymi veli¢inami, ktory mozZe siahat od nezavislosti az po dplnd
zavislost.

Tato kapitola sa zaoberd zdkladnymi typmi zavislosti medzi ndhodnymi veli¢inami. Pri
jej tvorbe sme vychddzali z literarneho zdroja [6].

e Funkcna (deterministicka, pevna) zavislost
popisuje vztah, ktory sa prejavuje s istotou, teda s pravdepodobnostou rovnou jedne;j.
Napr.: nech X je velkost strany $tvorca a Y je plocha $tvorca, potom plati: ¥ = X2.
Ide o vzfah dany funkénym predpisom Y = f(X), ¢o znamen4, Ze kazdej realizicii
ndhodnej veli¢iny X odpoved4 (je priradend) prave jedna realizdcia ndhodnej veli¢iny
Y. Funk¢nu zavislost preto nazyvame aj pevnou zédvislostou.

A

\

Obrazok 1.1: Funkcénd zdavislost

e Stochasticka (Statisticka, voI'na) zavislost
je vztah, v ktorom jedna ndhodné veli¢ina ovplyviiuje s urcitou pravdepodobnosfou
druhd ndhodnu veli¢inu. Napr.: nech X je nadmorska vyska a Y je teplota vzduchu,
potom ma teplota vzduchu so stipajicou nadmorskou vyskou tendenciu klesat. Ide
o vztah, kedy kazdej realizacii ndhodnej veli¢iny X mdze odpovedat viac realizacii
nahodnej veli¢iny Y. Jedna sa o volnu zéavislost medzi kvantitativnymi ndhodnymi
veli¢inami.
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Obrazok 1.2: Stochastickd zdavislost

o Stochasticka nezavislost
je opakom stochastickej zavislosti, kedy sa ndhodné veli¢iny navzdjom neovplyviiujd.
Ako jednoznacny priklad uvedme X ako hustotu vody a Y ako objem vody. Hustota
vody nezavisi od jej objemu. Veli¢iny X, Y st nezavislé, ak F(x,y)! = Fi(x).F(y)
pre V(x,y) € R2,

\

Obrazok 1.3: Stochastickd nezdvislost

Dané typy zavislosti st doprevddzané obrazkami na ukdzku toho, ako m6zu vypadaf jed-
notlivé vztahy graficky.

Zavislosti, ktoré obvykle sledujeme v oblasti spoloc¢enskych a biologickych vied, ne-
maju cCisto funkéne deterministicky charakter, preto je pre ich analyzu nutné pouZitie
Statistickych metdd. Problematikou zavislosti ndhodnych veli¢in sa zaoberaju dva obory
Statistiky: korelacnd a regresnd analyza. V nasledujuicej kapitole sa budeme venovat vy-
hradne korelacnej analyze, presnejSie jednoduchej korela¢nej analyze, ktord bude obsahom
celej préace.

1Zdruzena distribuéné funkcia ndhodnych veli¢in sa v tomto pripade rovna st¢inu marginalnych distri-
bucnych funkcii. Definiciu distribu¢nej a marginalnej funkcie vid' [1, str. 37].



Kapitola 2

Hodnotenie zavislosti dvoch nahodnych
velic¢in

Hodnotenim zavislosti dvoch ndhodnych veli¢in sa zaoberd jednoduchd korela¢na analyza,
ktord kladie doraz viac na intenzitu vzijomného vzfahu nez na skimanie veli¢in v smere
pri¢ina — nésledok (regresia). Zavislosti, ktoré skiima st predovsetkym linedrne, kde kore-
lacia, z latinského correldtio [cor — spolu + relatio — vzfah], je mierou linedrneho vzfahu.
Ddlezitou skuto€nostou je, Ze koreldcia nie je kauzalita. Veli€iny, ktoré spolu korelujud, su
pravdepodobne navzdjom zdvislé, ale nemozno z toho usudif, Ze by sa podmieniovali.

Ulohou korelaénej analyzy je koreldciu identifikovat, kvantifikovat a 3tatisticky otesto-
vaf. Nevyhnutnou stcasfou je logicky rozbor problému, a to z hTadiska vyznamu samotne;j
korel4cie, ktord moze byt skreslend alebo nemusi vobec existovat. Pri pouZiti dvojroz-
mernych metdd sa Casto vyskytuje faloSna korelédcia, o je neexistujica koreldcia medzi
premennymi X a Y, ktord sa dosledkom inych (nezohladnenych) premennych zda ako silna.
Hodnotu korelécie postva taktieZ nedostatok homogenity vo vzorke a formdlny vztah medzi
veli¢inami (koreldcia percentudlnych charakteristik, ktoré sa dopliiuji do 100 %).

V tejto kapitole sa zozndmime s ro6znymi koeficientami, na zdklade ktorych budeme
posudzovat existenciu a silu zavislosti. Hlavnymi literdrnymi zdrojmi su [4], [3], [5].

2.1 Kovariancia

Linearny vztah mdze byt priamy, tj. s rasticimi (resp. klesajicimi) hodnotami jednej ve-
liciny rastu (resp. klesaju) hodnoty druhej veli¢iny a naopak; alebo nepriamy, tj. s rasticimi
hodnotami jednej veli¢iny klesaju hodnoty druhej a naopak.

O tom, ¢i st dve ndhodné veli¢iny X a Y vo vzdjomnom linedrnom vzfahu (priamom,
nepriamom), sa mdozeme presved¢if na zdklade kovariancie C(X,Y) definovanej ako strednd
hodnota stcinu centrovanych ndhodnych velicin:

C(X,Y)=E(X—EX)|[Y —E(Y)]) = E(XXY) —E(X)E(Y). 2.1)

e AKC(X,Y) >0, medzi X aY existuje priamy linedrny vzfah.
e AKC(X,Y) <0, medzi X aY existuje nepriamy linedrny vztah.
o Ak C(X,Y) =0, medzi X aY neexistuje linedrny vztah (nekorelovanost).
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Z hodnoty kovariancie sme schopni urcif smer linedrneho vzfahu, ale nie jeho silu.
Do6vodom je, Ze kovariancia zavisi od jednotiek, v ktorych si ndhodné veli¢iny merané a
nadobuda preto hodnoty z intervalu (—eo, ).

Dané zavislosti m6Zeme orientacne posudit z bodového grafu, v ktorom je kazda dvojica
hodndt zndzornend jednym bodom v rovine. V nasledujicich troch obrazkoch zndzornime
korela¢ny vzfah medzi veli¢inami odpovedajici hodnote kovariancie.
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Obrazok 2.1: Kladnd kovariancia Obrazok 2.2: Zdpornd kovariancia

Z obrazkov 2.1 a 2.2 je zrejmé, Ze sa jednd o priamy, resp. nepriamy linedrny vzfah,
kedze sa dané hodnoty menia rovnakym, resp. opaCnym smerom, pri¢om priebeh tejto
zavislosti je mozné schematicky popisaf priamkou. Obrazok 2.3 zachytdva dve odliSné
situdcie, pritom obe odrdzaju takmer nulovi hodnotu kovariancie. Je to prostym dosled-
kom toho, Ze kovariancia hovori o existencii linedrneho vzfahu, ktory sa ani v jednom
z grafov nevyskytuje. Preto nulovost kovariancie nemusi hovorif ni¢ o obecnom vzfahu
pozorovanych veli¢in, ktory méZze byf aj nelinedrny.

A A
o [ ]
° ® o ° LIPS
° ') o,
° . ° ° o® °
) [ ]
([ ] L4 ) ° .. ([ ]
[ ]
(a) linedrna nezdvislost (b) nelinedrna zdvislost

Obrazok 2.3: Takmer nulovd kovariancia

2.2 Korela¢né koeficienty

Zhrnutim vlastnosti kovariancie z predchadzajucej Casti dospievame k zdveru, Ze kovarian-
cia nie je najvhodnejSou mierou zdvislosti. PouZiva sa va¢Sinou ako pomocny néstroj pri
merani intenzity linedrneho vzfahu.

NajpouzivanejSou charakteristikou intenzity linedrneho vzfahu medzi dvoma ndhod-
nymi veli¢inami je korelacny koeficient. Existuje rada korela¢nych koeficientov, ktoré
aplikujeme v zavislosti od typu ndhodnych veli¢in. V naSom pripade sa obmedzime na dva
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korela¢né koeficienty I konkrétne Pearsonov a Spearmanov korela¢ny koeficient, uréujice
zavislosti intervalovych, pomerovych alebo ordindlnych veli¢in.

2.2.1 Pearsonov koeficient korelacie

Kovariancia ndhodnych veli¢in X a Y bola definovand ako strednd hodnota sicinu centro-
vanych veli¢in X a Y.

Pearsonov koeficient koreldcie definujeme ako strednd hodnotu sicinu Standardizova-
nych ndhodnych veli¢in:

X-EX) Y—E(Y)) _ C(X,Y)
VVar(X) +/Var(Y) VVar(X)-+/Var(Y)

pre \/Var(X), \/Var(Y) > 0, inak 0.

(2.2)

R(X,Y) :E<

Standardizaciou ndhodnych veli¢in sme takto ziskali novii bezrozmernd mieru linedrnej
zévislosti, ktord nadobtida hodnoty z intervalu (—1; 1). Znamienko korela¢ného koeficienta
zavisi od kovariancie, podl'a ktorej hodnotu koeficienta interpretujeme:

e R(X,Y) > 0 <« priama linedrna zdvislost,
e R(X,Y) <0<« nepriama linedrna zdvislost,
e R(X,Y) =0 < linedrna nezdvislost (nekorelovanost).

Pre zjednodusenie budeme koeficient R(X,Y) oznaGovaf ako R. Cim viac sa |R| bliZi k 1,
tym je linedrna zéavislost silnejsia a naopak, ¢fm viac sa |R| bliZi k 0, tym je linedrna zavislost
slabia. Svoje extrémné hodnoty (tj. —1, 1) nadobida vtedy, ked plati P(Y = a+bX) =1,
pre a,b € R (b # 0) a vsetky realizacie veli¢in X, Y leZia na priamke. V takomto pripade
ide o funk¢nu priamu (b > 0), popr. nepriamu (b < 0) linedrnu zavislost.

Vzhladom k moZnosti existencie nelinedrneho vztahu medzi X a Y nie je mozné pri
nulovom koeficiente R (tj. C(X,Y) = 0) oznacif veli¢iny X a Y za nezévislé. Nulova hod-
nota koeficienta je nutnou podmienkou nezévislosti, nie v§ak podmienkou postacujicou.
Nekorelovanost odpoveda nezavislosti v pripade, Ze veli¢iny X a Y pochadzaju z dvojroz-
merného normalneho rozdelenia (dokaz vid nasledujica kapitola, sekcia 3.1).

Predstavu o vyzname hodnot koeficienta korelécie ziskame rovnako ako pri kovariancii:
zbodovych grafov. Podl'a charakteru rozloZenia bodov v grafe méZeme odhadniif, ak4 silnd,
resp. ziadna zavislost medzi veli¢inami existuje.

Kedze koeficient korelacie meria silu linedrneho vzfahu, potom tesnost bodov okolo
pomyselnej priamky indikuje jeho velkost, pri¢om znamienko je oplyvnené smerom tejto
zavislosti. Ak sa vratime k obrdzkom z prechddzajuicej sekcie, silnejSiu zdvislost zachy-
tavaju obrazky 2.1, 2.2, kde lezia body blizko pomyselnej priamky, o com svedcia aj
konkrétne hodnoty korelacného koeficienta 0,81 a —0,85. Z obrdzku 2.3 by sme ocakdavali
nulovi hodnotu korela¢ného koeficienta, v oboch pripadoch, kedZe na obrazku 2.3a, si
body rozptylené do ,.kruhu a na 2.3b je zjavna nelinedrna zavislost. Hodnoty korela¢nych

o) inych korela¢nych koeficientoch sa mo6Zeme docitat v literattre [11], [2].
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koeficientov su —0,06 a 0, 12. Prakticky tieto vysledky zodpovedajii naSmu ocakdvaniu,
koeficient vztahujici k obrdzku 2.3a je takmer nulovy a o nieco vysSia hodnota koeficienta
vztahujiceho k obriazku 2.3b je sposobend jeho pouzitim na veli€iny zédvisle nelinedrne.

Vyberové charakteristiky

Vypocet korelacného koeficienta je podmieneny znalostou konkrétneho simultanneho roz-
delenia ndhodného vektora (X,Y )/, ¢o sa prakticky stdva velmi zriedka. V praxi sa preto
odkazujeme na ndhodny vyber” (X,Y) = ((Xi, Yl)/, ooy (X, Yn)/) rozsahu n z dvojrozmer-
ného rozdelenia s distribu¢nou funkciou F(x,y), kedy méZeme charakteristiky nahodnych
veli¢in odhadnuf pomocou vyberovych charakteristik (Statistik). Vyberové charakteristiky
su funkcie daného ndhodného vyberu, ktoré nezavisia od nezndmeho parametra rozdelenia,
ktorym sa ndhodny vyber riadi.
Definujme nasledovné Statistiky:

1. vyberovy priemer

2. vyberovy rozptyl

2.1 vyberova smerodajna odchylka
S=Vs2,

3. vyberova kovariancia

S =
n

kdeM1 :% ?:]XiaMzz %Z?:]Yl

Vyberovy korelacny koeficient je potom definovany ako pomer vyberovej kovariancie
k sicinu vyberovych smerodajnych odchyliek veli¢in X, Y

n
R , 2.3
2= SlSz ; Sz (2.3)

pre S1.5; # 0.

?Dvojrozmernym nahodnym vyberom rozsahu n sa rozumie postupnost 7 nezavislych, rovnako rozdele-
nych ndhodnych vektorov. Presnu definiciu vid' [4, str.52]
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Obrazok 2.4: Ilustrdcia vychylenosti

Vyberovy korelacny koeficient ako bodovy odhad Pearsonovho koeficienta korelécie pre-
bera vSetky jeho vlastnosti. BohuZial sa nejedna o nestranny, ale vychyleny bodovy odhad.
Vychylenost je vSak zanedbatelnd pri rozsahu vyberu n > 30. Tuto skuto¢nost zachytdva
obrdzok 2.4, pre ktory sme vygenerovali 100 ndhodnych vektorov z dvojrozmerného nor-
mélneho rozdelenia N> ((J), ((1)790’?)) a ndsledne vypocitali korela¢né koeficienty medzi
zlozkami tohto ndhodného vyberu v zdvislosti od rozsahu. Ako moZeme vidief, realizdcia
vyberového korelacného koeficienta ozn. r sa pri vybere viac¢Sieho rozsahu pohybuje okolo

hodnoty 0,9.

2.2.2 Spearmanov koeficient korelacie

Na urcenie zavislosti medzi dvoma ndhodnymi veli¢inami X, Y sa pouZiva Casto tzv.
poradova koreldcia. Spociva v nahradeni realizacii ndhodnych veli¢in poradovymi ¢islami,
tj. povodné hodnoty x; a y;, pre i = 1,2,...,n, nahradzujeme ich poradovymi ¢islami R; a
Q. Pokiarl sa nejakd pdvodna hodnota opakuje viackrat *, priradime kazdej takejto hodnote
rovnaké poradové Cislo uréené ako aritmeticky priemer poradovych Cisel, ktoré by tieto
hodnoty mali, keby boli rozne a nasledovali za sebou.

Ide o neparametricki metédu popisujicu monoténnu zdvislost, nielen linearnu, ale
obecne rasticu alebo klesajicu. Neparametrickou charakteristikou zavislosti ndhodnych
veli¢in X, Y je Spearmanov* koeficient poradovej koreldcie dany vztahom

n
° (R — Qi) (2.4)

1

re=l—o—

n(n?—1):

1

3Prili§ velky vyskyt rovnakych hodnot spdsobuje skreslenie Spearmanovho koeficienta, a preto je vhodné
pouZit korigovany Spearmanov koeficient definovany v [11, str. 396].
4Spearmanov koeficient poradovej korelécie je odhad jeho teoretickej hodnoty R;.
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Spearmanov koeficient poradovej koreldcie je totozny s vyberovym koeficientom kore-
lacie aplikovanym na poradie zloziek ndhodného vyberu; dokaz vid [2, str. 560]. Nadobuda
obdobne hodnoty z intervalu (—1;1). Hodnoty blizke 0 ukazujui na slabsiu poradovi za-
vislost premennych, hodnoty blizke 1 ¢i —1 na tesnejSiu poradovi zavislost (priamu,
nepriamu). Rovnost ry = 1 plati, ak R; — Q; = 0, tj. pri zhodnych poradiach a naopak, rov-

nost rg = —1 je splnend, ak su poradia presne opa¢né. Potom realizdcia daného ndhodného
vyberu (x;,y;), i = 1,2,...,n, leZi na nejakej monoténnej krivke, ako mdzeme vidief na
obrazku 2.5f.
A A
[ *%e [
[ ] [ ]
° [ J
[ ] [ ]
[ ]
o . °® °
[ ] [
[ ]
[ ]
(@) r=0,82, r, = 0,82 () r=0,82, r,=0,69
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® °
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°® 8
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° [
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Obrazok 2.5: Rozne bodové konfigurdcie a k nim dopocitané hodnoty Pearsonovho
vyberového (r) a Spearmanovho (rg) korelacného koeficienta

Obrazok 2.5 zobrazuje rozne bodové konfigurdcie na ulahcenie interpretacie hodnot
Spearmanovho a tieZ Pearsonovho vyberového koeficienta korelacie, priCom kladie doraz
na porovnanie toho, ako sa oba koeficienty chovaju v zdvislosti od druhu a sily danych
neZ koeficient |r|. Graficky a Ciselne na 2.5f. To, Ze je Spearmanov koeficient zaloZeny
na poradovych ¢islach ndhodnych veli¢in, umozZiiuje jeho rezistentnost voci odlahlym
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hodnotam, na rozdiel od Pearsonovho koeficienta, ktory je na odlahlé hodnoty citlivy, vid
obrdzok 2.5c. Zavislost zobrazend na obrazku 2.5e je zdvislost kvadratickd, na ktord ani
jeden z koeficientov nem4 dosah.

Meranie zdavislosti dvoch poradi je vlastne Specidlnym pripadom merania linedrnej
zavislosti dvoch ndhodnych veli¢in, o sa odrdza aj v tom, Ze Spearmanov koeficient je
rovny Pearsonovmu vyberovému koeficientu veli¢in X a Y, kedy obe nadobtidaji hodnoty
1,2,...,n. Tento pripad ilustruje obrazok 2.6.

»

Obrazok 2.6: Zhodné korelacné koeficinety (r =ry = 0,97)

Z vlastnosti Spearmanovho koeficienta vyplyva, Ze sa pouZiva v situdcidch, kedy sku-
mané ndhodné veli¢iny maju ordindlny charakter a nepredpokladdime medzi nimi Cisto
linedrny vzfah ani typ rozdelenia.



Kapitola 3

Statisticka indukcia — teoreticka ¢ast

Dolezitou stcasfou analyzy dét je testovanie Statistickych hypotéz. Pri skimani zavislosti
dvoch ndhodnych veli¢in je obsahom testovanej nulovej hypotézy tvrdenie, Ze ndhodné
veli¢iny st nezavislé oproti alternativnej hypotéze, Ze ndhodné veli€iny su zavislé. V tejto
kapitole sa zameriame na testy nezavislosti pomocou uz zndmych korela¢nych koeficientov
a taktieZ na testy modifikovanych hypotéz o korelacnych koeficientoch.

Ako kazdé testovanie, aj testovanie nezavislosti musi spitiat ur&ité predpoklady. Predpo-
klady testovania nezavislosti pri pouZiti Pearsonovho (vyberového) korelacného koeficien-
ta su, Ze ndhodny vyber pochddza z dvojrozmerného normélneho rozdelenia pre veli¢iny
intervalového ¢i pomerového typu, medzi ktorymi moZzno predpokladat linearitu. Pri po-
ruSeni tychto predpokladov, alebo v pripade veli¢in Cisto ordindlneho typu, pouZivame
Spearmanov korela¢ny koeficient. Pri tvorbe kapitoly sme Cerpali z [11], [9], [4], [3].

3.1 Predpoklad normality

Uvazujme normdlne rozdeleny ndhodny vektor (X,Y ), so simultdnnou hustotou
2 2
1 T iy, (YT
1 e 2(17‘,2) {( o] > 2P o (<)) +< o) > ]
2nG1054/1—p?

kde y =E(X), ip =E(Y), 62 =Var(X), 63 =Var(Y)ap =R(X,Y).

flx,y) =

2

Margindlne hustoty su

1 (xful )2 1 (.V*:u2)2

e ¥, h0)= e
GI\/E sz
Z predchadzajucich kapitol vieme, Ze veli¢iny X a Y su nekorelované, ak sa ich ko-
relacny koeficient R, v literatire casto oznacovany ako p, rovnd nule a nezavislé, pokial
plati F(x,y) = Fy(x)F»(y) pre V(x,y) € R?, v obecnom pripade. Dosadenim nulovej hod-
noty korelacného koeficienta do vzorca simultdnnej hustoty normélneho rozdelenia potom
dostdvame

filx) =

I (G5 RGN B B €5 S B 5
f(x’y)_27r6162e | 2 _\/2_—7rcrle 2( 1> .\/Ecze 2( 2)'
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Je zrejmé, Ze v tomto pripade plati f(x,y) = f1(x) £2(y) pre V(x,y) € R2. Normalita ndhod-
nych veli¢in teda zaistuje, Ze nekorelovanost odpoveda nezavislosti, a preto sa pri testovani
nezavislosti mdZeme opieraf o Pearsonov korela¢ny koeficient. To, ako sa tento koeficient
(resp. jeho odhad) aplikuje pri testovani, si ukdZeme v nasledujice;j Casti.

Dvojrozmernu normalitu vieme orientacne posudif z bodového grafu. V pripade do-
stato¢ne velkého poctu pozorovani by mali body grafu vytvorif obrazec elipsy, pretoze
vrstevnice hustoty dvojrozmerného normalneho rozdelenia su elipsy.

Na ukédzku toho si zobrazime tri ro6zne grafy hustoty dvojrozmerného normélneho roz-
delenia s nulovymi strednymi hodnotami a jednotkovymi rozptylmi, ktoré sa liSia v hodnote
parametra korelacného koeficienta, a k nim odpovedajice vrstevnice. V pripade nulového
korela¢ného koeficienta ide o Standardizované dvojrozmerné normdlne rozdelenie, kedy
vrstevnice hustoty tohto rozdelenia tvoria kruznice, vid obrdzok 3.1. S rastucou, resp.
klesajucou absolitnou hodnotou koeficienta maju vrstevnice elipsovitej$i tvar ako mézeme
vidief na obrazkoch 3.2, 3.3.

AT
n

4 |
L

i

AL N

AR z

XX
ISR

Obrazok 3.1: Graf hustoty a vrstevnice hustoty Standardizovaného dvojrozmerného
normdlneho rozdelenia

TR

1IN

/ e%’:%’;ii*ﬁ:ﬁ:ﬁm\\\\

NSNS
A SOANNN
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A
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Obrazok 3.2: Graf hustoty a vrstevnice hustoty dvojrozmerného normdlneho rozdelenia
s parametrami Uy = 0, tr =0, (712 =1, (722 =1,p=0,25
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AT,

) 1N
D,

Obrazok 3.3: Graf hustoty a vrstevnice hustoty dvojrozmerného normdlneho rozdelenia
s parametrami Uy = 0, tp =0, 612 =1, 0'22 =1,p=0,9

3.2 Test vyznamnosti korelaéného koeficienta

Uvazujme ndhodny vyber (X,Y) z dvojrozmerného normalneho rozdelenia rozsahu n,
s korelacnym koeficientom R a vyberovym korelaénym koeficientom Ry,.

Vyberovy korelacny koeficient R, interpretujeme ako bodovy odhad korelacného ko-
eficienta R. KedZe sa jednd o vyberovu charakteristiku, jeho nenulovd hodnota nemusi
znamenaf, Ze aj skutocny korelacny koeficient je nenulovy. V praxi sa preto vyzaduje
otestovat, Ci je zistend hodnota vyberového korelaéného koeficienta Statisticky vyznamna
pre tvrdenie, Ze medzi skiimanymi veli¢inami X, ¥ skuto¢ne existuje zavislost.

Odpoved na tito otdzku mdzeme ziskat z testu vyznamnosti korelacného koeficienta,
ktory uskuto¢nime pomocou kritického oboru pre Statistiku 7', vid (3.1), alebo intervalu,
ktory je na tejto Statistike zaloZeny.

Testujeme nulovd hypotézu
H()Z R =0,

tj. hypotézu o nezavislosti ndhodnych veli¢in X a Y , oproti niektorej alternativnej hypotéze:

¢ obojstranna alternativa:

Hi: R#0, tj. veliciny X a Y sui stochasticky zdvislé,

e pravostranna alternativa:

Hi: R> 0, tj. veliciny X a Y su kladne korelované,

e Pavostranna alternativa:

Hi: R<O0, . veliciny X a Y su zdporne korelované.

Ako testovacie kritérium pouZivame Statistiku
- R12 vVn— 2

=
\/1—R{,

T (3.1
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Statistika T sa pri platnosti nulovej hypotézy riadi Studentovym rozdelenim s (n—2)
stupfiami volnosti.

Na zvolenej hladine vyznamnosti o zamietame nulovd hypotézu vtedy, ked’ sa Statistika
T realizuje v kritickom obore W. Kriticky obor m4 tvar

W = (—oo, —ti_g/p(n— 2))U <t1_a/2(n —2),00) pre obojstrannii alternativu,
W = (—oo, —t1_g(n—2)) pre lavostrannii alternativu,
W = (t1_q(n—2),e0) pre pravostrannii alternativu.
V pripade, Ze je rozsah vyberu n > 30, je mozné Studentovo rozdelenie aproximo-

vaf Standardizovanym normalnym rozdelenim N (0, 1) a kriticky obor upravif nahradenim
kvantilov Studentovho rozdelenia kvantilmi Standardizovaného normalneho rozdelenia.

Test hypotézy o nezavislosti mdéZzeme uskutocnif pomocou nasledujicich intervalov,
ktoré sa odvadzaju na zdklade skutocCnosti, Ze testovacia Statistika 7" sa za platnosti nulove;j
hypotézy riadi Studentovaym rozdelenim s (n — 2) stupiiami volnosti.

P(tgjn(n—2) <T <tj_qp(n—2))=1-a,

odkial dpravou nerovnosti a nahradenim odhadu R, koeficientom R dostaneme

P( _tl—a/Z(”_z) <R< tl—a/z(”_z) ) l-a,
\/tlz_a/z(n—Z)—i—n—Z \/tlz_a/z(n—Z)—f—n—Z

J/ N J/
N N

D H

kde D je dolnd a H je hornd hranica intervalu, ktory ma4 tak tvar:

_tl—a/2(”_2) tl—a/2<n_2) )
(D,H) = ( :
Viap(n=2)4n=2 /it 1 \(n=2)+n-2

pre obojstrannii alternativu,

(D7°°):

—tl,a(n—z) oo)

<\/t12a(n2)—|—n2,

pre pravostrannii alternativu,

(—o0, H) = (_oo’ H-a(n—2) )
\/tf_a(n—z) tn-2

pre lavostrannii alternativu.
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Ak hodnota vyberového korelaéného koeficienta nespadd do daného intervalu (D, H ), resp.
(—oo, H) alebo (D, o), nulovi hypotézu o nezavislosti veli¢in X a Y zamietame na hladine
vyznamnosti o v prospech alternativnej hypotézy.

Vyuzitim Statistického systému pri testovani hypotézy o korelacnom koeficiente zamie-
tame nulovd hypotézu, pokial je p-hodnota daného testu mensSia alebo rovna ako zvolena
hladina vyznamnosti . Toto kritérium plati pre vSetky nasledujuce testy.

3.3 Interval spoFahlivosti pre korela¢ny koeficient

Pri ndhodnom vybere z dvojrozmerného normdlneho rozdelenia a pre hodnoty koeficientu
R blizke nule' je moZné povazovat vyberové rozdelenie koeficientu R;» za pribliZzne nor-
malne. Pre obecny pripad —1 < R < 1 sa vSak vyberové rozdelenie s rasticim R stdle viac
zoSikmuje, a preto je konStrukcia asymptotického intervalu spolahlivosti pre R zaloZena
na Fisherovej Z-transformdcii vyberového korela¢ného koeficienta.
Transformovana ndhodna veli¢ina
1. 14+Rp

Z = —In

2
2 1—Rps (3-2)

mad priblizne normdlne rozdelenie so strednou hodnotou E(Z) = %lnif—R + ﬁ SO zane-

dbatelnym druhym sc¢itancom pri vé¢Som n a rozptylom Var(Z) = =.
Standardizéciou veli¢iny Z dostaneme veli¢inu

Z—E(Z
U= 4 (3.3)
/Var(Z)
ktord ma asymptoticky Standardizované normdlne rozdelenie N (0, 1).
Interval spolahlivosti pre stredni hodnotu veli¢iny Z, E (Z)** = %ln%, vyjadrime z

P(ua/z <U <M1_a/2> =1—aqa,

upravou nerovnosti do tvaru

Ul—a/2 ¥ Uj—a/2

P\ Z— <E(Z) <Z + =1—-a.
( vn—3 @) \/n—3>
—_———— —_————

D H

Interval spolahlivosti pre korelacny koeficient R potom dostaneme spitnou trasformdciou.

! Ak pre korela¢ny koeficient plati |R| < 0,5 a pre rozsah vyberu plati n > 100, potom mdZeme rozdelenie
vyberového korelacného koeficienta aproximovat normdlnym rozdelenim. V tomto pripade sa pouZiva pre
koeficient R (1 — @)100% interval spolahlivosti, uvedeny napr. v [9, str.173] alebo v [4, str.134].

2Strednii hodnotu berieme so zanedbanym druhym s&itancom.
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KedZe Z = arctghR|,, potom Ri; = tghZ a hranice intervalu spolahlivosti moéZeme pisaf

v tvare
(D,H) = (tgh (Z— b\t/:—“T/;) ,tgh (Z+ %))

pre obojstrannii alternativu,

(D,1) = <tgh (z- ”’;‘_‘“3),1)

pre pravostrannii alternativu,

)= (e (74 7))

—X

e'—e

, . . . _
pre lavostrannii alternativu, pricom tghx = 5——.

Tento interval spolahlivosti mo6Zeme pouzif pri testovani nulovej hypotézy o danej hod-
note koeficienta koreldcie, vid sekcia (3.4). Nulovi hypotézu zamietame na asymptoticke;j
hladine vyznamnosti o v prospech alternativnej hypotézy v pripade, Ze sa dand hodnota
v intervale spolahlivosti nenachddza.

3.4 Test hypotézy o danej hodnote korelacného koeficienta
Tento test umoZiiuje overif zhodu korelacného koeficienta s danou konstantou ¢, pre ktord
plati ¢ € (—1,1). Testujeme nulovd hypotézu

Hy: R=c
oproti niektorej z alternativnych hypotéz

Hi: R #c,

H :R>c,

Hi:R<ec.

Testovacia Statistika je

1. 1+¢ c
U:(Z_Elnl—c_2(n—1)>vn_3’ 3.4)

kde Z je Fisherova Z-transformdcia dand vztahom (3.2).

Statistika U m4 za platnosti nulovej hypotézy pre n > 10 asymptoticky rozdelenie
N(0,1). Ak vypocitana hodnota testovacej Statistiky padne do kritického oboru

W = (—oo, —ul_a/2> U <u1_a/2,oo) pre obojstrannii alternativu,
W = (—oo, —ul_a> pre lavostranni alternativu,
W= <u1_a, oo) pre pravostranni alternativu,

nulovi hypotézu zamietame na asymptotickej hladine vyznamnosti o.
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3.5 Test zhody dvoch korelaénych koeficientov

Zoberme do uvahy situdciu, Ze mdme k dispozicii dva nezavislé ndhodné vybery rozsahov
n an* z dvojrozmernych normdlnych rozdeleni s koeficientami koreldcie R a R*. Zaujima
nds, ¢i sa ich korelacné koeficienty Statisticky vyznamne liSia, tj. ¢i oba vybery pochadzaji
z rovnakého zakladného suboru. Testujeme preto nulovi hypotézu

Hy: R=FR*
oproti niektorej z alternativnych hypotéz

H]ZR;AR*,
H11R>R*,
H;: R<R".

Ak oznac¢ime vyberové korelacné koeficienty vyberov R, a R},, potom ich Fisherove
Z-transformdcie s

1. 1+R 1. 1+R;
Z=tln 2y oz Ly TR (3.5)
2 1-R, 2 1-Rj},
Testovacie kritérium je Statistika
77
U= —F——— (3.6)

b
/1 1
n—3 + n*—3

ktorej rozdelenie, pri platnosti Hy a podmienke n > 10, je asymptoticky N (0, 1). Kriticky
obor pre test hypotézy H, oproti Hj je

W= (—00, —“1—a/2> U <u1_a/2,00) pre obojstrannii alternativu,
W= (—oo, —Ml—a> pre lavostrannii alternativu,

W= <u l_a,oo) pre pravostrannu alternativu.

Ak realizécia Statistiky U leZzi v kritickom obore W, potom Hj zamietame na asymptotickej
hladine vyznamnosti «.

3.6 Test zhody k korela¢nych koeficientov

Tento test je zovSeobecnenim predchddzajiceho testu, ktory umoziuje testovat zhodu k > 2
korela¢nych koeficientov.

Budeme predpokladat, Ze mame k dispozicii k navzdjom nezavislych ndhodnych vy-
berov z dvojrozmernych normdlnych rozdeleni s korelaénymi koeficientami Ry,R3, ..., Ry
a rozsahmi ny,ny,...,ny, pre ktoré plati n = n; +ny + - -- + ng. Odpovedajice vyberové
korela¢né koeficienty oznacime ako R1,,R3,,...,RE,.

Testujeme nulovi hypotézu

Hy:Ri=R=---=R;
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oproti alternativnej hypotéze
Hy: ,,aspoi dva 7 k koeficientov R{,R»,-- - , Ry su rozdielne “.

Testovacie kritérium je Statistika

2

x> =Y (n—3)(Z—b)?, (3.7)

gls

1

kde b = n_—13k -Z{-‘Zl (n; —3)Z; a Z; je Fisherova Z-transformécia vyberového korela¢ného
koeficienta Ri12 dand vzfahom (3.2), prei = 1,2, ... k.

Za platnosti nulovej hypotézy ma4 Statistika x> asymptoticky x> rozdelenie s (k — 1)
stupfiami voInosti a kriticky obor

W= <X12—oc<k_ 1)’°°) >

pre ktory zamietame nulovii hypotézu, ak x> € W.

V pripade, Ze nulovu hypotézu o zhode k korela¢nych koeficientov zamietneme, vyuZzi-
jeme Tukeyov test, podl'a ktorého zistime, ktoré korelacné koeficienty sa od seba Statisticky
vyznamne liSia. Pre kazdd dvojicui < j (i, j = 1,...,k) ur¢ime nerovnost

1 1 1
/. — 7| > oo . — —+ s 3.8
Z ]’_qk’ (@) \/2 <ni—3 nj—3) (3-8)

kde gx () je tabelovand hodnota uvedend v Statistickych tabulkach.
Statisticky vyznamne sa od seba liSia tie koeficienty, pre ktoré dand nerovnost plati.

3.7 Test vyznamnosti Spearmanovho korela¢ného koefici-
enta

Konec¢ne sa dostdvame k problému, kedy nemodZeme apriorne prijat predpoklad normality.
V takomto pripade sa pri testovani nezavislosti ndhodnych veli¢in X a Y pouziva metdda
urcend pre ndhodné veli¢iny ordindlneho typu. Tato neparametrickd metéda je zalozend na
Spearmanovom korelacnom koeficiente definovanom v kapitole 2, ktory spoc¢iva v nahra-
deni konkrétnych hodndt nahodnych veli¢in ich poradovymi Cislami.

Obdobne testujeme nulovi hypotézu o nulovej hodnote teoretického Spearmanovho
koeficientu korelécie

H() 'R s — O,

tj. hypotézu, Ze veliciny X a Y su poradovo nezdvislé oproti niektorej z alternativnych
hypotéz

Hi: Ry #0, tj. veliciny X a Y sii poradovo zdvislé,

Hy: Ry >0, t. medzi X a'Y existuje priama poradovd zdvislost,

Hy: Ry <0, t. medzi X aY existuje nepriama poradovd zavislost.
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Pri vybere malého rozsahu (n < 20) slizi ako testovacie kritérium Spearmanov koe-
ficient korelacie ry vypocitany podla vzfahu (2.4), pre ktory sa kriticky obor W zostavuje
pouZitim $pecidlnych tabelovanych kritickych hodnét® statistiky ry nasledovne:

W= (-1, —Ts1—a/2 (n))U <rs’1,a/2(n), 1) pre obojstrannii alternativu,
W = (—1, —rs71,a(n)> pre lavostrannii alternativu,

W= <rs71,a(n), 1) pre pravostrannii alternativu.

Hypotézu o poradovej nezavislosti zamietame na hladine vyznamnosti «, ak ry € W.

V zavislosti od rozsahu daného vyberu existuju asymptotické varianty tohto testu.
Pre n > 20 pouZivame testovaciu Statistiku (3.1) nahradenim vyberového korelaéného
koeficienta Spearmanovym koeficientom koreldacie, tj.

T = —F——, (3.9)

ktord ma za platnosti nulovej hypotézy asymptoticky Studentovo rozdelenie s (n — 2)
stupfiami volnosti.

Na hladine vyznamnosti ¢ zamietame nulovi hypotézu v pripade, Ze sa Statistika T’
realizuje v kritickom obore W totoZnom kritickému oboru Statistiky (3.1):

W = (—oo, —t_g/(n— 2))U <t1,a/2(n —2),00) pre obojstrannii alternativu,
W = (—oo, —t_gq(n— 2)> pre lavostranni alternativu,

W = (t1_q(n—2),e0) pre pravostrannii alternativu.
Pre n > 30 pouZzivame testovaciu Statistiku
U=rsvn—1, (3.10)

ktord ma za planosti nulovej hypotézy asymptoticky Standardizované normadlne rozdelenie
N(0,1). Kriticky obor md obdobne tvar

W= (—oo, —ul,a/2> U <u1,a/2, oo) pre obojstrannii alternativu,
W = (—oo, _leoc> pre lavostrannii alternativu,

W= <u1,a, oo) pre pravostrannii alternativu.

Statisticky systém STATISTICA vyuZiva pri testovani $tatistiku (3.9), bez ohladu na rozsah
vyberu.

3Tabelované kritické hodnoty najdeme v tatistickych tabulkach.
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Doposial ziskané znalosti z predchadzajucich kapitol tvoria nutny teoreticky zdklad na
nasledujuce pouZitie v praxi. Obsahom tejto kapitoly bude rieSenie praktickych prikladov,
na ktorych si predovSetkym ukaZeme aplikéciu testov uvedenych v kapitole 3. RieSenie
jednotlivych prikladov bude zahfiiaf ruény vypocet a vypocet za pomoci systému STATIS-
TICA. Literarne zdroje pouzité pri tvorbe prikladov uvddzame vzdy samostatne za kazdym
zadanim prikladu.

Pozndmka. Pri testovani hypotéz budeme pouzivat hladinu vyznamnosti o = 0,05, pokial
nebude uvedené inak.

Priklad 1 (Test vyznamnosti korelacného koeficienta, 3.2.).

St dané udaje o 27 vybranych pozemkoch, na ktorych polnohospoddrske zdvody pestujii
v urcitej oblasti ozimny jacmen. Nadmorski vysku pozemku (v metroch) oznacime X,
hektdrovy vynos jacmeria (v t/ha) Y. Hodnota vyberového korelacného koeficienta medzi
danymi velicinami je —0,93. Testujte na hladine vyznamnosti 1 %, ¢i skutocne medzi nimi
nepriama zavislost existuje. [12, str. 758]

(Data dostupné na https://goo.gl/z2sk2q; KORELACE — Environment — E702.)

Riesenie (Rucny vypocet.).

Pred testovanim zévislosti sa uistime, ¢i dany ndhodny vyber pochddza z dvojrozmerného
normélneho rozdelenia. Postupujeme tak, Ze najskor otestujeme normalitu ndhodnych ve-
li¢in X, Y a nésledne zobrazime dvojrozmerny bodovy diagram s elipsou 95% konstantne;j
hustoty pravdepodobnosti, na zdklade ktorého postidime dvojrozmernt normalitu dét. Toto
overenie uskutoénime vyuzitim systému STATISTICA.

Vytvorime datovy sibor s 2 premennymi a 27 pripadmi. Pomenujeme ich X, Y a do ta-
bulky zapiSeme odpovedajice hodnoty. (Tabulku neuvadzame z dovodu rozsiahleho poctu
pozorovani.)

Grafické overenie jednorozmernej normality: Grafy — 2D grafy — Normdlni pravdépodob-
nostni grafy — odskrtneme Neurcovat priim. pozici svdzanych pozorovdni — Proménné; X,
Y; OK - OK.

—19—
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Normaini p-graf z X Normaini p-graf z Y

Otek. normal. hodnoty
o
3
\
Otek. normal. hodnoty
3
°
o
°
°
o

25
200 250 300 350 400 450 500 30 35 40 45 50 55 60 65 70
Pozorovany kvanti Pozorovany kvanti

Testy hypotézy o normédlnom rozdeleni ndhodnych veli¢in: Statistiky — Zdkladni statis-
tiky/tabulky — Tabulky cetnosti; OK — zdloZka Normalita; zaskrtneme Lilieforsuv test a
Shapiro-Wilkiiv W test — Proménné; X, Y; OK — Testy normality.

Testy nomality
N max D Lilliefors w p
Proménnd p
X 27 0,0803 p>.20 0,9557 0,2929
Y 27 0,1142 p >.20 0,9574 0,3221

Normalne pravdepodobnostné grafy sved¢ia v prospech normélneho rozdelenia ndhodnych
veli¢in, pretoZe body lezia takmer na alebo v blizkosti danej priamky, o com svedcia aj
vysledky testov hypotézy o normalite; p-hodnoty Lilieforsovej varianty Kolmogorovho-
-Smirnovho testu pre obe veli¢iny vicSie ako 0,2 a p-hodnoty Shapiro-Wilksovho testu
0,2929 a 0,3221. Tieto hodnoty st vicsie ako dand hladina vyznamnosti @ = 0,01, a preto
nulovd hypotézu o normalite ndhodnych veli¢in X, Y nezamietame.

Dvojrozmerny bodovy diagram: Grafy — Bodové grafy — odskrtneme Typ proloZeni —
Proménné; X, Y; OK — zdlozka Detaily; Elipsa: normdlni, Koeficient 0,99 — OK. (Na
zobrazenie celej elipsy je potrebné zvdicsit meritko: klikneme pravym tlacitkom na graf —
moznosti grafu — osa; meritko a upravime minimum a maximum podla potreby)

Bodovy graf z Y proti X

Vykreslenim dvojrozmerného bodového diagramu vidime, Ze vSetky body leZia vo vnutri
elipsy, ¢o povaZzujeme za splneny predpoklad dvojrozmernej normality.
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Na hladine vyznamnosti 1 % testujeme nulovu hypotézu
Hy: R=0 oproti H;:R<O0.

So znamou hodnotou vyberového korelacného koeficienta r = —0,93 z vyberu rozsahu
n = 27 spocitame testovaciu Statistiku 7°:

t_r\/n—Z_ —-0,93-5 B
V1i—r2  /1—(-0,93)2

V Statistickych tabulkach ndjdeme kvantil Studentovho rozdelenia pre spolahlivost 1 — o a
stupne volnosti n — 2, tj. t9 99(25) = 2,485 a zostavime lavostranny kriticky obor W = (—
—oo; —2,485). Realizdcia testovacej Statistiky —12, 65 lezi v kritickom obore W, a preto na
hladine vyznamnosti 1 % zamietame nulovi hypotézu v prospech alternativnej hypotézy,
Ze medzi veli¢inami nepriama zavislost skutocne existuje. Znamena to, Ze s klesajicou
nadmorskou vySkou rastie hektarovy vynos jaCmena.

—12,65.

RieSenie (Vypocet za pomoci systému STATISTICA.).

Do tvahy zoberieme to, Zze mame k dispozicii hodnotu vyberového korelacného koefi-
cienta a mozeme tak jednoducho spocitat p-hodnotu testu: Statistiky — Pravdpodobnostni
kalkuldtor — Korelace; vyplnime N: 27, r: —0,93; odskrtneme Oboustranné a zaskrtneme
Vypocet p z r — Vypocet.

ﬁ Rozdéleni Pearson. moment. korelacniho koeficie... ? >
w27 8 Coboustranne
k: E @ VijpoZetp zr Konec

p:[ opo0OD @ () podet rzp
Fisher z:[-1,658390 E (O Wpodetrzez [ |Doprotokoln =

V tabulke v policku p sa zobrazila hodnota 0,00000, o znaci, Ze je p-hodnota testu vel'mi
mala a teda menSia ako hladina vyznamnosti 0,01, podla ¢oho zamietame na hladine
vyznamnosti 1 % nulovd hypotézu v prospech alternativnej hypotézy.

Pozndmka. Vypocet p-hodnoty jednostranného testu z p-hodnoty obojstranného testu ozn.
p prebieha v zdvislosti od znamienka vyberového korelacného koeficienta. Ak je r < 0,
potom sa p-hodnota Favostranného testu rovnd p/2, resp. 1 — p/2 pre pravostranny test.
Ak je r > 0, potom st p-hodnoty jednostrannych testov presne opacné, tj. 1 — p/2 pre
Tavovostranny test a p/2 pre pravostranny test. V naSom pripade sa teda jednd o p-hodnotu
Tavostranného testu.

Dal$ou moZnosfou riesenia je vypocet z tabulky dat, kedy nim STATISTICA poskytne,
okrem iného, aj hodnotu testovacej Statistiky. Tento sposob si ukdZeme v nasledujicom
priklade.



Kapitola 4. Statistickd indukcia — praktickd cast 22

Priklad 2 (Test vyznamnosti korelacného koeficienta, 3.2.).

Z uvedenych vidajov vyjadrite zdvislost poZadovaného mnoZstva vyrobku (v kusoch), ktoré
Jje spotrebitel ochotny nakiipit pri danych cendch (v korundch) a pomocou vhodného testu
overte, Ci sa jednd o Statisticky vyznamnii zdavislost. [10, str. 293]

Potadované | /& ss s¢ 40 40 55 60 60 75 65 55 55 61
mnozstvo
Cena 40 63 80 89 81 61 50 75 13 36 70 90 80

RieSenie (Rucny vypocet.).

Postup overenia dvojrozmernej normality je analogicky ako v predchadzajicom priklade,
nad’alej sa ale obmedzime na testy normality a dvojrozmerny bodovy diagram vynechanim
normélne pravdepodobnostnych grafov.

Bodovy graf z Y proti X

120 / ™~
100 \
Testy nommality o o
N | moxD | Lilliefors W ) ® N\ \

P roménnd p T e ) \

X 13 02234 p<,10 09314 0,358 N .

Y 13 0,1490 p>.20 0,9140 0,2078 ° \
20

0 20 40 60 80 100

PretoZe su p-hodnoty oboch testov jednorozmernej normality vicSie ako hladina vyznam-
nosti 0,05 a v dvojrozmernom bodovom diagrame vypliiaji body vniitro elipsy, hodnotime
predpoklad dvojrozmernej normality za opravneny.

Ozna¢me pozadované mnozstvo ako veli¢inu X a cenu ako Y. K dispozicii mdme vyber
rozsahu n = 13. Zavislost medzi veli¢inami vyjadrime pomocou vyberového korelaéného
koefcienta R1,. Na jeho vypocet spoc¢itame najprv realizdcie vyberovych priemerov M| a
M,, vyberovych smerodajnych odchyliek S; a S, a vyberovej kovariancie Sy;:

1 & 1 704
=) = (4545544 61) = =" — 54,154,
mi ni:lxl 13( +554---461) 3 ,
1 & 1 828
my ni:zly, 13(O—|—63>+ +80) 3 63,692,

n 1 7042
Zx?—nm%) = \/E (452+552+"'+612— 13@) = 10,862,

S1 =

8282

— 1 - 2 2 ) — 1 2 2 2 —
2=~ <Zyi—nm2> _\/E (40 +637 4+ 4802 — 1375 | = 23,139,
>

1 704 828
i — = — (45-40+55-63+---+61-80— 13— -~ ) |
Pl ”mlmz) 12( * T 13 13)
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s1p = —157,032.

Dosadenim konkrétnych hodno6t a jednoduchym vypoctom dostdvame

512 —1507,032
LI — _0.625.
" S5, 10,862-23,139 ’

Hodnota vyberového korelacného koeficienta sved¢i o stredne silnej, nepriamej zavislosti
medzi poZadovanym mnoZstvom a cenou vyrobku. To znamend, Ze s rastom ceny vyrobku
dochddza k poklesu jeho pozadovaného mnoZstva.

Tvrdenie o Statistickej vyznamnosti danej zévislosti overime pomocou testu o korelac-
nom koeficiente. Testujeme nulovu hypotézu

Hy: R=0 oproti H;:R+#0

r/n—=2 —0625/11 _

VI-2 \/1-(=0,625) —2,654.

Kriticky obor tvaru W = (—oo; —,975(11) Y U{19,975(11);00) = (—o0; —2,201) U (2,201; )
moZeme zjednodusif porovnanim absoltitnej hodnoty testovacej Statistiky s kvantilom Stu-
dentovho rozdelenia, tj. |t| > f9975(11). PretoZe plati | —2,654| > 2,201 (=t € W), za-
mietame nulovd hypotézu na hladine vyznamnosti 5% a preukdzali sme, Ze medzi poZa-
dovanym mnoZzstvom a cenou vyrobku existuje Statisticky vyznamna zavislost.

za pomoci testovacej Statistiky 7'; t =

RieSenie (Vypocet za pomoci systému STATISTICA.).
Vytvorime datovy suibor s 2 premennymi a 13 pripadmi. Pomenujeme ich X (poZadované
mnoZstvo), Y (cena) a do tabulky zapiSeme odpovedajice hodnoty.

1 2

X Y
1 45 40
2 55 63
3 38 80
4 40 89
5 40 81
6 55 61
7 60 50
8 60 75
9 75 13
10 65 36
11 55 70
12 55 90
13 61 80

Postup: Statistiky — Zdkladni statistiky/tabulky — Korelacni matice; OK — 2 seznamy (obd.
matice); X, Y; OK — zdloZka MoZnosti; zaklikneme Zobrazit detailni tabulku vysledkii —
Vypocet.

Korelace
Oznac. korelace jsou wznamné na hlad. p <,05000
(Celé pripady wnechany u ChD)

Prom. X & P rimér Sm.Odch. nxyY) ‘ r2 ‘ t ‘ p ‘ N Konst. ‘ Smér. ‘ Konst. ‘ Smémic
prom. Y zav: Y zév Y zav: X zav: X
X 54,1538 10,8616

Y 63,6923 23,1387 -0,6248 0,3904 -2,6542 0,0224 13 135,7748 -1,3311 72,8348 -0,2933
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Vyberovy korelacny koeficient nadobuda hodnotu —0, 6248 a testovacia Statistika pre test
o korela¢nom koeficiente hodnotu —2,6542. Pri odpovedajticej p-hodnote testu 0,0224 a
hladine vyznamnosti & = 0,05 zamietame nulovid hypotézu o nezévislosti veli¢in, pretoze
plati 0,0224 < 0,05.

Priklad 3 (Test vyznamnosti korelacného koeficienta, 3.2.).

Bol vykonany hypoteticky experiment zamerany na vztah medzi pracovnou spokojnostou a
pracovaym vykonom. Vzorka 42 ndhodne vybranych zamestnancov hodnotila svoju vlastnii
iroveri spokojnosti s pracou. Tdto miera spokojnosti koreluje s hodnotenim orgdnov do-
hladu vykonu, pricom sa dd predpokladat, Ze sa tieto veliciny riadia dvojrozmernym nor-
mdlnym rozdelenim. Otdzkou je, Ci existuje vztah medzi tymito dvoma mierami v celej
populdcii. Pomocu intervalu spolahlivosti pre korelacny koeficient overte hypotézu o nezd-
vislosti ndhodnych velicin oproti alternative, Ze sui ndhodné veliciny zdvislé, ak ich vyberovy
korelacny koeficient ¢ini 0,27. [Vlastny zdroj]

RieSenie (Rucny vypocet.).
Testujeme nulovd hypotézu

Hy: R=0 oproti Hj:R#O.

Pozndme hodnotu koeficientu r = 0,27 a taktiezZ rozsah vyberu n = 42, ktory je dostato¢ne
velky na to, aby sme pri testovani hypotézy o nezavislosti pomocou intervalu, uvedeného
v 3.2 nahradili kvantil Studentovho rozdelenia kvantilom Standardizovaného normélneho
rozdelenia, tj. 79,975(40) — up 975 = 1,96. Zostavime obojstranny interval a pozrieme sa,
¢i obsahuje hodnotu vyberového korelaéného koeficienta.

(D.H) = (- Uo,975 Uo,975 _ (_ 1,96 1,96 )
’ \/u07975—|—n—2’\/u07975—|—n—2 \/1,96—{-40,\/1,96—{—40
— (—0,303;0,303)

Ked'Ze hodnota 0,27 € (—0,301;0,301), nezamietame na hladine vyznamnosti 5 % nulovi
hypotézu o nezavislosti ndhodnych veli¢in.

Riesenie (Vypocet za pomoci systému STATISTICA.).
Nakolko nie je vypocet daného intervalu implementovany v systéme STATISTICA, vyu-
Zijeme ju ako inteligentnd kalkulacku.

Vytvorime datovy stubor s 2 premennymi a 1 pripadom. Prvi premennd pomenujeme
D (dolna hranica) a do dlhého mena napiSeme:
= —VNormal(0,975;0;1)/Sqrt(VNormal(0,975;0;1) + 42 — 2).
Druht premennt pomenujeme H (hornd hranica) a do dlhého mena napiSeme:
=VNormal(0,975;0;1)/Sqrt(VNormal(0,975;0;1) + 42 — 2).

1 2
D H
1 -0,3026 0,3026
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Ziskali sme hranice intervalu, ktory m4 tak tvar (—0,3026;0,3026). PretoZe interval po-
kryva hodnotu vyberového korelacného koeficienta 0,27, nezamietame nulovi hypotézu
na hladine vyznamnosti 5 %.

Priklad 4 (Interval spol'ahlivosti pre korela¢ny koeficient, 3.3.).

Zo zdkladného suboru vSetkych pracovnikov v urcitej profesii bolo vybranych 80. Zistujeme
zdvislost medzi vyskou prijmu (v tis. K¢) a dizkou praxe (v rokoch). Pre vyberovy korelacny
koeficient plati r = 0,72. Za predpokladu dvojrozmernej normality urcite 95% obojstranny
interval spolahlivosti pre korelacny koeficient R. [7, str. 101]

RieSenie (Rucny vypocet.).
Je zndmy rozsah n = 80 a koeficient r = 0,72. Na konStrukciu intervalu spolahlivosti
pre korelacny koeficient pouZijeme Fisherovu Z-transformaciu vyberového korelaéného

koeficienta, teda
1 1+r 1 1+0,72\
= Ehl (1 _r) = zln (1——0772> = 0,908

Zo Statistickych tabuliek pozndme hodnotu kvantilu Standardizovaného normélneho roz-

delenia ug 975 = 1,96. Spocitame najprv interval spolahlivosti pre %ln (%):
uj_ 1 1+R ujp_
Ple—B292 o D (28) oo o2 g,
n—3 2 I-R n—3

upo975 1 1 +R> uo 975)
P 0,908 — 22975 - Zyy (T2 < 0,908+ 2255 ) — .95,
( TT 2 (1—R 717

1 1+R
P(0,685 < =In[ —— 1,131 | =0,95.
(0.685 < 5n (155 ) < 1131) =00

—X

Podla vzfahu Z = arctghR|» = R|» = tghZ, pricom tghx = %, prevedieme interval
spolahlivosti do mierky korela¢ného koeficienta:

P(tgh0,685 <R <tghl, 131) =0,95,

. 0.685 __ o—0,685 e o131 _ o—1,131 0,05
0,685 | 0,685 el131 f 1131 | — 7%

Po vycisleni dostdvame interval (0,59;0,81), ktory obsahuje hodnotu korela¢ného koefi-
cienta so spolahlivostou 95 %.

Riesenie (Vypocet za pomoci systému STATISTICA.).

1.sposob: Vytvorime datovy subor s 2 premennymi a 1 pripadom, ktoré nazveme D a H.
Do dlhého mena premennej D napiSeme:

= TanH(0,5*log((1+40,72)/(1 —0,72)) — VNormal(0,975;0; 1) /sqrt(77)).

Do dlhého mena premennej H napiSeme:

= TanH (0,5 x1log((1+40,72)/(1 —0,72)) +VNormal(0,975;0; 1) /sqrt(77)).
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1 2
D H
1 0,5943 0,8114

Z vystupnej tabulky dostdvame hranice 95% intervalu spolahlivosti pre korelaény koefi-
cient. Dany interval je teda v tvare (0,5943;0,8114).

2.sposob: Vyuzijeme modul ,,Analyza sily testu*: Statistiky — Analyza sily testu — Odhad
intervalu — Jedna korelace,t-test; OK — Vyplnime Pozorované R: 0,72; Velik.vzorku (N):
80; Spolehlivost: 0,95; zaskrtneme Fisherovo Z (pitvod.) — Vypocitat.

Odhad intenalu
J edna korelace,
t-test
Hodnota
Pozorovany korel. koef. R 0,7200
Korelace dle nulové hypotézy (R60) 0,0000
Oboustranna p-hodnota 0,0000
Velikost vz. ve skup. (N) 80,0000
Intenal spolehlivosti 0,9500
Meze spolehlivosti (Fisher. Z ptvodni):
Ro:
Dolni mez 0,5943
Homi mez 0,8114

Ziskavame totozné vysledky, hranice intervalu spolahlivosti 0,5943 a 0,8114.

Priklad 5 (Test hypotézy o danej hodnote korelacného koeficienta, 3.4.).

U 17 rozlicne degradovanych vzoriek baviny bola stanovend relativna viskozita, a to
v roztoku ethylendiaminového komplexu s medou (CUEN) a v alkalickom roztoku hydroxidu
tetraamonmednatého (CUOXAN). Z tychto hodnét boli vypocitané stupne polymerdcie
DP, v roztoku CUEN a DP> v roztoku CUOXAN. Predpokladajme, Ze pokial je korelacny
koeficient medzi polymeracnymi stupriami nevyznamne mensi neZ hodnota 0,85, existuje
medzi vysledkami z oboch rozpustadiel vyznamny linedrny vztah. Testujte hypotézu o danej
hodnote korelacného koeficienta oproti alternative, Ze je jeho hodnota mensia, ak sa
hodnota vyberového korelacného koeficienta rovnd 0,614. [13, str. 577]

Riesenie (Rucny vypocet.).
Je dana konStanta ¢ = 0,85, koeficient r = 0,614 a rozsah n = 17. Testujeme nulovu
hypotézu

Hy: R=0,85 oproti H;: R<0,85.

Z hodnoty vyberového korela¢ného koeficienta spoc¢itame jeho Fisherovu Z-transforméciu
a nasledne testovaciu Statistiku U:

1 (14+r\ 1, (140,614
¢ 2“(1—r) 2“(1—0,614) 0,715,

1 1+c ¢ 11,85 0,85
—(z—=1 _ Vi=3=(0,715—n=>2 _ 22 )\ /14— _2 124,
" (Z 21 —¢ 2(n—1)> " ( 20,15 2-16) ’
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S kvantilom ug 95 = 1,645 zostavime Tavostranny kriticky obor W = (—eo; —1,645). Hod-
nota testovacej Statistiky # € W, a preto na hladine vyznamnosti 5% zamietame nulovu
hypotézu v prospech alternativy, ¢o znamen4, Ze z4vislost medzi stupfiami polymeracie nie
je tak silnd, ako sa predpokladalo.

RiesSenie (Vypocet za pomoci systému STATISTICA.).

Priblizny vypocet dostaneme postupom: Statistiky — Zdkladni statistiky/tabulky — Testy
rozdilii: r,%,primery;, OK — Rozdil medzi dvéma korelacnimi koeficienty; do policka rl za-
piseme hodnotu koeficienta 0,614, rozsah 17 do N1, do policka r2 zapiseme danii konstantu
0,85 a do N2 maximdlnu hodnotu 32767; zaklikneme Jednostr. — Vypocet.

Pozndmka. Policko N2 by malo obsahovat hodnotu ,,nekone¢no®, v STATISTICE preto
nastavujeme maximdlnu mozna hodnotu (32767).

-Fﬁ Testy rozdild: r, %, primény: Tabulkal ? x

[] Poslat Aisknovt vyslediay kafd. vipoftu do okna pratokolu Stomo
Rozdil mezi dvéma korelaEnimi koeficienty

rh |'51 "_“‘_71 N-I:lﬁ‘ "91 . 1215 (@) Jednostr.
2[5 |8 nefae g7 O Oboustr.

Rozdil mezi dvéma priméry [nomalni rozdéleni)

Pri: |D !|$L|5m0d1:i1 |[%| N1{10 ||%| p: 1.0000 Vypodet
20 [Esmodz|i & nefin & O dednosr.

[ Wb&rowy priimér vs. stfedni hodnota ® Obousir.

Rozdil mezi dvéma pomeéry

P1: [soooocfs] N0 soogy O decnos. Vpodet
p2 [soooocd wzfic [T ®0bousr

Ziskavame p-hodnotu testu rovnua 0,0215. Na hladine vyznamnosti 5 % zamietame nulovu
hypotézu, pretoze plati 0,0215 < 0,05.

Pre pripad presného vypoctu zaloZenom na testovacej Statistike U sme vytvorili makro
testhodnotykoef.svb. Zdrojovy koéd uvadzame v prilohach (str. 36).

Postupujeme: Soubor — Otevrit; vyberieme testhodnotykoef.svb — kldavesou F5 spustime
makro — tabulka Koeficient r; 0,614; OK — tabulka Rozsah vyberu; 17; OK — tabulka Kon-
stanta c; 0,85 — tabulka Hladina vyznamnosti; 0,05; OK — tabulka Alternativna hypoteza;
vyberieme Lavostranna altenativa; OK.

Test hypotezy o dane hodnote koeficientu R
1 2 3 4
n U u l-alpha| p-\alue
Zhmuti 17  -2,1230 1,6449 0,0169

Z vystupnej tabulky dostdvame okrem rozsahu predovsetkym hodnotu testovace;j Statistiky
—2,1230, hodnotu kvantilu kritického oboru 1, 6449 a p-hodnotu 0,0169 — 0,0169 < 0,05
a nulovu hypotézu zamietame na hladine vyznamnosti 5 %.
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Priklad 6 (Test zhody dvoch korelacnych koeficientov, 3.5.).

V psychologickom vyskume bolo vysetrenych 12 chlapcov a 15 dievcat. V skupine chlapcov
c¢inil vyberovy korelacny koeficient medzi verbdlnou a performacnou zloZkou 1Q 0,6033,
v skupine dievcat Cinil 0,5833. Za predpokladu dvojrozmernej normality ddt testujte hypo-
tézu, Ze korelacné koeficienty sa nelisia. [3, str. 232]

RieSenie (Rucny Vypocet.).
Rozsah vyberu pre chlapcov ozna¢ime n = 12, pre diev¢atd n* = 15 a k nim odpovedajice
vyberové korela¢né koeficienty r = 0,6033 a r* = 0,5833. Testujeme nulovi hypotézu

Hyp: R=R" oproti H;:R#R".

Opit pocitame Fisherove Z-transformacie vyberovych korelacnych koeficientov a testova-

ciu Statistiku U:
1 | 1 140,6033
Z==In ( ”) — _In (+—) — 0,698,

2 "\1=r) = 2"\120,6033
L1 (147 1 [1+40,5833)
¢ _21n(1—r*) _Zln(l—0,5833> = 0,667,
_z 0,698 — 0,667
pe iz 009870667 4

I o 11
V3 T3 Vot
S hodnotou kvantilu Standardizovaného normélneho rozdelenia ug 975 = 1,96 ma kriticky
obor tvar W = (—eo; —1,96) U (1,96;00). KedZe realizdcia testovace;j Statistiky 0,07 ¢ W,
nulovd hypotézu o rovnosti korela¢nych koeficientov nezamietame na asymptotickej hla-
dine vyznamnosti 5 %.

RieSenie (Vypocet za pomoci systému STATISTICA.).

Za pomoci systému spoc¢itame p-hodnotu testu, podla postupu z predchadzajiceho pri-
Kladu: Statistiky — Zdkladni statistiky/tabulky — Testy rozdilii: r, %, priumery; OK — Rozdil
medzi dveéma korelacnimi koeficienty; r1=0,6033, N1=12, r2=0,5833 a N2=15; zaklikneme
Oboustr. — Vypocet.

[] Poslat Aisknout vysledioy ka#d. vwpodtu do okna protokolu

Rozdil mezi dwéma korelacnimi koeficienty

rh |'ED33 "“:_I N‘|;|12 "%| ) () Jednostr. Vipocet

2 [sem o nefs @5 @obour

Fozdil mezi dvéma primény {nomalni rozdéleni)

Pri: |D ||e|Sm0d1:|1 |E| N1:|1D ||%| p: 1.0000 Vypodet
Pr2: (0 Al smod2-[1 A n2f0 |2 () Jednostr.

r | |H ) | |H | |H (®) Dboustr.

[ Wb&nowy primér vs. stfedni hodnota
Rozdil mezi dwvéma pomény

Pt [soooocfe] w0 & topgp Olednostr. | Vipolet
P2 5o n2[lo AT @Obousr

Vzhladom na vysoku p-hodnotu 0,9448, vicsiu nez o = 0,05, nezamietame nulovu hy-
potézu o zhode korelaénych koeficientov na asymptotickej hladine vyznamnosti 5 %.
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Priklad 7 (Test zhody k korelacnych koeficientov, 3.6.).

Lekdrsky vyskum sa zaoberal sledovanim koncentrdcii ldtok A a B v moci pacientov trpia-
cich oblickovymi ochoreniami. U 100 zdravych osob cinil vyberovy korelacny koeficient
medzi koncentrdciami oboch ldatok 0,65. U 142 o0sob trpiacich ochorenim N (inil tento
vyberovy korelacny koeficient 0,37 a u 175 0sob trpiacich ochorenim M bol 0,55. Zistite, ¢i
Jje zavislost medzi koncentrdciami ldtok A a B vo vSetkych troch skupindch osob rovnakd.

[1, str. 234]
Riesenie (Rucny vypocet.).
K dipozicii mame tri vybery rozsahov n; = 100, n, = 142, n3 = 175 s vyberovymi korela-
&nymi koeficientami r! = 0,65, r> = 0,37, r* = 0,55. Na vyrieSenie problému pouZijeme
test o zhode k (v naSom pripade k = 3) korela¢nych koeficientov:

Hp: Ry =R, =Rz oproti H;: ,aspoinl dva koeficienty su rozdielne*.

Pre kazdy z vyberov vypocitame Fisherovu Z-transforméciu:

1
} :1ln(1+r ) :1ln(1+0,65) 0.7,

2 \1-r1) 27 \1-0,65
1 (1+2\ 1 (140,37
= 2“(1-#) 2“(1—0,37) 0,388,

1. (147 1, /140,55
4 — Zln (222 _g 618,
“ 2“(1—r3) 2“(1—0,55) !

Plati n = n| +ny +n3 = 417. Spocitame koeficient b a nisledne testovaciu Statistiku xz:

k
1
Y (ni—3)z = 475 (970,775 +139-0,388+ 172.0,55) = 0,577,

Pre oo = 0,05 a kvantil 75&95(2) = 5,99 je kriticky obor W = (5,99;). PretoZe Statistika
x% € W, na asymptotickej hladine vyznamnosti 5% zamietame nulovi hypotézu, Ze zavis-
lost medzi koncentrdciami latok A, B je vo vSetkych troch skupinach rovnaka. Tukeyovym
testom preto zistime, medzi ktorymi skupinami os6b existuje Statisticky vyznamny rozdiel.
S tabelovanou hodnotou gy o.(0) = g3 (0,05) = 3,31 spo¢itame nerovnosti

1 1 1
i 4&j > o) - ~ 5

1/1 1
— > . - — 4+ — >
10,775 —0,388| > 3,31 \/2 (97+139) —+10,387| > 0,310,

1 /1 1
0,775—-0,618/ > 3,314/ = | =+ —== ) = [0,157| 2 0,297,
° ,618] 23, \/2(97+172) 0,157 20,

1/ 1 1
0,388—0,618/>3,31- /= | ==+ -—== | —|—0,230| 2 0,267.
| Y 9 ’— ) \/2 (139+ 172) | ) ’z )
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Nerovnost plati iba v prvom pripade, ¢im sme dokdzali, Ze medzi zdravymi osobami a
osobami trpiacimi chorobou N existuje na hladine 0,05 Statisticky vyznamny rozdiel,
pricom ostatné rozdiely su Statisticky nevyznamné.

RieSenie (Vypocet za pomoci systému STATISTICA.).
Systém STATISTICA nemd implementované testy pre tento typ ulohy, preto sme vytvo-
rili makra, testzhodykkoef.svb a Tukeytest.svb, odpovedajice testu zhody k korelaénych
koeficientov a Tukeyovmu testu. Zdrojové kédy uvadzame v prilohach (str. 39, 42).

Pred spustenim makier vytvorime datovi tabulku s 2 premennymi a 3 pripadmi. Pre-
menné nazveme K pre koeficienty, N pre rozsahy a zapiSeme odpovedajice hodnoty.

1 2

K N
1 0,65 100
2 0,37 142
3 0,55 175

Test zhody k korelacnych koeficientov: Soubor — Otev¥it; vyberieme testzhodykkoef.svb —
klavesou F5 spustime makro — tabulka Vyber premennych; z prvého zoznamu vyberieme
K, z druhého N; OK — tabulka Hladina vyznamnosti; 0,05; OK.

Test shody k korelacnich koeficientu

1 2 3 4
k ChiStat | Chi l-alpha (k-1) | p-\alue
Zhmuti 3 9,0518 0,1026 0,0108

Vo vyslednej tabulke ndjdeme pocet korelacnych koeficientov 3, hodnotu testovacej Statis-
tiky 9,0518, hodnotu kvantilu kritického oboru 5,9915 a p-hodnotu testu 0,0108. P-hod-
nota je mensSia ako hladina vyznamnosti 0,05, podla coho zamietame nulovu hypotézu na
hladine vyznamnosti 5 % v prospech alternativy.

Tukeyov test: Soubor — Otevrit; vyberieme Tukeytest.svb — kldvesou F5 spustime makro —
tabulka Vyber premennych; z prvého zoznamu vyberieme K, z druhého N; OK — tabulka
Tabelovana hodnota; 3,31; OK.

Tukeyuvtest: Z(i) - Z(j) >=Crit
i/] 1 2 3

1 0,0000 0,3869 0,1569
0,3869 0,0000 0,2300
3 0,1569 0,2300 0,0000

N

Vysledna tabulka Tukeyovho testu zobrazuje maticu rozdielov Fisherovych Z-transforma-
cii, z ktorych st zvyraznené tie hodnoty, pre ktoré plati nerovnost testu. Podla indexov i, j
vidime, Ze Statisticky vyznamny rozdiel je medzi Fisherovymi transforméciami z; a z», tj.
medzi skupinami zdravych osdb a 0s6b trpiacimi chorobou N.

Pozndmka. Makro Tukeytest.svb vytvéra taktieZ tabulku kritickych hodno6t testu oznacenud
tabC, ktorej vypis je potlaceny zakomentovanym prikazom tabC.Visible=True. V pri-
pade, Ze chce Citatel tabul'ku zobrazif, staci v zdrojovom kéde tento prikaz odkomentovat,
tj. >tabC.Visible=True nahradime tabC.Visible=True.
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Priklad 8 (Test vyznamnosti Spearmanovho korelacného koeficienta, 3.7.).

Bolo sledovanych 10 posluchdcov 2. rocnika VSE. Na zdklade psychologického vySetrenia
boli tito posluchdci zoradeni podla nervovej lability (¢im bol posluchdc labilnejsi, tym
dostal vyssie poradie R;). Okrem toho sledovani posluchdci dostali poradie Q; na zdklade
vysledkov v Statistike (najlepsi posluchdc dostal poradie 1). Vysledky sii uvedené v tabulke.
Zistite, Ci je nervovd labilita nezdvisla od vysledkov v Statistike. [8, str. 90]

Ri|1 2345678910
0|93 854210176

Riesenie (Rucny vypocet.).
KedZze mame k dispozicii poradia 10 posluchd€ov, budeme testovat poradovi nezavislost
s nulovou hypotézou

Hy: Ry=0 oproti H;: R;#0

a ako testovacie kritérium pouZzijeme Spearmanov korelacny koeficient ry. Na jeho vypocet
ur¢ime najprv rozdiely R; — Q;:

R—Qi|-8 -1 -5 -1 1 4 -3 7 2 4,

n
6

- 1—-———— VY R-0)V=1———
s n(nz—l)i;( i~ Q) 10(102— 1)
Pri hladine vyznamnosti o = 0,05, rozsahu n = 10 a tabulkovej hodnote rs707975(10) =
= 0,6364 ma kriticky obor tvar W = (— 1; -0, 6364> U <0, 6364; 1) . Hodnota Spearmanov-
ho koeficienta korelacie —0, 127 ¢ W, a preto nulovid hypotézu o (poradovej) nezavislosti
nervovej lability posluchacov a vysledkov v Statistike nezamietame na hladine vyznamnosti
5%.

6 ((_8)2+(_1)2+...+42):—0,127.

RieSenie (Vypocet za pomoci systému STATISTICA.).
Vytvorime datovy subor s 2 premennymi R;, Q; a 10 pripadmi, kde zapiSeme odpovedajiice
poradia.

=
N

el
1O

=
O N = O N DU W o

oOwvoo|Nou|DIWIN|E
OwWwooNOUL D WN K

=
=

Spearmanov koeficient koreldcie: Statistiky — Neparametrickd statistika — Korelace (Spear-
man, ... ); OK — Proménné; Ri, Qi; OK — Spearman.R.

Speammanowy korelace
ChD wnechany parove
Oznac. korelace jsou wznamné na hl. p <05000
Proménna R i [ Qi

R i 1,0000 -0,1273
Qi -0,1273 1,0000
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Hodnotu Spearmanovho koeficienta koreldcie porovname s kritickou tabelovanou hod-
notou r0975(10) = 0,6364 — | —0,1273| < 0,6364 — nulovi hypotézu o (poradovej)
nezdvislosti nezamietame.

Priklad 9 (Test vyznamnosti Spearmanovho korelacného koeficienta, 3.7.).

V tabulke je zaznamenany percentudlny podiel ludi s pracovnou zmluvou na dobu urciti
(velicina X ) a percentudlny podiel nezamestnanych ludi (velicina Y) v krajindch Europ-
skej tinie. Pomocou vhodného koeficienta urcite a otestujte zdvislost medzi pozorovanymi
velicinami X, Y. [11, str. 400]

Sv tdat X; Vi
Belgicko 8,6 7.5
Bulharsko 52 6,9
Ceskd republika 8,6 5,3
Ddnsko 8,7 3,7
Nemecko 14,6 8,4
Estonsko 2,1 47
Irsko 7,3 4,5
Grécko 10,9 8,3
Spanielsko 31,7 83
Franciizsko 14,4 8,3
Taliansko 13,2 6,1
Cyprus 13,2 3,9
Lotyssko 4,2 6
Litva 35 43
Luxembursko 6,8 47
Madarsko 7,3 7.4
Malta 5,2 6,4
Holandsko 18,1 3,2
Rakiisko 8,9 4.4
Polsko 28,2 9,6
Portugalsko 22,4 8
Rumunsko 1,6 6,4
Slovinsko 18,5 4.8
Slovensko 5,10 11,10
Finsko 15,9 6,9
Svédsko 17,5 6,1
Anglicko 5,8 53

Riesenie (Rucny vypocet.).
V tomto pripade typ dat nerozhoduje o postupe rieSenia tlohy, rozhodneme tak ale podla
splneného resp. nesplneného predpokladu dvojrozmernej normality.

Podrla tabulky testov jednorozmernej normality zamietame normalitu ndhodnej ve-
liciny X . Porusenie normality naznacuje aj dvojrozmerny bodovy diagram, a preto v rdmci
korektnosti pouzijeme Spearmanov korelacny koeficient, aj ked’ by takéto mierne odchy-
lenie od normality vyznamne neovplynilo vysledok pri pouziti Pearsonovho (vyberového)
korela¢ného koeficienta.
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Testy nommality
N max D Lilliefors w p
Proménna p .
X 27 0,1830 p <,05 0,9093 0,0219
Y 27 0,1144 p>.20 0,9638 0,4490

Bodovy graf z Y proti X

33

Spocitame teda poradovu zavislost. KedZe mame k dispozicii realizacie ndhodnych velicin,
uré¢ime najprv ich poradové ¢isla (najniZsia hodnota mé poradové Cislo 1). Pre prehladnost
a ulahcenie vypoctu Spearmanovho koeficienta ry zostavime najskor tabulku obsahujucu
realizécie nahodnych veli€in, ich poradia a druhi mocninu rozdielu tychto poradi.

rs=1-—

X Vi R; Oi (Ri— 0;)?
8,6 7,5 12,5 20 56,3
5,2 6,9 6,5 17,5 121
8,6 5,3 12,5 10,5 4

8,7 3,7 14 2 144
14,6 8.4 20 25 25

2,1 4,7 2 7,5 30,3
7,3 4,5 10,5 6 20,3
10,9 8,3 16 23 49
31,7 8,3 27 23 16
14,4 8,3 19 23 16
13,2 6,1 17,5 13,5 16
13,2 3,9 17,5 3 210,3
4,2 6 4 12 64

3,5 4,3 3 4 1

6,8 4,7 9 7,5 2,3
7,3 7.4 10,5 19 72,3
5,2 6,4 6,5 15,5 81
18,1 3,2 23 1 484
8,9 4.4 15 5 100
28,2 9,6 26 26 0
22,4 8 25 21 16

1,6 6,4 1 15,5 210
18,5 4.8 24 9 225
5,1 11,1 5 27 484
15,9 6,9 21 17,5 12,3
17,5 6,1 22 13,5 72,3
5,8 53 8 10,5 6,3

_6 y (Ri— Q)% = I—L(% 34121 4---46,3) =0,225
n(n>—1)="" =Y 0 27272 -1) 7 A
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Této nizka hodnota koeficienta 0,225 naznacuje pomerne slabti poradovi zdvislost medzi
veli¢inami. V nasledujicom kroku otestujeme, ¢i skuto¢ne existuje.
Staviame nulovi hypotézu

Hyp: Ry=0 oproti H;: R;#0.
Vzhladom na veTkost rozsahu vyberu n = 27 > 20 pouZijeme testovaciu Statistiku 7':

rsvn—2  0,225-5
V1-r2  /1=0,0506

= :1,155.

V tabulkdch ndjdeme hodnotu kvantilu Studentovho rozdelenia 7y g75(25) = 2,0595 a
zostrojime kriticky obor pre dany test W = (—eo; —2,0595) U (2,0595; ). Hodnota tes-
tovacej Statistiky 1,155 nelezi v kritickom obore W, a preto na hladine vyznamnosti 5 %
nezamietame nulovi hypotézu. Nepreukdzali sme, Ze medzi veli¢inami existuje zavislost.

RieSenie (Vypocet za pomoci systému STATISTICA.).

Postup rieSenia je takmer identicky ako v minulom priklade. Vytvorime datovy stbor s 2
premennymi a 27 pripadmi urcujicimi realizdcie velicin X, Y. Nie je potrebné zaddvat
poradové Cisla, tie si STATISTICA pri vypocte ur¢i automaticky (Z dovodu rozsiahleho
poctu pozorovani tabulku neuvddzame.).

Postup: Statistiky — Neparametrickd statistika — Korelace (Spearman, . .. );OK —Vytvorit;
Detailni report — Proménné; X, Y; OK — Spearman.R.

Speammanowy korelace

ChD wnechény parow

Oznac. korelace jsou wznamné na hl. p <,05000
Pocet Spearman t(N-2) ‘ p-hodn.

Dwjice proménnych plat. R

X&Y 27 0,223582  1,146943  0,262264

Z vystupnej tabulky nds predovsetkym zaujima p-hodnota testurovna 0,2623, ¢o je hodnota
viacsia ako o = 0,05, a preto nulovi hypotézu nezamietame na hladine vyznamnosti 5 %.



Zaver

Pri tvorbe tejto bakaldrskej prace sme sa snazili oboznamif Citatela so zdkladnou tedriou
skimania zdvislosti intervalovych, pomerovych ¢i ordindlnych veli¢in v rdmci jednoduchej
korelacnej analyzy. Tieto teoretické poznatky sme ukaZkovo aplikovali na 9 prikladoch
pokryvajucich testy, resp. ulohy, ktoré jednoduchd korelacnd analyza rieSi. V spolupraci
s Centrom vypocetnej techniky na Fakulte informatiky sme vytvorili interaktivny Studijny
materidl s ciefom lepSie spristupnif a ulahcif Stidium zahffiajice dand tému. V rdmci tohto
projektu bude mat Student moZznost vyuZzivat videotutorialy, ktoré poskytuji postupy rieSeni
prikladov v systéme STATISTICA alebo moZnost vyskusat si tieto postupy samostatne za
pomoci interaktivnych tutoridlov, kde bude po celd dobu vedeny ako postupovat.

—35—
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Test hypotézy o danej hodnote korelacného koeficienta —
zdrojovy kod

Option Base 1

Sub Main

Dim alpha As Double ’hladina vyznamnosti

Dim p As Double ’p hodnota

Dim r As Double ’vyberovy korelacni koeficient
Dim n As Double ’rozsah

Dim c¢ As Double ’konstanta

Dim Z As Double ’Fisherova transformace

Dim U As Double ’testovaci statistika

Coef=InputBox("Zadejte hodnotu vyberoveho korelacniho koeficientu:",
"Koeficient r")
r=CDbl (Coef)

Range=InputBox("Zadejte rozsah vyberu:","Rozsah vyberu")
n=CDbl (Range)

Lev0fSign=InputBox("Zadejte hladinu vyznamnosti, na ktere bude
hypoteza testovana:","Hladina vyznamnosti")
alpha=CDbl (Lev0fSign)

’Vyber alternativni hypotezy
alt = DisplayListBox("Alternativni hypoteza","Oboustranna

alternativa|Levostranna alternativa|Pravostranna alternativa",1)

’Fisherova transformace
Z = 0.5xLog((1+r)/(1-1))

’testovaci statistika
U = (Z-0.5%Log((1+c)/(1-c))-c/(2%(n-1)))*Sqrt (n-3)

—36-—
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’kvantily
If alt = 0 Then End
If alt = 1 Then
u_1l = -VNormal(l-alpha/2,0,1)
u_2 = VNormal(1l-alpha/2,0,1)
pl = INormal(U,0,1) ’vypocet p-hodnoty

p2 = 1-INormal(U,0,1)
If (pmen <= pvac) Then

p=2%*pl
Else

p=2%p2
End If

’Vysledni tabulka oboustranne alternativy

Set Summary = Spreadsheets.New

Summary.SetSize(1,4)

Summary.Header="Test hypotezy o dane hodnote koeficientu R"
Summary.CaseName (1) = "Zhrnuti"

Summary.AutoFitCase

Summary.VariableName(1) = "n"
Summary.VariableName(2) = "U"
Summary.VariableName(3) = "u_l-alpha/2"
Summary.VariableName(4) = "p-value"
Summary.VariableFormatString(2) = "0.0000"
Summary.VariableFormatString(3) = "0.0000"
Summary.VariableFormatString(4) = "0.0000"

Summary.Variable (1) .ColumnWidth=0.4
Summary.Value(1,1) = n
Summary.Variable(2) .ColumnWidth=0.7
Summary.Value(1,2) =
U~Summary.Variable(3) .ColumnWidth=0.9
Summary.Value(1,3) = u_2
Summary.Variable(4) .ColumnWidth=0.7
Summary.Value(1,4) = p

’Kdyz je p-hodnota mensi nebo rovna nez alpha, zobrazi se cervene.
If (p <= alpha) Then
Summary.Cells(1,4) .Font.Color = RGB(255,0,0)
End If
Summary.Visible=True
End If
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If alt = 2 Then
u_norm = VNormal(1-alpha,0,1)
p = INormal(U,0,1) ’p-hodnota

’Vysledni tabulka levostranne alternativy

Set Summary = Spreadsheets.New

Summary.SetSize(1,4)

Summary .Header="Test hypotezy o dane hodnote koeficientu R"
Summary.CaseName (1) = "Zhrnuti"

Summary.AutoFitCase

Summary.VariableName(1) = "n"
Summary.VariableName(2) = "U"
Summary.VariableName(3) = "u_l-alpha"
Summary.VariableName(4) = "p-value"
Summary.VariableFormatString(2) = "0.0000"
Summary.VariableFormatString(3) = "0.0000"
Summary.VariableFormatString(4) = "0.0000"

Summary.Variable (1) .ColumnWidth=0.4
Summary.Value(1,1) = n
Summary.Variable(2) .ColumnWidth=0.7
Summary.Value(1,2) =
U”Summary.Variable(3) .ColumnWidth=0.7
Summary.Value(1,3) = u_norm
Summary.Variable(4) .ColumnWidth=0.7
Summary.Value(1,4) = p

’Kdyz je p-hodnota mensi nebo rovna nez alpha, zobrazi se cervene.
If (p <= alpha) Then
Summary.Cells(1,4) .Font.Color = RGB(255,0,0)
End If
Summary.Visible=True
End If

If alt = 3 Then
u_norm = -VNormal(l-alpha,0,1)
p = 1 - INormal(U,0,1) ’p-hodnota

’Vysledni tabulka pravostranne alternativy

Set Summary = Spreadsheets.New

Summary.SetSize(1,4)

Summary .Header="Test hypotezy o dane hodnote koeficientu R"
Summary.CaseName (1) = "Zhrnuti"
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Summary.AutoFitCase

Summary.VariableName(1) = "n"
Summary.VariableName(2) = "U"
Summary.VariableName(3) = "u_1-alpha"
Summary.VariableName(4) = "p-value"

Summary.VariableFormatString(2) = "0.0000"
Summary.VariableFormatString(3) = "0.0000"
Summary.VariableFormatString(4) = "0.0000"

Summary.Variable (1) .ColumnWidth=0.4
Summary.Value(1,1) = n
Summary.Variable(2) .ColumnWidth=0.7
Summary.Value(1,2) =
U”Summary.Variable(3) .ColumnWidth=0.7
Summary.Value(1,3) = u_norm
Summary.Variable(4) .ColumnWidth=0.7
Summary.Value(1,4) = p

’Kdyz je p-hodnota mensi nebo rovna nez alpha, zobrazi se cervene.
If (p <= alpha) Then
Summary.Cells(1,4) .Font.Color = RGB(255,0,0)
End If
Summary.Visible=True
End If

End Sub

Test zhody k korela¢nych koeficientov — zdrojovy kod

Option Base 1

Sub Main

Dim alpha As Double ’hladina vyznamnosti

Dim p As Double ’p hodnota

Dim b As Double ’koeficient b

Dim Chi As Double ’testovaci statistika

Dim chiKvantil As Double ’kvantil

Dim VarList () As Long ’seznam vybranych promennych
Dim Matrix() As Double ’datova matice

Dim suma As Double ’soucet rozsahu

Dim Z() As Double ’Fisherova transformace
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numvar=ActiveSpreadsheet.NumberOfVariables
numcas=ActiveSpreadsheet.Number0OfCases

’Volba promennych
ReDim VarList(1 To numvar)

If O=SelectVariables2(ActiveDataSet,"Vyber promennych",1,1,Varlist(1)
Count,"Koeficienty",1,1,Varlist(2),Count,"Rozsahy") Then

End
End If
sl = Varlist(1)
s2 = Varlist(2)

If numcas < 3 Then
MsgBox("Prilis malo koeficientu.","Chyba")
End

End If

’soucet rozsahu
ReDim Preserve Matrix(numcas,numvar) As Double
Matrix = ActiveSpreadsheet.Data

For i = 1 To numcas
suma = suma + Matrix(i,s2)
Next i

’Fisherova transformace
ReDim Z(1 To numcas)

For i = 1 To numcas
Z(i) = 0.5%Log((1+Matrix(i,s1))/(1-Matrix(i,s1)))
Next i

’d
For i = 1 To numcas
b =b+ (Matrix(i,s2)-3)*Z(1i)
Next i
b = b/(suma-3*numcas)

’statistika
For i = 1 To numcas

Chi = Chi + (Matrix(i,s2)-3)*(Z(i)-b)"2
Next i



Prilohy

’p hodnota
p =1- IChi2(Chi, numcas-1)

’alpha
LevOfSign=InputBox("Zadejte hladinu vvznamnosti, na ktere
bude hypoteza testovana:","Hladina vyznamnosti")

alpha=CDbl (Lev0OfSign)

’kvantil
chiKvantil = VChi2(alpha, numcas-1)

’vysledni tabulka

Set Summary = Spreadsheets.New

Summary.SetSize(1,4)

Summary .Header="Test zhody k korelacnich koeficientu"
Summary.CaseName (1) = "Zhrnuti"

Summary.AutoFitCase

Summary.VariableName(1) = "k"
Summary.VariableName(2) = "ChiStat"
Summary.VariableName(3) = "Chi_1l-alpha (k-1)"
Summary.VariableName(4) = "p-value"
Summary.VariableFormatString(2) = "0.0000"
Summary.VariableFormatString(3) = "0.0000"
Summary.VariableFormatString(4) = "0.0000"

Summary.Variable (1) .ColumnWidth=0.4
Summary.Value(1l,1) = numcas
Summary.Variable(2) .ColumnWidth=0.7
Summary.Value(1,2) = Chi
Summary.Variable(3) .ColumnWidth=1.2
Summary.Value(1,3) = chiKvantil
Summary.Variable(4) .ColumnWidth=0.7
Summary.Value(1,4) = p

’Kdyz je p-hodnota mensi nebo rovna nez alpha, zobrazi se cervene.
If (p <= alpha) Then
Summary.Cells(1,4) .Font.Color = RGB(255,0,0)
End If
Summary.Visible=True

End Sub



Prilohy 42

Tukeyov test — zdrojovy kod

Option Base 1

Sub Main

Dim VarList() As Long ’seznam vybranych promennych
Dim Z() As Double ’Fisherova transformace

Dim DZ() As Double ’rozdil Fisher transformaci
Dim C() As Double ’kriticka hodnota

Dim Matrix() As Double ’datova matice

Dim MatrixDif() As Double ’matice rozdilu Fisher transformaci
Dim MatrixCrit() As Double ’matice kritickych hodnot

numvar=ActiveSpreadsheet.NumberOfVariables
numcas=ActiveSpreadsheet.NumberOfCases

’Volba promennych
ReDim VarList(1 To numvar)

If O=SelectVariables2(ActiveDataSet,"Vyber promennych"1,1,VarList(1),
Count,"Koeficienty",1,1,VarList(2),Count,"Rozsahy") Then
End

End If
s1 = VarList(1)
s2 = VarList(2)

’Fisherova transformace

ReDim Preserve Matrix(numcas,numvar) As Double
Matrix = ActiveSpreadsheet.Data

ReDim Z(1 To numcas)

For i = 1 To numcas
Z(i) = 0.5%Log((1+Matrix(i,s1))/(1-Matrix(i,s1)))
Next i

‘matice rozdilu Fisher transformaci
ReDim MatrixDif (numcas,numcas)
ReDim DZ(1 To numcas)

For i= 1 To numcas
For j = 1 To numcas
DZ(i)= Abs(Z(i)-Z(j))
MatrixDif (i,3j)=DZ(i)
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Next j
Next i

’matice kritickych hodnot

tabValue=InputBox("Zadajte tabelovanu hodnotu q_(k,inf) (alpha):",
"Tabelovana hodnota")

tv=CDbl (tabValue)

ReDim MatrixCrit (numcas,numcas)
ReDim C(1 To numcas)

For i= 1 To numcas
For j= 1 To numcas
C(i) = tv*Sqrt(0.5%(1/(Matrix(i,s2)-3)+ 1/(Matrix(j,s2)-3)))
MatrixCrit(i,j)=C(i)
Next j
Next 1

’Vysledni tabulka kritickych hodnot

Dim tabC As New Spreadsheet

tabC.SetSize (numcas,numcas)

tabC.Header="Tukeyuv test: tabulka Crit"

tabC.Infobox.VerticalAlignment = 1

tabC.Infobox.HorizontalAlignment = 1

For i= 1 To numcas
tabC.VariableName (i)=""
tabC.VariableFormatString(i)="0.0000"

Next 1

For i= 1 To numcas
For j= 1 To numcas
tabC.Cells(i, j)=MatrixCrit (i, j)
tabC.Cells(i,i)= ""
Next j
Next 1
’tabC.Visible=True
’zobrazeni tabulky v pripade, ze chceme videt vypoctene hodnoty

’Vysledni tabulka rozdilu Fisher transformaci
Dim tabD As New Spreadsheet
tabD.SetSize (numcas,numcas)

tabD.Header="Tukeyov test: Z(i) - Z(j) >= Crit"
tabD.InfoBox=" i / j "
tabD.InfoBox.VerticalAlignment = 1
tabD.InfoBox.HorizontalAlignment = 1
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For i= 1 To numcas
tabD.VariableName(i) = ""
tabD.VariableFormatString(i) = "0.0000"
Next 1

For i= 1 To numcas
For j= 1 To numcas
tabD.Cells(i,j)=MatrixDif (i, j)
Next j
Next 1

’Rozdily splnujuci nerovnost testu oznaci cervene
For i= 1 To numcas
For j= 1 To numcas
If tabD.Cells(i,j) >= MatrixCrit(i,j) Then
tabD.Cells(i,j).Font.Color = RGB(255,0,0)
End If
Next j
Next i
tabD.Visible=True

End Sub
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