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5.2 Kmenová funkce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
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6.4 Geometrické a fyzikálńı charakteristiky útvar̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79



Kapitola 7 Integrálńı věty 85
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C.3.3 Numerické integrováńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189
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Úvod

Protože matematika je nejd̊uležitěǰśım pracovńım nástrojem a zároveň vyjadřovaćım jazykem
fyziky, patř́ı znalost základńıch matematických postup̊u, uváděných v této sb́ırce, k neodmys-
litelné výbavě každého, kdo se chce fyzikou hlouběji zabývat. Souhrnný předmět Početńı prak-
tikum 1, Početńı praktikum 2 představuje praktický kurz, určený student̊um prvńıch semestr̊u
bakalářského studia, bezprostředně navazuj́ıćı na předměty Základńı matematické metody ve
fyzice 1, Základńı matematické metody ve fyzice 2. Smysl početńıho praktika, jak už samotný
název napov́ıdá, spoč́ıvá předevš́ım v praktickém poč́ıtáńı a v detailńım procvičováńı znalost́ı,
źıskaných ve výše uvedených přednáškách.

Tato sb́ırka představuje souborný studijńı materiál, usnadňuj́ıćı výběr př́ıklad̊u, souvi-
sej́ıćıch s danými tématy. Je členěná do dvanácti základńıch kapitol, řazených zhruba podle
časové posloupnosti přednášené problematiky, doplněných třemi př́ılohami, určenými zájemc̊um
o širš́ı znalost základ̊u některých d̊uležitých okruh̊u matematiky, potenciálně využitelných v
daľśım studiu i ve fyzikálńı praxi. Jednotlivé kapitoly jsou vždy uvedeny stručným teoretickým
shrnut́ım daného tématu, které si neklade za ćıl podávat matematicky přesný a vyčerpávaj́ıćı
výklad (doplněný větami, d̊ukazy, atd.), nýbrž pokud možno jednoduchým a přehledným
zp̊usobem zrekapitulovat hlavńı zásady pro praktické poč́ıtáńı př́ıslušného problému. Pokud je
někde výklad zjednodušen do té mı́ry, že např́ıklad opomı́j́ı některé předpoklady nebo některá
řešeńı uvedené rovnice, je to v textu uvedeno. Jádro každé kapitoly tvoř́ı potom soubor př́ıklad̊u,
které v dostatečném rozsahu pokrývaj́ı danou problematiku. U každého př́ıkladu je také uve-
dený výsledek, který podle mého názoru student̊um, kteř́ı se s danou látkou teprve sezna-
muj́ı, umožńı správnou orientaci při poč́ıtáńı. Pro jednodušš́ı zacházeńı je celá sb́ırka vybavena
modře zvýrazněnými hypertextovými odkazy, umožňuj́ıćımi v elektronické verzi se kliknut́ım
ihned přesunout na odkazované mı́sto a stejně zvýrazněnými odkazy URL, které po kliknut́ı
automaticky otevřou uvedenou webovou stránku.

Ani sebelepš́ı studijńı materiál nenahrad́ı vlastńı ṕıli a odhodláńı těch, kteř́ı o źıskáńı zna-
lost́ı a dovednost́ı usiluj́ı, může jim pouze v́ıce nebo méně práci usnadnit. Velmi proto uv́ıtám,
pokud ti, kteř́ı budou s touto sb́ırkou pracovat, mně sděĺı svoje př́ıpadné názory, podněty
nebo výhrady např. ke srozumitelnosti výkladu nebo obt́ıžnosti př́ıklad̊u a zároveň mě kdykoli
upozorńı na jakoukoli nepřesnost nebo nedostatek, který v př́ıkladech nebo v textu odhaĺı.

Petr Kurfürst

https://is.muni.cz/auth/predmety/predmet.pl?id=781988
https://is.muni.cz/auth/predmety/predmet.pl?id=781988
https://is.muni.cz/auth/predmet/sci/jaro2015/F2423
http://physics.muni.cz/%7Eczudkova/
http://physics.muni.cz/%7Eczudkova/
http://physics.muni.cz/%7Eczudkova/




Kapitola 1

Diferenciálńı a integrálńı počet

1.1 Derivace funkćı jedné proměnné

� Derivace je jedńım ze základńıch pojmů diferenciálńıho počtu a matematické analýzy
v̊ubec. Pomoćı předem definovaného pojmu limita je derivace funkce jedné proměnné
definovaná jako

df(x)

dx
= f ′(x) = lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h
, kde h = ∆x je př́ır̊ustek nezávisle proměnné x.

(1.1)

� Následuj́ıćı výčet shrnuje derivace elementárńıch funkćı jedné proměnné:

(Cxn)′ = Cnxn−1, kde C ∈ R je konstanta, n ∈ R je konstanta, (1.2)

(ex)′ = ex, (1.3)

(ax)′ = (ex ln a)′ = ax ln a, kde a > 0 je konstanta, (1.4)

(lnx)′ =
1

x
, x > 0, (1.5)

(loga x)′ =
1

x ln a
, x > 0, kde a > 0, a 6= 1 je konstanta, (1.6)

(sinx)′ = cosx, (1.7)

(cosx)′ = − sinx, (1.8)

(tgx)′ =
1

cos2 x
, x 6= (2k + 1)

π

2
, k ∈ Z, (1.9)

(cotgx)′ = − 1

sin2 x
, x 6= kπ, k ∈ Z, (1.10)

(arcsinx)′ =
1√

1− x2
, −1 < x < 1, (1.11)

(arccosx)′ = − 1√
1− x2

, −1 < x < 1, (1.12)

(arctgx)′ =
1

1 + x2
, (1.13)

(arccotgx)′ = − 1

1 + x2
, (1.14)

(sinhx)′ =

(
ex − e−x

2

)′
=

ex + e−x

2
= coshx, (1.15)

1
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(coshx)′ = sinhx, (1.16)

(tanhx)′ =
1

cosh2 x
= 1− tanh2 x, (1.17)

(cothx)′ = − 1

sinh2 x
= 1− coth2 x, x 6= 0. (1.18)

Z rovnice (1.15) lze odvodit následuj́ıćı identity pro hyberbolometrické funkce (funkce
inverzńı k hyperbolickým funkćım):

argsinhx = ln
(
x+

√
x2 + 1

)
a tedy (argsinhx)′ =

1√
x2 + 1

, (1.19)

argcoshx = ln
(
x+

√
x2 − 1

)
a tedy (argcoshx)′ =

1√
x2 − 1

, x > 1, (1.20)

argtanhx =
1

2
ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣ a tedy (argtanhx)′ =
1

1− x2
, −1 < x < 1 (1.21)

argcothx =
1

2
ln

∣∣∣∣x+ 1

x− 1

∣∣∣∣ a tedy (argcothx)′ =
1

1− x2
, |x| > 1. (1.22)

� Pravidla pro derivováńı součtu, součinu a pod́ılu funkćı jedné proměnné:

(αf + βg)′ = αf ′ + βg′ pro libovolné funkce f a g a konstantyα a β, (1.23)

(fg)′ = f ′g + fg′ pro libovolné funkce f a g, (1.24)(
f

g

)′
=

[
f

(
1

g

)]′
=
f ′g − fg′

g2
pro libovolné funkce f a g, g 6= 0. (1.25)

� Pravidlo pro derivováńı složené funkce f (φ(x)), kde f je vněǰśı a φ je vnitřńı funkce
proměnné x (tzv. řetězové pravidlo pro derivace):

[f(φ)]′ =
df

dφ

dφ

dx
=

df

dφ
φ′. (1.26)

Pro budoućı praktické poč́ıtáńı (a to nejen derivaćı, ale v́ıceméně ve všech oblastech mate-
matiky), př́ıpadně pro kontrolu správnosti mechanických výpočt̊u, lze využ́ıt analytické pro-
gramové baĺıčky, např́ıklad Wolfram Alpha: Computational Knowledge Engine https://www.

wolframalpha.com/, jehož základńı aplikace jsou volně dostupné, velmi pokročilý je také pro-
gram Sage (SageMath) http://www.sagemath.org/, atd. V žádném př́ıpadě to ovšem nenahra-
zuje vlastńı dovednosti, pouze je doplňuje a pomáhá rychle a bezchybně zvládat, zjednodušovat
a kontrolovat i velmi rozsáhlé, na mechanické poč́ıtáńı pracné výrazy.

� Př́ıklady:

Vypoč́ıtejte derivace uvedených funkćı a výsledky zjednodušte. V př́ıpadě, že Df je pouze
podmnožinou R, určete pr̊unik definičńıch obor̊u zadaných i vypoč́ıtaných funkćı. Výsledek je
u každého př́ıkladu uveden červenou barvou.

1.1
1 + x− x2

1− x+ x2

2(1− 2x)

(1− x+ x2)2

1.2
1

sin 2
ln

1 + x

1− x
− ln

1 + x cos 2

1− x cos 2
cotg 2

2 sin 2

(1− x2) (1− x2 cos2 2)
, x ∈ (−1, 1)

https://www.wolframalpha.com/
https://www.wolframalpha.com/
http://www.sagemath.org/
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1.3
1

√
1 + x2

(
x+
√

1 + x2
) − 1

(x2 + 1)3/2

1.4 sin
(
cos2 x

)
· cos

(
sin2 x

)
− sin 2x · cos (cos 2x)

1.5
√
x+

√
x+
√
x

1 +
√
x
(

2 + 4
√
x+
√
x
)

8
√
x
√
x+
√
x

√
x+

√
x+
√
x
, x > 0

1.6 x (sin lnx− cos lnx) 2 sin lnx, x > 0

1.7
√

1 + x2 − ln

(
1

x
+

√
1 +

1

x2

) √
x2 + 1

x
, x 6= 0

1.8
arccosx

x
+

1

2
ln

1−
√

1− x2

1 +
√

1− x2
−arccosx

x2
, x ∈ 〈−1, 1〉, x 6= 0

1.9 xx
x xx

x [
xx−1 + xx lnx (lnx+ 1)

]
, x > 0

1.10 x arcsin

√
x

1 + x
+ arccotg

√
x−
√
x arcsin

√
x

x+ 1
− 1√

x (x+ 1)
, x > 0

1.11 xsin2 x xsin2 x

(
sin2 x

x
+ 2 sinx cosx lnx

)
, x > 0

1.12 x arcsin
x2 − 1

x2 + 1
arcsin

x2 − 1

x2 + 1
+

2x

x2 + 1

1.13 5x log10 x 5x log x ln 5

(
log x+

1

ln 10

)
, x > 0

1.14 log7

x2 − 1

x− 1

1

(x+ 1) ln 7
, x > −1

1.15 x− ln
√

1 + e2x + e−x arctg ex
2 ex −

(
1 + e2x

)
arctg ex

e3x + ex

1.16 xsinx + ln cos
√

ex + 1

xsinx

(
cosx lnx+

sinx

x

)
− ex tg

√
ex + 1

2
√

ex + 1
, x > 0

1.17 x ln2(x+
√

1 + x2)− 2
√

1 + x2 ln(x+
√

1 + x2) + 2x

ln2
(
x+
√

1 + x2
)

1.18
1 + x2

3
√
x4 sin7 x

2

3

(
x2 − 2

)
sinx− 7x

(
x2 + 1

)
cosx

3
√
x7 sin8 x

, x 6= 0



Kapitola 1. Diferenciálńı a integrálńı počet 4

1.19 f ′(2π) funkce f(x) = x2(cosx)− sinx.

f ′(2π) = (cosx)− sinx

{
2x+ x2

[
sin2 x

cosx
− cosx ln(cosx)

]}∣∣∣∣
2π

= 4π, x ∈ (4k−1, 4k+1)
π

2
,

k ∈ Z

1.20 xln(sinx) x√
1 + x2

xln(sinx)

[
ln(sinx) + x lnx cotgx√

1 + x2
+

1

(1 + x2)3/2

]
, x > 0 ∧ x ∈ (2k, 2k + 1)π, k ∈ Z

1.21 xsin(lnx)

√
1 + x2

x

xsin(lnx) (x2 + 1) [sin(lnx) + lnx cos(lnx)]− 1

x2
√

1 + x2
, x > 0

1.22 eax cosx a sin bx− b cos bx√
ax2 + b2

, kde a,b jsou kladné konstanty.

eax cosx

[
a sin bx− b cos bx√

ax2 + b2

(
a cosx− ax sinx− ax

ax2 + b2

)
+

ab cos bx+ b2 sin bx√
ax2 + b2

]

1.23 xax sinx a sin
√

bx− b cos
√

bx√
a2 + b2

, kde a,b jsou kladné konstanty.

√
b cos

√
bx√

a2 + b2
xax sinx

[
a sinx√

b
(1 + lnx+ x lnx cotgx)

(
a tg
√

bx− b
)

+
a + b tg

√
bx

2
√
x

]
,

x > 0. Proč neńı nutná podmı́nka x 6= (2k + 1)
π

2
, k ∈ Z ?

1.24 (ax sinx)
b sin x
x , kde a, b jsou kladné konstanty.

b (ax sinx)
b sin x
x

[
sinx+ x cosx

x2
+ ln(ax sinx)

(
cosx

x
− sinx

x2

)]
,

x > 0 ∧ x ∈ (2k, 2k + 1)π

x < 0 ∧ x ∈ (2k − 1, 2k)π
, k ∈ Z

1.25 (ax ex)
b ln x
x2 , kde a,b jsou kladné konstanty.

b

x3
(ax ex)

b ln x
x2 [(1 + x) lnx+ ln(ax ex) (1− 2 lnx)] , x > 0

1.26 (x ex)
a

x ln x , kde a je kladná konstanta.

−a(x+ ln2 x)

x2 ln2 x
e

a(x+ln x)
x ln x , x > 0, x 6= 1.

1.2 Neurčité integrály funkćı jedné proměnné

� Neurčitým integrálem nazýváme nekonečně velkou množinu funkćı, tvořenou součtem
libovolné reálné konstanty C s tzv. primitivńı funkćı F (x) k dané p̊uvodńı funkci f(x),
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pro niž plat́ı F ′(x) = f(x). V př́ıpadě funkce jedné proměnné lze psát

ˆ
f(x) dx = F (x) + C. (1.27)

Integrace je tedy inverzńım procesem k derivováńı, neurčité integrály (anglicky také an-
tiderivatives) některých elementárńıch funkćı můžeme vyč́ıst př́ımo z rovnic (1.2)-(1.22).

� Následuj́ıćı výčet shrnuje neurčité integrály elementárńıch funkćı jedné proměnné1:

ˆ
C1x

n dx = C1
xn+1

n+ 1
+ C2, C1,C2 ∈ R, n ∈ R \{−1}, jsou konstanty, (1.28)

ˆ
ex dx = ex + C, C ∈ R je konstanta, (1.29)

ˆ
ax dx =

ax

ln a
+ C, a > 0, a 6= 1 je konstanta, (1.30)

ˆ
1

x
dx = ln |x|+ C1 = ln(C2|x|), x 6= 0, C2 > 0, C1 = ln C2, (1.31)

ˆ
sinx dx = − cosx+ C, (1.32)

ˆ
cosx dx = sinx+ C, (1.33)

ˆ
1

cos2 x
dx = tgx+ C, x 6= (2k + 1)

π

2
, k ∈ Z, (1.34)

ˆ
1

sin2 x
dx = − cotgx+ C, x 6= kπ, k ∈ Z, (1.35)

ˆ
1√

1− x2
dx = arcsinx+ C1 = − arccosx+ C2, −1 < x < 1, (1.36)

ˆ
1

1 + x2
dx = arctgx+ C1 = − arccotgx+ C2, (1.37)

ˆ
sinhx dx = coshx+ C, (1.38)

ˆ
coshx dx = sinhx+ C, (1.39)

ˆ
1

cosh2 x
dx = tanhx+ C, (1.40)

ˆ
1

sinh2 x
dx = − cothx+ C, x 6= 0, (1.41)

ˆ
1√

x2 + 1
dx = ln

(
x+

√
x2 + 1

)
+ C = argsinhx+ C, (1.42)

ˆ
1√

x2 − 1
dx = ln

(
x+

√
x2 − 1

)
+ C = argcoshx+ C, x > 1, (1.43)

ˆ
1

1− x2
dx =


1

2
ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣+ C = argtanhx+ C, −1 < x < 1

1

2
ln

∣∣∣∣x+ 1

x− 1

∣∣∣∣+ C = argcothx+ C, |x| > 1,

(1.44)

1neurčité integrály jsou vyčerpávaj́ıćım zp̊usobem tabelovány např́ıklad v Bartsch (2008), Rektorys (2009).
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ˆ
1

x2 − 1
dx =

1

2
ln

∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣+ C. (1.45)

� Součin dvou funkćı u(x) a v′(x) nezávisle proměnné x můžeme integrovat metodou
per partes, která je integrálem rovnice (1.24):

uv =

ˆ
(uv)′ dx =

ˆ (
u′v + uv′

)
dx a tedy

ˆ
uv′ dx = uv −

ˆ
u′v dx. (1.46)

� Substitučńı metodou můžeme integrovat složenou funkci (viz rovnice (1.26)), kdy vnitřńı
funkci lze nahradit novou proměnnou, anebo můžeme integrovat jednoduchou funkci, kdy
nezávisle proměnnou nahrazujeme novou vnitřńı funkćı:

– Substitučńı metodu 1. typu lze použ́ıt při integraci složené funkce f [φ(x)] nezávisle
proměnné x ve tvaru

ˆ
f [φ(x)]φ′(x) dx =

ˆ
f(z) dz = F (z) + C = F [φ(x)] + C, (1.47)

kde můžeme nahradit (substituovat) vnitřńı funkci novou proměnnou: φ(x) = z,
φ′(x) dx = dz. Substitučńı metodou 1. typu je i univerzálńı substituce tg (x/2) = z,
pomoćı které lze libovolnou goniometrickou funkci převést na funkci racionálńı.

– Substitučńı metodu 2. typu lze použ́ıt při integraci jednoduché funkce f(x) nezávisle
proměnné x zp̊usobem

ˆ
f(x) dx =

ˆ
f [φ(z)]φ′(z) dz = F (z) + C = F [φ−1(x)] + C, (1.48)

kde můžeme nahradit p̊uvodńı proměnnou novou vnitřńı funkćı nové proměnné:
x = φ(z), dx = φ′(z) dz a kde výraz φ−1 znamená inverzńı funkci k φ. Typickým
př́ıkladem této metody je substituce x = sin z, pomoćı ńıž lze iracionálńı funkce
typu

√
1− x2 dx anebo dx/

√
1− x2 v integrandu nahradit v prvńım př́ıpadě gonio-

metrickou funkćı cos2 z dz, ve druhém př́ıpadě pouze dz.

� Racionálńı funkci ve tvaru

f(x) =
Pm(x)

Qn(x)
=

amx
m + am−1x

m−1 + · · ·+ a1x+ a0

bnxn + bn−1xn−1 + · · ·+ b1x+ b0
, (1.49)

kde Pm(x) a Qn(x) jsou polynomy stupně m a n (kdy m ≥ n), lze rozložit na součet
polynomu a ryze racionálńı funkce (kdy m < n). Racionálńı funkci lze vyjádřit bud’ jako
součet parciálńıch zlomk̊u, nebo, v př́ıpadě kdy např. f(x) = 1/Q2(x), kde Q2(x) je
polynom 2. stupně dále nerozložitelný v R, provedeme úpravu (tzv. doplněńı na čtverec)

b2x
2 + b1x + b0 =

[√
b2x+ b1/(2

√
b2)
]2

+ b0 − b2
1/(4b2), vedoućı na integrál ve tvaru

rovnice (1.37).

� Obdobným zp̊usobem můžeme řešit integrály iracionálńıch funkćı typu f(x) = 1/
√
Q2(x),

kde Q2(x) je polynom 2. stupně, jehož doplněńı na čtverec vede na integrály ve tvaru
rovnic (1.36), (1.42) nebo (1.43). Vyčerpávaj́ıćım zp̊usobem jsou metody analytických
výpočt̊u neurčitých integrál̊u funkćı všech typ̊u tabelovány např. ve sborńıćıch: Bartsch
(2008), Rektorys (2009), atd.
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� Př́ıklady:

1.27
ˆ

(
√
x− 1)

3

x
dx

2

3
x

3
2 − 3x+ 6

√
x− ln |x|+ C, x > 0

1.28

ˆ
x4

x2 − 3
dx

x3

3
+ 3x+

3
√

3

2
ln

∣∣∣∣∣x−
√

3

x+
√

3

∣∣∣∣∣+ C, x 6= ±
√

3

1.29

ˆ
3x− 4

x2 − 4
dx ln

[
(x+ 2)

5
2
√
x− 2

]
+ C, x > 2

1.30

ˆ
dx√

2 + 3x− 2x2

1√
2

arcsin

(
4x− 3

5

)
+ C, x ∈

(
−1

2
, 2

)

1.31

ˆ
dx

x2 + 3x+ 3

2√
3

arctg

(
2x+ 3√

3

)
+ C

1.32

ˆ (
−x2 + x

)
e3x dx

(
−x

2

3
+

5x

9
− 5

27

)
e3x + C

1.33

ˆ
1 + x√
1 + x2

dx
√
x2 + 1 + ln

(
x+
√
x2 + 1

)
+ C

1.34

ˆ (
1√

2− x2
+

1√
2 + x2

)
dx arcsin

x√
2

+ argsinh
x√
2

+ C, |x| <
√

2

1.35

ˆ
x2 sinx dx

(
2− x2

)
cosx+ 2x sinx+ C

1.36

ˆ
dx

sinx
ln
∣∣∣ tg x

2

∣∣∣+ C, x 6= kπ, k ∈ Z

1.37

ˆ
tg 3x dx

1

2 cos2 x
+ ln | cosx|+ C, x 6= (2k + 1)

π

2
, k ∈ Z

1.38

ˆ
1 + cosx

sin3 x
dx ln

√
tg
x

2
− 1 + cosx

2 sin2 x
+ C, x ∈ (2k, 2k + 1)π, k ∈ Z

1.39

ˆ
dx

1 + sinx+ cosx
ln
∣∣∣1 + tg

x

2

∣∣∣+ C, x 6= (4k + 2, 4k + 3)
π

2
, k ∈ Z

1.40

ˆ
arctg

√
2x− 1 dx x arctg

√
2x− 1−

√
2x− 1

2
+ C, x ≥ 1

2

1.41

ˆ
dx

sin2 x cos2 x
−2 cotg (2x) + C, x 6= k

π

2
, k ∈ Z

1.42

ˆ
dx√

(4− x2)3

x

4
√

4− x2
+ C, |x| < 2

1.43

ˆ
ln
(
x2 + 1

)
dx x ln

(
x2 + 1

)
+ 2 arctgx− 2x+ C
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1.44

ˆ 3
√

1 + 4
√
x√

x
dx

3

7
( 4
√
x+ 1)

4
3 (4 4
√
x− 3) + C, x > 0

1.45

ˆ √
x− 1

x+ 1
dx 2

√
x− 1− 2

√
2 arctg

√
x− 1

2
+ C, x ≥ 1

1.46

ˆ 4
√
x− 1

x+ 1
dx

4 4
√
x− 1 +

1
4
√

2
ln

√
2(x− 1)− 2 4

√
2(x− 1) + 2√

2(x− 1) + 2 4
√

2(x− 1) + 2
+ 23/4 arctg [1− 4

√
2(x− 1)]−

23/4 arctg [1 + 4
√

2(x− 1)] + C, x ≥ 1

1.3 Určité integrály funkćı jedné proměnné

Určitý integrál funkce f(x) spojité na intervalu a ≤ x ≤ b, je definován předpisem

ˆ b

a
f(x) dx = F (b)− F (a), (1.50)

kde F (a), F (b) jsou funkčńı hodnoty primitivńı funkce F (x) v bodech x = a, x = b. Geomet-
rický význam určitého integrálu funkce jedné proměnné je dán velikost́ı celkové plochy v rovině
xy, kde y = f(x), která je ohraničená grafem funkce f(x), osou x a př́ımkami x = a a x = b. Ve-
likosti d́ılč́ıch ploch nad osou x, tj. kde f(x) > 0, přisṕıvaj́ı k velikosti celkové plochy, velikosti
d́ılč́ıch ploch pod osou x, kde f(x) < 0, se od velikosti celkové plochy odeč́ıtaj́ı.

� Př́ıklady:

1.47

ˆ π
3

π
6

x dx

sin2 x cos2 x
[x ( tgx− cotgx) + ln (sinx cosx)]

π
3
π
6

=
π√
3

1.48
ˆ √π

0
x sin

(
x2

4

)
cos

(
x2

4

)
dx

[
sin2

(
x2

4

)]√π
0

=
1

2

1.49

ˆ 3

2

2x− 1

x2 − 4x+ 5
dx [ln(x2 − 4x+ 5) + 3 arctg (x− 2)]32 = ln 2 +

3π

4

1.50

ˆ 1

−1

√
4x2 + 1 dx

[
ln(
√

4x2 + 1 + 2x)

4
+
x
√

4x2 + 1

2

]1

−1

=
ln(
√

5 + 2)

2
+
√

5 ≈ 2.96

1.51

ˆ π
4

−π
4

[(x tgx+a) tgx+1] dx, a je konstanta.

[
x tgx+ (1− a) ln(cosx)− x2

2
+ x

]π
4

−π
4

=
π

2
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1.52

ˆ π
4

−π
4

(x+ a)

(
sinx

cosx

)2

dx, a je konstanta.

[
x tgx+ ln(cosx)− x2

2
+ a tgx− ax

]π
4

−π
4

= 2a
(

1− π

4

)

1.53

ˆ π
6

0

x dx(
cos2 x− sin2 x

)2 [x
2

tg (2x) + ln 4
√

cos(2x)
]π

6

0
=

1

4

(
π√
3
− ln 2

)

1.54

ˆ 1

0
x arctg (x2 + 1) dx

[
x2 + 1

2
arctg (x2 + 1)− ln 4

√
x4 + 2x2 + 2

]1

0

= arctg 2− π

8
+

1

4
ln

2

5

1.55

ˆ 1

0
x3 ln

(
x2 + 1

)
dx

[
(x4 − 1) ln(x2 + 1)

4
− x4

8
+
x2

4

]1

0

=
1

8

1.4 Jednoduché geometrické a fyzikálńı aplikace integrace funk-
ce jedné proměnné2

V následuj́ıćıch př́ıkladech je vždy třeba sestavit určitý integrál funkce jedné proměnné. Pokud
je v př́ıkladu zadána spojitě proměnná tzv. intenzivńı fyzikálńı veličina (hustota, tlak, hustota
náboje, atd.), pomoćı ńıž se má na dané oblasti stanovit odpov́ıdaj́ıćı extenzivńı veličina (hmot-
nost, tlaková śıla, velikost náboje, ...), výpočet provád́ıme jako integrál intenzivńı veličiny přes

tuto oblast. Např́ıklad hmotnost m kruhové desky o poloměru R s plošnou hustotou σ = σ(r),
kde r je vzdálenost od středu desky, urč́ıme pomoćı integrálu

m =

ˆ
S
σ(r) dS =

ˆ R

0
σ(r) 2πr dr. (1.51)

� Př́ıklady:

1.56 Spoč́ıtejte velikost plochy, ohraničené
”
zespoda“ parabolou y = x2 a

”
shora“ křivkou

y =
√
x.

1

3

1.57 Spoč́ıtejte velikost plochy, ohraničené
”
zespoda“ parabolou y = x2 a

”
shora“ př́ımkou

y = x/2 + 5.

243

16

1.58 Rychlost hmotného bodu v jednorozměrném př́ıpadě je dána vztahem

v = 3t− 18

(t+ 1)
.

2Ve výsledćıch př́ıklad̊u s geometrickými nebo fyzikálńımi veličinami nejsou uváděny př́ıslušné jednotky.
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Určete dráhu, kterou projde hmotný bod v časovém intervalu od t = 0 do zastaveńı. Bude
hmotný bod v tomto časovém intervalu zrychlovat nebo brzdit (tj. bude se zvyšovat nebo
snižovat velikost jeho rychlosti) ?

s = 6 (1− 3 ln 3), hmotný bod bude brzdit, vektor zrychleńı má opačný směr než vektor
rychlosti.

1.59 Přehradńı hráz je tvořena svislou betonovou zd́ı tvaru obdélńıku, jehož délka je L. Hloubka
vodńı nádrže je v celé délce hráze přesně H. Jaká je celková tlaková śıla, kterou voda
p̊usob́ı na hráz ?

Fp =

(
ρgH

2
+ p0

)
LH, kde p0 je atmosférický tlak na hladině.

1.60 Válcová nádoba o poloměru R a výšce H je zcela naplněna plynem, jehož hustota směrem
od osy válce klesá. Pokles hustoty je vyjádřen funkćı

ρ = ρ0 e−
r2

10 ,

kde ρ0 je hustota plynu v ose válce, r je vzdálenost od osy válce.

(a) Vypoč́ıtejte hmotnost plynu v nádobě.

(b) Vypoč́ıtejte celkovou tlakovou śılu, kterou p̊usob́ı plyn na všechny stěny nádoby,
pokud tlak p = a2ρ, kde a je konstantńı (izotermická) rychlost zvuku.

(c) Jaká bude celková hmotnost a celková tlaková śıla, pokud by poloměr vzrostl
”
nade

všechny meze“ (R→∞) ?

(a) m = 10πρ0H

(
1− e−

R2

10

)
(b) Fp = 2πa2ρ0

[
10 + e−

R2

10 (RH − 10)

]
(c) m = 10πρ0H, Fp = 20πa2ρ0

1.61 Válcová nádoba o poloměru R a výšce H je zcela vyplněna plynem, jehož tlak směrem
vzh̊uru klesá. Pokles tlaku je vyjádřen funkćı

p = p0 e−
h
20 ,

kde p0 je tlak plynu na dně válce, h je svislá vzdálenost ode dna válce. Vypoč́ıtejte
celkovou śılu, kterou plyn p̊usob́ı na všechny stěny nádoby.

Fp = 40p0πR
(

1− e−
H
20

)
+ p0πR

2
(

1 + e−
H
20

)
1.62 Válcová nádoba o poloměru R a výšce H je zcela vyplněna plynem, jehož tlak směrem

od osy válce klesá. Pokles tlaku je vyjádřen funkćı

p =
p0

1 +
(
r
10

)2 ,
kde p0 je tlak plynu v ose válce, r je vzdálenost od osy válce. Vypoč́ıtejte celkovou śılu,
kterou plyn p̊usob́ı na všechny stěny nádoby.

Fp = 200πp0

[
RH

100 +R2
+ ln

(
1 +

R2

100

)]
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1.63 Nádoba ve tvaru kvádru o čtvercovém p̊udorysu s délkou strany A a výšce H je zcela
vyplněna plynem, jehož vertikálńı pokles tlaku je vyjádřen funkćı

p =
p0

h
10 + 1

,

kde p0 je tlak plynu na dně nádoby, h je svislá vzdálenost ode dna nádoby. Vypoč́ıtejte
celkovou śılu, kterou plyn p̊usob́ı na (všechny) stěny nádoby.

Fp = p0A

[
2A

H + 5

H + 10
+ 40 ln

(
H

10
+ 1

)]
1.64 Kruhová deska o poloměruR je elektricky nabitá s plošnou hustotou náboje σ. Vypoč́ıtejte

celkový elektrický náboj Q desky (velikost náboje by v př́ıpadě σ = konst. byla dána jej́ım
součinem s velikost́ı př́ıslušné plochy, Q = σS), pokud

(a) σ = A eBr
2
,

(b) σ = A ln(r2 +B),

(c) σ = A e−
r2

3 +Br,

(d) σ = A ln
(
3r2 +B

)
+Ar,

kde A, B jsou kladné konstanty a r je vzdálenost od středu desky.

(a) Q =
πA

B

(
eBR

2 − 1
)

(b) Q = πA{(R2 +B)[ln(R2 +B)− 1]−B(lnB − 1)}

(c) Q = 3πA

(
1− e−

R2

3

)
+

2

3
πBR3

(d) Q =
πA

3

[(
3R2 +B

)
ln(3R2 +B)−B lnB + 2R3 − 3R2

]
1.65 Tenká př́ımá tyč (zanedbatelného pr̊uřezu) o délce L je kladně nabitá s homogenńı

délkovou nábojovou hustotou τ . Koncové body tyče se nacházej́ı v bodech (0, 0, 0), (L, 0, 0).
Určete elektrostatický potenciál φ buzený nábojem tyče a vektor intenzity elektrického
pole v bodě P ≡ (−D, 0, 0), D > 0 (v př́ıpadě bodového náboje Q je elektrostatický po-
tenciál φ = Q/(4πεr) a velikost intenzity elektrického pole je určena jako E = Q/(4πεr2),
kde konstanta ε je tzv. permitivita a r je vzdálenost náboje od daného bodu P ). Výsledek
vyjádřete pomoćı celkového náboje Q tyče.

φ =
Q

4πεL
ln

(
L+D

D

)
, ~E =

(
− Q

4πεD(L+D)
, 0, 0

)
.

1.66 Tenká př́ımá tyč (zanedbatelného pr̊uřezu) o délce L je kladně nabitá s homogenńı
délkovou nábojovou hustotou τ . Koncové body tyče se nacházej́ı v bodech (0, 0, 0), (L, 0, 0).
Určete elektrostatický potenciál φ buzený nábojem tyče v bodě P ≡ (0, D, 0), D > 0.

φ =
Q

4πεL
ln

(
L+
√
L2 +D2

D

)
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1.67 Pro stejný př́ıpad tyče z př́ıkladu 1.66 určete složky Ex a Ey vektoru intenzity elektrického
pole v bodě P ≡ (0, D, 0), D > 0.

Ex =
Q

4πεL

(
1√

L2 +D2
− 1

D

)
, Ey =

Q

4πεD
√
L2 +D2

.

1.68 Pro stejný př́ıpad tyče z př́ıkladu 1.66 určete elektrostatický potenciál φ a složky Ex a
Ey vektoru intenzity elektrického pole v bodě P ≡ (L/2, D, 0), D > 0.

φ =
Q

2πεL
ln

(
L+
√
L2 + 4D2

2D

)
, Ex = 0, Ey =

Q

2πεD
√
L2 + 4D2

.

1.69 Tenká oblouková tyč zanedbatelného pr̊uřezu s konstantńım poloměrem R je kladně
nabitá s homogenńı délkovou nábojovou hustotou τ . Koncové body tyče se nacházej́ı
(v polárńıch souřadnićıch) v bodech (R, 4π/3, 0), (R, 5π/3, 0). Určete elektrostatický
potenciál φ a složky Ex a Ey vektoru intenzity elektrického pole buzené nábojem tyče
v bodě P ≡ (0, 0, 0). Výsledek vyjádřete pomoćı délkové hustoty τ i pomoćı celkového
náboje Q tyče.

φ =
τ

12ε
=

Q

4πεR
, Ex = 0, Ey =

τ

4πεR
=

3Q

4π2εR2
.

1.70 Předpokládejme hypotetické homogenńı (ρ = konst.) kulové astronomické těleso o po-
loměru R. Gravitačńı potenciálńı energie libovolné vnitřńı kulové slupky o poloměru
r ∈ (0, R) je mgr, kde m je hmotnost kulové slupky a g = GMr/r

2 je velikost gravitačńıho
zrychleńı v mı́stě slupky (G ≈ 6, 67×10−11 m3 kg−1 s−2 je gravitačńı konstanta). Veličina
Mr znač́ı hmotnost koule o poloměru r. Jak velká bude celková gravitačńı potenciálńı
energie homogenńı koule o poloměru R ? Výsledek vyjádřete pomoćı hmotnosti celé koule
M a jej́ıho poloměru R.

Ep =
3

5
G
M2

R



Kapitola 2

Základy vektorové a tenzorové
algebry

2.1 Vektory a matice

� Vektorový počet:

Základńı operace s vektory lze (v ortonormálńıch báźıch - viz odstavec 2.2) stručně zapsat
následuj́ıćım zp̊usobem:

� Norma (velikost) vektoru ~a je definovaná (v R3) jako

‖~a‖ =
(
a2

1 + a2
2 + a2

3

) 1
2 =

(∑
i

a2
i

) 1
2

, (2.1)

kde posledńı forma zápisu předpokládá, že index i postupně
”
běž́ı“ přes všechny složky

1, 2, 3, respektive x, y, z vektoru ~a. Tato konvence pro tzv. volné indexy umožňuje pod-
statně stručněǰśı zápis operaćı s vektory a maticemi (v této kapitole zat́ım pro jednodu-
chost nezavád́ıme tzv. kovariantńı formu zápisu s horńımi a dolńımi indexy).

� Vektorový součet dvou vektor̊u ~a a ~b, jehož explicitńı forma zápisu je

~c = ~a+~b = a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3 = c1, c2, c3, (2.2)

lze pomoćı uvedené konvence s použit́ım volného indexu i zapsat jako

~c = ~a+~b = ai~ei + bi~ei = ci~ei, se složkami ai + bi = ci (vektor), (2.3)

kde ~ei jsou vektory ortogonálńı (resp. ortonormálńı) báze (podrobněji viz odstavec 2.2).

� Skalárńı součin dvou vektor̊u ~a a ~b má v ortogonálńı bázi (viz odstavec 2.2) tvar

~a ·~b = aibjδij = aibi = α (skalár), (2.4)

kde indexy i, j opět
”
běž́ı“ přes všechny složky obou vektor̊u a kde symbol δij (tzv. Kro-

neckerovo delta - podrobněji viz odstavec 2.3) nabývá hodnot δij = 1 pro i = j a δij = 0
pro i 6= j. Nav́ıc je zde zavedena tzv. Einsteinova sč́ıtaćı (sumačńı) konvence, která ř́ıká,
že pokud se některý index v nějakém členu vektorové rovnice opakuje dvakrát (tzv. sč́ıtaćı

13
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index ), členy s t́ımto indexem sč́ıtáme a sumačńı symbol
∑

je tak možné vynechat. Ge-
ometrický význam skalárńıho součinu v Eukleidovském prostoru lze zapsat jako

~a ·~b = ‖~a‖‖~b‖ cosϕ, (2.5)

kde ϕ je úhel mezi oběma vektory.

� Vektorový součin dvou vektor̊u ~a a ~b je (obdobnou formou jako v rovnici (2.4)) v orto-
gonálńı bázi (viz odstavec 2.2) definován jako

~c = ~a×~b = εijkajbk~ei = ci~ei (vektor), (2.6)

kde indexy i, j, k označuj́ı jednotlivé složky vektor̊u ~a, ~b, ~c. Symbol εijk (tzv. Levi-Civit̊uv
symbol - podrobněji viz odstavec 2.3) nabývá hodnot εijk = +1 pro sudé permutace
index̊u (tj. 123, 231, 312), εijk = −1 pro liché permutace index̊u (tj. 132, 213, 321) a
εijk = 0 pro nulové permutace index̊u (tj. pokud se některý z index̊u opakuje). Geomet-
rický význam velikosti vektorového součinu v Eukleidovském prostoru lze zapsat jako

~a×~b = ‖~a‖‖~b‖ sinϕ, (2.7)

kde ϕ je úhel mezi oběma vektory. Velikost vektorového součinu vyjadřuje plochu rov-
noběžńıka, jehož dvě sousedńı strany tvoř́ı vektory ~a, ~b.

� Smı́̌sený součin tř́ı vektor̊u ~a, ~b a ~c má, analogicky k rovnićım (2.4) a (2.6), v ortogonálńı
bázi tvar

~a · (~b× ~c) = εijkaibjck = α (skalár), (2.8)

kde indexy i, j, k označuj́ı jednotlivé složky vektor̊u ~a, ~b, ~c. Jeho hodnota vyjadřuje objem
rovnoběžnostěnu, jehož tři strany se společným vrcholem tvoř́ı vektory ~a, ~b, ~c.

� Maticový počet:

Základńı pojmy maticového počtu a základńı operace s maticemi lze stručně zapsat následuj́ıćım
zp̊usobem:

� Násobeńı matice č́ıslem: Vynásob́ıme-li matici A typu m×n (m řádk̊u a n sloupc̊u) č́ıslem
λ ∈ C, výsledkem bude matice B = λA typu m × n, kdy pro každý prvek bij matice B
(prvek na i-tém řádku a j-tém sloupci) plat́ı

bij = λ aij . (2.9)

� Součet matic: Součtem dvou matic A typu m× n a B typu m× n bude matice C typu
m× n, kdy pro každý prvek cij matice C plat́ı

cij = aij + bij . (2.10)

� Násobeńı matic: Součinem dvou matic A typu m×` a B typu `×n bude matice C = A·B
typu m× n, kdy pro každý prvek cij matice C plat́ı

cij =
∑̀
k=1

aikbkj = aikbkj , (2.11)

kde posledńı výraz je zapsán pomoćı Einsteinovy sumačńı konvence. Násobeńı matic neńı
komutativńı, obecně tedy plat́ı A ·B 6= B ·A.
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� Hodnost matice lze definovat jako počet lineárně nezávislých řádk̊u, tj. počet nenulových
řádk̊u po provedeńı tzv. Gaussovy eliminace (úpravě na schodovitý tvar). Je-li hodnost
h čtvercové matice A (typu n× n) h(A) < n, jde o matici singulárńı, pokud h(A) = n,
jde o matici regulárńı.

� Stopu čtvercové matice A lze definovat jako součet prvk̊u na hlavńı diagonále matice, tj.
pro každý prvek aij matice A plat́ı

tr(A) =
∑
i,j

aijδij =
∑
i

aii = aii, (2.12)

kde posledńı výraz je zapsán pomoćı Einsteinovy sumačńı konvence. Plat́ı-li nav́ıc A =
aijδij , jde o tzv. diagonálńı matici, plat́ı-li A = δij , jedná se o jednotkovou matici
(znač́ıme ji E nebo 1).

� Transponovaná matice AT vznikne z matice A vzájemnou výměnou řádk̊u a sloupc̊u, pro
jednotlivé prvky transponované matice plat́ı aTij = aji. Pokud plat́ı AT = A, pak matici A
označujeme jako symetrickou, kde pro každý prvek plat́ı aij = aji. Matici A označujeme
jako antisymetrickou, pokud pro každý jej́ı prvek plat́ı aij = −aji, pro všechny prvky na
hlavńı diagonále proto muśı platit aijδij = 0 a tedy také tr(A) = 0.

� Determinantem čtvercové matice A typu n×n bude skalár det A, který lze obecně určit
např. pomoćı Levi-Civitova symbolu:

det A =
∑

j1, j2, ..., jn

εj1j2···jnaj11aj22 · · · ajnn, (2.13)

dostáváme tak det A = a11 pro n = 1, pro n = 2 bude det A = a11a22 − a21a12, pro
n = 3 bude det A = a11a22a33 +a21a32a13 +a31a12a23−a11a32a23−a21a12a33−a31a22a13

(tzv. Sarussovo pravidlo). Determinant singulárńı matice det A = 0, determinant re-
gulárńı matice det A 6= 0.

� Inverzńı matićı k regulárńı čtvercové matici A bude matice B = A−1, pokud plat́ı

A ·B = B ·A = 1. (2.14)

� Hermiteovsky sdružená matice (značená obvykle AH v lineárńı algebře, A† př́ıpadně A+

v kvantové mechanice) je označeńı pro matici komplexně sdruženou a transponovanou,

AH = (A∗)T . (2.15)

Pokud AH = AT , jedná se o matici reálnou. Pokud AH = A, mluv́ıme o tzv. Hermite-
ovské matici.

� Unitárńı matice U je regulárńı čtvercová matice, jej́ıž hermiteovsky sdružená matice je
současně matićı inverzńı, tj. UH = U−1 a tedy

UHU = UUH = 1. (2.16)

Reálná unitárńı matice UH = UT je tzv. matićı ortogonálńı, kdy jej́ı řádky, respektive
sloupce, tvoř́ı ortonormálńı soustavu vektor̊u (viz kapitola 2.2).
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� Č́ıslo λ nazýváme vlastńı hodnotou (vlastńım č́ıslem) a nenulový vektor ~v nazýváme
(pravým) vlastńım vektorem čtvercové matice A typu n×n, pokud je splněna podmı́nka

A~v = λ~v, (2.17)

matice A tedy p̊usob́ı na vlastńı vektor jako skalár, tj. neměńı jeho směr (v př́ıpadě tzv.
levých vlastńıch vektor̊u bude mı́t podmı́nka (2.17) podobu ~vA = λ~v). Z rovnice (2.17)
př́ımo vyplývá relace pro určeńı vlastńıch hodnot matice A, kdy soustava n lineárńıch
rovnic

(A− λE)~v = ~0 ∧ ~v 6= ~0, tedy

n∑
j=1

(aij − λδij)vj = 0 pro i = 1, 2, . . . , n

(2.18)

má nenulové řešeńı právě tehdy, pokud je matice této soustavy singulárńı, tj. pokud

det (A− λE) = 0. (2.19)

Vlastńı vektory př́ıslušné jednotlivým vlastńım hodnotám potom urč́ıme z rovnice (2.18).
Pravé vlastńı vektory budou mı́t tvar cr(v1r, v2r, · · · , vnr)T , levé vlastńı vektory budou
cl(v1`, v2`, · · · , vn`), kde cr a c` jsou libovolné konstanty.

� Submatici matice A obdrž́ıme vynecháńım vybraných řádk̊u a/nebo sloupc̊u v matici A.
Determinant regulárńı čtvercové submatice se nazývá subdeterminant nebo také minor.

� Př́ıklady:

2.1 Jsou dány vektory ~a = (0, 2, 4), ~b = (1, 3, 5) a ~c = (6, 1, 3). Vypoč́ıtejte |~a|, |~b|, |~c|,
~a× (~b× ~c), (~a×~b)× ~c, (~a+~b) · (~c− ~a), (~b+ ~c)× (~a−~b), (~a ·~b)2 + (~c× ~a)2.
√

20,
√

35,
√

46, (−142, 16,−8), (14,−6,−26), −8, (4,−1,−3), 1400

2.2 Vypoč́ıtejte obsah rovnoběžńıku, jehož vrcholy tvoř́ı body A[0, 0, 0], B[1, 2, 3], C a D[3, 2, 1].
Dopoč́ıtejte souřadnice bodu C.

4
√

6, [4, 4, 4]

2.3 Body A[2, 1, 0], B[2, 2, 3], C[0, 1 +
√

40, 0] tvoř́ı vrcholy trojúhelńıku. Pomoćı vektorového
součinu najděte jeho obsah.

10

2.4 Body A[4, 1, 0], B[4,−2,−3], C[1,−5,−3] tvoř́ı vrcholy trojúhelńıku. Určete velikosti
vnitřńıch úhl̊u trojúhelńıku a pomoćı vektorového součinu vypoč́ıtejte jeho obsah.

π

6
,

2π

3
,
π

6
,

9
√

3

2

2.5 Body A[2,−4, 9], B[−1,−4, 5], C[6,−4, 6] tvoř́ı vrcholy trojúhelńıku. Pomoćı vektorového
součinu vypoč́ıtejte jeho obsah a určete velikost úhlu α.

25

2
,
π

4
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2.6 Jsou dány matice A =

(
3 −5 7
−2 9 4

)
, B =

−2 5
4 −3
2 1

. Vypoč́ıtejte A ·B, B ·A.

(
−12 37

48 −33

)
,

−16 55 6
18 −47 16
4 −1 18



2.7 Vypoč́ıtejte inverzńı matici k matici

 1 0 −2
−2 1 3

0 1 −2

.

5 2 −2
4 2 −1
2 1 −1



2.8 Jsou dány matice A =

 3 1 2
0 2 1
−1 3 3

, B =

(
0 1 1
−1 0 2

)
. Vypoč́ıtejte inverzńı matici A−1

a matici D = B ·A−1.

1

12

 3 3 −3
−1 11 −3

2 −10 6

,
1

12

(
1 1 3
1 −23 15

)

2.9 Vypoč́ıtejte determinant matice


2 3 0 4
1 2 1 1
3 4 1 1
1 2 2 −1

. 2

2.10 Vypoč́ıtejte determinant matice


2 0 −3 3
1 4 3 −1
1 −4 8 0
0 3 −1 2

. 294

2.11 Vypoč́ıtejte determinant matice


2 2 1 1 1
5 6 3 4 5
7 5 3 5 7

13 10 3 8 13
7 2 1 1 6

. 120

2.12 Vypoč́ıtejte hodnost matice

1 2 1
0 5 −1
2 −1 3

. 2

2.13 Vypoč́ıtejte hodnost matice

−1 1 2 4
0 1 −1 2
2 −1 0 3

. 3

2.14 Jsou dány matice A =

1 −1 1
0 5 2
1 −4 0

, B =

 0 1 2
−2 9 3
10 6 0

, C =

1 2 3
1 4 9
1 2 4

. Vypoč́ıtejte

matice A−BT − 3C, (3AT + B) ·C, C2 ·B, C ·B ·C a determinanty A, B a C.
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−2 −5 −18
−4 −16 −31
−4 −13 −12

,

 9 20 38
10 68 165
25 74 147

,

298 348 60
678 788 136
334 391 68

,

 71 216 443
187 556 1121
87 260 527

,

1, −174, 2

2.2 Báze a jejich transformace

Bázi vektorového prostoru V můžeme definovat jako množinu lineárně nezávislých vektor̊u,
které tzv. generuj́ı vektorový prostor V , tj. kdy každý vektor z vektorového prostoru V lze
vyjádřit jako lineárńı kombinaci těchto (bázových) vektor̊u. Významnou roli při praktických
výpočtech hraj́ı báze ortogonálńı, resp. ortonormálńı. Ortogonálńı báze je speciálńım př́ıpadem
obecné báze, kdy r̊uzné bázové vektory jsou na sebe kolmé. Pro bázové vektory ~xi, ~xj , i 6= j
tedy plat́ı

~xi · ~xj = xixj = 0, př́ıpadně v algebraické notaci, (~xi, ~xj) = 0. (2.20)

Ortonormálńı báze je speciálńım př́ıpadem ortogonálńı báze, kdy všechny bázové vektory
(znač́ıme je v tomto př́ıpadě ~ei, často se také použ́ıvá x̂i) maj́ı nav́ıc jednotkovou velikost,

~ei · ~ej = δij , př́ıpadně, (~ei, ~ej) = δij . (2.21)

Na př́ıkladu obrázku 2.1 zkonstruujeme matice přechodu mezi bázemi a ukážeme princip re-
prezentace vektoru v r̊uzných báźıch v R2 (v př́ıpadě vyšš́ı dimenze vektorového prostoru bude
postup zcela analogický). Jsou zavedeny dvě báze E a F , černá a červená, s bázovými vektory
~e1, ~e2 a ~f1, ~f2, kdy černá báze je ortonormálńı, červená báze je zcela obecná. Přechod z černé
báze E do červené báze F je zde dán vztahy (popisuj́ıćımi vektorový součet)

~f1 = 2,5~e1 + 0,5~e2,
~f2 = 0,3~e1 + ~e2.

(2.22)

Můžeme tedy ihned napsat matici přechodu T z báze E do báze F :

T (E 7→ F) =


5

2

1

2
3

10
1

 . (2.23)

Matici přechodu (2.23, i všechny daľśı) lze zapsat také pomoćı sloupcového formalismu, tj. vek-
tory ~f1, ~f2 budou zapsány jako sloupcové. V takovém př́ıpadě bude

”
sloupcově“ zapsaná matice

přechodu násobit libovolný, rovněž sloupcový vektor (viz rovnice (2.29) v daľśım výkladu), za-
psaný za matićı. Ostatńı dále popsané principy z̊ustanou nezměněné.

Z rovnic (2.22) snadno odvod́ıme rovnice pro ~e1, ~e2, tedy rovnice opačného přechodu z
červené báze F do černé báze E :

~e1 =
20

47
~f1 −

10

47
~f2,

~e2 = − 6

47
~f1 +

50

47
~f2.

(2.24)

V maticovém zápisu p̊ujde o zpětnou matici přechodu S, která je inverzńı v̊uči matici T, tedy
S = T−1:

S (F 7→ E) =


20

47
−10

47

− 6

47

50

47

 . (2.25)
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~e1

~e2

~f1

~f2

~3

Obrázek 2.1: Schéma reprezentace vektoru ~v, vyznačeného zelenou barvou, ve dvou r̊uzných báźıch
v R2, v černě vyznačené ortonormálńı bázi s bázovými vektory ~e1, ~e2 a v červeně vyznačené obecné
bázi s bázovými vektory ~f1, ~f2. Přechod z černé do červené báze je dán vztahy: ~f1 = 2,5~e1 + 0,5~e2,
~f2 = 0,3~e1 + ~e2. V černě vyznačené bázi má vektor ~v složky o velikosti (2, 2), velikost složek je zde
znázorněna pr̊umětem vektoru ~v do směr̊u jednotlivých vektor̊u báze, zvýrazněným černými čárkovanými
čarami a znamená poměr velikosti těchto pr̊umět̊u ku velikosti př́ıslušných bázových vektor̊u. Totéž
plat́ı v červeně vyznačené bázi, kde velikost složek je dána pr̊umětem vektoru ~v do směr̊u jednotlivých
bázových vektor̊u, zvýrazněným červenými čárkovanými čarami. Velikost složek vektoru ~v v červené

bázi bude

(
28

47
,

80

47

)
≈ (0,6; 1,7).

Daný (zelený) vektor ~v má vodorovnou a svislou složku v černé bázi E znázorněnou pr̊umětem
vektoru do vodorovné a svislé osy, tj. do směr̊u, které odpov́ıdaj́ı bázovým vektor̊um ~e1, ~e2.
Velikosti těchto složek budou odpov́ıdat poměru délek těchto pr̊umět̊u (vyznačených čárkovaně
černě) a př́ıslušných bázových vektor̊u, můžeme tedy vektor ~v zapsat jako vektorový součet
(v tomto př́ıpadě předem zvolených) násobk̊u vektor̊u báze E , nebo pouze pomoćı složek:

~v = 2~e1 + 2~e2, nebo ~v = (2, 2), (2.26)

kdy ve druhém př́ıpadě implicitně předpokládáme, že se
”
pohybujeme“ v bázi E . Určeńı složek

vektoru ~v v červené bázi F bude zcela obdobné. Pr̊uměty vektoru ~v do směr̊u bázových vektor̊u
~f1, ~f2 jsou znázorněné čárkovaně červeně, velikosti složek budou opět odpov́ıdat poměru délek
těchto pr̊umět̊u a př́ıslušných bázových vektor̊u. Uvědomı́me-li si, že vektor ~v je jen jeden a
tedy vektorový součet jeho složek muśı být stejný bez ohledu na to ze které báze se na něj

”
d́ıváme“, můžeme pro stanoveńı jeho složek v bázi F např́ıklad nejprve analogicky k rovnici

(2.26) obecně napsat

~v = a~f1 + b~f2 = 2~e1 + 2~e2. (2.27)

Dosazeńım za vektory ~e1, ~e2 z rovnice (2.24) dopoč́ıtáme velikosti složek a, b:

~v =
28

47
~f1 +

80

47
~f2, nebo ~v =

(
28

47
,
80

47

)
, (2.28)

kdy ve druhém př́ıpadě opět implicitně předpokládáme, že se
”
pohybujeme“ v bázi F . Stejný

výsledek dostaneme, vynásob́ıme-li vektor ~v, zapsaný pomoćı jeho složek v černé bázi E , matićı
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S přechodu z červené báze F do černé báze E :

(a, b) = (2, 2)

 20

47
−10

47

− 6

47

50

47

 =

(
28

47
,
80

47

)
. (2.29)

Zpětnou transformaci můžeme ověřit vynásobeńım takto źıskaných složek (a,b) vektoru ~v v bázi
F matićı T přechodu z černé báze E do červené báze F , výsledkem muśı být p̊uvodńı složky
vektoru ~v v bázi E :

(
28

47
,
80

47

) 5

2

1

2
3

10
1

 = (2, 2). (2.30)

V př́ıpadě ortonormálńıch báźı budou matice přechodu mezi nimi maticemi pouze rotačńımi,
tedy ortogonálńımi. Muśı tedy platit: T−1 = TT a zároveň: det T = det T−1 = ±1 (pokud
det T = det T−1 = −1, jedná se o tzv. nepravou (nevlastńı) rotaci, tedy rotaci spojenou se zr-
cadleńım v rovině kolmé k ose rotace). Daľśı podrobnosti, týkaj́ıćı se vektorového a maticového
počtu včetně poč́ıtáńı s bázemi - viz př́ıslušné kursy lineárńı algebry.

� Př́ıklady:

2.15 Nalezněte matice přechodu mezi standardńı ortonormálńı báźı (kartézské souřadnicové
soustavy) a báźı cylindrické souřadnicové soustavy.r̂φ̂
ẑ

 =

 cosφ sinφ 0
− sinφ cosφ 0

0 0 1

x̂ŷ
ẑ

,

x̂ŷ
ẑ

 =

cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0

0 0 1

r̂φ̂
ẑ


2.16 Nalezněte matice přechodu mezi standardńı ortonormálńı báźı (kartézské souřadnicové

soustavy) a báźı sférické souřadnicové soustavy.r̂θ̂
φ̂

 =

sin θ cosφ sin θ sinφ cos θ
cos θ cosφ cos θ sinφ − sin θ
− sinφ cosφ 0

x̂ŷ
ẑ

,

x̂ŷ
ẑ

 =

sin θ cosφ cos θ cosφ − sinφ
sin θ sinφ cos θ sinφ cosφ

cos θ − sin θ 0

r̂φ̂
ẑ


2.17 Nalezněte matici přechodu při otočeńı dvourozměrné kartézké souřadnicové soustavy

o úhel α (tzv. matici rotace).(
x′

y′

)
=

(
cosα sinα
− sinα cosα

)(
x
y

)
2.18 Nalezněte matici G Galileovy transformace časoprostoru. Galileova časoprostorová trans-

formace je daná přǐrazeńım (t, x, y, z)T 7→ (t′, x′, y′, z′)T , kde t′ = t, x′ = x − vxt,
y′ = y − vyt a z′ = z − vzt, přičemž vektor ~v = (vx, vy, vz) interpretujeme jako rychlost.
Vynásobeńım matic dokažte vztah Gu ×Gv = Gu+v a vysvětlete proč se tento vztah
nazývá klasickým pravidlem skládáńı rychlost́ı.
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1 0 0 0
−vx 1 0 0
−vy 0 1 0
−vz 0 0 1

,


1 0 0 0

−vx − ux 1 0 0
−vy − uy 0 1 0
−vz − uz 0 0 1


2.19 Vektor ~a má v ortonormálńı bázi B v R2 složky (11/2, −1). Přechod mezi bázemi B a B′

je dán vztahy
~e ′1 = 4~e1 + ~e2,

~e ′2 =
3

2
~e1 − 2~e2.

Určete matici T přechodu z báze B do báze B′, matici S přechodu z báze B′ do báze B a
složky vektoru ~a v bázi B′. Je báze B′ ortonormálńı (uved’te d̊uvod) ? Nakreslete obrázek,
znázorňuj́ıćı velikost a směr všech uvedených vektor̊u, tj. vektor̊u obou báźı i vektoru ~a.

T =

(
4 1
3

2
−2

)
, S =


4

19

2

19
3

19
− 8

19

, ~a(B′) = (1, 1), báze B′ neńı ortonormálńı.

2.20 Vektor ~a má v ortonormálńı bázi B složky (1, 0,−2). Přechod mezi bázemi B a B′ je dán
vztahy

~e1 = −~e ′1 + ~e ′2 − ~e ′3 ,
~e2 = ~e ′1 + 2~e ′3 ,
~e3 = ~e ′1 + ~e ′2 + 2~e ′3 .

Určete matici T přechodu z báze B do báze B′, matici S přechodu z báze B′ do báze B a
složky vektoru ~a v bázi B′. Je báze B′ ortonormálńı (uved’te d̊uvod) ?

T =

−2 −3 2
0 −1 1
1 2 −1

, S =

−1 1 −1
1 0 2
1 1 2

, ~a(B′) = (−3,−1,−5), báze B′ neńı orto-

normálńı.

2.21 Vektor ~a má v ortonormálńı bázi B′ složky (1, 2,−1). Přechod mezi bázemi B a B′ je dán
vztahy

~e1 = ~e ′2 − ~e ′3 ,
~e2 = ~e ′1 + 2~e ′3 ,
~e3 = ~e ′1 + ~e ′2 + 2~e ′3 .

Určete matici T přechodu z báze B do báze B′, matici S přechodu z báze B′ do báze B a
složky vektoru ~a v bázi B. Je báze B ortonormálńı (uved’te d̊uvod) ?

T =

 2 3 −2
0 −1 1
−1 −1 1

, S =

0 1 −1
1 0 2
1 1 2

, ~a(B) = (3, 2,−1), báze B neńı ortonormálńı.

2.22 Vektor ~a má v ortonormálńı bázi B′ složky (1, 1, 1). Přechod mezi bázemi B a B′ je dán
vztahy

~e1 = ~e ′1 − 2~e ′2 − 3~e ′3 ,
~e2 = 2~e ′1 − ~e ′2 − ~e ′3 ,
~e3 = ~e ′1 + ~e ′2 + ~e ′3 .

Určete matici T přechodu z báze B do báze B′, matici S přechodu z báze B′ do báze B a
složky vektoru ~a v bázi B. Je báze B ortonormálńı (uved’te d̊uvod) ?
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T =

 0 1 1
1 2 5
−1 −1 −3

, S =

 1 −2 −3
2 −1 −1
−1 1 1

, ~a(B) = (0, 2, 3), báze B neńı ortonormálńı.

2.23 Vektor ~a má ve standardńı kartézské bázi E složky (1,−
√

3, 1). Dále jsou zadány dvě báze
B a B′, přičemž matice R přechodu z báze E do báze B′ má tvar

R(E 7−→ B′) =


√

3
2

1
2 0

−1
2

√
3

2 0

0 0 1

 .

Přechod mezi bázemi B a B′ je dán vztahy

~e1 = ~e ′1 − 2~e ′2 − 2~e ′3 ,
~e2 = 2~e ′1 − 2~e ′2 + ~e ′3 ,
~e3 = −~e ′1 + 2~e ′2 + 3~e ′3 .

Určete matici T přechodu z báze B do báze B′, matici S přechodu z báze B′ do báze B a
složky vektoru ~a v báźıch B a B′. Jsou báze B a B′ ortonormálńı (uved’te d̊uvod) ?

T =

−4 1 −3
−7 1 −5

1 0 1

, S =

 1 −1 −2
2 −1 1
−1 1 3

, ~a(B′) = (0,−2, 1), ~a(B) = (15,−2, 11),

B′ ano, B ne.

2.24 Vektor ~a má ve standardńı kartézské bázi E složky (1, 1, 1). Dále jsou zadány dvě báze B
a B′, přičemž matice R přechodu z báze E do báze B′ má tvar

R(E 7−→ B′) =

 1
2 0 1

2
0 1 0
−1 0 1

 . R−1 =

1 0 −1
2

0 1 0
1 0 1

2


Přechod z báze B′ do báze B je dán vztahy

~e1 = ~e ′2 + ~e ′3 ,
~e2 = 2~e ′1 + ~e ′3 ,
~e3 = −~e ′1 + ~e ′2 .

Určete matici R−1 přechodu z báze B′ do báze E , matici T přechodu z báze E do báze
B, matici S přechodu z báze B do báze E a složky vektoru ~a v báźıch B a B′. Jsou báze
B a B′ ortonormálńı (uved’te d̊uvod) ?

T =

−1 1 1
0 0 2
−1

2 1 −1
2

, S =

−2 3
2 2

−1 1 2
0 1

2 0

, ~a(B′) = (2, 1, 0),~a(B) = (−3, 3, 4),

B′ ne, B ne.

2.25 Vektor ~a má ve standardńı kartézské bázi E složky (1, 1, 1). Dále jsou zadány dvě báze B
a B′, přičemž matice R přechodu z báze E do báze B′ má tvar

R(E 7−→ B′) =

0 −1 0
1 0 0
0 0 −1

 .
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Přechod z báze B′ do báze B je dán vztahy

~e1 = ~e ′2 + ~e ′3 ,
~e2 = 2~e ′1 + ~e ′3 ,
~e3 = −~e ′1 + ~e ′2 .

Určete matici T přechodu z báze E do báze B, matici S přechodu z báze B do báze E a
složky vektoru ~a v báźıch B a B′. Jsou báze B a B′ ortonormálńı (uved’te d̊uvod) ?

T =

1 0 −1
0 −2 −1
1 1 0

, S =

−1 1 2
1 −1 −1
−2 1 2

, ~a(B′) = (−1, 1,−1), ~a(B) = (−2, 1, 3),

B′ ano, B ne.

2.26 Vektor ~a má ve standardńı kartézské bázi E složky (1, 1, 2). Dále jsou zadány dvě báze B
a B′, přičemž matice R přechodu z báze E do báze B′ má tvar

R(E 7−→ B′) =

 1 1 0
−1 1 0

0 0 1

 .

Přechod z báze B′ do báze B je dán vztahy

~e1 = −~e ′2 − 2~e ′3 ,

~e2 =
1

2
~e ′1 −

3

2
~e ′2 + ~e ′3 ,

~e3 = ~e ′2 + 3~e ′3 .

Určete matici T přechodu z báze E do báze B, matici S přechodu z báze B do báze E
a složky vektoru ~a v báźıch B a B′. Jsou báze B a B′ ortonormálńı (uved’te d̊uvod)? Je
báze B′ ortogonálńı (prokažte) ?

T =

 1 −1 −2
2 −1 1
−1 1 3

, S =

−4 1 −3
−7 1 −5

1 0 1

, ~a(B) = (−9, 2,−6), ~a(B′) = (1, 0, 2),

B′ ne, B ne. Ano.

2.3 Tenzorový počet

Kromě skalár̊u a vektor̊u (tj. tenzor̊u nultého a prvńıho řádu) existuj́ı složitěǰśı algebraické
struktury, tedy tenzory vyšš́ıch řád̊u. Z nich nejběžněǰśı a nejjednodušš́ı jsou tzv. tenzory
druhého řádu, které obvykle popisuj́ı fyzikálńı pole s tzv. smykovými účinky (reprezentovanými
nediagonálńımi prvky v př́ıslušném tenzoru) v mechanice kontinua, např́ıklad tenzor defor-
mace, tenzor napět́ı, atd. Tak jako každý obecný vektor ~v je tvořen třemi skalárńımi složkami
(v1, v2, v3), je obecný tenzor 2. řádu T tvořen třemi

”
vektorovými“ složkami (~T1, ~T2, ~T3), které

lze obecně zapsat,

Ti =

T1i

T2i

T3i

 , (2.31)
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kde každý ze tř́ı vektor̊u Ti je zapsán pomoćı tř́ı složek. Zaṕı̌seme-li tenzor T formou explicitńıho
maticového zápisu,

T =

T11 T12 T13

T21 T22 T23

T31 T32 T33

 , (2.32)

je každý ze tř́ı vektor̊u Ti reprezentován jedńım sloupcem matice (2.32). Analogicky ke zp̊usobu
zápisu vektoru pomoćı složky a jednotkového bázového vektoru (v Einsteinově notaci) ~v = vi~ei
můžeme tenzor zapsat jako

T = Tij~ei~ej nebo T = Tij~ei ⊗ ~ej . (2.33)

Symbol ⊗ znač́ı tzv. tenzorový (dyadický) součin, tedy součin dvou vektor̊u stejné dimenze,
kdy prvńı z nich je sloupcový a druhý řádkový (jedná se tedy o součin matic typu 3× 1 a 1× 3
s výslednou matićı typu 3×3, na rozd́ıl od skalárńıho součinu, který můžeme obdobně vyjádřit
jako součin řádkové a sloupcové matice typu 1× 3 a 3× 1 s výslednou matićı typu 1× 1, tedy
skalárem). Dyadický součin je speciálńım př́ıpadem tzv. vněǰśıho součinu dvou vektor̊u, které
nemuśı mı́t stejnou dimenzi. Z rovnice (2.33) zároveň vyplývá, že prvek Tij tenzoru T můžeme
určit (tak jako složku vi vektoru ~v lze určit skalárńım součinem, vi = ~v · ~ei) pomoćı dvojitého
skalárńıho součinu

Tij = ~ei ·T · ~ej . (2.34)

Tenzorovým (dyadickým) součinem dvou vektor̊u ~v a ~w je tedy tenzor T, pro jehož prvek Tij
plat́ı

Tij = viwj . (2.35)

Tenzorový součin má následuj́ıćı vlastnosti:

• ~v ⊗ ~w 6= ~w ⊗ ~v (2.36)

• ~u⊗ (α~v + β ~w) = α~u⊗ ~v + β~u⊗ ~w, (α~u+ β~v)⊗ ~w = α~u⊗ ~w + β~v ⊗ ~w (2.37)

• (~u⊗ ~v) · ~w = (~v · ~w) ~u, ~u · (~v ⊗ ~w) = (~u · ~v) ~w (2.38)

Jednotlivé dyády (dvojice), tedy tzv. bázové tenzory ~ei~ej v rovnici (2.33) můžeme explicitně
vyjádřit maticovým zápisem (v kartézské bázi),

~e1~e1 =

1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , ~e1~e2 =

0 1 0
0 0 0
0 0 0

 , ~e1~e3 =

0 0 1
0 0 0
0 0 0

 ,

~e2~e1 =

0 0 0
1 0 0
0 0 0

 , ~e2~e2 =

0 0 0
0 1 0
0 0 0

 , ~e2~e3 =

0 0 0
0 0 1
0 0 0

 , (2.39)

~e3~e1 =

0 0 0
0 0 0
1 0 0

 , ~e3~e2 =

0 0 0
0 0 0
0 1 0

 , ~e3~e3 =

0 0 0
0 0 0
0 0 1

 .

Ne každý tenzor 2. řádu můžeme obecně vyjádřit jako tenzorový součin dvou vektor̊u, každý
tenzor 2. řádu můžeme ovšem napsat jako lineárńı kombinaci tenzorového součinu vektor̊u
(obdobně jako jsme jej napsali pomoćı tenzorového součinu jednotkových bázových vektor̊u
v rovnici (2.33)).
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� Kroneckerovo delta:

Tzv. Kroneckerovo delta je matematická funkce, značená symbolem δij , určená následuj́ıćım
zp̊usobem:

δij =

{
1, pokud i = j,
0, pokud i 6= j.

(2.40)

Kroneckerovo delta lze zavést i jako tzv. Kronecker̊uv tenzor 2. řádu δij pro i, j = 1, 2, 3
(význam horńıch a spodńıch index̊u je popsán ńıže v odstavci

”
Kovariantńı a kontravariantńı

transformace, duálńı tenzor“), definovaný jako

δij =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = 1, (2.41)

Některé d̊uležité vlastnosti funkce Kroneckerovo delta:

� Ortonormalitu vektor̊u ~ei, ~ej můžeme vyjádřit jako eiejδij .

� δii = 3, stopa Kroneckerova tenzoru δii = 3.

� Kroneckerovo delta δij zaměňuje indexy složek vektor̊u nebo prvk̊u tenzor̊u, např́ıklad

viδij = vj nebo obecně Tij ... k ... zδkl = Tij ... l ... z. (2.42)

� Redukce (úžeńı) dvou funkćı δijδjk s jedńım společným indexem j na výslednou funkci δik,
úžeńı dvou funkćı se dvěma společnými indexy i, j na výslednou funkci δijδij = δii = 3.

� Kroneckerovo delta δij redukuje (úž́ı) sumaci (tj. odstraňuje jednu sumu), kdy např́ıklad∑
i

∑
j

Aijδij =
∑
i

Aii,
∑
j

∑
k

Ajkδjkδij =
∑
j

Ajjδij = Aij . (2.43)

� Antisymetrický (permutačńı nebo také Levi-Civit̊uv) symbol:

Tzv. antisymetrický (také Levi-Civit̊uv - viz odd́ıl 2.1) symbol, značený εijk, je definován
zp̊usobem

εijk =


+1, pokud ijk jsou sudé permutace, tedy ijk = 123, 231, 312,
−1, pokud ijk jsou liché permutace, tedy ijk = 132, 213, 321,
0, pokud ijk jsou nulové permutace, tedy pokud i = j ∨ j = k ∨ k = i.

(2.44)

Některé d̊uležité vlastnosti Levi-Civitova symbolu εijk:

� Umožňuje stanovit výraz pro determinant obecné čtvercové regulárńı matice A libo-
volného řádu (je popsán v rovnici (2.13)). Např́ıklad pro matici A řádu 3 × 3 potom
dostáváme

det A =
∑
i,j,k

εijk Ai1Aj2Ak3. (2.45)
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� Velmi užitečná při výpočtech (např́ıklad vektorových identit nebo p̊usobeńı diferenciálńıch
operátor̊u) je také souvislost mezi Levi-Civitovým symbolem εijk a Kroneckerovou funkćı
δij . Z definice Levi-Civitova symbolu (2.44) jasně vyplývá, že společným p̊usobeńım dvou
symbol̊u εijk a εlmn dostáváme identitu

εijkεlmn = δilδjmδkn + δimδjnδkl + δinδjlδkm − δilδjnδkm − δimδjlδkn − δinδjmδkl, (2.46)

kterou můžeme kompaktńım zp̊usobem zapsat pomoćı maticového formalismu ve tvaru

εijkεlmn = det

δil δim δin
δjl δjm δjn
δkl δkm δkn

 . (2.47)

� Z rovnice (2.47) a ze zúžeńı Kroneckerových funkćı delta se společnými indexy dále
vyplývá, že p̊usobeńı dvou Levi-Civitových symbol̊u εijkεklm s jedńım společným indexem
k zjednoduš́ı rovnici (2.46) do podoby

εijkεklm = δilδjm − δimδjl, (2.48)

� V př́ıpadě dvou, př́ıpadně všech tř́ı společných index̊u dostaneme

εijkεjkl = 2δil, εijkεijk = 6. (2.49)

� Levi-Civit̊uv symbol můžeme definovat i pro n-rozměrný prostor, v tom př́ıpadě bude
obsahovat n r̊uzných index̊u, přičemž sudé permutace budou vytvářeny sudým počtem
č́ıselných záměn, liché permutace lichým počtem č́ıselných záměn (celkový počet nenu-
lových permutaćı je n!). Např́ıklad sudé permutace symbolu εijkl ve čtyřrozměrném pro-
storočase budou ε0123, ε0231, ε0312, ε1032, ε1320, ε1203, ε2130, ε2301, ε2013, ε3210, ε3102, ε3021.
Ostatńıch 12 permutaćı (bez opakováńı) bude tedy lichých.

� Př́ıklad p̊usobeńı diferenciálńıch operátor̊u na tenzorové pole:

� Gradient (viz odstavec 5.3) tenzoru zvyšuje tzv. řád tenzoru, tj. např́ıklad z vektoru
(tenzoru 1. řádu) vytvoř́ı tenzor 2. řádu, z tenzoru 2. řádu tenzor 3. řádu, atd. Gradient
tenzoru T druhého řádu můžeme v kartézské souřadné soustavě s konstantńımi vektory
báze (viz př́ıloha A) obecně zapsat,

~∇T =
∂(Tjk~ej ⊗ ~ek)

∂xi
⊗ ~ei =

∂Tjk

∂xi
~ej ⊗ ~ek ⊗ ~ei, (2.50)

kdy dvojitý tenzorový součin vytvoř́ı tenzor 3. řádu (s odpov́ıdaj́ıćı reprezentaćı pomoćı
3D matice typu 3× 3× 3, respektive

”
obyčejné“ matice typu 9× 3) s prvky Tjki.

� Divergence (viz odstavec 5.3) tenzoru snižuje řád tenzoru, tj. např́ıklad z tenzoru 2. řádu
vytvoř́ı vektor, z vektoru skalár, atd. Divergenci tenzoru T druhého řádu můžeme v kartéz-
ské souřadné soustavě s konstantńımi vektory báze (viz př́ıloha A) obecně zapsat,

~∇ ·T =
∂Tij

∂xj
~ei, (2.51)
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kdy explicitńı tvar rovnice (2.51) bude v kartézském systému vypadat (viz také rovnice
(A.17) v př́ıloze A),

~∇ ·T =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)Axx Axy Axz
Ayx Ayy Ayz
Azx Azy Azz

T

=

=
∂Axx
∂x

+
∂Axy
∂y

+
∂Axz
∂z

,
∂Ayx
∂x

+
∂Ayy
∂y

+
∂Ayz
∂z

,
∂Azx
∂x

+
∂Azy
∂y

+
∂Azz
∂z

. (2.52)

� Kovariantńı a kontravariantńı transformace, duálńı tenzor:

Působeńım metrického tenzoru dané soustavy (viz např́ıklad rovnice (A.4), (A.3), (A.36) a
(A.63) v př́ıloze A) transformujeme složky vektorových a tenzorových veličin mezi tzv. ko-
variantńı a kontravariantńı báźı, které rozlǐsuj́ı kvantitativńı chováńı dané geometrické nebo
fyzikálńı entity při změně báze. Abychom zachovali velikost vektoru jako takovou, muśı být
složky vektor̊u (např́ıklad polohy nebo rychlosti), jejichž rozměr je př́ımo úměrný měř́ıtku
báze, kontra-variantńı v̊uči bázovým vektor̊um, zapisujeme je ~V = V i ~ei. Naopak, složky
tzv. duálńıch vektor̊u, nazývaných také kovektory (např́ıklad vektor gradientu, který má rozměr
prostorové derivace, respektive vzdálenosti−1), muśı být ko-variantńı v̊uči změně báze, zapi-
sujeme je ~V = Vi ~e

i. V zápisu se tedy formálně odlǐsuj́ı spodńı nebo horńı polohou index̊u. V
ortogonálńıch souřadných soustavách pro tzv. kovariantńı metrický tenzor plat́ı gij = hihjδij
(viz tzv. Laméovy koeficienty, rovnice (A.11)). Pro tzv. kontravariantńı metrický tenzor gij

vždy plat́ı gijg
ij = 1, tedy gij = g−1

ij . Obecné a explicitńı vyjádřeńı transformace vektoru
Vi z kovariantńı do kontravariantńı báze lze tedy zapsat zp̊usobem (viz Einsteinova sumačńı
konvence):

V j = gjiVi = gj1V1 + gj2V2 + gj3V3. (2.53)

Transformaci kovariantńıho tenzoru 2. řádu Tij do kontravariantńı báze zaṕı̌seme následovně:

T ji = gjkTki = gj1T1i + gj2T2i + gj3T3i (smı́̌sený ko- a kontravariantńı tenzor), (2.54)

T ij = gimgjnTmn = gi1gj1T11 + gi1gj2T12 + gi1gj3T13 + gi2gj1T21 + . . . + gi3gj3T33. (2.55)

Analogickým zp̊usobem proběhne transformace tenzor̊u libovolného vyšš́ıho řádu.
V trojrozměrném prostoru jsou rozlǐsovány tzv. axiálńı vektory (pseudovektory), které se

nezrcadĺı spolu se souřadnou soustavou (na rozd́ıl od tzv. polárńıch neboli pravých vektor̊u,
které se zrcadĺı) a které můžeme definovat jako pseudovektor Vi duálńı k antisymetrickému
tenzoru Tjk,

Vi =
1

2
εijkTjk, kde Tjk = AjBk −AkBj , (2.56)

(de facto se tedy jedná o rotaci vektor̊u ~V = ~A × ~B). Obdobným zp̊usobem definujeme
ve čtyřrozměrném prostoročase antisymetrický pseudotenzor 2. řádu (znač́ıme ?T ), který je
duálńı s antisymetrickým tenzorem 2. řádu a antisymetrický pseudotenzor 3. řádu, který je
duálńı s vektorem:

?Tµν =
1

2
εµνρσTρσ,

?Tµνρ = εµνρσVσ, (2.57)

kde ovšem pro výchoźı permutace Levi-Civitova symbolu v kovariantńı a kontravariantńı bázi
(v rámci zde zavedené konvence, viz př́ıklad 2.40, viz také např́ıklad Lenc (2001)) plat́ı εµνρσ =
ε0123 = −1, εµνρσ = ε0123 = 1.
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� Př́ıklady:

2.27 Pomoćı Kroneckerova delta a Levi-Civitova symbolu v Einsteinově notaci ověřte vekto-
rovou identitu ~A× ~B = − ~B × ~A.

Pomoćı rovnic (2.6) a (2.42).

2.28 Pomoćı Kroneckerova delta a Levi-Civitova symbolu v Einsteinově notaci ověřte identitu
pro smı́̌sený součin ~A · ( ~B × ~A) = 0.

Pomoćı rovnice (2.8).

2.29 Pomoćı Kroneckerova delta a Levi-Civitova symbolu v Einsteinově notaci ověřte identitu
pro smı́̌sený součin ~A · ( ~B × ~C) = ~B · (~C × ~A) = ~C · ( ~A× ~B).

Pomoćı rovnice (2.8).

2.30 Pomoćı Kroneckerova delta a Levi-Civitova symbolu v Einsteinově notaci ověřte vekto-
rovou identitu ~A× ( ~B × ~C) = ( ~A · ~C) ~B − ( ~A · ~B) ~C.

Pomoćı rovnic (2.6) a (2.48).

2.31 Pomoćı Kroneckerova delta a Levi-Civitova symbolu v Einsteinově notaci ověřte vekto-
rovou identitu ( ~A× ~B)× (~C × ~D) = ~C [ ~D · ( ~A× ~B)] − ~D [~C · ( ~A× ~B)].

Pomoćı rovnic (2.6) a (2.48).

2.32 Dokažte, že:

(a) εij εij = 2!

(b) εijk εijk = 3!

(c) εijkl εijkl = 4!

(d) Odhadněte výsledek εi1 i2 i3 ... in εi1 i2 i3 ... in .

Pomoćı rovnic (2.46) a (2.47).

2.33 Jednotlivé členy tzv. Cauchyho tenzoru deformace Eij (popisuj́ıćıho malé deformace) lze
pomoćı index̊u zapsat jako

Eij =
1

2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
,

kde i, j = 1, 2, 3 a vi, vj jsou složky vektoru rychlosti. V Einsteinově notaci napǐste výraz
pro divergenci tohoto tenzoru, napǐste také explicitńı výraz pro 1. vektorovou složku této
divergence.

∂Eij
∂xj

=
1

2

(
∂2vi
∂x2

j

+
∂2vj
∂xi∂xj

)
,
∂Exx
∂x

+
∂Exy
∂y

+
∂Exz
∂z

=
1

2

[
∆vx +

∂

∂x

(
~∇ · ~v

)]
.

2.34 Jednotlivé členy tzv. Greenova-Lagrangeova tenzoru deformace Eij (popisuj́ıćıho libo-
volně velké deformace) lze pomoćı index̊u zapsat jako

Eij =
1

2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

+
∂vk
∂xj

∂vk
∂xi

)
,
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kde i, j, k = 1, 2, 3 a vi, vj , vk jsou složky vektoru rychlosti. V Einsteinově notaci napǐste
výraz pro divergenci tohoto tenzoru.

∂Eij
∂xj

=
1

2

(
∂2vi
∂x2

j

+
∂2vj
∂xi∂xj

+
∂vk
∂xj

∂2vk
∂xi∂xj

+
∂vk
∂xi

∂2vk
∂x2

j

)
.

2.35 Tzv. tenzor napět́ı Tij lze zapsat např́ıklad formou

Tij = −p δij + η

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
,

kde i, j = 1, 2, 3 a vi, vj jsou složky vektoru rychlosti, p je skalárńı veličina (skalárńı
tlak) a η je konstanta (koeficient dynamické viskozity). Pomoćı Einsteinovy a vektorové
symboliky napǐste výraz pro divergenci tohoto tenzoru.

∂Tij
∂xj

= − ∂p

∂xi
+ η

(
∂2vi
∂x2

j

+
∂2vj
∂xi∂xj

)
= −~∇p+ η

[
∆~v + ~∇

(
~∇ · ~v

)]
.

2.36 Tzv. tenzor viskózńıho (střihového) napět́ı σij lze zapsat např́ıklad formou

σij = η

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
+ λ

∂vk
∂xk

δij ,

kde i, j, k = 1, 2, 3, vi, vj , vk jsou složky vektoru rychlosti a η i λ jsou konstanty (koefici-
ent dynamické viskozity, koeficient dilatačńı viskozity). Pomoćı Einsteinovy a vektorové
symboliky napǐste výraz pro divergenci tohoto tenzoru.

∂σij
∂xj

= η

(
∂2vi
∂x2

j

+
∂2vj
∂xi∂xj

)
+ λ

∂2vk
∂xi∂xk

= η∆~v + (η + λ) ~∇
(
~∇ · ~v

)
.

2.37 Kovariantńı metrický tenzor gij válcové souřadné soustavy v pořad́ı souřadnicových směr̊u
r, φ, z, je vyjádřen matićı (viz rovnice (A.36))

gij =

1 0 0
0 r2 0
0 0 1

 .

Obdobný kovariantńı metrický tenzor kulové souřadné soustavy v pořad́ı souřadnicových
směr̊u r, θ, φ, je vyjádřen matićı (viz rovnice (A.63))

gij =

1 0 0
0 r2 0
0 0 r2 sin2 θ

 .

Určete:

(a) všechny nenulové tzv. Christoffelovy symboly Γρµν válcové soustavy (určuj́ıćı křivost
dané metriky), které jsou obecně definovány předpisem (viz také rovnice (A.12))

Γρµν =
1

2
gρλ
(
∂gνλ
∂xµ

+
∂gµλ
∂xν

− ∂gµν
∂xλ

)
,

(b) všechny nenulové Christoffelovy symboly kulové soustavy, definované rovněž před-
pisem (A.12),
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(c) explicitńı tvar vektoru rotace vektoru ~A ve válcové soustavě, obecně daný předpisem
(viz také rovnice (A.20))

~∇× ~A = εijk
1

hjhk

[
∂

∂xj
(hkAk)

]
~ei,

(d) explicitńı tvar vektoru rotace vektoru ~A v kulové soustavě, obecně daný stejným
předpisem.

(a) Γrφφ = −r, Γφφr = Γφrφ =
1

r
,

(b) Γrθθ = −r, Γθθr = Γθrθ = Γφφr = Γφrφ =
1

r
, Γrφφ = −r sin2 θ, Γθφφ = − sin θ cos θ, Γφφθ =

Γφθφ = cotg θ,

(c) viz relace (A.45) v př́ıloze A,

(d) viz relace (A.71) v př́ıloze A.

2.38 Jsou zadány kovariantńı tenzor Aij a kovariantńı metrický tenzor gij dané souřadné sou-
stavy, v pořad́ı souřadnicových směr̊u r, θ, φ, ve tvaru

Aij =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 , gij =

1 0 0
0 r2 0
0 0 r2 sin2 θ

 .

Určete:

(a) smı́̌sený metrický tenzor gij a smı́̌sený tenzor Aij ,

(b) kontravariantńı tenzor Aij .

(a) gij =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 = δij , Aij =


a11 a12 a13

a21

r2

a22

r2

a23

r2

a31

r2 sin2 θ

a32

r2 sin2 θ

a33

r2 sin2 θ

 ,

(b) Aij =


a11

a21

r2

a31

r2 sin2 θ
a12

r2

a22

r4

a32

r4 sin2 θ
a13

r2 sin2 θ

a23

r4 sin2 θ

a33

r4 sin4 θ

 .

2.39 Ve čtyřrozměrném prostoru (prostoročase) jsou zadány kovariantńı tenzor Aµν a kova-
riantńı metrický tenzor gαβ dané souřadné soustavy, v pořad́ı souřadnicových směr̊u
t, u, v, w, ve tvaru

Aµν =


a00 a01 a02 a03

a10 a11 a12 a13

a20 a21 a22 a23

a30 a31 a32 a33

 , gαβ =


−1 0 0 0

0 1 0 w
0 0 u2 0
0 w 0 u2

 .

Určete:
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(a) kontravariantńı metrický tenzor gαβ a smı́̌sený metrický tenzor gαβ ,

(b) smı́̌sený tenzor Aµν ,

(c) kontravariantńı tenzor Aµν .

(a) gαβ =



−1 0 0 0

0
u2

u2 − w2
0

w

w2 − u2

0 0
1

u2
0

0
w

w2 − u2
0

1

u2 − w2


, gαβ =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 = 1 = δαβ,

(b) Aµν =



−a00 −a01 −a02 −a03

u2 a10 − w a30

u2 − w2

u2 a11 − w a31

u2 − w2

u2 a12 − w a32

u2 − w2

u2 a13 − w a33

u2 − w2

a20

u2

a21

u2

a22

u2

a23

u2

w a10 − a30

w2 − u2

w a11 − a31

w2 − u2

w a12 − a32

w2 − u2

w a13 − a33

w2 − u2


,

(c) Aµν =



a00
u2a10 − w a30

w2 − u2
−a20

u2

w a10 − a30

u2 − w2

u2a01 − w a03

w2 − u2

u4a11 + w2a33 − u2w S
(w2 − u2)2

u2a21 − w a23

u2(u2 − w2)

u2a31 + w2a13 − w T
(u2 − w2)2

−a02

u2

u2a12 − w a32

u2(u2 − w2)

a22

u4

a32 − w a12

u2(u2 − w2)

w a01 − a03

u2 − w2

u2a13 + w2a31 − w T
(u2 − w2)2

a23 − w a21

u2(u2 − w2)

a33 + w2a11 − w S
(w2 − u2)2


,

kde T = u2a11 + a33 a S = a13 + a31.

2.40 Kovariantńı tenzor elektromagnetického pole Fµν je definován,

Fµν =
∂Aν
∂xµ

− ∂Aµ
∂xν

,

kde tzv. čtyřpotenciál (čtyřvektor elektromagnetického potenciálu) Aµ =

(
φ

c
, − ~A

)
.

SložkaA0 =
φ

c
vyjadřuje škálovaný skalárńı potenciál elektrického pole a složkyA1, A2, A3

tvoř́ı tzv. vektorový (magnetický) potenciál. Kovariantńı čtyřvektor souřadnic události
zaṕı̌seme jako xµ = (ct,−~r). Metrický tenzor (Minkowského) plochého čtyřprostoru (pro-
storočasu) má tvar

gµν = gµν =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 .

Vektory elektrické intenzity a magnetické indukce jsou definovány jako

~E = −~∇φ− ∂ ~A

∂t
, ~B = ~∇× ~A.
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Napǐste:

(a) explicitńı podobu tenzoru Fµν a tenzoru Fµν ,

(b) duálńı tenzor ?Fµν a duálńı tenzor ?Fµν ,

(c) tzv. invarianty elektromagnetického pole FµνF
µν a Fµν

?Fµν ,

(d) pomoćı
”
čtyřrozměrné“ divergence

εµνρσ
∂Fρσ
∂xν

=
∂ ?Fµν

∂xν
= 0

odvod’te 1. pár Maxwellových rovnic,

(e) pomoćı
”
čtyřrozměrné“ divergence

∂Fµν

∂xν
= −µ0 j

µ,

kde jµ je kontravariantńı čtyřvektor proudové hustoty jµ = (cρ,~j), odvod’te 2. pár
Maxwellových rovnic.

(a) Fµν =



0
Ex
c

Ey
c

Ez
c

−Ex
c

0 −Bz By

−Ey
c

Bz 0 −Bx

−Ez
c

−By Bx 0


, Fµν =



0 −Ex
c

−Ey
c

−Ez
c

Ex
c

0 −Bz By

Ey
c

Bz 0 −Bx
Ez
c

−By Bx 0


,

(b) ?Fµν =



0 −Bx −By −Bz

Bx 0 −Ez
c

Ey
c

By
Ez
c

0 −Ex
c

Bz −Ey
c

Ex
c

0


, ?Fµν =



0 Bx By Bz

−Bx 0 −Ez
c

Ey
c

−By
Ez
c

0 −Ex
c

−Bz −
Ey
c

Ex
c

0


,

(c) FµνF
µν = −2

(
E2

c2
−B2

)
, Fµν

?Fµν = 4
~E · ~B
c

,

(d)
∂ ?Fµ0

∂x0
= ~∇ · ~B = 0,

∂ ?Fµi

∂xi
= −~∇× ~E − ∂ ~B

∂t
= ~0, i = 1, 2, 3,

(e)
∂Fµ0

∂x0
= −~∇· ~E = − ρ

ε0
,
∂Fµi

∂xi
= µ0ε0

∂ ~E

∂t
−~∇× ~B = −µ0

~j, i = 1, 2, 3, c = (µ0ε0)−1/2.

2.41 Kontravariantńı tenzor energie-hybnosti Tαβ pro makroskopickou ideálńı tekutinu je de-
finován

Tαβ =
( ρ
c2

+ p
)
uαuβ − p gαβ,

kde ρ je hustota, p je skalárńı tlak a uµ je tzv. čtyřrychlost (čtyřvektor rychlosti), de-
finovaná jako tečna k tzv. světočáře s, tedy uµ = dxµ/ds, kde s = c τ . Tzv. vlastńı
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čas τ v soustavě spojené s pohybuj́ıćım se tělesem je pomoćı tzv. souřadnicového času
t (tj.

”
normálńıho“ času pozorovatele) definován jako t = γτ , kde tzv. Lorentz̊uv fak-

tor γ = (1− v2/c2)−1/2 (viz také př́ıklad 8.5). Čtyřvektor události xµ a metrický tenzor
Minkowského prostoročasu gµν lze odvodit pomoćı jejich definice v př́ıkladu 2.40. Napǐste:

(a) explicitńı podobu tenzoru Tαβ a tenzoru Tαβ,

(b) explicitńı podobu těchto tenzor̊u v soustavě (0), spojené s pohybuj́ıćı se tekutinou.

Pomoćı výraz̊u: W =
γ2

c2

(
ρ+ pv2

)
, ~S = γ2

( ρ
c2

+ p
)
~v, σαβ =

γ2

c2

( ρ
c2

+ p
)
vαvβ + p δαβ,

σαβ =
γ2

c2

( ρ
c2

+ p
)
vαvβ + p δαβ, můžeme zapsat,

(a) Tαβ =



W
Sx
c

Sy
c

Sz
c

Sx
c

σxx σxy σxz

Sy
c

σyx σyy σyz

Sz
c

σzx σzy σzz


, Tαβ =



W −Sx
c
−Sy
c
−Sz
c

−Sx
c

σxx σxy σxz

−Sy
c

σyx σyy σyz

−Sz
c

σzx σzy σzz


,

(b) Tαβ(0) = Tαβ(0) =


ρ

c2
0 0 0

0 p 0 0

0 0 p 0

0 0 0 p

 .





Kapitola 3

Obyčejné diferenciálńı rovnice1

3.1 Obyčejné diferenciálńı rovnice 1. řádu

Obyčejnými lineárńımi diferenciálńımi rovnicemi nazýváme rovnice, obsahuj́ıćı derivace funkce
jedné nezávislé proměnné (zpravidla znač́ıme x, závisle proměnnou obvykle znač́ıme y(x))
v obecném tvaru

y(n) + an−1(x)y(n−1) + . . .+ a1(x)y′ + a0(x) = f(x), (3.1)

kde y(k) znač́ı k-tou derivaci funkce y(x). Členy ak(x) jsou koeficienty, které mohou být funk-
cemi proměnné x, pokud jsou konstantńı, mluv́ıme o diferenciálńı rovnici s konstantńımi koefi-
cienty, a funkce f(x) představuje pravou stranu diferenciálńı rovnice. Pokud f(x) = 0, potom
se jedná o homogenńı diferenciálńı rovnici (rovnici bez pravé strany). Diferenciálńı rovnice s
derivacemi funkćı v́ıce nezávislých proměnných nazýváme parciálńı diferenciálńı rovnice (viz
př́ıloha B). Řád diferenciálńı rovnice je dán nejvyšš́ım řádem derivace závisle proměnné y(x),
který se v rovnici vyskytuje, v př́ıpadě rovnic 1. řádu p̊ujde o 1. derivaci y′ = dy/dx.

3.1.1 Rovnice separovatelné a homogenńı

Pokud lze diferenciálńı rovnici 1. řádu vyjádřit v jednoduchém tvaru y′ = f(x), řeš́ıme ji př́ımou
integraćı, tj.

y =

ˆ
f(x) dx. (3.2)

Pokud lze diferenciálńı rovnici 1. řádu vyjádřit ve tvaru y′ = f(x)g(y), kde g(y) 6= 0, řeš́ıme ji
rozděleńım funkćı s nezávisle proměnnou x a se závisle proměnnou y na r̊uzné strany rovnice
(separaćı proměnných), tedy

ˆ
dy

g(y)
=

ˆ
f(x) dx. (3.3)

Funkci f(x, y) nazýváme homogenńı, n-tého stupně, pokud pro všechna x, y a pro všechna
z > 0, kde z je libovolný parametr, plat́ı f(zx, zy) = znf(x, y). Obyčejná diferenciálńı rovnice
1. řádu

M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0 (3.4)

1Návody k řešeńı r̊uzných speciálńıch typ̊u diferenciálńıch rovnic je možné nalézt v literatuře, např. v publi-
kaćıch: Plch (2002), Bartsch (2008), Rektorys (2009).

35
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je homogenńı, pokud M(x, y) a N(x, y) jsou homogenńı funkce stejného stupně. Pokud je
homogenńı rovnice zapsána v obecném tvaru (3.4), resp. ve tvaru

y′ = f
(y
x

)
, (3.5)

řeš́ıme ji vhodnou substitućı, např́ıklad y = zx a převedeme na separovatelnou rovnici. Obdobně
rovnici ve tvaru

y′ = f (ax+ by + c) (3.6)

převedeme na rovnici se separovatelnými proměnnými pomoćı substituce z = ax + by + c.
Rovnice ve tvaru racionálńı funkce

y′ =
ax+ by + c

Ax+ By + C
, (3.7)

pokud výrazy ax+ by, Ax+ By nejsou lineárně závislé, řeš́ıme eliminaćı absolutńıch člen̊u c, C
pomoćı substituce u = x−x0, v = y−y0, kde x0, y0 jsou kořeny soustavy rovnic ax+by+c = 0,
Ax+By+C = 0 a následným převedeńım na tvar rovnice (3.5). Pokud výrazy ax+by, Ax+By
jsou lineárně závislé (soustava nemá řešeńı), soustavu řeš́ıme pomoćı substituce ax + by = z
(nebo Ax+ By = z), která umožńı jej́ı následné převedeńı na tvar rovnice (3.5).

Řešeńı diferenciálńıch rovnic 1. řádu obsahuj́ı vždy jednu nezávislou (integračńı) konstantu.
Jej́ı hodnotu źıskáme z tzv. počátečńı (Cauchyho) podmı́nky, kdy y(xp) = yp.

� Př́ıklady:

3.1
yy′√
1 + y2

+
x√

1 + x2
= 0

√
1 + y2 = C−

√
1 + x2

3.2 (x2 − 1)y3 − exy′ = 0 y = 0 ∨ 1

2y2
− (x+ 1)2 e−x = C, y 6= 0

3.3 y′ = 33x+2y, y(0) = 1 y = −
log3

(
7
9 −

2
3 · 3

3x
)

2
, x <

1

3
log3

7

6

3.4 x2(y3 + 5) dx+ (x3 + 5)y2 dy = 0, y(0) = 1 (y3 + 5)(x3 + 5) = 30

3.5 y′ = cos(x− y), y(0) =
π

2
y = x+ 2 arccotg (x+ 1) + 2kπ, k ∈ Z

3.6 x2

(
y′ − 1

lnx

)
= xy y = x ln(C | lnx|), x > 0, C > 0, x 6= 1

3.7 y′ =
√

2x+ y − 3, y(0) = 3

2(
√

2x+ y − 3 + 2)− 4 ln(
√

2x+ y − 3 + 2) = x− (4 ln 2− 4), 2x+ y − 3 ≥ 0

3.8 (x+ y)2y′ = 4, y(0) = 2 y = 2 arctg

(
x+ y

2

)
− π

2
+ 2

3.9 y′ =
y

x

(
1 + ln

y

x

)
y = x eCx,

y

x
> 0
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3.10 y′ =
y

x
+ tg

y

x

y = 0 ∨ sin
y

x
= Cx, x 6= 0, y 6= (2k + 1)

π

2
x, k ∈ Z

3.11 x2y′ = xy + lnx y = −2 lnx+ 1

4x
+ Cx, x > 0

3.12 xy′ = y +
y

x
y = Cx e−

1
x ∨ y = 0, x 6= 0

3.13 x3y′ = x2[y + ln(x2)] y = −2 (ln |x|+ 1) + Cx, x 6= 0

3.14 y′ = 1 + (x− y)2 y = x− 1

x+ C
, x 6= −C

3.15 y′ = (y + x) ln(y + x)− 1 y = eC ex − x, x ∈ R

3.16 y′ =
e(x+y)2

x+ y
− 1 y = ±

√
ln

(
1

C− 2x

)
−x, x ∈ (−∞, C

2
).

3.17 y′ = ey+x2 − 2x y = ln
[
(C− x)−1

]
− x2, x ∈ (−∞,C).

3.18 y′ =
x+ 2y − 7

x− 3
x+ y − 5 = C(x− 3)2, x 6= 3

3.19 y′ =
1 + 9x− 3y

3x− y (3x− y)2 + 2x = C, y 6= 3x

3.20 y′ =
2x− y + 3

x− 2y + 3
x2 + y2 − xy + 3x− 3y = C, 2y 6= x+ 3

3.21 y′ =
x− y
x+ y

y = ±
√

C + 2x2 − x, 2x2 + C ≥ 0

3.1.2 Nehomogenńı rovnice

Nehomogenńı lineárńı diferenciálńı rovnici 1. řádu (nazývanou také
”
rovnice s pravou stranou“),

zapsanou v obecném tvaru

y′ + P (x)y = Q(x), (3.8)

kde Q(x) 6= 0, řeš́ıme metodou variace konstanty. Nejprve řeš́ıme homogenńı rovnici ve tvaru
y′+P (x)y = 0, kdy jej́ı integračńı konstantou C bude obecná funkce nezávisle proměnné C(x),
obecné řešeńı tedy bude

y = C(x) e−
´
P (x) dx. (3.9)

Funkci C(x) nalezneme dosazeńım rovnice (3.9) do rovnice (3.8)), jej́ı tvar bude

C(x) =

ˆ
Q(x) e

´
P (x) dx dx+ K, (3.10)
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kde K je konstanta. Takto źıskaný výraz pro funkci C(x) dosad́ıme do rovnice (3.9), výsledné
partikulárńı řešeńı bude

y =

(ˆ
Q(x) e

´
P (x) dx dx+ K

)
e−
´
P (x) dx. (3.11)

� Př́ıklady:

3.22 y′ + 2xy = x e−x
2

sinx, y(0) = 1 y = (sinx− x cosx+ 1) e−x
2

3.23 y′ + y cosx = cosx y = C e− sinx + 1

3.24 (1 + x2)y′ − 2xy = (1 + x2)2 y = (x+ C)(1 + x2)

3.25 y′ − 6xy = 4x e3x2
, y(0) = 1 y =

(
2x2 + 1

)
e3x2

3.26 y′ + 3x e3x = −y + 7, y(0) = 7 y = 7 +

(
3

16
− 3

4
x

)
e3x − 3

16
e−x

3.27 xy′ + y = x sinx, y
(π

2

)
= 0 y =

sinx− 1

x
− cosx, x 6= 0

3.28 y′ = 2x+ 3y + 2, y(0) = 0 y =
8

9

(
e3x − 1

)
− 2x

3

3.29 y′ = 4x2 + 3y − 1, y(0) = 0 y =
1

27

(
1− e3x

)
− 4

3
x2 − 8

9
x

3.30 y′ = 2x2 − y + 1, y(0) = 0 y = 2x2 − 4x+ 5 (1− e−x)

3.31 y′ = 2x3 − y + 1, y′(0) = 0 y = 2x3 − 6x2 − 11 + 12(x+ e−x)

3.32 y′ = − 4x

x2 + 1
y +

1

x2 + 1
, y(0) = 1 y =

1

3

(
x3 + 3x+ 3

) (
x2 + 1

)−2

3.1.3 Bernoulliova rovnice

Bernoulliovou rovnićı nazýváme diferenciálńı rovnici 1. řádu s n-tou mocninou závisle proměnné
y(x) ve tvaru

y′ + p(x) y + q(x) yn = 0, kde n ∈ R, (3.12)

která má i přes svoji nelinearitu analytické řešeńı. Pokud n = 0, přejde Bernoulliova rovnice
na nehomogenńı lineárńı rovnici (3.8), pro n = 1 přejde na jednoduše separovatelnou homogenńı
lineárńı rovnici (3.3). Pomoćı substituce

z = y1−n pro n 6= 0, 1 (3.13)

dostaneme nehomogenńı lineárńı diferenciálńı rovnici 1. řádu typu (3.8) ve tvaru

z′ + (1− n) p(x)z + (1− n) q(x) = 0. (3.14)
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� Př́ıklady:

3.33 y′ = 6x2y3 y2 =
1

C− 4x3
, y = 0, 4x3 < C

3.34 xy′ − y = −xy2 y =
2x

x2 + C
, y = 0, x2 6= −C

3.35 y′ +
4

x
y = x3y2 y =

1

x4(C− lnx)
, y = 0, x > 0

3.36 y′ +
y

x
−√y = 0 y =

(
x

3
+

C√
x

)2

, y = 0, x > 0, x
3
2 ≥ −3C

3.37 y′ + xy = xy3, y2(0) =
1

2
y2 =

(
ex

2
+ 1
)−1

, y = 0

3.38 xy′ + y = y2 lnx, y(1) = −1 y =
1

1 + lnx− 2x
, y = 0

3.39 2xyy′ − y2 = x2, y(1) = 0 y2 − x2 = x

3.40 x2y2y′ + xy3 = 1, y(−2) = −1 y3 =
2

x3
+

3

2x

3.1.4 Rovnice exaktńı

Rovnici ve tvaru (3.4) nazýváme exaktńı, pokud výraz na jej́ı levé straně je totálńım dife-
renciálem nějaké skalárńı (tzv. kmenové) funkce F (x, y), tedy (podrobněji v kapitole 5.2)

dF (x, y) =
∂F (x, y)

∂x
dx+

∂F (x, y)

∂y
dy. (3.15)

Funkce M(x, y), N(x, y) z rovnice (3.4) odpov́ıdaj́ı jednotlivým parciálńım derivaćım (tj. slož-
kám gradientu - viz kapitola 5.1) skalárńı funkce funkce F (x, y) v pořad́ı podle rovnice (3.15).
Pokud jsou obě funkce M(x, y), N(x, y) spojitě diferencovatelné, muśı podle Schwarzovy věty
o rovnosti smı́̌sených derivaćı platit,

∂M(x, y)

∂y
=
∂N(x, y)

∂x
. (3.16)

K vyřešeńı rovnice (3.4) je třeba naj́ıt kmenovou funkci F (x, y), jej́ıž obecné řešeńı zpravidla
zaṕı̌seme ve tvaru F (x, y) = C. Pokud rovnice (3.16) neplat́ı, rovnice (3.4) neńı rovnićı exaktńı.
Pokud však nalezneme funkci R(x, y) (tzv. integračńı faktor) takovou, že plat́ı

R(x, y) [M(x, y) dx+N(x, y) dy] = 0, (3.17)

rovnice (3.17) bude rovnićı exaktńı. Pro spojitě diferencovatelné funkce M(x, y) 6= 0, N(x, y) 6=
0 takový integračńı faktor R(x, y) existuje.
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� Př́ıklady:

3.41 2xy − 9x2 +
(
2y + x2 + 1

)
y′ = 0 y2 +

(
x2 + 1

)
y − 3x3 = C

3.42 (2xy + 6x) dx+ (x2 + 4y3) dy = 0 x2y + 3x2 + y4 = C

3.43
(
8y − x2y

)
y′ + x− xy2 = 0

1

2
x2
(
1− y2

)
+ 4y2 = C

3.44
(
e4x + 2xy2

)
dx+

(
cos y + 2x2y

)
dy = 0

1

4
e4x + x2y2 + sin y = C

3.45
(
3x2 + y cosx

)
dx+

(
sinx− 4y3

)
dy = 0 x3 + y sinx− y4 = C

3.46 x arctg y dx+
x2

2(1 + y2)
dy = 0

x2

2
arctg y = C

3.47
(
2x+ x2y3

)
dx+

(
x3y2 + 4y3

)
dy = 0 x2 +

x3y3

3
+ y4 = C

3.48
(
2x3 − 3x2y + y3

)
y′ = 2x3 − 6x2y + 3xy2 x4

2
− 2x3y +

3

2
x2y2 − y4

4
= C

3.49
(
y2 cosx− sinx

)
dx+ (2y sinx+ 2) dy = 0 y2 sinx+ cosx+ 2y = C

3.50 2xy2 dx+
(
3x2y + 4

)
dy = 0 x2y3 + 2y2 = C

3.51
(
2y + 4x2y2

)
dx+

(
x+ 2yx3

)
dy = 0 x2y + x4y2 = C

3.52 2xy dx+
(
y2 − 3x2

)
dy = 0

x2

y3
− 1

y
= C

3.2 Obyčejné diferenciálńı rovnice 2. řádu

3.2.1 Rovnice s konstantńımi koeficienty

Obyčejnou diferenciálńı rovnici 2. řádu (tj. obsahuj́ıćı 2. derivaci závisle proměnné y(x)) s kon-
stantńımi koeficienty řeš́ıme v prvńım kroku jako rovnici homogenńı, kdy rovnici ve tvaru

y′′ + py′ + qy = 0, (3.18)

řeš́ıme pomoćı tzv. charakteristické rovnice λ2 +pλ+q = 0. Pro kořeny charakteristické rovnice
λ1, λ2 ∈ R bude mı́t rovnice (3.18) řešeńı ve tvaru

y = C1 eλ1x + C2 eλ2x pro λ1 6= λ2, (3.19)

y = C1 eλ1x + C2 x eλ2x pro λ1 = λ2. (3.20)

Pro kořeny charakteristické rovnice λ1, λ2 = α±β i ∈ C bude mı́t rovnice (3.18) řešeńı ve tvaru

y = C1 e(α−βi)x + C2 e(α+βi)x = A eαx cosβx+ B eαx sinβx. (3.21)
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Uvedené řešeńı lze zobecnit i pro diferenciálńı rovnice vyšš́ıch řád̊u: pro každý kořen charakte-
ristické rovnice n-tého řádu λ1, λ2, . . . , λn ∈ R s násobnost́ı Π bude mı́t rovnice (3.18) Π řešeńı
ve tvaru

y = C1 eλ1x + C2 x eλ2x + · · · + CΠ x
Π−1 eλΠx (3.22)

a pro každou dvojici kořen̊u charakteristické rovnice n-tého řádu λ1, λ2 = α±β i ∈ C s násobnost́ı
Π bude mı́t rovnice (3.18) Π řešeńı ve tvaru

y = eαx cosβx
(
A1 + A2x+ · · ·+ AΠx

Π−1
)

+ eαx sinβx
(
B1 + B2x+ · · ·+ BΠx

Π−1
)
. (3.23)

Posloupnost lineárně nezávislých člen̊u y1(x), . . . , yn(x) v řešeńı homogenńı rovnice představuje
tzv. fundamentálńı systém.

Analogicky ke zp̊usobu, popsanému v odstavci (3.1.2), můžeme hledat partikulárńı řešeńı
nehomogenńı rovnice (rovnice s pravou stranou) ve tvaru

y′′ + py′ + qy = R(x) (3.24)

metodou variace konstant, kdy rovnice (3.19), (3.20), resp. (3.21) naṕı̌seme jako obecné řešeńı
diferenciálńı rovnice, tedy

y = C1(x) eλ1x + C2(x) eλ2x = C1u1 + C2u2. (3.25)

Funkce C1(x), C2(x), eλ1x, eλ2x, které pro jednoduchost budeme dále psát jako C1, C2, u1, u2,
opět nalezneme dosazeńım rovnice (3.25) do rovnice (3.24). Dostaneme tak jednu rovnici pro
dvě neznámé funkce C1, C2,

R(x) = (C1u1 + C2u2)′′ + p (C1u1 + C2u2)′ + q (C1u1 + C2u2) (3.26)

= C1

(
u′′1 + pu′1 + qu1

)
+ C2

(
u′′2 + pu′2 + qu2

)
+
(
C ′′1u1 + 2C ′1u

′
1 + C ′′2u2 + 2C ′2u

′
2

)
+ p

(
C ′1u1 + C ′2u2

)
,

kde prvńı dva závorkované členy (násobené nederivovanými funkcemi C1, C2) představuj́ı ho-
mogenńı rovnice (3.18). Druhou rovnici vytvoř́ıme tak, že stanov́ıme např. tuto podmı́nku:

C ′1u1 + C ′2u2 = 0. (3.27)

Protože derivace rovnice (3.27) muśı být také nulová, dosazeńım do rovnice (3.26) dostáváme
výsledný systém dvou rovnic pro dvě neznámé funkce C1, C2,

C ′1u1 + C ′2u2 = 0,

C ′1u
′
1 + C ′2u

′
2 = R(x). (3.28)

Zaṕı̌seme-li systém rovnic (3.28) pomoćı tzv. Wronského matice, tj. ve tvaru(
u1 u2

u′1 u′2

)(
C ′1

C ′2

)
=

(
0

R(x)

)
, (3.29)

jej́ıž determinant u1u
′
2 − u2u

′
1 (tzv. wronskián) znač́ıme W , snadno nalezneme řešeńı systému

rovnic (3.28), zapsané např́ıklad jako

C1 = −
ˆ
u2R(x)

W
dx, C2 =

ˆ
u1R(x)

W
dx. (3.30)
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Dosazeńım rovnice (3.30) do obecného řešeńı (3.25) dostaneme partikulárńı řešeńı obyčejné
diferenciálńı rovnice 2. řádu. V př́ıpadě obyčejné diferenciálńı rovnice obecného (n-tého) řádu
přejde rovnice (3.29) do podoby:

u1 u2 · · · un

u′1 u′2 · · · u′n
...

...
...

u
(n−1)
1 u

(n−1)
2 · · · u

(n−1)
n



C ′1
C ′2
...

C ′n

 =


0

0

...

R(x)

 . (3.31)

V př́ıpadě, že pravá strana R(x) nehomogenńı rovnice bude mı́t formu (tzv. speciálńı pravá
strana) obecně zapsanou jako

R(x) = [Pn(x) cosβx+Qn(x) sinβx] eαx, (3.32)

kde Pn a Qn jsou polynomy nejvýše n-tého stupně (n je rovno vyšš́ımu stupni obou polynomů
P, Q), bývá často jednodušš́ı nalézt řešeńı diferenciálńı rovnice tzv. metodou neurčitých koe-
ficient̊u. Při hledáńı partikulárńıho řešeńı vyjdeme (bez ohledu na hodnoty koeficient̊u α a β,
které mohou být i nulové, př́ıpadně bez ohledu na to, jestli jeden z polynomů Pn, Qn je nulový)
z rovnice

y =
[
(Apx

n +Bpx
n−1 + . . .+ Cp) cosβx+ (Aqx

n +Bqx
n−1 + . . .+ Cq) sinβx

]
xΠ eαx, (3.33)

kde Π je násobnost kořene λ = α + β i charakteristické rovnice (kde opět α, β mohou být
nulové). Rovnici (3.32) dosad́ıme do rovnice (3.24) a obecné koeficienty Ap, . . . , Cp, Aq, . . . , Cq
porovnáme s koeficienty funkce R(x), danými rovnićı (3.32).

Partikulárńı řešeńı diferenciálńıch rovnic 2. řádu obsahuj́ı vždy dvě nezávislé konstanty.
Jejich hodnoty źıskáme řešeńım tzv. okrajové úlohy, zadané formou okrajových podmı́nek, kdy
pro dvě r̊uzná x1, x2 plat́ı y(x1) = y1, y(x2) = y2 (Dirichletovy okrajové podmı́nky) nebo
y′(x1) = y1, y

′(x2) = y2 (Neumannovy okrajové podmı́nky), př́ıpadně y(x1) = y1, y
′(x2) = y2,

v tomto př́ıpadě x1, x2 mohou být r̊uzná nebo stejná (tzv. Newtonovy okrajové podmı́nky).

� Př́ıklady:

3.53 y′′ − 2y′ + y =
ex

x
, y(1) = 0, y′(1) = 0 y = ex + x ex(lnx− 1), x > 0

3.54 y′′ − 7y′ + 12y = 5 y = C1 e3x + C2 e4x +
5

12

3.55 y′′ − 3y′ + 2y =
e3x

1 + e2x

y = C1 ex + C2 e2x − 1

2
ex ln(1 + 2x) + e2x arctg (ex)

3.56 y′′ + y =
1

sinx
, y
(π

2

)
= 1, y′

(π
2

)
= 0

y =
(π

2
− x
)

cosx+ sinx (1 + ln sinx) , x ∈ (2k, 2k + 1)π, k ∈ Z

3.57 y′′ − 2y′ = x2 − x y = C1 + C2 e2x − x3

6
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3.58 y′′ + y′ =
1

1 + ex
, y(0) = 1, y′(0) = 0 y = 1 + x+ (1 + e−x) ln

2

1 + ex

3.59 y′′ + y = cosx, y(0) = 1, y
(π

2

)
= 1 +

π

4
y = cosx+ sinx

(
1 +

x

2

)
3.60 y′′ − 2y′ + 5y = ex cosx, y(0) =

4

3
, y′(0) =

10

3
y =

(
cos 2x+ sin 2x+

1

3
cosx

)
ex

3.61 y′′ − 6y′ + 9y = 4x e3x cosx, y(0) = 1, y′(0) = 0 y = (1− 7x+ 8 sinx− 4x cosx) e3x

3.62 y′′ + y′ − 6y = 12x2 + 2x+ 1 y = C1 e−3x + C2 e2x − 2x2 − x− 1

3.63 y′′ + y′ − 6y = 12x2 − 2x+ 1, y(0) = 1, y′(0) = 0 y =
31

45
e−3x +

6

5
e2x − 2x2 − x

3
− 8

9

3.64 y′′ + 4y′ + 4y = e−2x lnx

y = C1 e−2x + C2x e−2x +
x2

4
e−2x(2 lnx− 3), x > 0

3.65 y′′ + 4y′ + 4y = e−2x ln2 x

y = C1 e−2x + C2x e−2x +
x2

2
e−2x

(
ln2 x− 3 lnx+

7

2

)
, x > 0

3.66 y′′ − 4y′ + 5y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0 y = e2x (cosx− 2 sinx)

3.67 y′′ − 2y′ + 5y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0 y = ex
(

cos 2x− 1

2
sin 2x

)

3.68 y′′ − 8y′ + 32y = 0, y
(π

2

)
= 1, y′

(π
2

)
= 0 y = e4x−2π (cos 4x− sin 4x)

3.69 y′′ − 3y′ + 2y = (x4 + 1) ex

y =

(
C1 −

x5

5
− x4 − 4x3 − 12x2 − 25x

)
ex + C2 e2x

3.70 y′′ − 4y′ + 5y = (x2 + 2x) e2x cosx

y = e2x

[(
C1 +

x2

4
+
x

2

)
cosx+

(
C2 +

x3

6
+
x2

2
− x

4

)
sinx

]
3.71 y′′ − 3y′ + 2y = (1− 2x) ex, y(0) = 1, y′(0) = 0 y = 3 ex − 2 e2x + (x2 + x) ex

3.72 y′′ − 2y′ + y = (x+ 1) ex, y(0) = 1, y′(0) = 0 y = ex
(
x3

6
+
x2

2
− x+ 1

)
3.73 y′′ + 4y′ + 4y = (6x+ 2) e−2x, y(0) = 1, y′(0) = 0 y = e−2x

(
x3 + x2 + 2x+ 1

)
3.74 y′′ + 4y′ + 4y = e−2x sinx, y(0) = 1, y′(0) = 0 y = e−2x(3x− sinx+ 1)

3.75 y′′ − 2y′ + 2y = ex sinx, y(0) = 1, y′(0) = 0 y =
ex

2
[(2− x) cosx− sinx]
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3.76 y′′ − 2y′ + 2y = x2 + x+ ex sinx, y(0) = 2, y′(0) = 3

y = ex
[(

1− x

2

)
cosx+ sinx

]
+
x2

2
+

3x

2
+ 1

3.2.2 Rovnice s nekonstantńımi koeficienty

Obyčejné diferenciálńı rovnice 2. řádu typu rovnice (3.24), kde koeficient p = p(x) a kde
koeficient q = q(x) = 0, řeš́ıme jejich převedeńım na rovnice 1. řádu závisle proměnné z = y′.
Rovnice typu

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = R(x), (3.34)

řeš́ıme tak, že hledáme nějakou funkci I(x) (integračńı faktor) takovou, že pro z = I(x)y rovnice
(3.34) přejde do podoby rovnice s konstantńımi koeficienty

z′′ + pz′ + qz = R(x). (3.35)

Obyčejné diferenciálńı rovnice 2. řádu typu

y′′ + p(y′)myn + qyr = R(x)ys, (3.36)

kde m,n, r, s jsou konstanty, lze řešit nalezeńım takového z = f(y), pro které opět plat́ı rovnice
(3.35).

� Př́ıklady:

3.77 y′′ − 2y′

x
= x2 + 1, y(1) = −11

12
, y′(1) = 1 y =

x4

4
+
x3

3
− x2

2
− 1, x 6= 0

3.78 xy′′ + (x+ 2)y′ + y = 0 y =
1

x
(C1 + C2 e−x) , y = 0, x 6= 0

3.79 xy′′ − (3x− 2)y′ + (2x− 3)y = 0 y =
1

x

(
C1 ex + C2 e2x

)
, y = 0, x 6= 0

3.80 x2y′′ − 2x(x+ 2)y′ + (x2 + 4x+ 6)y = 0 y = ex
(
C1x

2 + C2x
3
)
, y = 0

3.81 x2y′′ + x(x+ 4)y′ + (x2 + 2x+ 2)y = 0 y =
e−

x
2

x2

(
C1 cos

√
3

2
x+ C2 sin

√
3

2
x

)
, y = 0

3.82 x2y′′ − 4xy′ + 4y = x+ 1 y = C1x+ C2x
4 − x lnx

3
+

1

4
, x > 0

3.83 x2y′′ − xy′ + y = 2x− 4 y = C1x+ C2x lnx+ x ln2 x− 4, x > 0

3.84 y′′ −
(

3√
x
− 1

2x

)
y′ +

2

x
y = 2

√
x

y = C1 e2
√
x + C2 e4

√
x + x

3
2 +

9x

4
+

21
√
x

8
+

45

32
, x > 0
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3.85 y′′ +
2x− 6

x2
y′ +

8

x4
y = 0 y = C1 e−2/x + C2 e−4/x, y = 0, x 6= 0

3.86
1

16x2
y′′ −

(
1

16x3
+

1

x

)
y′ + 4y = 4x4 + 1 y = C1 e4x2

+ C2x
2 e4x2

+ x4 + x2 +
5

8
, x 6= 0

3.87 y′′ − 2

2x− 1
y′ = 2x(2x− 1)2 y = C1 +C2(x2−x)+

8

15
x5− 5

6
x4 +

x3

3
, x 6= 1

2

3.88 2yy′′ + 2y′(y′ − 4y) + 4y2 = x

y = ±1

2

√
C1 e2x + C2x e2x + x+ 1 =

√
D, D ≥ 0

3.89
y′′

2y
− y′

y

(
3y′

4y
+ 1

)
= 2− ex

√
y y = e−2x (C1 cosx+ C2 sinx+ 1)−2 , y ≥ 0

3.3 Soustavy obyčejných diferenciálńıch rovnic

Podobně jako
”
běžné“ rovnice, mohou i obyčejné (lineárńı) diferenciálńı rovnice tvořit soustavu.

Uvažujme systém lineárńıch diferenciálńıch rovnic pouze 1. řádu (rovnice vyšš́ıho řádu lze na
takový systém vždy jednoduše převést, např́ıklad rovnici 2. řádu y′′+ a1y

′+ a0y = f zaṕı̌seme
jako dvě rovnice 1. řádu: y′ = z, z′ = −a1z − a0y + f)

y′1 = a11(x)y1 + a12(x)y2 + · · ·+ a1n(x)yn + f1(x),

y′2 = a21(x)y1 + a22(x)y2 + · · ·+ a2n(x)yn + f2(x), (3.37)

· · ·
y′n = an1(x)y1 + an2(x)y2 + · · ·+ ann(x)yn + fn(x).

Systém rovnic (3.37) zaṕı̌seme vektorově jako

~y ′ = A~y + ~f (nebo, pokud ~f(x) = 0, jako homogenńı systém ~y ′ = A~y), (3.38)

kde matice

A(x) =


a11(x) a12(x) · · · a1n(x)
a21(x) a22(x) · · · a2n(x)

...
...

. . .
...

an1(x) an2(x) · · · ann(x)

 (3.39)

a kde ~y ′, ~y a ~f jsou sloupcové vektory. Řešeńı soustav rovnic s nekonstantńımi koeficienty
A(x) může být v praxi značně komplikované a představuje samostatnou discipĺınu, vymykaj́ıćı
se rozsahu těchto skript, v následuj́ıćıch odstavćıch se proto zaměř́ıme pouze na systémy rovnic
s konstantńımi koeficienty A(x) = A.

3.3.1 Homogenńı soustavy s konstantńımi koeficienty

V př́ıpadě homogenńıho systému dle rovnice (3.38) s konstantńımi koeficienty aij , kdy matice
A (typu n × n) má n r̊uzných reálných vlastńıch hodnot λi, i = 1 . . . n (viz rovnice (2.17)),
můžeme zapsat řešeńı v obecném vektorovém tvaru

~y(x) = C1eλ1x~v1 + C2eλ2x~v2 + · · ·+ Cneλnx~vn, (3.40)
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kde vi jsou jednotlivé vlastńı vektory dle rovnic (2.17) a (2.18), př́ıslušej́ıćı vlastńım hodnotám
λi (k rovnici (3.40) bychom dospěli i např́ıklad postupným dosazováńım, tedy náhradou n
rovnic 1. řádu jednou rovnićı n-tého řádu, zejména v př́ıpadě vyšš́ıho n je to ovšem zp̊usob
značně obt́ıžný a pracný). Jako jednoduchý př́ıklad uvedeme systém dvou homogenńıch rovnic(

y′1
y′2

)
=

(
1 6
1 2

)(
y1

y2

)
. (3.41)

Vlastńı hodnoty matice A budou λ1, λ2 = −1, 4, př́ıslušné vlastńı vektory budou ~v1 = (−3, 1)T

a ~v2 = (2, 1)T . Z kapitoly 2.1 je zřejmé, že vlastńımi vektory jsou i všechny vektory ~v1, ~v2,
násobené libovolnou konstantou (v následuj́ıćım textu budeme uvádět pouze jeho základńı
tvar). Výsledné řešeńı systému rovnic, v př́ıpadě že nejsou zadány daľśı podmı́nky, můžeme
zapsat jako

~y(x) = C1

(
−3

1

)
e−x + C2

(
2
1

)
e4x. (3.42)

Pokud jsou vlastńı hodnoty matice A reprezentovány také dvojicemi (komplexně sdružených)
komplexńıch č́ısel, budeme řešeńı hledat obdobným zp̊usobem jako v př́ıpadě reálných vlastńıch
hodnot. Jako jednoduchý př́ıklad uvedeme systém dvou homogenńıch rovnic(

y′1
y′2

)
=

(
2 −5
1 −2

)(
y1

y2

)
. (3.43)

Vlastńı hodnoty matice A v tomto př́ıpadě budou λ1, λ2 = ±i, př́ıslušné vlastńı vektory budou
~v1 = (2− i, 1)T a ~v2 = (2 + i, 1)T . Výsledné řešeńı systému rovnic bude

~y(x) = C1

(
5

2− i

)
eix + C2

(
5

2 + i

)
e−ix = A

(
5 cosx

2 cosx+ sinx

)
+ B

(
5 sinx

2 sinx− cosx

)
, (3.44)

kde vztah mezi exponenciálńı a goniometrickou formou rovnice (3.44) je dán Eulerovou identi-
tou e±ix = cosx± i sinx a kde koeficienty A = C1 + C2, B = i (C2 − C1).

Pokud je některá reálná vlastńı hodnota matice A v́ıcenásobná, zp̊usob řešeńı bude dále
záležet na počtu j́ı odpov́ıdaj́ıćıch vlastńıch vektor̊u, kdy existuj́ı v zásadě 2 možnosti:

(a) Vı́cenásobné (k-násobné) vlastńı hodnotě ρ odpov́ıdá k lineárně nezávislých vlastńıch
vektor̊u, potom část obecného řešeńı, týkaj́ıćı se této vlastńı hodnoty, bude mı́t tvar

~yρ(x) = C1eρx~v1 + C2eρx~v2 + · · ·+ Cke
ρx~vk. (3.45)

Jednoduchým př́ıkladem může být např́ıklad následuj́ıćı systém,(
y′1
y′2

)
=

(
3 0
0 3

)(
y1

y2

)
(3.46)

s dvojnásobnou vlastńı hodnotou ρ = 3 a se dvěma lineárně nezávislými vlastńımi vektory
~v1 = (1, 0)T a ~v2 = (0, 1)T . Výsledné řešeńı systému ve smyslu rovnice (3.45) bude

~yρ(x) = C1

(
1
0

)
e3x + C2

(
0
1

)
e3x. (3.47)
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(b) Vı́cenásobné (k-násobné) vlastńı hodnotě ρ odpov́ıdá j lineárně nezávislých vlastńıch
vektor̊u, kdy 1 ≤ j < k, tedy s = k − j vlastńım hodnotám ρ odpov́ıdá jediný lineárně
nezávislý vlastńı vektor ~u. Taková matice se nazývá defektńı a neńı diagonalizovatelná,
tj. převoditelná na diagonálńı matici po vynásobeńı zleva matićı řádkových levých vlastńıch
vektor̊u a zprava matićı sloupcových pravých vlastńıch vektor̊u. Potom část obecného
řešeńı, týkaj́ıćı se tohoto vlastńıho vektoru ~u, bude mı́t tvar

~yρ(x) = C1~u eρx + C2 (~w1 + x~u) eρx + · · · (3.48)

· · ·+ Cs

(
~ws−1 + x~ws−2 +

x2

2!
~ws−3 + · · ·+ xs−2

(s− 2)!
~w1 +

xs−1

(s− 1)!
~u

)
eρx, (3.49)

kde vektor ~wi odpov́ıdá libovolnému řešeńı algebraických rovnic

(A− ρE) ~wi = ~wi−1, . . . (A− ρE) ~w1 = ~u. (3.50)

Následuj́ıćı př́ıklad ilustruje popsaný princip řešeńı: uvažujme systém(
y′1
y′2

)
=

(
3 −1
1 1

)(
y1

y2

)
(3.51)

s dvojnásobnou vlastńı hodnotou ρ = 2, které ovšem odpov́ıdá pouze jeden lineárně
nezávislý vlastńı vektor ~u = (1, 1)T . Vektor ~w urč́ıme z rovnice (3.50),(

1 −1
1 −1

)(
w1

w2

)
=

(
1
1

)
, tedy

(
w1

w2

)
=

(
1
0

)
(3.52)

Výsledné řešeńı systému ve smyslu rovnice (3.48) bude

~yρ(x) = C1

(
1
1

)
e2x + C2

[(
1
0

)
+ x

(
1
1

)]
e2x. (3.53)

Řešeńı systémů s v́ıce než dvěma lineárńımi rovnicemi 1. řádu je analogické k uvedeným jed-
noduchým př́ıklad̊um se dvěma rovnicemi, některé principy v́ıce ozřejmı́ následuj́ıćı př́ıklady,
zahrnuj́ıćı i systémy tř́ı rovnic.

� Př́ıklady:

3.90 ~y ′ =

(
4 10
1 1

)
~y ~y = C1

(
5
1

)
e6x + C2

(
2
−1

)
e−x

3.91 ~y ′ =

(
7 13
−1 1

)
~y

~y =

[
A

(
13 cos 2x

−3 cos 2x− 2 sin 2x

)
+ B

(
13 sin 2x

2 cos 2x− 3 sin 2x

)]
e4x

3.92 ~y ′ =

 1 −1 0
−1 2 −1

0 −1 1

 ~y ~y = C1

1
1
1

+ C2

 1
0
−1

 ex + C3

 1
−2

1

 e3x

3.93 ~y ′ =

 5 8 16
4 1 8
−4 −4 −11

 ~y ~y = C1

−2
−1

1

 ex +

C2

−1
1
0

+ C3

−2
0
1

 e−3x
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3.94 ~y ′ =

−2 0 0
1 −3 −1
−1 1 −1

 ~y

~y =

C1

 0
2
−2

+ C2

2
0
2

+ C3

 0
−1
−1

+ x

 0
2
−2

 e−2x

3.95 ~y ′ =

1 0 0
0 3 2
2 −2 −1

 ~y

~y =

C1

 0
4
−4

+ C2

0
0
2

+ x

 0
4
−4

+ C3

 1
4
−4

+ x

0
0
2

+
x2

2

 0
4
−4

 ex

3.96 ~y ′ =

−1 1 0
−2 −3 1

1 1 −2

 ~y

~y =

C1

 1
−1

1

+ C2

1
0
1

+ x

 1
−1

1

+ C3

0
1
1

+ x

1
0
1

+
x2

2

 1
−1

1

 e−2x

3.3.2 Nehomogenńı soustavy s konstantńımi koeficienty

Řešeńı lineárńıch soustav s pravou stranou bude v principu analogické metodám řešeńı obyčejných
diferenciálńıch rovnic 2. řádu (viz odstavec 3.2.1), tj. metodám variace konstant a neurčitých
koeficient̊u. Metodu variace konstant můžeme aplikovat následuj́ıćım zp̊usobem: předpokládejme
partikulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice (3.38), ve tvaru

~yp = Y(x)~t(x), (3.54)

kde Y(x) je matice, jej́ıž sloupce tvoř́ı jednotlivá lineárně nezávislá řešeńı př́ıslušné homogenńı
rovnice (3.38), přepsané nyńı do tvaru Y′ = AY, ~t(x) je hledaný, obecně zapsaný sloupcový
vektor. Protože rovnice (3.38) muśı platit také pro partikulárńı řešeńı, tedy ~y ′p = A~yp + ~f ,
prvńı derivace partikulárńıho řešeńı v takovém př́ıpadě bude

~y ′p = Y′~t+ Y~t ′ = AY~t+ ~f = Y′~t+ ~f, tedy Y~t ′ = ~f. (3.55)

Hledaný vektor ~t źıskáme integraćı rovnice (3.55),

~t =

ˆ
Y−1 ~f dx, ~yp = Y

ˆ
Y−1 ~f dx. (3.56)

Uvedenou metodu ilustruje následuj́ıćı řešený př́ıklad: použijeme homogenńı systém z řešeného
př́ıkladu (viz rovnice (3.41)) s přidanou pravou stranou,(

y′1
y′2

)
=

(
1 6
1 2

)(
y1

y2

)
+

(
3
1

)
x. (3.57)
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Z rovnice (3.42) ihned vid́ıme, že matice Y(x) bude

Y =

(
−3e−x 2e4x

e−x e4x

)
, z toho Y−1 =

1

5

(
−ex 2ex

e−4x 3e−4x

)
. (3.58)

Podle rovnice (3.56) tak dostáváme partikulárńı řešeńı pomoćı integrace (kdy každou složku
vektoru ~yp integrujeme zvlášt’)

~yp =
1

5

(
−3e−x 2e4x

e−x e4x

)ˆ (
−ex 2ex

e−4x 3e−4x

)(
3x
x

)
dx =

[
−3/4

(1− 4x)/8

]
. (3.59)

Úplné řešeńı tedy bude součtem rovnic (3.42) a (3.59). Ve výsledku rovnice (3.59) neuvád́ıme
integračńı konstantu, předpokládáme, že je již

”
skrytá“ v konstantách homogenńıho řešeńı

v rovnici (3.42).

Metoda neurčitých koeficient̊u pro systém rovnic je zcela analogická již uvedenému řešeńı
pro rovnice 2. řádu, jediný rozd́ıl spoč́ıvá v tom, že koeficienty nyńı budou vektory. Pokud
např́ıklad v odstavci 3.2.1 byla pravá strana rovnice polynomem 1. stupně, obený zápis parti-
kulárńıho řešeńı měl tvar yp = Ax+B, nyńı to bude ~yp = ~Ax+ ~B. Metodu ukážeme na stejném
řešeném př́ıkladě: předpokládejme uvedenou obecnou formu partikulárńıho řešeńı, tedy

~yp =

(
A1

A2

)
x+

(
B1

B2

)
, což dává ~y ′p = ~A =

(
A1

A2

)
. (3.60)

Rovnice (3.38) muśı opět platit i pro partikulárńı řešeńı, ~y ′p = A~yp+ ~f , tedy ~A = A( ~Ax+ ~B)+ ~f .
Přeṕı̌seme-li (vektorový) polynom 1. stupně do následuj́ıćıho explicitńıho tvaru[

A

(
A1

A2

)
+

(
3
1

)]
x+ A

(
B1

B2

)
−
(
A1

A2

)
= ~0, (3.61)

dostáváme pro lineárńı i absolutńı člen (oba muśı být nulové) následuj́ıćı rovnice:(
1 6
1 2

)(
A1

A2

)
= −

(
3
1

)
,

(
1 6
1 2

)(
B1

B2

)
=

(
A1

A2

)
. (3.62)

Nyńı již snadno dopoč́ıtáme jednotlivé neurčité koeficienty, dostáváme A1 = 0, A2 = −1/2,
B1 = −3/4, B2 = 1/8, což po dosazeńı a úpravě dává shodný výsledek s rovnićı (3.59).

� Př́ıklady:

3.97 ~y ′ =

(
1 3
1 −1

)
~y +

(
2
1

)
e−5x

~y = C1

(
3
1

)
e2x + C2

(
−1

1

)
e−2x −

(
5/21
4/21

)
e−5x

3.98 ~y ′ =

(
3 −1
1 1

)
~y +

(
1
1

)

~y = C1

(
1
1

)
e2x + C2

[(
1
0

)
+ x

(
1
1

)]
e2x −

(
1/2
1/2

)
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3.99 ~y ′ =

2 −1 −1
0 −1 0
0 2 1

 ~y +

2
1
1

x2

~y = C1

 0
1
−1

 e−x + C2

1
0
1

 ex + C3

1
0
0

 e2x +

−2
1
−3

x2 −

4
2
2

x+

−4
2
−6



3.100 ~y ′ =

1 −3 3
3 −5 3
6 −6 4

 ~y +

 1
0
−1

 (x+ 1) e2x

~y = C1

1
1
0

 e−2x + C2

 1
0
−1

 e−2x + C3

1
1
2

 e4x +

 1/4
0
−1/4

x+

 3/16
0

−3/16

 e2x



Kapitola 4

Křivkový integrál1

4.1 Křivkový integrál 1. druhu

Křivkovým integrálem 1. druhu nazýváme integrál

ˆ
C
f ds obecné skalárńı funkce f(x, y, z)

podél křivky C, kde ds je délkový element křivky: ds2 = dx2 + dy2 + dz2 (Pythagorova věta
v diferenciálńım tvaru). Stanov́ıme-li např. souřadnici x jako nezávisle proměnnou a y(x), z(x)
jako závisle proměnné, můžeme psát

ˆ
C
f ds =

ˆ x2

x1

f(x, y, z)

√
1 +

(
dy

dx

)2

+

(
dz

dx

)2

dx. (4.1)

Nalezneme-li vhodný parametr t, potom bude parametrizovaná rovnice (4.1), kde f(t) =
f [x(t), y(t), z(t)], s(t) = s [x(t), y(t), z(t)], mı́t tvar

ˆ
C
f(t)

ds(t)

dt
dt =

ˆ t2

t1

f(t)

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

+

(
dz

dt

)2

dt. (4.2)

Pomoćı křivkového integrálu 1. druhu lze určit geometrické a fyzikálńı charakteristiky dané
křivky. Polož́ıme-li f = 1, výsledkem bude délka křivky C. Polož́ıme-li f = τ (délková hustota
křivky), dostáváme τ ds = dm, tedy element hmotnosti křivky, výsledkem integrace bude
hmotnost křivky C,

m =

ˆ
C

dm =

ˆ
C
τ ds. (4.3)

Pokud polož́ıme např́ıklad f = zτ , dostáváme tzv. statický moment Sz křivky vzhledem k ose z,
jeho vyděleńım hmotnost́ı dostáváme z-ovou souřadnici středu hmotnosti zT křivky C (obdobně
pro ostatńı souřadnicové směry), tedy

xT =
1

m

ˆ
C
x dm =

1

m

ˆ
C
xτ ds, yT =

1

m

ˆ
C
y dm, zT =

1

m

ˆ
C
z dm. (4.4)

Polož́ıme-li f = r2τ , kde r je vzdálenost obecného bodu křivky od zvolené př́ımky v prostoru
(osy o), dostáváme moment setrvačnosti Jo křivky C vzhledem k této ose. Momenty setrvačnosti
křivky C např. vzhledem k jednotlivým kartézským souřadnicovým osám potom budou

Jx =

ˆ
C
(y2 + z2) dm =

ˆ
C
(y2 + z2) τ ds, Jy =

ˆ
C
(z2 + x2) dm, Jz =

ˆ
C
(x2 + y2) dm.

(4.5)
1Ve výsledćıch př́ıklad̊u s geometrickými nebo fyzikálńımi veličinami nejsou uváděny př́ıslušné jednotky.

51
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� Př́ıklady:

4.1 Vypoč́ıtejte délku křivky s =

ˆ
C

(
x2 + y2

)
ds, kde C je křivka s parametrizaćı x = a(cos t+

t sin t), y = a(sin t− t cos t), t ∈ 〈0, 2π〉.

s = a3
(
2π2 + 4π4

)
4.2 Vypoč́ıtejte délku úseku paraboly y = x2, ohraničeného body (−2, 4) a (2, 4).

s = 2
√

17 + ln
√

4 +
√

17 ≈ 9, 2936

4.3 Kolikrát deľśı bude skutečná trajektorie s šikmého vrhu (s počátečńım a koncovým bodem
ve stejné výšce)

(a) s maximálńım možným doletem D,

(b) pokud počátečńı (elevačńı) úhel α = 30◦,

(c) pokud elevačńı úhel α = 60◦,

(d) pokud elevačńı úhel bude takový aby maximálńı výška trajektorie se rovnala doletu,

než př́ıslušný dolet? Dokažte, že pro α =
π

2
,
s

D
→∞, a rovněž že pro α = 0,

s

D
→ 1.

s =
1

2

[
1

cosα
+ ln

(
1 + sinα

cosα

)
cotgα

]
D

(a) s =

[
1√
2

+ ln
√

1 +
√

2

]
D ≈ 1,15D,

(b) s =

[
1√
3

+

√
3 ln
√

3

2

]
D ≈ 1,05D,

(c) s =

[
1 +

ln
√

2 +
√

3√
3

]
D ≈ 1,38D,

(d) s =

[√
17

2
+

ln
√

4 +
√

17

4

]
D ≈ 2,32D

4.4 Př́ımým výpočtem v kartézských souřadnićıch a také pomoćı vhodné parametrizace vy-
poč́ıtejte hmotnost asteroidy x2/3 + y2/3 = a2/3 s délkovou hustotou τ = x4/3 + y4/3 (viz
obrázek 4.1). Parametrizace asteroidy může být např́ıklad: x = a cos3 t, y = a sin3 t, kde
t neznač́ı čas, nýbrž úhlový parametr.

m = 4a7/3

4.5 Pomoćı parametrizace x = a cos t, y = a sin t, z = bt, vypoč́ıtejte hmotnost jednoho

”
závitu“ válcové šroubovice s délkovou hustotou τ =

z2

x2 + y2
.

m =
8π3

3

(
b

a

)2√
a2 + b2
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a x

y

Obrázek 4.1: Asteroida. Délka poloosy a je vyznačena zelenou barvou.

4.6 Pomoćı vhodné parametrizace a s použit́ım obecných koeficient̊u vypoč́ıtejte hmotnost

jednoho
”
závitu“ válcové šroubovice s délkovou hustotou τ =

1

x2 + y2 + z2
.

m =

√
a2 + b2

ab
arctg

2πb

a

4.7 Pomoćı parametrizace x = at cos t, y = at sin t, z = bt, vypoč́ıtejte hmotnost jednoho

”
závitu“ kuželové šroubovice s délkovou hustotou τ = 2

√
x2 + y2 − z.

m =
2a− b

3a2

[√
(a2 + b2 + 4π2a2)3 −

√
(a2 + b2)3

]

4.8 Dokažte vztah s =

ˆ φ2

φ1

√
f2 + ḟ2 dφ, kde s je délka hladké křivky, vyjádřené v polárńıch

souřadnićıch r = f(φ), a kde ḟ = df/dφ.

z transformačńıch vztah̊u pro polárńı souřadnice a z definice křivkového integrálu

4.9 Dokažte vztah s =

ˆ θ2

θ1

√
f2 + ġ2

(
f2 sin2 θ + ḟ2

)
dθ, kde s je délka hladké křivky, vyjádřené

v kulových souřadnićıch r = f(φ), φ = g(θ), a kde ḟ = df/dφ, ġ = dg/dθ.

z transformačńıch vztah̊u pro kulové souřadnice a z definice křivkového integrálu

a x

y

Obrázek 4.2: Bernoulliova lemniskáta. Délka poloosy a je vyznačena zelenou barvou.
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4.10 Pomoćı vhodné transformace souřadnic vypoč́ıtejte hmotnost Bernoulliovy lemniskáty
(obrázek 4.2) s kartézskou rovnićı (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2), s délkovou hustotou τ =
|y|. Vyjděte z principu uvedeného v př́ıkladu 4.8 nebo použijte transformačńı rovnice:
x = a cos t/(1 + sin2 t), y = a sin t cos t/(1 + sin2 t), kde t = arcsin(tgφ) je úhlový para-
metr (rozvažte vždy správné integračńı meze pro zvolený parametr v rámci př́ıslušného
kvadrantu).

m = 2a2
(
2−
√

2
)

4.11 Př́ımým výpočtem v kartézských souřadnićıch a také pomoćı vhodné transformace souřad-
nic vypoč́ıtejte hmotnost nehomogenńı křivky s délkovou hustotou τ = x + y, která
vznikne pr̊unikem ploch x2 + y2 + z2 = a2, x = y, v 1. oktantu.

m =
√

2a2

4.12 Vypoč́ıtejte hmotnost oblouku elipsy
x2

9
+
y2

4
= 1 v 1. kvadrantu. Délková hustota τ = xy.

m =
38

5

a x

y

Obrázek 4.3: Kardioida. Délka konstanty a je vyznačena zelenou barvou.

4.13 Vypoč́ıtejte celkovou délku s a hmotnost m kardioidy (obrázek 4.3) s polárńı rovnićı
r = a (1− sinφ), s délkovou hustotou τ = |x|.

s = 8a, m =
32 a2

5

4.14 Určete souřadnice těžǐstě T p̊ulkružnice (procházej́ıćı 1. a 2. kvadrantem) a čtvrtkružnice
(procházej́ıćı 1. kvadrantem), oboj́ı s délkovou hustotou τ = y. Určete jejich momenty
setrvačnosti, pokud se budou otáčet okolo svých geometrických os.

T =
[
0,
πa

4

]
, T =

[a
2
,
πa

4

]
, J = 2a4, J = a4

4.15 Určete souřadnice těžǐstě T jednoho oblouku cykloidy x = a(t − sin t), y = a(1 − cos t),
t ∈ 〈0, 2π〉, s homogenńı délkovou hustotou τ(x, y) = 1.

T =

[
πa,

4a

3

]
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4.16 Drát má tvar kružnice x2 + y2 = a2. Vypoč́ıtejte jeho moment setrvačnosti J , pokud se
drát otáč́ı okolo svého pr̊uměru. Jeho délková hustota τ = |x|+ |y|.

J = 4a4

x

y

x

y

Obrázek 4.4:
”
Dva závity“ spirály s polárńım úhlem φ ∈ 〈0, 4π〉. Vlevo: Archimedova spirála, vpravo:

logaritmická spirála.

4.17 Vypoč́ıtejte délku `
”
dvou závit̊u“ (viz obrázek 4.4) a moment setrvačnosti J následuj́ıćıch

křivek s konstantńı délkovou hustotou τ , rotuj́ıćıch okolo osy z (procházej́ıćı počátkem,
kolmo k vyobrazené rovině):

(a) Archimédovy spirály, dané v polárńıch souřadnićıch předpisem r = αφ, kde α je
kladná konstanta a polárńı úhel φ ∈ 〈0, 4π〉,

(b) logaritmické spirály, dané v polárńıch souřadnićıch předpisem r = α eβφ, kde α a β
jsou kladné konstanty a kde polárńı úhel φ ∈ 〈0, 4π〉.

(c) jak se změńı úloha (b), pokud počátek spirály bude v bodě [0, 0]?

Výsledek také vyjádřete jako funkci hmotnosti křivky m = τ` a největš́ı vzdálenosti
křivky od osy rotace R = rmax.

(a) ` =
α

2

[
4π
√

16π2 + 1 + ln
(

4π +
√

16π2 + 1
)]

,

J =
τα3

8

[
4π
(
32π2 + 1

)√
16π2 + 1− ln

(
4π +

√
16π2 + 1

)]
≈ 0, 492mR2,

(b) ` =
α

β

√
β2 + 1

(
e4πβ − 1

)
, J =

τα3

3β

√
β2 + 1

(
e12πβ − 1

)
=
(
1 + e−4πβ + e−8πβ

) mR2

3
,

(c) ` =
α

β

√
β2 + 1 e4πβ, J =

τα3

3β

√
β2 + 1 e12πβ =

mR2

3

4.2 Křivkový integrál 2. druhu

Křivkovým integrálem 2. druhu nazýváme integrál

ˆ
C
~F ·~tds =

ˆ
C
~F ·d~s obecného vektorového

pole ~F (x, y, z) podél křivky C ve směru jej́ıho tečného vektoru ~t, kde ds je délkový element
křivky (viz odstavec 4.1). Explicitńı zápis integrálu 2. druhu v kartézské souřadné soustavě
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bude mı́t tvar ˆ x2

x1

Fx dx+

ˆ y2

y1

Fy dy +

ˆ z2

z1

Fz dz, (4.6)

kde Fx, Fy, Fz jsou jednotlivé složky vektoru ~F . Analogicky k rovnici (4.2) bude mı́t parame-
trizovaný křivkový integrál 2. druhu tvarˆ t2

t1

[
Fx(t)

dx(t)

dt
+ Fy(t)

dy(t)

dt
+ Fz(t)

dz(t)

dt

]
dt. (4.7)

Typickým př́ıkladem integrálu 2. druhu je výpočet vykonané práce jako integrálu vektoru śıly
~F podél orientované křivky C.

� Př́ıklady:

4.18 Př́ımým výpočtem v kartézských souřadnićıch i pomoćı vhodné parametrizace vypoč́ıtejte

křivkový integrál druhého druhu

ˆ
C
(x + 1) dy + y dx, kde křivka C je čtvrtkružnice s

poloměrem a v 1. kvadrantu.

a

4.19 Vypoč́ıtejte křivkový integrál druhého druhu

ˆ
C
x dx + y dy + (xz − y) dz, kde křivka C

je daná parametricky x = t2, y = 2t, z = 4t3, t ∈ 〈0, 1〉.
5

2

4.20 Vypoč́ıtejte křivkový integrál druhého druhu

˛
C
(2 − y) dx + (1 + x) dy, kde křivka C je

obvod trojúhelńıka s vrcholy A = [0, 0], B = [1, 1], C = [0, 2].

2

4.21 Vypoč́ıtejte práci, kterou vykoná śıla ~F = (y, z, x), p̊usob́ıćı v matematicky kladném
směru po uzavřené křivce, která je daná pr̊unikem ploch z = xy a x2 + y2 = 1.

W = −π

4.22 Vypoč́ıtejte práci, kterou vykoná śıla ~F =
(y
x
, x
)

, p̊usob́ıćı po křivce xy = 1 od bodu[
3, 1

3

]
do bodu

[
1
2 , 2
]
.

W = ln 6− 5

3

4.23 Vypoč́ıtejte práci, kterou vykoná śıla ~F = (x − y, x + y), p̊usob́ıćı po dráze y = x2,
x ∈ 〈0, 2〉.

W =
38

3

4.24 Vypoč́ıtejte práci, kterou vykoná śıla ~F = (y,−x, z), p̊usob́ıćı po obvodě trojúhelńıka,
jehož vrcholy jsou tvořeny pr̊useč́ıky roviny 3x+ 2y + 6z = 6 se souřadnicovými osami.

W = −6
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4.25 Vypoč́ıtejte práci, kterou vykoná śıla ~F = (yz, xy, yz), p̊usob́ıćı po obvodě trojúhelńıka,
jehož vrcholy jsou tvořeny pr̊useč́ıky roviny 2x+ 3y + 4z = 12 se souřadnicovými osami.

W = 22

4.26 Vypoč́ıtejte práci, kterou vykoná śıla ~F = (x2 + y, 3y2, 0), která p̊usob́ı po uzavřené
křivce, sestávaj́ıćı z p̊ulkružnice o poloměru a v 1. a 2. kvadrantu a úsečky (pr̊uměru).

W = −πa
2

2

4.27 Vypoč́ıtejte práci, kterou by vykonalo t́ıhové pole při j́ızdě tobogánem s přesně třemi
otáčkami, pokud by t́ıhové pole vypadalo ~Fg = −mg(0, 0, z). Tobogán si lze představit
jako válcovou šroubovici, použijte obecné koeficienty.

W = 18π2b2mg

4.28 Vypoč́ıtejte práci, kterou vykoná śıla ~F =
(
x2 + y, 3y2, 0

)
, která p̊usob́ı v matematicky

kladném směru po p̊ulkružnici o poloměru a. Půlkružnice má střed v počátku souřadného
systému a procháźı 2. a 3. kvadrantem roviny xy kartézské souřadné soustavy. Je toto
silové pole konzervativńı ?

W = −πa
2

2
− 2a3, pole neńı konzervativńı.

4.29 Vypoč́ıtejte práci, kterou vykoná śıla ~F =
(
x2,−y, z

)
p̊usob́ıćı v matematicky kladném

směru po křivce dané předpisem (x− 1)2 + y2 = 1, z = 2, z počátečńıho bodu (1,−1, 2)
do koncového bodu (0, 0, 2). Je toto silové pole konzervativńı ?

W =
1

6
, pole je konzervativńı.

4.30 Vypoč́ıtejte práci, kterou vykoná śıla ~F =
(
2x2 − y, x, z

)
, která p̊usob́ı v matematicky

záporném směru po polovině závitu válcové šroubovice o poloměru R s osou (0, 0, z),
procházej́ıćı počátkem souřadnicového systému. Počátečńı bod dráhy p̊usob́ıćı śıly má
souřadnice

(
0, R, πb2

)
, koncový bod má souřadnice

(
0,−R,−πb

2

)
. Je toto silové pole kon-

zervativńı ?

W = −πR2, pole neńı konzervativńı.

4.31 Vypoč́ıtejte práci, kterou vykoná śıla ~F = (3x− y, x, z), která p̊usob́ı v matematicky
kladném směru po dráze jednoho závitu válcové šroubovice o poloměru R s osou (0, 0, z),
procházej́ıćı počátkem souřadnicového systému. Počátečńı bod dráhy p̊usob́ıćı śıly má
souřadnice

(
0,−R,−πb

2

)
, koncový bod má souřadnice

(
0,−R, 3πb

2

)
, transformačńı rovnice

šroubovice jsou: x = R cos t, y = R sin t, z = bt. Je toto silové pole konzervativńı ?

W = π
(
2R2 + πb

)
, pole neńı konzervativńı.

4.32 Vypoč́ıtejte práci, kterou vykoná śıla ~F =
(
x3, y, z3

)
, která p̊usob́ı nejprve v matematicky

kladném směru po křivce, dané předpisem x2 + (y − 3)2 = 4, z = 5, z bodu (0,1,5) do
bodu (2,3,5) a potom po úsečce do bodu (3,1,5). Je toto silové pole konzervativńı ?

W =
81

4
, pole je konzervativńı.
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4.33 Vypoč́ıtejte práci, kterou vykoná śıla ~F (x, y) = (x− y, x), která p̊usob́ı po následuj́ıćı
uzavřené křivce: nejprve po úsečce z bodu (1, 1) do bodu (1, 2), dále po čtvrtkružnici se
středem v bodě (1, 1) v matematicky záporném směru do bodu (2, 1) a nakonec po úsečce
zpět do výchoźıho bodu. Je toto silové pole konzervativńı ?

W = −π
2

, pole neńı konzervativńı.

4.34 Vypoč́ıtejte práci, kterou vykoná śıla ~F (x, y) = (−y, x), která p̊usob́ı po následuj́ıćı
uzavřené křivce: nejprve po úsečce z bodu (0, 0) do bodu (2, 1), dále po úsečce do bodu
(2, 2) a nakonec po čtvrtkružnici se středem v bodě (2, 0) v matematicky kladném směru
zpět do výchoźıho bodu. Jak se vykonaná práce změńı, pokud p̊usob́ıćı śıla ~F (x, y) =
(y, x) ?

W = 2(π − 1), práce konzervativńı śıly po uzavřené křivce by byla nulová.

4.35 Vypoč́ıtejte práci, kterou vykoná śıla ~F (x, y) = (−y, x), která p̊usob́ı po následuj́ıćı
uzavřené křivce: nejprve po úsečce z bodu (0, 0) do bodu (1, 0), dále po úsečce do bodu
(1, 1) a nakonec po čtvrtkružnici se středem v bodě (1, 0) v matematicky kladném směru
zpět do výchoźıho bodu. Jak se vykonaná práce změńı, pokud p̊usob́ıćı śıla ~F (x, y) =
(y, x) ?

W =
π

2
, konzervativńı śıla - práce by byla nulová.



Kapitola 5

Skalárńı a vektorové funkce v́ıce
proměnných1

5.1 Parciálńı a směrové derivace, úplný diferenciál

Parciálńı derivace funkce v́ıce nezávislých proměnných f(x1, x2, . . . , xn) je derivace této funkce
podle jedné z těchto proměnných; je to dáno t́ım, že tuto funkci derivujeme pouze ve směru
této proměnné, takže ostatńı nezávisle proměnné maj́ı konstantńı hodnotu (chovaj́ı se jako
konstanty). Funkci v́ıce proměnných tedy skutečně v této chv́ıli derivujeme jako funkci jedné
proměnné. Prostorovou představu si můžeme udělat na př́ıkladu funkce dvou proměnných
f(x, y), jej́ıž geometrický význam můžeme popsat jako plochu, danou předpisem z = f(x, y).
Parciálńı derivace této funkce např́ıklad podle proměnné x, kterou zapisujeme

∂f(x, y)

∂x
nebo pouze

∂f

∂x
nebo také fx , (5.1)

vyjadřuje směrnici tečny této plochy, která lež́ı v rovině rovnoběžné s rovinou xz a která je
orientována v kladném smyslu osy x. Hodnota druhé nezávisle proměnné y je tedy pro celou tuto
tečnu konstantńı. Zcela obdobně to plat́ı i pro parciálńı derivace podle ostatńıch nezávislých
proměnných.

Parciálńı derivace můžeme samozřejmě zobecnit pro zcela libovolný směr, ne pouze pro
směry souřadnicových os. V tom př́ıpadě je nazýváme směrové derivace (nebo derivace ve směru).
Zvolený směr může být definovaný např́ıklad vektorem ~v, směrová derivace potom (v př́ıpadě
funkce dvou proměnných), analogicky k př́ıkladu popsanému v předchoźım odstavci, vyjadřuje
směrnici tečny této plochy, která lež́ı v rovině rovnoběžné s rovinou vymezenou t́ımto vekto-
rem a osou z a která je orientována ve směru zvoleného vektoru. Směrovou derivaci spojitě
diferencovatelné skalárńı funkce můžeme obecně definovat jako

~∇~uf(x1, x2, . . . , xn) = ~∇f(x1, x2, . . . , xn) · ~u

‖~u‖
, (5.2)

kde symbol ~∇ (tzv. Nabla operátor) znač́ı vektor parciálńıch derivaćı podle všech nezávisle
proměnných. Rovnici (5.2) lze tedy rozepsat

~∇~uf(x1, x2, . . . , xn) =
u1

‖~u‖
∂f

∂x1
+

u2

‖~u‖
∂f

∂x2
+ . . .+

un
‖~u‖

∂f

∂xn
. (5.3)

1Ve výsledćıch př́ıklad̊u s geometrickými nebo fyzikálńımi veličinami nejsou uváděny př́ıslušné jednotky.
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Úplným (totálńım) diferenciálem obecné skalárńı funkce f(~x) = f(x1, x2, . . . , xn) v́ıce nezávis-
lých proměnných nazýváme lineárńı funkci

df =
∂f

∂x1
dx1 +

∂f

∂x2
dx2 + . . .+

∂f

∂xn
dxn = ~∇f(~x) · d~x. (5.4)

Pokud totálńı diferenciál funkce f(~x) existuje v daném bodě, ř́ıkáme, že funkce f(~x) je v tomto
bodě diferencovatelná. Pokud totálńı diferenciál funkce f(~x) existuje ve všech bodech této
funkce, ř́ıkáme, že funkce f(~x) je spojitě diferencovatelná (hladká). Pokud totálńı diferenciál
funkce f(~x) existuje v určitých oblastech této funkce, ř́ıkáme, že funkce f(~x) je po částech
diferencovatelná.

Totálńım diferenciálem vyšš́ıho (n-tého) řádu funkce f(x, y) dvou nezávislých proměnných
x, y bude funkce, daná obecným předpisem

dnf(x, y) =

n∑
k=0

(
n
k

)
∂nf

∂xk ∂yn−k
dxk dyn−k, (5.5)

kde výraz v závorce za sumou je tzv. kombinačńı č́ıslo (viz rovnice (11.1)). Zcela zobecněným
totálńım diferenciálem vyšš́ıho (n-tého) řádu funkce f(x1, x2, x3, ..., xm−1, xm) obecného počtu
m nezávislých proměnných x1, x2, ..., xm bude funkce, daná předpisem

dnf(x1, x2, ..., xm) =
∑

k1+k2+...+km=n

(
n

k1, k2, ..., km

)
∂nf

∂xk1
1 ∂x

k2
2 ...∂x

km
m

dxk1
1 dxk2

2 ...dx
km
m , (5.6)

kde výraz v závorce za sumou je tzv. multinomický koeficient (viz rovnice (11.6)) a kde smysl
a užit́ı všech ostatńıch výraz̊u a symbol̊u odpov́ıdá tzv. multinomické větě (11.7).

� Př́ıklady:

5.1 Vypoč́ıtejte parciálńı derivace
∂f

∂x
,
∂f

∂y
skalárńı funkce f(x, y) = x2 + x− y.

2x+ 1, −1

5.2 Vypoč́ıtejte parciálńı derivace
∂2f

∂x2
,
∂2f

∂y2
skalárńı funkce f(x, y) = x ln y + xy.

(
y2 − y

)
xy−2, − x

y2
+ xy ln2 x

5.3 Vypoč́ıtejte smı́̌senou parciálńı derivaci
∂3f

∂x ∂y ∂z
skalárńı funkce f(x, y) = xyz+x2 sin(xy)+

yz.

1

5.4 Vypoč́ıtejte smı́̌senou parciálńı derivaci
∂4f

∂x ∂y ∂z2
skalárńı funkce f(x, y) = xy2z3 +

x2 sin2(xz) + yz + x+ y + z.

12yz
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5.5 Dokažte, že ze stavové rovnice ideálńıho plynu pV = nRT , kde p je tlak, V je objem,
T je termodynamická teplota, n je látkové množstv́ı, R je molárńı plynová konstanta,

vyplývá:
∂p

∂V

∂V

∂T

∂T

∂p
= −1.

5.6 Ukažte, že funkce u =
1

2a
√
πt

e−
(x−b)2

4a2t , kde a, b jsou konstanty, vyhovuje rovnici vedeńı

tepla
∂u

∂t
= a2∂

2u

∂x2
.

5.7 Ukažte, že funkce u =
1

r
, kde r =

√
(x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2, kde a, b, c jsou kon-

stanty, vyhovuje Laplaceově rovnici ∆u = 0 pro r 6= 0.

Př́ıklady 5.5, 5.6, 5.7 - pomoćı parciálńıch derivaćı funkćı.

5.8 Vypoč́ıtejte derivaci funkce f(x, y) =
x

y
v bodě [4,−1] ve směru vektoru ~u = (−2, 3).

− 10√
13

5.9 Vypoč́ıtejte derivaci funkce f(x, y, z) = cos(xy) + ln z2 v bodě [π, 1, 1] ve směru vektoru
~u = (1, 1, 1).

2√
3

5.10 Vypoč́ıtejte derivaci funkce f(x, y) = x2 − y2 v bodě [1, 1] ve směru vektoru ~u = (1,−1).

2
√

2

5.11 Vypoč́ıtejte derivaci funkce f(x, y) = x+ 2y v bodě [2, 1] ve směru vektoru ~u = (1, 2).
√

5

5.12 Vypoč́ıtejte derivaci funkce f(x, y, z) = x + y2 + z3 v bodě [0, 1, 2] ve směru vektoru
~u = (1, 0, 1).

13√
2

5.13 Vypoč́ıtejte derivaci funkce f(x, y) = x3 − y2 + 2xy v bodě [2, 3] ve směru vektoru ~u =
(−3, 2).

− 58√
13

5.14 Nalezněte hodnotu derivace funkce f(x, y) = x2 − xy − y2 ve směru největš́ıho r̊ustu
v bodě [1,−3].

5
√

2

5.15 Nalezněte prvńı a druhý diferenciál funkce f(x) = x cosx, vyč́ıslete v bodě [π/4].
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1√
2

(
1− π

4

)
dx, − 1√

2

(
2 +

π

4

)
dx2

5.16 Nalezněte prvńı a druhý diferenciál funkce f(x, y) =
(
x+ y3

)2
, vyč́ıslete v bodě [2, 3].

58 dx+ 1566 dy, 2 dx2 + 108 dx dy + 2502 dy2

5.17 Nalezněte prvńı a druhý diferenciál funkce f(x, y) = xy + x cos y + yx, vyč́ıslete v bodě
[1, e].

(2e + cos e) dx+ (2− sin e) dy, e dx2 + (6− 2 sin e) dx dy − (cos e) dy2

5.18 Nalezněte prvńı a druhý diferenciál funkce f(x, y) = ln
(
x+ y2

)
, vyč́ıslete v bodě [1, 1].

1

2
dx+ dy, −1

4
dx2 − dx dy

5.19 Užit́ım prvńıho diferenciálu přibližně vypoč́ıtejte hodnotu č́ısla 1, 03× 1, 98 a porovnejte
s hodnotou určenou kalkulačkou.

2, 04 (kalkulačkou 2, 0394)

5.20 Užit́ım prvńıho diferenciálu přibližně vypoč́ıtejte hodnotu č́ısla

(
3, 96

2, 01

)3

a porovnejte

s hodnotou určenou kalkulačkou.

7, 64 (kalkulačkou 7, 64711...)

5.21 Užit́ım prvńıho diferenciálu přibližně vypoč́ıtejte hodnotu č́ısla arctg

(
1, 01

0, 98

)
a porov-

nejte s hodnotou určenou kalkulačkou.

π

4
+ 0, 015 ≈ 0, 8004 (kalkulačkou 0, 80047...)

5.2 Kmenová funkce

S kmenovou funkćı jsme se již setkali v souvislosti s diferenciálńımi rovnicemi exaktńımi v odd́ıle
3.1.4. Pojem kmenová funkce úzce souviśı s pojmy totálńıho diferenciálu a konzervativńıho
vektorového pole. O obecném vektorovém poli ~A(~x) ř́ıkáme že je konzervativńı, pokud existuje
taková skalárńı funkce ϕ(~x), že plat́ı

~A(~x) = ~∇ϕ(~x), resp. dϕ(~x) = ~A(~x) · d~x. (5.7)

Výraz ~∇ϕ v levé části rovnice 5.7 znamená gradient funkce ϕ (viz odd́ıl 5.3), výraz v pravé části
rovnice 5.7 je totálńım diferenciálem funkce ϕ. Pokud rovnice (5.7) plat́ı, funkci ϕ nazýváme
kmenovou funkćı (záporným skalárńım potenciálem, kdy skalárńı potenciál φ = −ϕ) konzerva-
tivńıho vektorového pole ~A. Intenzita ~E obecného konzervativńıho pole potom bude ~E = −~∇φ
a odpov́ıdaj́ıćı silové pole ~F = −~∇Ep, kde Ep je potenciálńı energie. O tom, jestli zadané
vektorové pole je konzervativńı, se přesvědč́ıme na základě Schwarzovy věty, tedy postupem
uvedeným v rovnici (3.16). Postup můžeme zobecnit na libovolný počet proměnných, tedy

∂Aj(x1, x2, . . . , xj , . . . , xk, . . . , xn)

∂xk
=
∂Ak(x1, x2, . . . , xj , . . . , xk, . . . , xn)

∂xj
, (5.8)
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kde Aj , Ak znač́ı j−tou a k−tou složku vektoru ~A, volné indexy j, k nabývaj́ı postupně všech
hodnot od 1 do n.

Kmenovou funkci potom najdeme (např́ıklad ve trojrozměrném př́ıpadě) pomoćı integrálu

ϕ(x, y, z) =

ˆ x

x0

Ax(t, y, z) dt+

ˆ y

y0

Ay(x0, t, z) dt+

ˆ z

z0

Az(x0, y0, t) dt. (5.9)

V př́ıpadě jiného počtu dimenźı bude předpis 5.9 odpov́ıdaj́ıćım zp̊usobem zkrácen nebo rozš́ı̌ren.

� Př́ıklady:

Rozhodněte, zda daný výraz je totálńım diferenciálem, v kladném př́ıpadě určete odpov́ıdaj́ıćı
kmenovou funkci:

5.22 (sinx+ y) dx+
(
x2 + cos y

)
dy Výraz neńı totálńım diferenciálem.

5.23
(
x2 + y

)
dx+

(
x+ y2

)
dy

x3

3
+ xy +

y3

3
−
(
x3

0

3
+ x0 y0 +

y3
0

3

)

5.24 xy2 dx+
(
y2 + x2y + 4

)
dy

x2y2

2
+
y3

3
+4y−

(
x2

0 y
2
0

2
+
y3

0

3
+ 4y0

)

5.25 (x+ 2xy) dx+
(
cos y + x2

)
dy

x2

2
+x2y+sin y−

(
x2

0

2
+ x2

0 y0 + sin y0

)

5.26 y′
(

lnx

y2
− y
)

=
1

xy
, y(1) = 2 2− lnx

y
− y2

2

5.27

(
3x2 − 2xy +

1

y

)
−
(
x2 +

x

y2
+

2

y3

)
y′, y(0) = 1 x3 − x2y +

x

y
+

1

y2
− 1

5.28
(
6x3y2 + 3x2

)
dx+

(
3x4y + cos y

)
dy, y(1) =

π

2

3

2
x4y2 + x3 + sin y − 3π2

8
− 2

5.29 −
2x

x2 + y2
dx− 2y

x2 + y2
dy, y(1) = 1 ln 2− ln

(
x2 + y2

)
5.30

1

y2
dx+

(
−2x

y3
+ ey

)
dy, y(0) = 1

x

y2
+ e

(
ey−1 − 1

)
5.31

3x2

2
√
x3 + y3

dx+
3y2

2
√
x3 + y3

dy, y(1) = 2
√
x3 + y3 ± 3

Dokažte, že dané silové pole je konzervativńı, a určete odpov́ıdaj́ıćı potenciálńı energii V (k je
konstanta, Q1 a Q2 jsou konstantńı elektrické náboje):

5.32 ~F = −k~r (pružná śıla) V =
kr2

2
=
k

2

(
x2 + y2 + z2

)
5.33 ~F = k

Q1Q2

r3
~r (elektrostatická śıla) V = k

Q1Q2

r
= k

Q1Q2√
x2 + y2 + z2
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5.34 Nalezněte potenciál vektorového pole ~A =
(
2xy, x2

)
. Je tento potenciál určený jedno-

značně ?

φ = −x2y + C

5.35 Intenzita fyzikálńıho pole je určena vektorem ~A =

[
ln(x− y) +

x

x− y
,− x

x− y
, 0

]
. Lze

pro toto pole stanovit př́ıslušný potenciál ? Pokud ano, nalezněte jej. Bude tento potenciál
určen jednoznačně ?

φ = −x ln(x− y) + C

5.36 Dokažte, že dané centrálńı silové pole ~F = −k ~r r je konzervativńı a určete odpov́ıdaj́ıćı
potenciálńı energii V v bodě x, y, z = (X0, Y0, Z0), pokud jej́ı hodnota v bodě x, y, z =
(0, 0, 0) je rovna V0. Veličina k je konstanta, ~r je polohový vektor, r je jeho velikost.

V (X0, Y0, Z0) =
k

3

(
X2

0 + Y 2
0 + Z2

0

)3/2
+ V0

5.37 Dokažte, že dané centrálńı silové pole ~F = −k ~r
r

, definované pro r ≥ 1, je konzervativńı a

určete odpov́ıdaj́ıćı potenciálńı energii V v bodě x, y, z = (X0, Y0, Z0), pokud jej́ı hodnota
v minimálńı definované vzdálenosti od bodu x, y, z = (0, 0, 0) je rovna V0. Veličina k je
konstanta, ~r je polohový vektor, r je jeho velikost.

V (X0, Y0, Z0) = k
(√

X2
0 + Y 2

0 + Z2
0 − 1

)
+ V0

5.38 Dokažte, že dané silové pole ~F = −k ~r
r3

, definované pro r ≥ 1, je konzervativńı a

určete odpov́ıdaj́ıćı potenciálńı energii V v bodě X0, Y0, Z0 = (2, 2, 1), pokud hodnotu
potenciálńı energie ve vzdálenosti r = 1 od bodu x, y, z = (0, 0, 0) stanov́ıme jako E0 = 0.
Veličina k = 1,5 je obecná konstanta, r je velikost polohového vektoru ~r = (x, y, z).

V (2, 2, 1) = k

(
1− 1√

X2
0 + Y 2

0 + Z2
0

)
+ E0 = 1

5.39 Dokažte, že centrálńı silové pole ~F , definované pro r ≥ 1, je konzervativńı a určete
potenciálńı energii V pole v bodě x, y, z = (X0, Y0, Z0), pokud stanov́ıme jej́ı hodnotu v
minimálńı definované vzdálenosti od bodu x, y, z = (0, 0, 0) je jako nulovou:

(a) ~F = −k ~r ln r,

(b) ~F = −k ~r ln r2,

(c) ~F = −k ~r ln r3.

Veličina k je konstanta, ~r je polohový vektor, r je jeho velikost.

(a) V (X0, Y0, Z0) =
k

2

[(
X2

0 + Y 2
0 + Z2

0

)(
ln
√
X2

0 + Y 2
0 + Z2

0 −
1

2

)
+

1

2

]
(b) V (X0, Y0, Z0) =

k

2

{(
X2

0 + Y 2
0 + Z2

0

) [
ln
(
X2

0 + Y 2
0 + Z2

0

)
− 1
]

+ 1
}

(c) V (X0, Y0, Z0) =
k

2

{(
X2

0 + Y 2
0 + Z2

0

) [
ln
(
X2

0 + Y 2
0 + Z2

0

) 3
2 − 3

2

]
+

3

2

}
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5.40 Dokažte, že dané silové pole ~F = −k (x, y, z) ln r−2, definované pro r ≥ 1, je konzer-
vativńı a určete odpov́ıdaj́ıćı potenciálńı energii V v bodě x, y, z = (X0, Y0, Z0), pokud
potenciálńı energie ve vzdálenosti r = 1 od bodu x, y, z = (0, 0, 0) je rovna E0. Veličina
k je konstanta, r je velikost polohového vektoru ~r = (x, y, z).

V (X0, Y0, Z0) = −k
2

{(
X2

0 + Y 2
0 + Z2

0

) [
ln
(
X2

0 + Y 2
0 + Z2

0

)
− 1
]

+ 1
}

+ E0

5.41 Dokažte, že dané centrálńı silové pole ~F = −k ~r er je konzervativńı a určete odpov́ıdaj́ıćı
potenciálńı energii V v bodě x, y, z = (X0, Y0, Z0) pokud hodnota potenciálńı energie v
bodě x, y, z = (0, 0, 0) je rovna −V0 = −k. Veličina k je konstanta, ~r je polohový vektor,
r je jeho velikost.

V (X0, Y0, Z0) = V0 e
√
X2

0 +Y 2
0 +Z2

0

(√
X2

0 + Y 2
0 + Z2

0 − 1
)

5.3 Diferenciálńı operátory

Diferenciálńı operátory určuj́ı p̊usobeńı operátoru nabla (viz odd́ıl 5.1) na skalárńı nebo vek-
torové (př́ıpadně tenzorové) pole některým z následuj́ıćıch zp̊usob̊u:

� gradient skalárńı funkce f : grad f = ~∇f, výsledkem je vektor (5.10)

� divergence vektorového pole ~A: div ~A = ~∇ · ~A, výsledkem je skalár (5.11)

� rotace vektorového pole ~A: rot ~A = ~∇× ~A, výsledkem je vektor (5.12)

� Laplace̊uv operátor (Laplacián): ∆ = ~∇ · ~∇, neměńı p̊uvodńı pole (5.13)

Laplace̊uv operátor tzv. neměńı řád tenzoru, tj. pokud p̊usob́ı na skalár, výsledkem je skalár,
pokud p̊usob́ı na vektor, výsledkem z̊ustává vektor, atd. (viz př́ıloha A). Variantńı forma zápisu
diferenciálńıch operátor̊u pomoćı volných index̊u (v Einsteinově konvenci) může v kartézském
souřadnicovém systému vypadat následovně (význam funkce δij a tenzoru εijk je vysvětlen
v odstavci 2.3):

� gradient skalárńı funkce f : grad f = ~ei
∂f

∂xi
, (5.14)

� divergence vektorového pole ~A: div ~A =
∂

∂xi
Aj δij =

∂

∂xi
Ai, (5.15)

� rotace vektorového pole ~A: rot ~A = εijk ~ei
∂

∂xj
Ak, (5.16)

� Laplace̊uv operátor (Laplacián): ∆f =
∂

∂xi

∂

∂xi
f, ∆ ~A = ~ei

∂

∂xj

∂

∂xj
Ai. (5.17)

Gradient skalárńı funkce reprezentuje vektorové pole, udávaj́ıćı velikost a směr největš́ıho
nár̊ustu dané skalárńı funkce. Divergenci vektoru můžeme interpretovat např́ıklad jako

”
mı́ru

expanze“ dané vektorové veličiny (respektive jej́ıho toku) v obecném bodě v prostoru, př́ıpadně
jako jej́ı

”
zř́ıdlovost“, tj. mı́ru toho, jak mnoho se tok daného vektorového pole chová jako

”
zdroj“ př́ıslušné vektorové veličiny. Např́ıklad, pokud vektorové pole zároveň

”
vzniká“ (zdroj)
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i
”
zaniká“ (propad), je jeho divergence nulová (př́ıpad magnetické indukce), rovněž homogenńı

vektorové pole (konstantńı vektor) muśı mı́t z definice nulovou divergenci, atd. Rotace vekto-
rového pole (jak vyplývá z názvu) popisuje infinitesimálńı rotaci daného pole v obecném bodě
v prostoru; pokud je rotace nulová, mluv́ıme o

”
nev́ırovém“ toku dané vektorové veličiny.

Podrobný popis odvozeńı jednotlivých diferenciálńıch operátor̊u v hlavńıch souřadnicových
soustavách včetně souvisej́ıćı matematiky je uveden v př́ıloze A. Zde je uveden pouze základńı
přehled operátor̊u (ve válcové soustavě nyńı zavád́ıme pro odlǐseńı ρ namı́sto r):

� Kartézská souřadná soustava (x1, x2, x3 = x, y, z):

grad f =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
, (5.18)

div ~A =
∂Ax
∂x

+
∂Ay
∂y

+
∂Az
∂z

, (5.19)

rot ~A =

(
∂Az
∂y
− ∂Ay

∂z
,
∂Ax
∂z
− ∂Az

∂x
,
∂Ay
∂x
− ∂Ax

∂y

)
, (5.20)

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
. (5.21)

� Válcová souřadná soustava (x1, x2, x3 = ρ, φ, z):

grad f =

(
∂f

∂ρ
,

1

ρ

∂f

∂φ
,
∂f

∂z

)
, (5.22)

div ~A =
1

ρ

∂

∂ρ
(ρAρ) +

1

ρ

∂Aφ
∂φ

+
∂Az
∂z

, (5.23)

rot ~A =

{
1

ρ

∂Az
∂φ
−
∂Aφ
∂z

,
∂Aρ
∂z
− ∂Az

∂ρ
,

1

ρ

[
∂

∂ρ
(ρAφ)− ∂Aρ

∂φ

]}
, (5.24)

∆ =
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂

∂ρ

)
+

1

ρ2

∂2

∂φ2
+

∂2

∂z2
. (5.25)

� Kulová souřadná soustava (x1, x2, x3 = r, θ, φ):

grad f =

(
∂f

∂r
,

1

r

∂f

∂θ
,

1

r sin θ

∂f

∂φ

)
, (5.26)

div ~A =
1

r2

∂

∂r

(
r2Ar

)
+

1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θAθ) +

1

r sin θ

∂Aφ
∂φ

, (5.27)

rot ~A =

{
1

r sin θ

[
∂

∂θ
(sin θ Aφ)− ∂Aθ

∂φ

]
,
1

r

[
1

sin θ

∂Ar
∂φ
− ∂

∂r
(rAφ]

]
,
1

r

[
∂

∂r
(rAθ)−

∂Ar
∂θ

]}
,

(5.28)

∆ =
1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2
. (5.29)

� Př́ıklady:

Pro skalárńı funkce f, g a vektory ~A, ~B dokažte:

5.42 ~∇(fg) = (~∇f)g + f ~∇g

5.43 ~∇× ~∇f = ~0
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5.44 ~∇ ·
(
~∇× ~A

)
= 0

5.45 ~∇ · f ~A = ~A · ~∇f + f ~∇ · ~A

5.46 ~∇ ·
(
~A× ~B

)
= ~B ·

(
~∇× ~A

)
− ~A ·

(
~∇× ~B

)
5.47 ~∇× f ~A = ~∇f × ~A+ f ~∇× ~A

5.48 Dokažte platnost operátorové identity ~∇×
(
~∇× ~A

)
= ~∇

(
~∇ · ~A

)
−∆ ~A.

5.49 Dokažte platnost operátorové identity ~A×
(
~∇× ~A

)
=

1

2
~∇A2 −

(
~A · ~∇

)
~A.

Př́ıklady 5.42 - 5.49 - pomoćı vektorových operaćı v kartézských souřadnićıch.

5.50 Spoč́ıtejte div
(

rot ~F
)

, ~F =
[
xyz, y

(
x2 − z2

)
, xy + zx+ yz

]
. 0

5.51 Spoč́ıtejte div
(

rot ~F
)

, ~F =
(
x2y, y2, z2x

)
. 0

5.52 Spoč́ıtejte grad f , f(x, y, z) = 2xyz + x2y + y2z + z2x.

2yz + 2xy + z2, 2xz + x2 + 2yz, 2xy + y2 + 2xz

5.53 Středově symetrické (izotropńı) fyzikálńı pole je určeno vektorem ~A =
~r

r
, kde ~r je polo-

hový vektor, r je jeho velikost. Dokažte, že divergence tohoto pole, tedy ~∇ · ~A =
2

r
.

~A =
~r

r
=

(x, y, z)√
x2 + y2 + z2

, ~∇ · ~A =
2√

x2 + y2 + z2
=

2

r

5.54 Hypotetické centrálńı fyzikálńı pole je určeno potenciálem φ = ln

(
A

r

)
+ B, kde A je

kladná konstanta, r je velikost polohového vektoru ~r. Konstanta B nastavuje hodnotu
potenciálu φ ve vzdálenosti A od bodu x, y, z = (0, 0, 0). Určete vektor intenzity ~E tohoto

pole a dokažte, že divergence tohoto pole, tedy ~∇ · ~E =
1

r2
.

~E =
~r

r2
=

(x, y, z)

x2 + y2 + z2
, ~∇ · ~E =

1

r2
=

1

x2 + y2 + z2

5.55 Hypotetické centrálńı fyzikálńı pole je určeno potenciálem φ = −Ar3 +B, kde konstanta
A škáluje velikost r polohového vektoru ~r, konstanta B nastavuje hodnotu potenciálu φ
v bodě x, y, z = (0, 0, 0). Určete vektor intenzity ~E tohoto pole a dokažte, že divergence
tohoto pole, tedy ~∇ · ~E = 12A

√
x2 + y2 + z2 = 12Ar.

~E = 3A~r r = 3A (x, y, z)
√
x2 + y2 + z2, ~∇ · ~E = 12Ar = 12A

√
x2 + y2 + z2

5.56 Hypotetické centrálńı fyzikálńı pole, definované pro vzdálenost r ≥ 1, je určeno po-
tenciálem φ = −Ar2 ln r2 +B, kde konstanta A škáluje velikost r polohového vektoru ~r,
konstanta B nastavuje hodnotu potenciálu φ v minimálńı definované vzdálenosti od bodu
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x, y, z = (0, 0, 0). Určete vektor intenzity ~E tohoto pole a dokažte, že divergence tohoto
pole, tedy ~∇ · ~E = A

(
6 ln r2 + 10

)
.

~E = 2A~r
(
ln r2 + 1

)
= 2A (x, y, z)

[
ln(x2 + y2 + z2) + 1

]
, ~∇ · ~E = A

(
6 ln r2 + 10

)
5.57 Hypotetické fyzikálńı pole je určeno nesymetrickým potenciálem φ =

Ax

r
, kde A je kladná

konstanta a r je velikost polohového vektoru ~r. Určete vektor intenzity ~E tohoto pole a

dokažte, že divergence tohoto pole, tedy ~∇ · ~E =
2φ

r2
.

~E =
−A (y2 + z2), Axy,Axz

r3
, ~∇ · ~E =

2Ax

(x2 + y2 + z2)3/2
=

2Ax

r3

5.58 Hypotetické centrálńı fyzikálńı pole je určeno potenciálem φ = A e−r, kde A je kladná
konstanta, r je velikost polohového vektoru ~r. Určete vektor intenzity ~E tohoto pole a

dokažte, že divergence tohoto pole, tedy ~∇ · ~E = A e−r
(

2

r
− 1

)
.

~E = Ae−r
~r

r
= A e−

√
x2+y2+z2 (x, y, z)√

x2 + y2 + z2
, ~∇· ~E = Ae−

√
x2+y2+z2

(
2√

x2 + y2 + z2
− 1

)

5.59 Hypotetické centrálńı fyzikálńı pole je určeno potenciálem φ = A−r, kde A je kladná
konstanta, r je velikost polohového vektoru ~r. Určete vektor intenzity ~E tohoto pole a

dokažte, že divergence tohoto pole, tedy ~∇ · ~E = A−r lnA

(
2

r
− lnA

)
.

~E = A−r lnA
~r

r
, ~∇ · ~E = A−

√
x2+y2+z2

lnA

(
2√

x2 + y2 + z2
− lnA

)

5.60 Pomoćı Kroneckerova delta a Levi-Civitova symbolu ověřte vektorové identity z př́ıklad̊u
(5.42)-(5.49) v Einsteinově notaci.

Pomoćı rovnic (2.48) a (5.14)-(5.17).



Kapitola 6

Dvojný a trojný integrál1

Na integrál funkce f(x, y) dvou proměnných x, y (dvojný integrál), která je spojitá na dvou-
rozměrné oblasti S = (a, b)×(c, d), kde a ≤ x ≤ b a c ≤ y ≤ d, je možné aplikovat tzv. Fubiniho
větu o výpočtu n-rozměrných integrál̊u pomoćı n výpočt̊u jednoduchých integrál̊u,

¨
S
f(x, y) dx dy =

ˆ b

a

(ˆ d

c
f(x, y) dy

)
dx =

ˆ d

c

(ˆ b

a
f(x, y) dx

)
dy. (6.1)

Pokud je oblast S ohraničená zp̊usobem S = (a, b) × [φ1(x), φ2(x)], kde a ≤ x ≤ b a kde pro
spojité funkce φ1(x), φ2(x) proměnné x na celém intervalu a, b plat́ı φ1(x) ≤ y ≤ φ2(x), je
integrál spojité funkce f(x, y) dvou proměnných definován jako

¨
S
f(x, y) dx dy =

ˆ b

a

(ˆ φ2(x)

φ1(x)
f(x, y) dy

)
dx =

ˆ b

a
dx

ˆ φ2(x)

φ1(x)
f(x, y) dy. (6.2)

Analogickým zp̊usobem je na tř́ırozměrné oblasti V = (a, b)×[φ1(x), φ2(x)]×[ψ1(x, y), ψ2(x, y)],
kde a ≤ x ≤ b, kde pro spojité funkce φ1(x), φ2(x) proměnné x na celém intervalu a, b plat́ı
φ1(x) ≤ y ≤ φ2(x) a kde pro spojité funkce ψ1(x, y), ψ2(x, y) dvou proměnných x, y na celé
oblasti S = (a, b)× [φ1(x), φ2(x)] plat́ı ψ1(x, y) ≤ z ≤ ψ2(x, y), integrál spojité funkce f(x, y, z)
tř́ı proměnných (trojný integrál) definován jako

˚
V
f(x, y, z) dx dy dz =

ˆ b

a

[ˆ φ2(x)

φ1(x)

(ˆ ψ2(x,y)

ψ1(x,y)
f(x, y, z) dz

)
dy

]
dx

=

ˆ b

a
dx

ˆ φ2(x)

φ1(x)
dy

ˆ ψ2(x,y)

ψ1(x,y)
f(x, y, z) dz. (6.3)

Transformaci souřadnic dvojného integrálu lze definovat (viz obrázek 6.1) pomoćı prostého
regulárńıho zobrazeńı Φ : Ω→ R2(x, y), zadaného transformačńımi rovnicemi x = ξ(u, v), y =
η(u, v), kde Ω ⊂ R2(u, v) je otevřená oblast. Pokud A ⊂ R2(x, y) a B ⊂ R2(u, v) jsou uzavřené
oblasti, kdy A ⊂ Ω, B ⊂ Ω, a pokud funkce f(x, y) dvou proměnných x a y je spojitá v oblasti
A = Φ(B), potom plat́ı

¨
A
f(x, y) dx dy =

¨
B
f [ξ(u, v), η(u, v)] J(u, v) dudv. (6.4)

1Ve výsledćıch př́ıklad̊u s geometrickými nebo fyzikálńımi veličinami nejsou uváděny př́ıslušné jednotky.

69
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Výraz

J(u, v) = |det|

∂x∂u ∂x

∂v
∂y

∂u

∂y

∂v

 , (6.5)

v rovnici (6.4) je Jakobián dvourozměrné souřadnicové transformace. V př́ıpadě trojného in-
tegrálu funkce f(x, y, z) tř́ı proměnných x, y, z, spojité v uzavřené oblasti A ⊂ R3(x, y, z),
s transformačńımi rovnicemi x = ξ(u, v, w), y = η(u, v, w), z = ζ(u, v, w), v oblasti B ⊂
R3(u, v, w) analogicky k rovnici (6.4) plat́ı,

˚
A
f(x, y, z) dx dy dz =

˚
B
f [ξ(u, v, w), η(u, v, w), ζ(u, v, w)] J(u, v, w) dudv dw. (6.6)

Výraz

J(u, v, w) = |det|


∂x

∂u

∂x

∂v

∂x

∂w
∂y

∂u

∂y

∂v

∂y

∂w
∂z

∂u

∂z

∂v

∂z

∂w

 , (6.7)

v rovnici (6.6) je Jakobián trojrozměrné souřadnicové transformace. Významné a často použ́ıva-
né jsou Jakobiány souřadnicových transformaćı (podrobný popis je v př́ıloze A) z kartézské do
válcové souřadné soustavy, kdy (u, v, w) = (ρ, φ, z), s transformačńımi rovnicemi x = ρ cosφ,
y = ρ sinφ, z = z, kde J = ρ, a z kartézské do kulové souřadné soustavy, kdy (u, v, w) = (r, θ, φ),
s transformačńımi rovnicemi x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ, kde J = r2 sin θ.

6.1 Plošný integrál 1. druhu

Plošným integrálem 1. druhu nazýváme (analogicky ke křivkovému integrálu 1. druhu v od-

stavci 4.1) integrál

¨
S
f dS skalárńı funkce f(x, y, z), spojitě diferencovatelné na úseku (hladké,

tj. spojitě diferencovatelné) plochy S, kde dS je element plochy S. Stanov́ıme-li např́ıklad
souřadnice x a y jako nezávisle proměnné a funkci z = z(x, y) jako závisle proměnnou, můžeme
tečné vektory ~tx,~ty k ploše S ve směrech souřadnicových os x, y určit jako parciálńı derivace
funkce dané plochy (viz odstavec 5.1) podle př́ıslušných směr̊u, tedy

~tx =

(
∂x

∂x
,
∂y

∂x
,
∂z

∂x

)
=

(
1, 0,

∂z

∂x

)
, ~ty =

(
∂x

∂y
,
∂y

∂y
,
∂z

∂y

)
=

(
0, 1,

∂z

∂y

)
. (6.8)

Vektor ~ν normály plochy S (tj. vektor kolmý k ploše S) urč́ıme jako vektorový součin tečných
vektor̊u ~tx×~ty (jejichž pořad́ı ve vektorovém součinu záviśı na požadované orientaci normály),
jeho velikost (viz rovnice (2.1)) bude ‖~ν‖ = ‖~tx × ~ty‖, tedy

~ν = ±(~tx × ~ty) = ±
(
−∂z
∂x
,−∂z

∂y
, 1

)
, ‖~ν‖ = ‖~tx × ~ty‖ =

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

. (6.9)

Samotný plošný element je vektorem, orientovaným ve směru normálového vektoru, kde velikost
plošného elementu je určena velikost́ı normálového vektoru. Ve zvolené kartézské parametrizaci
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x

y

C1(u,v0)

C2(u0,v)

~tu

~tv

u

v

C1

C2

Φ

Obrázek 6.1: Schéma transformace obecných souřadnic, popsané rovnićı (6.4), kde Φ symbolizuje
vzájemně jednoznačné zobrazeńı. C1, C2 jsou souřadnicové křivky, pro které plat́ı C1 : x = x(u, v0), y =
y(u, v0), C2 : x = x(u0, v), y = y(u0, v), čárkované čáry, ohraničuj́ıćı zvýrazněnou plochu, můžeme
označit jako: C+1 (u, v0 + ∆v), C−1 (u, v0 − ∆v), C+2 (u0 + ∆u, v), C−2 (u0 − ∆u, v). Tečné vektory ~tu, ~tv
k souřadnicovým křivkám v bodě u0, v0 stanov́ıme podle rovnice (6.12).

tedy můžeme psát

d~S = ~ν dx dy = ±
(
−∂z
∂x
,−∂z

∂y
, 1

)
dx dy, dS = ‖~ν‖ dx dy =

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dx dy.

(6.10)

Zjevně tedy plat́ı d~S =
~ν

‖~ν‖
dS = ~ndS, kde ~n je jednotkový normálový vektor. Explicitńı zápis

plošného integrálu 1. druhu v kartézské bázi, kde a ≤ x ≤ b, φ1(x) ≤ y ≤ φ2(x) (srovnej
rovnice (6.1), (6.2)) a z = z(x, y), tedy bude:

¨
S
f(x, y, z) dS =

ˆ b

a

ˆ φ2(x)

φ1(x)
f(x, y, z)

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dx dy. (6.11)

Nalezneme-li vhodné parametry u, v (např. θ, φ na kulové ploše), můžeme funkci f i plochu
S parametrizovat pomoćı transformačńıch rovnic x = ξ(u, v), y = η(u, v), z = ζ(u, v) (viz
rovnice (6.6)). Tečné vektory ~tu, ~tv k dané ploše S v souřadnicových směrech u, v (viz obrázek
6.1) stanov́ıme jako parciálńı derivace funkce dané plochy (viz odstavec 5.1) podle př́ıslušných
směr̊u, tedy

~tu =

(
∂ξ

∂u
,
∂η

∂u
,
∂ζ

∂u

)
, ~tv =

(
∂ξ

∂v
,
∂η

∂v
,
∂ζ

∂v

)
. (6.12)

Normálový vektor ~ν ′ (který nebude totožný s vektorem ~ν z rovnice (6.9), bude mı́t sice stejný
směr ale r̊uznou délku) urč́ıme opět jako vektorový součin tečných vektor̊u ~ν ′ = ±(~tu × ~tv),
jeho velikost ‖~ν ′‖ = ‖~tu × ~tv‖. Analogicky k rovnici (6.10) dostáváme:

d~S = ~ν ′ dudv, dS = ‖~ν ′‖ du dv = ‖~tu × ~tv‖ du dv. (6.13)

Plošný integrál 1. druhu v parametrickém vyjádřeńı bude mı́t explicitńı tvar
ˆ u2

u1

ˆ v2

v1

f (ξ, η, ζ)

∥∥∥∥(∂ξ∂u, ∂η∂u, ∂ζ∂u
)
×
(
∂ξ

∂v
,
∂η

∂v
,
∂ζ

∂v

)∥∥∥∥dudv. (6.14)
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Vzájemná souvislost mezi rovnicemi (6.10) a (6.13) je dána rovnićı (6.4), z ńıž vyplývá: ~ν dx dy =
~ν ′J(u, v) dudv a zároveň ‖~ν‖dx dy = ‖~ν ′‖J(u, v) du dv, kde J(u, v) je Jakobián souřadnicové
transformace, daný rovnićı (6.5).

Např́ıklad pro kulovou plochu o poloměru R se středem v počátku souřadnic, s kartézskou
rovnićı z(x, y) =

√
R2 − x2 − y2, s vněǰśı normálou, bude mı́t rovnice (6.10) konkrétńı podobu

d~S =

(
x√

R2 − x2 − y2
,

y√
R2 − x2 − y2

, 1

)
dx dy, dS =

R dx dy√
R2 − x2 − y2

, x2 + y2 6= R2,

(6.15)

jej́ım zintegrováńım v meźıch x ∈ 〈−R,R〉, y ∈
〈
−
√
R2 − x2,

√
R2 − x2

〉
dostáváme S = 2πR2,

což je velikost části kulové plochy nad rovinou z = 0. Parametrizovaná rovnice (6.13) bude mı́t
podobu

d~S =
(
R2 sin2 θ cosφ, R2 sin2 θ sinφ, R2 sin θ cos θ

)
dθ dφ, dS = R2 sin θ dθ dφ, (6.16)

jej́ım zintegrováńım v meźıch θ ∈ 〈0, π), φ ∈ 〈0, 2π) dostáváme S = 4πR2. Vzhledem k tomu,
že Jakobián, odpov́ıdaj́ıćı rovnici (6.5) bude v tomto př́ıpadě R2 sin θ cos θ, snadno se z rovnic
(6.15), (6.16) přesvědč́ıme o platnosti vztahu ‖~ν‖dx dy = ‖~ν ′‖J(θ, φ) dθ dφ.

Pomoćı plošného integrálu 1. druhu lze určit geometrické a fyzikálńı charakteristiky dané
plochy: Polož́ıme-li f = 1, výsledkem bude celková velikost plochy S. Polož́ıme-li f = σ (plošná
hustota), dostáváme σ dS = dm, tedy element hmotnosti plochy S, výsledkem integrace bude
celková hmotnost m dané plochy,

m =

¨
S

dm =

¨
S
σ dS. (6.17)

Pokud polož́ıme např́ıklad f = zσ, dostáváme tzv. statický moment Sz dané plochy vzhledem
k ose z, jeho vyděleńım hmotnost́ı dostáváme z-ovou souřadnici středu hmotnosti zT plochy
(obdobně pro ostatńı souřadnicové směry), tedy

xT =
1

m

¨
S
x dm =

1

m

¨
S
xσ dS, yT =

1

m

¨
S
y dm, zT =

1

m

¨
S
z dm. (6.18)

Polož́ıme-li f = r2σ, kde r je vzdálenost obecného bodu plochy od zvolené př́ımky v pro-
storu (osy o), dostáváme moment setrvačnosti Jo dané plochy vzhledem k této ose. Momenty
setrvačnosti plochy S např. vzhledem k jednotlivým kartézským souřadnicovým osám potom
budou

Jx =

¨
S

(y2 + z2) dm =

¨
S

(y2 + z2)σ dS, Jy =

¨
S

(z2 + x2) dm, Jz =

¨
S

(x2 + y2) dm.

(6.19)

� Př́ıklady:

V kartézských souřadnićıch i pomoćı vhodné parametrizace vypoč́ıtejte obsah plochy S ∈ R2,
ohraničené následuj́ıćımi křivkami:

6.1 y = x2, y = ex2, y =
1

x
, y =

4

x
1
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6.2 y = x2, y = 16x2, y =
2 3
√

2

x2
, y =

16

x2
8

6.3 y = x3, y =
x3

3
, y =

1

x
, y =

e

x

(e− 1) ln 3

4

6.4 y = 1, y = e, y = e0,2x, y = e0,4x 2,5

Pomoćı vhodné parametrizace, př́ıpadně v kartézských souřadnićıch, vypoč́ıtejte obsah plochy
S ∈ R3:

6.5 S=
{
x2+y2+z2 =R2, x2+y2 ≤ a2, z ≥ 0, a ≤ R

}
(kulový vrchĺık) 2πR

[
R−
√
R2 − a2

]
6.6 S =

{
x2 + z2 = a2, z ≥ 0

}
(a) |x| ≤ |y| ≤ a 2a2(π − 2)

(b) |x| > |y| 4a2

6.7 S =
{
x2 + z2 = a2, x2 + y2 ≤ a2, z ≥ 0

}
4a2

6.8 Prostorová křivka, daná pr̊unikem kulové plochy S =
{
x2 + y2 + z2 = R2

}
a válcové

plochy S′ =
{

(x− a)2 + y2 = a2
}

, kde a = R/2, vymezuje na povrchu kulové plochy
uzavřenou plochu (tzv. Vivianiho okno). Vypoč́ıtejte obsah této plochy.

2R2 (π − 2)

6.9 Vypoč́ıtejte obsah části zemského povrchu, ohraničeného v jednom směru dvěma sou-
sedńımi poledńıky (např́ıklad 15. a 16.) a ve druhém směru dvěma sousedńımi rov-
noběžkami:

(a) 0. (rovńıkem) a 1.,

(b) 49. a 50.,

(c) 89. a 90. (pólem).

Obsahy jednotlivých ploch udejte v km2. Poloměr Země, R = 6371 km, považujte za
konstantu.

(a) cca 12 364 km2

(b) cca 8 030 km2

(c) cca 108 km2

V kartézských souřadnićıch i pomoćı vhodné parametrizace vypoč́ıtejte plošné integrály 1. druhu:

6.10

¨
S
x2z dS, kde S =

{
x2 + y2 + z2 = R2, z ≥ 0

}
.

πR5

4

6.11

¨
S

√
2x2z dS, kde S =

{
x2 + y2 − z2 = 0, z ∈ 〈0, H〉

}
.

2πR5

5
, R = H
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6.12

¨
S

(
x2 + y2

)
dS, kde S =

{
x2 + y2 + z2 = R2, z ≥ 0

}
.

4

3
πR4

6.13

¨
S
x2y2 dS, kde S =

{
x2 + y2 + z2 = R2, z ≥ 0

}
.

2

15
πR6

6.14

¨
S
x2z2 dS, kde S =

{
x2 + y2 + z2 = R2, z ≥ 0

}
.

2

15
πR6

6.15

¨
S
y2 dS, kde S =

{
z = H − H

R

√
x2 + y2, z ∈ 〈0, H〉

}
.

πR3

4

√
R2 +H2

6.16

¨
S
z dS, kde S = {x+ y + z = 1, x ∈ 〈0, 1〉, y ∈ 〈0, 1− x〉}. 1

2
√

3

6.17

¨
S

1

x2 + y2 + z
dS, kde S =

{
x2 + y2 + z = H, z ≥ 0

}
.

π

6H

[
(1 + 4H)

3
2 − 1

]

6.18 Vypoč́ıtejte hmotnost kulového vrchĺıku S =

{
x2 + y2 + z2 = R2, x2 + y2 ≤ R2

4
, z ≥ 0

}
s plošnou hustotou σ(x, y, z) = |x|+ |y|+ |z|.

R3

(
11

12
π +
√

3

)
6.19 Vypoč́ıtejte polohu středu hmotnosti plochy S =

{
x2 + y2 + z2 = R2, z ≥ 0

}
, jej́ıž plošná

hustota σ je dána funkćı σ = x2 + z2.

xT = 0, yT = 0, zT =
9R

16

6.20 Vypoč́ıtejte polohu středu hmotnosti plochy S =
{
x2 + y2 − z2 = 0, z ∈ 〈0, H〉

}
, jej́ıž

plošná hustota σ je dána funkćı σ = x2 + z2.

xT = 0, yT = 0, zT =
4H

5

6.21 Spirálová plocha s konstantńı plošnou hustotou σ je zadaná parametricky ve tvaru x =
u cos v, y = u sin v, z = v, u ∈ 〈0, a〉, v ∈ 〈0, 2π〉. Vypoč́ıtejte:

(a) hmotnost této plochy,

(b) polohu jej́ıho těžǐstě,

(c) moment setrvačnosti vzhledem k jej́ı geometrické ose.

(a) πσ
[
a
√

1 + a2 + ln
(
a+
√

1 + a2
)]

(b) (0, 0, π)

(c)
πσ

4

[(
2a3 + a

)√
1 + a2 − ln

(
a+
√

1 + a2
)]

6.22 Vypoč́ıtejte následuj́ıćı parametry plochy z př́ıkladu 6.15, pokud jej́ı plošná hustota bude
σ = x2z :
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(a) hmotnost této plochy,

(b) polohu jej́ıho těžǐstě,

(c) moment setrvačnosti vzhledem k jej́ı geometrické ose.

(a)
π

20
HR3

√
R2 +H2

(b) zT =
H

3

(c)
π

42
HR5

√
R2 +H2

6.23 Vypoč́ıtejte následuj́ıćı parametry plochy z př́ıkladu 6.16, pokud jej́ı plošná hustota bude
σ = x2 + y2 :

(a) hmotnost této plochy,

(b) polohu jej́ıho těžǐstě.

(a)
1

2
√

3

(b)

(
2

5
,

2

5
,

1

5

)
6.24 Vypoč́ıtejte hmotnost plochy z př́ıkladu 6.17, pokud jej́ı plošná hustota bude σ = x2 :

π

16

[(
4R2 + 1

) 3
2

(
4

5
R2 − 2

15

)
+

2

15

]
6.25 Vypoč́ıtejte celkovou tlakovou śılu, kterou p̊usob́ı kapalina o konstantńı hustotě ρ na

všechny stěny uzavřené nádoby, tvořené plochou z př́ıkladu 6.15 a odpov́ıdaj́ıćı podstavou
(atmosférický tlak zanedbejte).

πρgH

(
2

3
R
√
R2 +H2 +R2

)
6.26 Vypoč́ıtejte celkovou tlakovou śılu, kterou p̊usob́ı kapalina o konstantńı hustotě ρ na

všechny stěny uzavřené nádoby, tvořené plochou z př́ıkladu 6.17 a odpov́ıdaj́ıćı podstavou
(atmosférický tlak zanedbejte).

π

8
ρg

[(
4R2 + 1

) 3
2

(
4

5
R2 − 2

15

)
+

2

15

]
+ πρgR4

6.27 Plášt’ vodojemu ve tvaru kužele, stoj́ıćıho
”
špičkou“ dol̊u, o poloměru horńı vodorovné

plochy R = 3 m a výšce H = 4 m je dimenzován tak, aby odolal celkové tlakové śıle 106 N.
Je dimenzován dostatečně, nedostatečně, nebo je přibližně na hranici konstrukčńı odol-
nosti ? Uvažujte hodnoty konstant ρ = 1000 kg m−3, g = 9, 81 m s−2. Vliv atmosférického
tlaku zanedbejte.

Fp ≈ 6, 3× 105 N. Plášt’ vodojemu je dimenzován dostatečně.
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6.28 Nádoba ve tvaru kužele stoj́ıćıho
”
špičkou“ dol̊u je naplněna speciálńı kapalinou, v ńıž

tlak roste s hloubkou jako p = ρ0gh
2, kde ρ0 je hustota kapaliny na hladině a h je

hloubka daného mı́sta v nádobě. Poloměr horńı vodorovné plochy nádoby R = 0,5 m a
výška nádoby H = 1 m. Určete tlakovou śılu, které muśı nádoba odolat. Uvažujte hodnoty
konstant ρ0 = 1000 kg m−3, g = 9, 81 m s−2. Vliv atmosférického tlaku zanedbejte.

Fp ≈ 3000 N.

6.29 Plášt’ kulového vodojemu o poloměru R = 2 m je dimenzován tak, aby odolal celkové
tlakové śıle 106 N. Je dimenzován dostatečně, nedostatečně, nebo je zhruba na hranici
konstrukčńı odolnosti ? Uvažujte hodnoty konstant ρ = 1000 kg m−3, g = 9, 81 m s−2.
Vliv atmosférického tlaku zanedbejte.

Fp ≈ 106 N. Plášt’ vodojemu je dimenzován zhruba na hranici konstrukčńı odolnosti.

6.30 Mı́sa ve tvaru polokoule o poloměru R = 1 m je naplněna speciálńı kapalinou, v ńıž tlak
roste s hloubkou jako p = ρ0gh

3
2 , kde ρ0 je hustota kapaliny na hladině a h je hloubka

daného mı́sta v nádobě. Určete tlakovou śılu, které muśı nádoba odolat. Uvažujte hodnoty
konstant ρ0 = 1000 kg m−3, g = 9, 81 m s−2. Vliv atmosférického tlaku zanedbejte.

Fp ≈ 25 000 N.

6.2 Plošný integrál 2. druhu

Plošným integrálem 2. druhu nazýváme integrál

¨
S

~F · d~S =

¨
S

~F · ~ndS obecného vekto-

rového pole ~F (x, y, z), definovaného na orientované, po částech diferencovatelné ploše S, kde
~n = (nx, ny, nz) je jednotkový vektor normály orientované plochy S. Explicitńı zápis plošného
integrálu 2. druhu v kartézské souřadné soustavě bude, v př́ıpadě že všechny tři souřadnice
x, y, z jsou na dané ploše (soustavě ploch) vzájemně nezávislé, mı́t tvar

ˆ
y

ˆ
z
Fx dy dz

∣∣∣
x=konst.

+

ˆ
z

ˆ
x
Fy dz dx

∣∣∣
y=konst.

+

ˆ
x

ˆ
y
Fz dx dy

∣∣∣
z=konst.

, (6.20)

kde Fx, Fy, Fz jsou jednotlivé složky vektoru ~F . V př́ıpadě, že můžeme na dané ploše stanovit
některou ze souřadnic jako závislou na druhých dvou, bude mı́t (analogicky k rovnici (6.14))
parametrizovaný plošný integrál 2. druhu tvar

ˆ u2

u1

ˆ v2

v1

{
Fx(ξ, η, ζ)

[(
∂η

∂u
,
∂ζ

∂u

)
×
(
∂η

∂v
,
∂ζ

∂v

)]
+ Fy(ξ, η, ζ)

[(
∂ζ

∂u
,
∂ξ

∂u

)
×
(
∂ζ

∂v
,
∂ξ

∂v

)]
+

+ Fz(ξ, η, ζ)

[(
∂ξ

∂u
,
∂η

∂u

)
×
(
∂ξ

∂v
,
∂η

∂v

)]}
dudv .

(6.21)

Pořad́ı parametr̊u u a v ve vektorových součinech je dáno požadovanou orientaćı normály
plochy. Typickou fyzikálńı aplikaćı plošného integrálu 2. druhu je výpočet toku Φ vektorového
pole ~F orientovanou plochou ~S.
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� Př́ıklady:

6.31 Pomoćı plošného integrálu 2. druhu určete tok vektorového pole ~F =
(
x2, y2, z2

)
uzavřenou

plochou S = {(x, y, z) |x ∈ 〈A, 2A〉, y ∈ 〈B, 2B〉, z ∈ 〈C, 2C〉}.

ΦF = 3ABC(A+B + C)

6.32 Pomoćı plošného integrálu 2. druhu určete tok vektorového pole ~F =
(
x2, y2, z2

)
uzavřenou

plochou S =
{

(x, y, z) |x2 + y2 = R2, z ∈ 〈0, H〉
}

.

ΦF = πR2H2

6.33 Pomoćı plošného integrálu 2. druhu určete tok vektorového pole ~F =
(
x2, y2, z2

)
uzavřenou

plochou, tvořenou povrchem tělesa z př́ıkladu 6.17.

ΦF =
πR2H2

3

6.34 Pomoćı plošného integrálu 2. druhu určete tok vektorového pole ~F =
(
x3 − y3, x3 + y3, z

)
povrchem tělesa V =

{
(x, y, z) | z ∈ 〈0, H〉, x2 + y2 ≤ R2

H2
(H − z)2

}
.

ΦF =
πR2H

30

(
9R2 + 10

)
6.35 Pomoćı plošného integrálu 2. druhu určete tok vektorového pole ~F = (x3, y3, z3) plochou,

danou předpisem S =
{

(x, y, z) |x2 + y2 + z2 = R2
}

.

ΦF =
12

5
πR5

6.36 Je dáno silové pole ~F = (x3 − x2, y3 − y2, z3 − z2). Pomoćı plošného integrálu 2. druhu
vypoč́ıtejte jeho tok povrchem tělesa V =

{
(x, y, z) |x, y, z ∈ 〈0, R〉, x2 + y2 + z2 ≤ R2

}
.

ΦF =
3πR4

40
(4R− 5)

6.37 Pomoćı plošného integrálu 2. druhu vypoč́ıtejte tok vektorového pole ~F = (x, y, z) povr-
chem tělesa z př́ıkladu 7.35. Proč je výsledná hodnota trojnásobkem výsledné hodnoty
z uvedeného př́ıkladu ?

ΦF =
3π2a3

4

6.38 Pomoćı plošného integrálu 2. druhu vypoč́ıtejte tok vektorového pole ~F = (x3, y3, z3)
uzavřenou plochou, tvořenou povrchem tělesa z př́ıkladu 7.35.

ΦF =
27

64
π2a5 =

(
3

4

)3

π2a5

6.39 Pomoćı plošného integrálu 2. druhu vypoč́ıtejte tok vektorového pole ~F = (z2, x2, y2)
kruhovou plochou o poloměru R se středem v bodě x, y, z = A,B,C, lež́ıćı v rovině
z = C.
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πR4

4
+ πB2R2

6.40 Pomoćı plošného integrálu 2. druhu vypoč́ıtejte tok vektorového pole ~F = (y, z, x) rovin-
nou plochou ve tvaru obdélńıka s vrcholy v bodech (1, 0, 0), (3, 0, 1), (3, 2, 1), (1, 2, 0), ve
směru normály ~ν této plochy jej́ıž složka νx je kladně orientovaná.

−6

6.41 Pomoćı plošného integrálu 2. druhu vypoč́ıtejte tok vektorového pole ~F = (3, z, y) ro-
vinnou plochou ve tvaru obdélńıka s vrcholy v bodech (0, 0, 1), (0, 1, 3), (2, 1, 3), (2, 0, 1),
ve směru normály ~ν této plochy jej́ıž složka νy je kladně orientovaná.

7

6.42 Pomoćı plošného integrálu 2. druhu vypoč́ıtejte tok vektorového pole ~F = (3, z, y), ro-
vinnou plochou ve tvaru obdélńıka s vrcholy v bodech (0, 0, 1), (0, 2, 2), (5, 2, 2), (5, 0, 1),
ve směru normály ~ν této plochy jej́ıž složka νy je kladně orientovaná.

−5

2

6.43 Pomoćı plošného integrálu 2. druhu vypoč́ıtejte tok vektorového pole ~F = (y, z, x) rovin-
nou plochou ve tvaru lichoběžńıka s vrcholy v bodech (1, 1, 1), (1, 3, 3), (2, 4, 5), (2, 1, 2),
ve směru normály ~ν této plochy jej́ıž složka νy je kladně orientovaná.

53

6

6.44 Pomoćı plošného integrálu 2. druhu vypoč́ıtejte tok vektorového pole ~F = (x, z, y) rovin-
nou plochou ve tvaru trojúhelńıka s vrcholy v bodech (3, 0, 2), (1, 2, 0), (0, 0, 7), ve směru
normály ~ν této plochy jej́ıž složka νy je kladně orientovaná.

98

3

6.3 Objemový integrál

Objemovým integrálem označujeme trojný integrál skalárńı funkce f(x, y, z) přes oblast (těleso)
T ∈ R3 s objemem V :

˚
V
f(x, y, z) dV =

˚
V
f(x, y, z) dx dy dz. (6.22)

Pomoćı objemového integrálu lze určit geometrické a fyzikálńı charakteristiky těles: Polož́ıme-
li f = 1, výsledkem bude velikost objemu V tělesa T . Polož́ıme-li f = ρ (objemová hustota
hmoty), dostáváme ρdV = dm, tedy element hmotnosti tělesa T , výsledkem integrace bude
celková hmotnost M tělesa,

M =

˚
T

dm =

˚
V
ρ dV. (6.23)
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Pokud polož́ıme např́ıklad f = zρ, dostáváme tzv. statický moment Sz tělesa vzhledem k ose z,
jeho vyděleńım hmotnost́ı dostáváme z-ovou souřadnici středu hmotnosti zT tělesa (obdobně
pro ostatńı souřadnicové směry), tedy

xT =
1

M

˚
T
x dm =

1

M

˚
V
xρ dV, yT =

1

M

˚
T
y dm, zT =

1

M

˚
T
z dm. (6.24)

Polož́ıme-li f = r2ρ, kde r je vzdálenost obecného bodu tělesa od zvolené př́ımky v prostoru
(osy o), dostáváme moment setrvačnosti Jo tělesa T vzhledem k této ose. Momenty setrvačnosti
tělesa T např. vzhledem k jednotlivým kartézským souřadnicovým osám potom budou

Jx =

˚
T

(y2 + z2) dm =

˚
V

(y2 + z2) ρdV, Jy =

˚
T

(z2 + x2) dm, Jz =

˚
T

(x2 + y2) dm.

(6.25)

Př́ıklady k problematice objemového integrálu jsou součást́ı následuj́ıćıho odstavce 6.4.

6.4 Geometrické a fyzikálńı charakteristiky útvar̊u

� Vypoč́ıtejte objem:

6.45 elipsoidu o poloosách a, b, c, V =
4

3
πabc

6.46 kužele o poloměru podstavy R a výšce H, V =
πR2H

3

6.47 tělesa A = {(x, y, z) | z ∈ 〈0, H − x2 − y2〉}, kde H = R2, V =
πR2H

2

6.48 tělesa A = {(x, y, z) | z ∈ 〈0, H−x2−y2〉}, x2 + y2 ≤ R2, H > R2, V = πR2

(
H − R2

2

)
6.49 anuloidu (toroidu) o poloměru osy toru R a poloměru trubice a,1 V = 2π2Ra2

6.50 tělesa A =

{
(x, y, z) | z ∈

〈√
x2 + y2

3
,
√
R2 − x2 − y2

〉}
, V =

πR3

3

6.51 tělesa A =

{
(x, y, z) | z ∈

〈
R

2
,
√
R2 − x2 − y2

〉}
, V =

5

24
πR3

6.52 tělesa A, jehož povrch vznikne rotaćı asteroidy z př́ıkladu 4.4 okolo osy y,

V =
32

105
πa3

6.53 tělesa A, jehož povrch vznikne rotaćı kardioidy z př́ıkladu 4.13 okolo osy y.

V =
8

3
πa3

1 Podrobný popis anuloidu - viz odstavec A.6 v př́ıloze A.
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� Vypoč́ıtejte velikost plochy:

6.54 kulové slupky o poloměru R, S = 4πR2

6.55 pláště kužele o poloměru podstavy R a výšce H, S = πR
√
R2 +H2

6.56 pláště tělesa z př́ıkladu 6.47, S =
π

6

[
(1 + 4R2)

3
2 − 1

]
6.57 celého povrchu tělesa z př́ıkladu 6.48,

S =
π

6

[
(1 + 4R2)

3
2 − 1

]
+ 2πR(H −R2) + πR2

6.58 pláště tělesa z př́ıkladu 6.50, S =

(√
3

2
+ 1

)
πR2

6.59 celého povrchu tělesa z př́ıkladu 6.51, S =
7

4
πR2

6.60 pláště anuloidu (toroidu) o poloměru osy toru R a poloměru trubice a,1

S = 4π2Ra

6.61 ohraničené asteroidou z př́ıkladu 4.4, S =
3

8
πa2

6.62 která vznikne rotaćı asteroidy z př́ıkladu 4.4 okolo osy y, S =
12

5
πa2

6.63 ohraničené kardioidou z př́ıkladu 4.13, S =
3

2
πa2

6.64 která vznikne rotaćı kardioidy z př́ıkladu 4.13 okolo osy y, S =
16

3
πa2

6.65 hyperbolického paraboloidu, daného předpisem z = x2 − y2, x2 + y2 ≤ 4,

S =
π

6

(
17

3
2 − 1

)
≈ 36,18

6.66 hyperbolického paraboloidu, daného předpisem z = xy, x2 + y2 ≤ 4. Jaký by musel být
poloměr ρ válce, jehož pláštěm je hyperbolický paraboloid ohraničen, aby jeho plocha
byla stejná jako v př́ıkladu 6.65 ?

S =
2π

3

(
5

3
2 − 1

)
≈ 21,32, ρ =

(17
3
2 + 3

4

) 2
3

− 1


1
2

≈ 2,44

� Ve vhodně zvolené soustavě souřadnic vypoč́ıtejte polohu středu hmotnosti:

6.67 homogenńı polokoule o poloměru R, zT =
3

8
R
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6.68 homogenńıho kužele o poloměru podstavy R a výšce H, zT =
H

4

6.69 homogenńıho symetrického jehlanu o hraně podstavy A a výšce H,

zT =
H

4

6.70 homogenńıho tělesa z př́ıkladu 6.47, zT =
H

3

6.71 homogenńıho tělesa z př́ıkladu 6.48, zT =
R2(3H − 2R2)

6H − 3R2

6.72 homogenńıho tělesa z př́ıkladu 6.50, zT =
9

16
R

6.73 homogenńı plochy z př́ıkladu 6.64 a homogenńıho tělesa z př́ıkladu 6.53,

yT = −25

32
a, yT = −4

5
a

6.74 homogenńıho tělesa, ohraničeného
”
seshora“ plochou x2 + y2 + z2 = R2 a

”
zespoda“

plochou z =
√
x2 + y2,

zT =
3R

8
(
2−
√

2
) ≈ 0,64R

6.75 tělesa z př́ıkladu 6.51, zT =
27

40
R

6.76 poloviny homogenńıho elipsoidu o poloosách a, b, c, s rovinou podstavy, vymezenou po-
loosami a, b.

zT =
3

8
c

� Vypoč́ıtejte moment setrvačnosti vzhledem k ose symetrie:

6.77 homogenńı koule o hmotnosti M a poloměru R, J =
2

5
MR2

6.78 homogenńıho válce o hmotnosti M a poloměru R, J =
MR2

2

6.79 homogenńıho kužele o hmotnosti M , poloměru podstavy R a výšce H,

J =
3

10
MR2

6.80 homogenńıho tělesa z př́ıkladu 6.47, J =
MR2

3

6.81 homogenńıho tělesa z př́ıkladu 6.48, J =
3H − 2R2

6H − 3R2
MR2
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6.82 homogenńıho tělesa z př́ıkladu 6.50. J =
MR2

4

6.83 tělesa z př́ıkladu 6.51, J =
53

200
MR2

6.84 homogenńıho elipsoidu o hmotnosti M a poloosách a, b, c, rotuj́ıćıho okolo poloosy c,

J =
M

5
(a2 + b2)

6.85 homogenńıho tělesa, jehož povrch vznikne rotaćı asteroidy z př́ıkladu 4.4 okolo osy y,

J =
64

143
Ma2

6.86 homogenńıho tělesa, jehož povrch vznikne rotaćı kardioidy z př́ıkladu 4.13 okolo osy y,

J =
24

35
Ma2

6.87 homogenńıho tělesa, ohraničeného seshora plochou z = H−2
(
x2 + y2

)
a zespoda plochou

z = 0. Výsledek vyjádřete jako funkci hmotnosti daného tělesa a délky R =
√
x2 + y2 =√

H/2 v rovině z = 0,

J =
MR2

3

6.88 prázdné uzavřené válcové nádoby, tj. sestávaj́ıćı z pláště a obou podstav, vytvořené z ma-
teriálu zanedbatelné tloušt’ky s konstantńı plošnou hustotou σ, s poloměrem R a výškou
H = R. Výsledek vyjádřete v jednotkách celkové hmotnosti nádoby M a poloměru R,

J =
3

4
MR2

6.89 prázdné uzavřené kuželové nádoby, tj. sestávaj́ıćı z pláště a podstavy, vytvořené z ma-
teriálu zanedbatelné tloušt’ky s konstantńı plošnou hustotou σ, s poloměrem R a výškou
H. Výsledek vyjádřete v jednotkách celkové hmotnosti nádoby M a poloměru R,

J =
MR2

2

6.90 prázdné uzavřené nádoby, tvořené celým pláštěm tělesa (tj. sestávaj́ıćı z vlastńıho pláště
i podstavy) z př́ıkladu 6.47, vytvořené z materiálu zanedbatelné tloušt’ky s konstantńı
plošnou hustotou σ. Výsledek vyjádřete v jednotkách celkové hmotnosti nádoby M a
poloměru podstavy R,

J = M

(
1 + 4R2

)3/2(3

5
R2 − 1

10

)
+

1

10
+ 3R4

(1 + 4R2)3/2 − 1 + 6R2

6.91 prázdné uzavřené nádoby, tvořené celým pláštěm tělesa (tj. sestávaj́ıćı z vlastńıho pláště
i podstavy) z př́ıkladu 6.50, vytvořené z materiálu zanedbatelné tloušt’ky s konstantńı
plošnou hustotou σ. Výsledek vyjádřete v jednotkách celkové hmotnosti nádoby M a
poloměru podstavy R.
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J =

(
9
√

3 + 20
)
MR2(√

3 + 2
)

24

6.92 Odvod’te moment setrvačnosti homogenńı polokruhové desky zanedbatelné tloušt’ky s po-
loměrem R, rotuj́ıćı

(a) okolo osy, procházej́ıćı jej́ım středem, kolmé k rovině desky,

(b) okolo osy, lež́ıćı v rovině desky, procházej́ıćı jej́ı základnou (pr̊uměrem),

(c) okolo osy, lež́ıćı v rovině desky, procházej́ıćı jej́ım středem hmotnosti rovnoběžně
s jej́ı základnou.

Výsledek vyjádřete v jednotkách hmotnosti desky M a poloměru R.

(a) J =
MR2

2

(b) J =
MR2

4

(c) pomoćı Steinerovy věty: zT =
4

3π
R, J =

MR2

4
−
(

4

3π

)2

MR2 ≈ 7

100
MR2

6.93 Odvod’te moment setrvačnosti homogenńı desky zanedbatelné tloušt’ky, jej́ıž okraj má
tvar asteroidy z př́ıkladu 4.4, rotuj́ıćı okolo osy procházej́ıćı jej́ım středem kolmo k jej́ı
rovině. Výsledek vyjádřete v jednotkách hmotnosti desky M a délky poloosy a.

J =
7

32
Ma2

6.94 Odvod’te moment setrvačnosti Jk duté koule o poloměru R s kulovou koncentrickou duti-
nou o poloměru H, s konstantńı hustotou ρ. Výsledek vyjádřete v jednotkách hmotnosti
M duté koule, jej́ıho poloměru R a poloměru dutiny H. Pomoćı limitńıho přechodu
(př́ıpadně jiným zp̊usobem) následně odvod’te moment setrvačnosti Js homogenńı kulové
slupky o poloměru R.

Jk =
2

5
M
R5 −H5

R3 −H3
, Js =

2

3
MR2

6.95 Odvod’te moment setrvačnosti homogenńı krychle o hraně A, rotuj́ıćı

(a) okolo osy, procházej́ıćı jej́ım středem a středy dvou protilehlých stran,

(b) okolo osy, procházej́ıćı jej́ım středem a středy dvou protilehlých hran,

(c) okolo osy, procházej́ıćı hranou krychle (vypoč́ıtejte př́ımou integraćı a ověřte pomoćı
Steinerovy věty).

Výsledek vyjádřete v jednotkách hmotnosti M krychle a délky jej́ı hrany A.

(a) J =
MA2

6

(b) J =
MA2

6
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(c) J =
2

3
MA2



Kapitola 7

Integrálńı věty1

7.1 Greenova věta

Věta, nazvaná podle matematika a fyzika George Greena (1793 - 1841), dává do souvislosti
integrál přes oblast D ∈ R2 a integrál po uzavřené křivce C, ohraničuj́ıćı oblast D. Pro vektorové
pole ~F = [F1(x, y), F2(x, y)], spojitě diferencovatelné v D(x, y), plat́ı následuj́ıćı formulace
Greenovy věty:

¨
D

(
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
dx dy =

˛
∂ ~D

(F1 dx+ F2 dy) , (7.1)

kde ∂ ~D znač́ı matematicky kladně orientovanou uzavřenou hranici oblasti D (křivku C). Sto-
kesova věta (viz odstavec 7.2) je zobecněńım Greenovy věty pro Rn.

� Př́ıklady:

7.1 Pomoćı Greenovy věty vypoč́ıtejte křivkový integrál

˛
C

ex [(1− cos y) dx− (y − sin y) dy],

kde C je kladně orientovaná uzavřená křivka ohraničuj́ıćı oblast D: 0 < x < π, 0 < y <
sinx.

1

5
(1− eπ)

7.2 Pomoćı Greenovy věty vypoč́ıtejte křivkový integrál

˛
C
y2 dx + x2 dy, kde C je kladně

orientovaná uzavřená křivka ohraničuj́ıćı oblast D: 0 < x < 3, 0 < y < 2− 2

3
x.

2

7.3 Pomoćı Greenovy věty vypoč́ıtejte obsah kruhu o poloměru R.

Pomoćı identity S =

¨
S

(
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
dS =

{
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y
= 1

}
=

˛
∂~S

~F · d~s, S = πR2

7.4 Pomoćı plošného integrálu i pomoćı Greenovy věty vypoč́ıtejte obsah elipsy s poloosami
a, b.

Stejným zp̊usobem jako v předešlém př́ıkladě, S = πab

1Ve výsledćıch př́ıklad̊u s geometrickými nebo fyzikálńımi veličinami nejsou uváděny př́ıslušné jednotky.

85
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7.5 Pomoćı plošného integrálu i pomoćı Greenovy věty vypoč́ıtejte obsah trojúhelńıka s vr-
choly v bodech (0, 0), (2, 1), (1, 2).

S =
3

2

a x

y

Obrázek 7.1: Geronova (Huygensova) lemniskáta, poloosa a je vyznačena zelenou barvou.

7.6 Pomoćı plošného integrálu i pomoćı Greenovy věty vypoč́ıtejte obsah plochy, uzavřené
křivkou, danou obecnou rovnićı x4− a2

(
x2 − y2

)
= 0, kde a je konstanta, tzv. Geronovy

(Huygensovy) lemniskáty (viz obrázek 7.1, viz také př́ıklad 7.35).

S =
4a2

3

7.7 Pomoćı plošného integrálu i pomoćı Greenovy věty vypoč́ıtejte obsah plochy, uzavřené
asteroidou z př́ıkladu 4.4.

S =
3π

8
a2

x

y

Obrázek 7.2: Descart̊uv list. Délka konstanty a je vyznačena zelenou barvou.

7.8 Pomoćı plošného integrálu i pomoćı Greenovy věty vypoč́ıtejte obsah plochy, uzavřené
smyčkou křivky, dané obecnou rovnićı x3 + y3 = 3 axy (tzv. Descartova listu, viz obrázek
7.2). Vhodnou parametrizaćı je např́ıklad: x = x(t), y = tx(t), kde t = tgφ.

S =
3

2
a2
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7.2 Stokesova věta (Stokes̊uv-Kelvin̊uv teorém)

Stokesova věta srovnává tok vektoru rotace vektorového pole ~F plochou S, definovanou v troj-
rozměrném (obecně n-rozměrném) Eukleidovském prostoru a integrál tohoto pole po uzavřené
křivce s, ohraničuj́ıćı tuto plochu. Matematický zápis Stokesovy věty má tvar¨

S

(
~∇× ~F

)
· ~ndS =

˛
∂~S

~F · ~t ds, (7.2)

kde ~F je obecné vektorové pole, ~n je jednotkový vektor normály plochy S, ∂~S je orientovaná
uzavřená hranice plochy S (křivka s), ~t je tečný vektor křivky s.

� Př́ıklady:

7.9 Pomoćı křivkového integrálu i pomoćı Stokesovy věty určete práci śıly ~F (x, y) = (x2−y, x)
která p̊usob́ı po celé kružnici o poloměru R se středem v bodě (0, 0) v matematicky
kladném směru a jej́ıž začátek i konec jsou v bodě (R, 0). Změńı se velikost práce, pokud
śıla bude p̊usobit v matematicky záporném směru ?

W = 2πR2, změńı: W = −2πR2

7.10 Pomoćı křivkového integrálu i pomoćı Stokesovy věty určete práci śıly ~F (x, y) = (x2−y, x)
která p̊usob́ı po obvodu čtverce postupně z bodu (0, 0) do bod̊u (1, 0), (1, 1), (0, 1) a zpět
do počátku. Změńı se velikost práce, pokud śıla bude p̊usobit v opačném směru ?

W = 2, změńı: W = −2

7.11 Pomoćı křivkového integrálu i pomoćı Stokesovy věty určete práci śıly ~F (x, y) = (x3 −
x2, x − 1) která p̊usob́ı po obvodu trojúhelńıka postupně z bodu (0, 0) do bod̊u (2, 0),
(0, 1) a zpět do počátku. Změńı se velikost práce, pokud śıla bude p̊usobit v opačném
směru ?

W = 1, změńı: W = −1

7.12 Pomoćı křivkového integrálu i pomoćı Stokesovy věty určete práci śıly ~F (x, y) = (x3 −
x2, x − 1) která p̊usob́ı po obvodu trojúhelńıka postupně z bodu (0, 0) do bod̊u (2, 0),
(0, 1) a zpět do počátku. Změńı se velikost práce, pokud śıla bude p̊usobit v opačném
směru ?

W = 1, změńı: W = −1

7.13 Pomoćı Stokesovy věty ověřte výpočet práce śıly z př́ıkladu 4.33.

W =

˛
∂V

rot ~F · ~ndS, rot ~F = (0, 0, 2), ~n = (0, 0,−1), S =
π

4
, W = −π

2

7.14 Pomoćı Stokesovy věty ověřte výpočet práce śıly z př́ıkladu 4.34.

W =

˛
∂V

rot ~F · ~ndS, rot ~F = (0, 0, 2), ~n = (0, 0, 1), S = π − 1, W = 2(π − 1)

7.15 Pomoćı křivkového integrálu 2. druhu i pomoćı Stokesovy věty určete práci śıly ~F (x, y) =[
y2, (x+ y)2

]
, p̊usob́ıćı po obvodě trojúhelńıka ve směru vrchol̊u v bodech [3, 0], [0, 3],

[3, 3].
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W = −18

7.16 Pomoćı křivkového integrálu 2. druhu i pomoćı Stokesovy věty určete práci śıly ~F (x, y) =[
y, (x+ y)2

]
, p̊usob́ıćı v matematicky záporném směru po křivce x2 + y2 = 1.

W = π

7.17 Pomoćı křivkového integrálu i pomoćı Stokesovy věty určete práci śıly ~F (x, y, z) =
(y,−x, z), p̊usob́ıćı nejprve po křivce y2 = R2 − x2 z bodu (R, 0, 0) do bodu (0, R, 0),
dále po křivce z2 = R2 − y2 z bodu (0, R, 0) do bodu (0, 0, R) a nakonec po křivce
x2 = R2 − z2 z bodu (0, 0, R) zpět do výchoźıho bodu.

W = −πR
2

2

7.18 Pomoćı křivkového integrálu i pomoćı Stokesovy věty určete práci śıly ~F (x, y, z) =(
y2, z2, x2

)
, p̊usob́ıćı nejprve po křivce y2 = R2−x2 z bodu (R, 0, 0) do bodu (0, R, 0), dále

po křivce z2 = R2−y2 z bodu (0, R, 0) do bodu (0, 0, R) a nakonec po křivce x2 = R2−z2

z bodu (0, 0, R) zpět do výchoźıho bodu.

W = −2R3

7.19 Pomoćı křivkového integrálu i pomoćı Stokesovy věty určete práci śıly ~F (x, y, z) =
(y, z, x), p̊usob́ıćı po povrchu tělesa z př́ıkladu 6.47

(a) nejprve po křivce y2 = R2 − x2 z bodu (0,−R, 0) v matematicky kladném směru
do bodu (R, 0, 0), dále po křivce z = H − x2 z bodu (R, 0, 0) do bodu (0, 0, H) a
nakonec po křivce z = H − y2 z bodu (0, 0, H) zpět do výchoźıho bodu,

(b) nejprve po křivce y2 = R2 − x2 z bodu (R, 0, 0) v matematicky kladném směru
do bodu (0, R, 0), dále po křivce z = H − y2 z bodu (0, R, 0) do bodu (0, 0, H) a
nakonec po křivce z = H − x2 z bodu (0, 0, H) zpět do výchoźıho bodu,

(c) nejprve po křivce y2 = R2 − x2 z bodu (0,−R, 0) v matematicky kladném směru
do bodu (0, R, 0), dále po křivce z = H − y2 z bodu (0, R, 0) do bodu (0, 0, H) a
nakonec po křivce z = H − y2 z bodu (0, 0, H) zpět do výchoźıho bodu.

(a) W = −πR
2

4

(b) W = −πR
2

4
− 4

3
R3

(c) W = −πR
2

2
− 4

3
R3

7.20 Pomoćı křivkového integrálu i pomoćı Stokesovy věty určete práci śıly ~F (x, y, z) =(
y2, z2, x2

)
, p̊usob́ıćı po povrchu tělesa z př́ıkladu 6.15

(a) nejprve po křivce y2 = R2 − x2 z bodu (R, 0, 0) v matematicky kladném směru
do bodu (0, R, 0), dále nejkratš́ım možným zp̊usobem z bodu (0, R, 0) do bodu
(0, 0, H) a nakonec opět nejkratš́ım možným zp̊usobem z bodu (0, 0, H) zpět do vý-
choźıho bodu,
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(b) nejprve po křivce y2 = R2 − x2 z bodu (0,−R, 0) v matematicky kladném směru
do bodu (0, R, 0), dále nejkratš́ım možným zp̊usobem z bodu (0, R, 0) do bodu
(0, 0, H) a nakonec opět nejkratš́ım možným zp̊usobem z bodu (0, 0, H) zpět do vý-
choźıho bodu.

(a) W = −R
3

(
2R2 +HR+H2

)
(b) W = −2

3
H2R

7.21 Pomoćı křivkového integrálu i pomoćı Stokesovy věty určete práci śıly ~F (x, y, z) =(
y2,−z2, x2

)
, p̊usob́ıćı po povrchu tělesa z př́ıkladu 6.47

(a) nejprve po křivce y2 = R2 − x2 z bodu (0,−R, 0) v matematicky kladném směru
do bodu (R, 0, 0), dále po křivce z = H − x2 z bodu (R, 0, 0) do bodu (0, 0, H) a
nakonec po křivce z = H − y2 z bodu (0, 0, H) zpět do výchoźıho bodu,

(b) nejprve po křivce y2 = R2 − x2 z bodu (R, 0, 0) v matematicky kladném směru
do bodu (0, R, 0), dále po křivce z = H − y2 z bodu (0, R, 0) do bodu (0, 0, H) a
nakonec po křivce z = H − x2 z bodu (0, 0, H) zpět do výchoźıho bodu.

(a) W =
2

3
R3(2H + 1) +

R4

2
− 4

5
R5 =

8

15
R5 +

R4

2
+

2

3
R3

(b) W =
2

3
R3(2H − 1)− R4

2
− 4

5
R5 =

8

15
R5 − R4

2
− 2

3
R3

7.22 Pomoćı křivkového integrálu i pomoćı Stokesovy věty dokažte, že práce śıly ~F = (z2, x2, y2)
p̊usob́ıćı v matematicky kladném směru po křivce dané pr̊unikem ploch S1 = {x2 + y2 +
z2 = R2} a S2 = {x− z = 0}, je nulová.

Úlohu lze řešit jak v kulovém tak v pootočeném válcovém souřadném systému (transfor-
mace báźı).

7.23 Pomoćı křivkového integrálu i pomoćı Stokesovy věty určete práci śıly ~F = (z3, x2, y)
p̊usob́ıćı po obvodu rovnoběžńıka z výchoźıho bodu (0, 0, 0) ve směru bod̊u (A, 0, A),
(A,A,A), (0, A, 0) a zpět do výchoźıho bodu.

W = A3 −A2

7.24 Pomoćı křivkového integrálu i pomoćı Stokesovy věty určete práci śıly ~F = (z3, x2, y)
p̊usob́ıćı po obvodu trojúhelńıka z výchoźıho bodu (0, 0, 0) ve směru bod̊u (A, 0, 0),
(0, B,C) a zpět do výchoźıho bodu.

W =
A2B

3
− AC3

4

7.25 Pomoćı křivkového integrálu i Stokesovy věty určete práci śıly ~F = (y2, xz, y2) p̊usob́ıćı
po obvodu plochy dané předpisem S =

{
(x, y, z)

∣∣x2 + y2 ≤ R2, z = 6
}
, po vykonáńı 1

okruhu z bodu (R, 0, 6) do stejného bodu, v matematicky záporném směru.

6πR2
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7.26 Pomoćı křivkového integrálu i pomoćı Stokesovy věty určete práci śıly ~F = (z2, x2, y2)
p̊usob́ıćı po obvodu plochy dané předpisem S =

{
(x, y, z)

∣∣x2+y2+(z−R)2 = R2, x, y, z ∈
〈0, R〉

}
, ve směru bod̊u (0, 0, 0), (R, 0, R), (0, R,R) a zpět do bodu (0, 0, 0).

W = 2R3

(
1

3
− π

4

)
7.27 Pomoćı křivkového integrálu i pomoćı Stokesovy věty určete práci śıly ~F = (z2, x2, y2)

p̊usob́ıćı po obvodu plochy dané předpisem S =
{

(x, y, z)
∣∣x2 + (y − R)2 + z2 = R2, x ∈

〈−R, 0〉, y, z ∈ 〈0, R〉
}
, ve směru bod̊u (−R,R, 0), (0, R,R), (0, 0, 0) a zpět do bodu

(−R,R, 0).

W = 2R3

(
1

3
+
π

4

)
7.28 Pomoćı křivkového integrálu 2. druhu i pomoćı Stokesovy věty určete práci śıly ~F =

(z2, x2, y2) p̊usob́ıćı po obvodu plochy dané předpisem: S =
{

(x, y, z)
∣∣x2 +(y+R)2 +z2 =

R2, x ∈ 〈−R, 0〉, y ∈ 〈−R, 0〉, z ∈ 〈0, R〉
}
, ve směru bod̊u (−R,−R, 0), (0,−R,R), (0, 0, 0)

a zpět do bodu (−R,−R, 0).

W = 2R3

(
π

4
− 1

3

)
7.29 Pomoćı křivkového integrálu 2. druhu i pomoćı Stokesovy věty určete práci śıly ~F =

(xz,−yz, 0) p̊usob́ıćı po plášti válce o poloměru R, jehož osa procháźı bodem (−R, 0, 0) a
splývá s vektorem (0, 0, z). Śıla p̊usob́ı po uzavřené trajektorii z počátečńıho bodu (0, 0, 0)
ve směru bod̊u (−R,R, 0), (−R,R,H), (0, 0, H) a zpět do bodu (0, 0, 0).

W = 0

7.30 Pomoćı křivkového integrálu 2. druhu i pomoćı Stokesovy věty určete práci śıly ~F =
(xz2, xz2, yz2) p̊usob́ıćı po povrchu válce o poloměru R, jehož osa procháźı bodem (R, 0, 0)
a splývá s vektorem (0, 0, z), z ∈ 〈0, H〉. Śıla p̊usob́ı po uzavřené trajektorii z počátečńıho
bodu (R,R,H) po hraně pláště válce do bodu (0, 0, H), dále po úsečce do bodu (2R, 0, H),
a opět po hraně pláště válce zpět do bodu (R,R,H).

W =
πR2H2

2

7.3 Gaussova (Gaussova-Ostrogradského) věta1

Gaussova věta, nazývaná také Gauss̊uv teorém nebo teorém divergence, ř́ıká, že tok vektorového
pole uzavřenou plochou S se rovná integrálu divergence tohoto pole přes objem V , ohraničený
touto plochou (větu lze zobecnit pro n-rozměrný Eukleidovský prostor). Matematický zápis
Gaussovy věty má tvar ˚

V

~∇ · ~F dV =

‹
∂V

~F · ~ndS, (7.3)

kde ~F je obecné vektorové pole, ~n je jednotkový vektor vněǰśı normály plochy S, ∂V znač́ı
hraničńı oblast objemu V (plochu S).

1Pokud neńı uvedeno jinak, mysĺı se vždy tok ve směru vněǰśı normály uvedené uzavřené plochy.
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� Př́ıklady:

7.31 Pomoćı Gaussovy věty odvod’te vztah pro výpočet objemu válce o poloměru R a výšce
H.

Pomoćı identity V =

ˆ
V

div ~F dV (div ~F = 1) =

˛
∂V

~F · ~ndS, V = πR2H

7.32 Pomoćı Gaussovy věty odvod’te vztah pro výpočet objemu koule o poloměru R.

Stejným zp̊usobem jako v předešlém př́ıkladě, V =
4

3
πR3

7.33 Pomoćı Gaussovy věty odvod’te vztah pro výpočet objemu kužele o poloměru R a výšce
H.

V =
πR2H

3

7.34 Pomoćı Gaussovy věty odvod’te vztah pro výpočet objemu anuloidu (toroidu) o poloměru
osy toru R a poloměru trubice a.

V = 2π2Ra2

7.35 Pomoćı Gaussovy věty odvod’te vztah pro výpočet objemu osově symetrického tělesaM
s osou (0, 0, z): M = {(x, y, z) |

√
x2 + y2 ≤ a sin θ, z ≤ a sin θ cos θ, θ ∈ 〈0, π〉}. Povrch

tělesa je vytvořen rotaćı rovinné křivky, tzv. Geronovy (Huygensovy) lemniskáty, okolo
osy lež́ıćı v rovině křivky a procházej́ıćı jej́ım středem - viz obrázek 7.1 (kde osa y bude
nyńı osou z), viz také př́ıklad 7.6.

V =
π2a3

4

7.36 Pomoćı Gaussovy věty ověřte výpočet objemu tělesa z př́ıkladu 6.52.

V =
32

105
πa3

7.37 Pomoćı Gaussovy věty odvod’te vztah pro výpočet objemu osově symetrického tělesaM
vytvořeného rotaćı uzavřené smyčky Descartova listu z př́ıkladu 7.8 okolo osy y, vyznačené
v obrázku 7.2. Určete rovněž maximálńı délku L smyčky, tj. délku podél př́ımky, p̊uĺıćı
1. kvadrant v uvedeném obrázku a souřadnice horizontálńıho i vertikálńıho maxima, vše
jako funkci konstanty a.

V =
4π2a3

3
√

3
, L =

3√
2
a, (2

2
3a, 2

1
3a), (2

1
3a, 2

2
3a)

7.38 Pomoćı Gaussovy věty určete polohu středu hmotnosti homogenńıho tělesa z př́ıkladu
7.37 ve směru svislé osy, vyznačené v obrázku 7.2.

zT =
27
√

3

16π
a

7.39 Pomoćı Gaussovy věty odvod’te moment setrvačnosti homogenńıho tělesa M z př́ıkladu
7.35, rotuj́ıćıho okolo osy (0, 0, z). Výsledek vyjádřete v jednotkách hmotnosti tělesa M
a poloměru a.
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J =
Ma2

2

7.40 Pomoćı Gaussovy věty odvod’te moment setrvačnosti homogenńıho tělesa A z př́ıkladu
6.52, rotuj́ıćıho okolo stejné osy y. Výsledek vyjádřete v jednotkách hmotnosti tělesa M
a poloosy a.

J =
96

143
Ma2

7.41 Pomoćı Gaussovy věty určete moment setrvačnosti homogenńıho tělesa z př́ıkladu 7.37,
rotuj́ıćıho okolo svislé osy, vyznačené v obrázku 7.2. Výsledek vyjádřete v jednotkách
hmotnosti tělesa M a maximálńıho rozměru R smyčky v horizontálńım směru.

J =
81
√

3

40π

MR2

24/3

7.42 Pomoćı Gaussovy věty určete tok vektorového pole ~F =
(
x2, y2, z2

)
uzavřenou plochou,

určenou předpisem S = {(x, y, z) |x ∈ 〈A, 2A〉, y ∈ 〈B, 2B〉, z ∈ 〈C, 2C〉}.

ΦF = 3ABC(A+B + C)

7.43 Pomoćı Gaussovy věty určete tok vektorového pole ~F =
(
x2, y2, z2

)
uzavřenou plochou,

určenou předpisem S =
{

(x, y, z) |x2 + y2 = R2, z ∈ 〈0, H〉
}

.

ΦF = πR2H2

7.44 Pomoćı Gaussovy věty určete tok vektorového pole ~F =
[
(x− 1)2, (y − 1)2, z2

]
povrchem

tělesa, určeného předpisem V =
{

(x, y, z) |x2 + y2 ≤ R2, y ≥ 0, z ∈ 〈0, H〉
}

.

4

3
R3H +

πR2H2

2
− 2πR2H

7.45 Pomoćı Gaussovy věty určete tok vektorového pole ~F =
(
x2, y2, z2

)
uzavřenou plochou,

tvořenou povrchem tělesa z př́ıkladu 6.47.

ΦF =
πR2H2

3

7.46 Pomoćı Gaussovy věty určete tok vektorového pole ~F =
(
x3 − y3, x3 + y3, z

)
uzavřenou

plochou, tvořenou povrchem tělesa V =

{
(x, y, z) | z ∈ 〈0, H〉, x2 + y2 ≤ R2

H2
(H − z)2

}
.

ΦF =
πR2H

30

(
9R2 + 10

)
7.47 Pomoćı Gaussovy věty určete tok vektorového pole ~F = (x3, y3, z3) plochou, určenou

předpisem S =
{

(x, y, z) |x2 + y2 + z2 = R2
}

.

ΦF =
12

5
πR5

7.48 Je dáno silové pole ~F = (x3−x2, y3−y2, z3−z2). Pomoćı Gaussovy věty určete jeho tok
povrchem tělesa, určeného předpisem V =

{
(x, y, z) |x, y, z ∈ 〈0, R〉, x2 + y2 + z2 ≤ R2

}
.
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ΦF =
3πR4

40
(4R− 5)

7.49 Pomoćı Gaussovy věty vypoč́ıtejte tok vektorového pole ~F = (x, y, z) uzavřenou plo-
chou, tvořenou povrchem tělesa z př́ıkladu 7.35. Proč je výsledná hodnota trojnásobkem
výsledné hodnoty z uvedeného př́ıkladu ?

ΦF =
3π2a3

4

7.50 Pomoćı Gaussovy věty vypoč́ıtejte tok vektorového pole ~F = (x3, y3, z3) uzavřenou plo-
chou, tvořenou povrchem tělesa z př́ıkladu 7.35.

ΦF =
27

64
π2a5 =

(
3

4

)3

π2a5

7.51 Pomoćı Gaussovy věty vypoč́ıtejte tok Φ vektorového pole ~F (x, y, z) = (0, 0, z2) uzavřenou
plochou, tvoř́ıćı povrch tělesa: V =

{
(x, y, z)

∣∣x2 + y2 ≤ 4, x ≤ 0, y ≥ 0, z ∈ 〈0, |x|〉
}
.

ΦF = π

7.52 Pomoćı Gaussovy věty vypoč́ıtejte tok Φ vektorového pole ~F (x, y, z) = (0, 0, z2) uzavřenou
plochou, tvoř́ıćı povrch tělesa: V =

{
(x, y, z)

∣∣x2 + y2 + z2 ≤ 4, x ≥ 0, y ≤ 0, z ≥ 0,

z2

x2 + y2 + z2
≤ 1

2

}
.

ΦF = π

7.53 Pomoćı plošného integrálu 2. druhu i pomoćı Gaussovy věty vypoč́ıtejte tok Φ vekto-
rového pole ~F (x, y, z) = (0, 0, z2) uzavřenou plochou, tvoř́ıćı povrch tělesa:
V =

{
(x, y, z)

∣∣x2 + y2 + z ≤ 9 ∧ z − 3x2 − 3y2 ≥ 0
}
.

ΦF = 21π

(
9

4

)2

7.54 Pomoćı plošného integrálu 2. druhu i pomoćı Gaussovy věty vypoč́ıtejte tok Φ vekto-
rového pole ~F (x, y, z) = (x2, 0, 0) uzavřenou plochou, tvoř́ıćı povrch tělesa:
V =

{
(x, y, z)

∣∣x2 + y2 + z ≤ 5, x ≥ 0, y ≤ 0, z ≥ 1
}
.

ΦF =
56

5

7.55 Určete kapacitu válcového kondenzátoru, který tvoř́ı dvě souosé vodivé válcové slupky
(elektrody) s poloměry R1 a R2 a délkouH, kde R1 < R2. Na vnitřńı elektrodu je přiveden
náboj +Q, na vněǰśı elektrodu náboj −Q. Zanedbejte nepravidelnosti elektrického pole
na obou konćıch elektrod.

C =
2πε0H

ln(R2/R1)

7.56 Určete kapacitu kulového kondenzátoru, který tvoř́ı dvě soustředné vodivé kulové slupky
(elektrody) s poloměry R1 a R2, kde R1 < R2. Na vnitřńı elektrodu je přiveden náboj
+Q, na vněǰśı elektrodu náboj −Q.
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C = 4πε0
R1R2

R2 −R1



Kapitola 8

Taylor̊uv rozvoj

Možnost nahrazeńı libovolné matematické funkce polynomem byla formulována počátkem 18.
stolet́ı matematiky Jamesem Gregorym a Brookem Taylorem. V př́ıpadě nekonečněkrát dife-
rencovatelné funkce p̊ujde o nekonečnou mocninnou řadu. Rozvoj funkce do řady je jedńım
z nejpouž́ıvaněǰśıch nástroj̊u pro vyjádřeńı přibližné hodnoty funkćı, který tvoř́ı základ mnoha
princip̊u numerické matematiky, atd.

8.1 Rozvoj funkce jedné proměnné

Obecný zápis Taylorova rozvoje nekonečněkrát diferencovatelné funkce jedné proměnné v obec-
ném bodě x0 lze vyjádřit pomoćı nekonečné řady

f(x) = f(x0) +
∂f

∂x

∣∣∣∣
x0

(x− x0) +
1

2!

∂2f

∂x2

∣∣∣∣
x0

(x− x0)2 +
1

3!

∂3f

∂x3

∣∣∣∣
x0

(x− x0)3

+
1

4!

∂4f

∂x4

∣∣∣∣
x0

(x− x0)4 + . . . =
∞∑
n=0

1

n!

∂nf

∂xn

∣∣∣∣
x0

(x− x0)n, (8.1)

kde řád derivace charakterizuje řád Taylorova rozvoje, stupeň mocniny určuje stupeň členu
Taylorova polynomu (v př́ıpadě funkce jedné proměnné se oboj́ı shoduje). Polož́ıme-li x0 = 0,
dostáváme tzv. Maclaurinovu řadu (rozvoj) jako speciálńı př́ıpad Taylorova rozvoje.

� Př́ıklady:

8.1 Rozviňte následuj́ıćı neurčité integrály do Taylorovy řady

(a)
ˆ

ex
2

x
dx, lnx+

∞∑
k=1

x2k

k! 2k
+ C

(b)

ˆ
sinx

x
dx,

∞∑
k=0

(−1)k
x2k+1

(2k + 1)! (2k + 1)
+ C

(c)

ˆ
cosx

x
dx, lnx+

∞∑
k=1

(−1)k
x2k

(2k)! 2k
+ C

(d)

ˆ
sinx cosx

x
dx.

∞∑
k=0

[
(−1)k

x2k+1

2k + 1

k∑
m=0

1

m! (2k −m+ 1)!

]
+ C

8.2 Napǐste rozvoj následuj́ıćıch funkćı do 4. stupně v bodě x0 = 0 (Maclaurin̊uv rozvoj):

95
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(a) f(x) = e3x, 1 + 3x+
9

2
(x2 + x3) +

27

8
x4 +O(x5)

(b) f(x) =
x2 − x+ 1

2x+ 1
, 1− 3x+ 7x2 − 14x3 + 28x4 +O(x5)

(c) f(x) = ln
(
1− sin2 x

)
, −x2 − x4

6
+O(x6)

(d) f(x) = ex sinx, x+ x2 +
x3

3
+O(x5)

(e) f(x) =
sinh

(
x2 + 2 sin4 x

)
1 + x10

, x2 + 2x4 +O(x6)

(f) f(x) =
√

cos (3x+ x3). 1− 9

4
x2 − 75

32
x4 +O(x6)

8.3 Pomoćı Taylorova rozvoje určete hodnoty uvedených limit následuj́ıćıch funkćı:

(a) lim
x→0

ex − 1− x
x2

,
1

2

(b) lim
x→0

ex − sinx− cosx

ex2 − ex3 , 1

(c) lim
x→0

√
1− ex

ln (x+ 1)
, i

(d) lim
x→0

5
√

1− 5x2 + x4 − 1 + x2

x4
, −9

5

(e) lim
x→0

sin
3
√
x2 − 3

√
x2 − ln cosx

x sinx
,

1

3

(f) lim
x→0

ln (1 + x arctgx) + 1− ex
2

√
1 + 2x4 − 1

, −4

3

(g) lim
x→0

cosx− 1 +
1

2
x sinx

[ln (1 + x)]4
, − 1

24

(h) lim
x→0

[
1

ln (1 + x)
− 1

tgx

]
.

1

2

8.4 Vypoč́ıtejte přibližnou hodnotu následuj́ıćıch integrál̊u s chybou nepřevyšuj́ıćı 10−3

(a) tzv. chybové funkce erfx =
2√
π

ˆ x

0
e−t

2
dt pro horńı mez x = 1, 0,842 714 222

(b) tzv. integrálńıho sinu Six =

ˆ x

0

sin t

t
dt pro horńı mez x = 1, 0,946 082 766

(c) tzv. integrálńıho kosinu Cix = −
ˆ ∞
x

cos t

t
dt (x > 0) pro spodńı mez x = 1. Tento

integrál lze přepsat do tvaru Cix = γ + lnx +

ˆ x

0

cos t− 1

t
dt, kde tzv. Eulerova
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(Eulerova-Mascheroniho) konstanta γ = lim
n→∞

(
n∑
k=1

1

k
− lnn

)
≈ 0,577 215 665,

0,337 400 849

(d) tzv. exponenciálńıho integrálu Eix = −
ˆ ∞
−x

e−t

t
dt =

ˆ x

−∞

et

t
dt pro x = −1. Tento

integrál lze přepsat do tvaru Eix = γ + ln |x| +
ˆ −x

0

e−t − 1

t
dt, kde γ je stejná

Eulerova konstanta jako v př́ıkladu 8.4c,

−0,219 386 753

(e) exponenciálńıho integrálu Eix popsaného v př́ıkladě 8.4d, kde hodnota meze x = 1
(tento př́ıpad má konečné řešeńı, protože integrováńı funkce se singularitou lze za
určitých podmı́nek provést přǐrazeńım tzv. hlavńı hodnoty určitého integrálu),

1,894 854 554

(f) tzv. integrálńıho logaritmu lix =

ˆ x2

x1

dt

ln t
pro x1 = 2 a x2 = 10 (integrovanou funkci

lze rozvinout do vhodné řady pomoćı substituce t = eu).

5,073 622 569

8.5 Pomoćı Taylorova rozvoje dokažte Eulerovu identitu pro y(x): C1 eix+C2 e−ix = A cosx+
B sinx. Jaký je vztah mezi jednotlivými koeficienty a čemu se budou rovnat, pokud
y(0) = 1, y′(0) = 1 ?

A = C1 + C2, B = i(C1 − C2), C1 =
1− i

2
, C2 =

1 + i

2
, A = 1, B = 1

8.6 Ověřte platnost klasického vztahu pro kinetickou energii T = 1
2mv

2 pro malé rychlosti,

v � c. Úplné relativistické vyjádřeńı kinetické energie má tvar T = E − E0, kde E
představuje celkovou energii E = mc2, E0 je tzv. klidová energie, E0 = m0c

2. Veličiny m
a m0, tedy relativistická a klidová hmotnost, jsou svázány vztahem m = γ m0, kde tzv.
Lorentz̊uv faktor γ = (1− v2/c2)−1/2 (viz také př́ıklad 2.41).

Pomoćı Taylorova rozvoje relativistického vyjádřeńı do druhého řádu.

8.7 Napǐste Taylor̊uv rozvoj funkce f(x) =
Ax

(B + x2)3/2
, kde A, B jsou konstanty, do třet́ıho

řádu. Dále napǐste:

(a) Taylor̊uv polynom třet́ıho stupně funkce f(x) v okoĺı bodu x = 0,

(b) Třet́ı stupeň tohoto polynomu v okoĺı bodu x = 1.

(a) T3(x)|x0=0 =
A

B
3
2

x− 3A

2B
5
2

x3

(b) T III
3 (x)

∣∣
x0=1

= −
A
(
3B2 − 24B + 8

)
2 (B + 1)

9
2

(x− 1)3

8.8 Ukažte, že
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(a) Planck̊uv zákon Bν(T ) pro malé frekvence ν přejde na Rayleigh̊uv-Jeans̊uv zákon,
známý v radiové fyzice,

(b) Převed’te Planck̊uv zákon ve formě Bν(T ) na tvar Bλ(T ) a dokažte přechod na
Rayleigh̊uv-Jeans̊uv zákon pro velké vlnové délky λ.

(a) Bν(T ) =
2hν3

c2

1

e
hν
kT − 1

→ 2ν2

c2
kT

(b) Bλ(T ) =
2hc2

λ5

1

e
hc
λkT − 1

→ 2c

λ4
kT

8.2 Rozvoj funkce v́ıce proměnných

V př́ıpadě nekonečněkrát diferencovatelné funkce dvou proměnných v obecném bodě (x0, y0)
lze obecný tvar Taylorova rozvoje zapsat jako

f(x, y) = f(x0, y0) +
∂f

∂x

∣∣∣∣
x0,y0

(x− x0) +
∂f

∂y

∣∣∣∣
x0,y0

(y − y0)

+
1

2!

[
∂2f

∂x2

∣∣∣∣
x0,y0

(x− x0)2 +
2 ∂2f

∂x ∂y

∣∣∣∣
x0,y0

(x− x0)(y − y0) +
∂2f

∂y2

∣∣∣∣
x0,y0

(y − y0)2

]

+
1

3!

[
∂3f

∂x3

∣∣∣∣
x0,y0

(x− x0)3 +
3 ∂3f

∂x2 ∂y

∣∣∣∣
x0,y0

(x− x0)2(y − y0)

+
3 ∂3f

∂x ∂y2

∣∣∣∣
x0,y0

(x− x0)(y − y0)2 +
∂3f

∂y3

∣∣∣∣
x0,y0

(y − y0)3

]
+ . . . , (8.2)

kde řád derivace opět charakterizuje řád Taylorova rozvoje, stupeň mocniny určuje stupeň členu
Taylorova polynomu. Obecně lze tedy Taylor̊uv rozvoj funkce v́ıce proměnných zapsat:

f(x1, . . . , xk) =

∞∑
n1=0

∞∑
n2=0

· · ·
∞∑

nk=0

(
∂n1+···+nkf

∂xn1
1 · · · ∂x

nk
k

)∣∣∣∣
(x01,...,x0k)

(x1 − x01)n1 · · · (xk − x0k)
nk

n1! · · ·nk!
.

(8.3)

� Př́ıklady:

8.9 Spoč́ıtejte všechny nenulové členy Taylorova rozvoje funkce f(x, y) = x2y a pro jednotlivé
řády rozvoje vyč́ıslete vždy hodnotu f (2,1; 2,9). Výsledky porovnejte s hodnotou, udanou
kalkulačkou.

T0 = 12, T1 = 12,8, T2 = 12,79, T3 = 12,789 (kalkulačkou 12,789)

8.10 Pomoćı Taylorova rozvoje funkce f(x, y) =
√

1 + 4x2 + y2 do prvńıho, druhého a třet́ıho
řádu vyč́ıslete vždy přibližnou hodnotu f (1,1; 2,05). Výsledky porovnejte s hodnotou,
udanou kalkulačkou.

T1 = 3,166, T2 = 3,169 120, T3 = 3,168 984 (kalkulačkou 3,168 990...)
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8.11 Spoč́ıtejte všechny nenulové členy Taylorova rozvoje funkce f(x, y, z) = x3 + y3 + z3 −
3xyz a pro jednotlivé řády rozvoje vyč́ıslete vždy hodnotu f (0,95; 1,05; 1,1). Výsledky
porovnejte s hodnotou, udanou kalkulačkou.

T0 = 0, T1 = 0, T2 = 0,0525, T3 = 0,054 25 (kalkulačkou 0,054 25)

8.12 Pomoćı Taylorova rozvoje funkce f(x, y, z) =
1

xyz
do prvńıho, druhého, třet́ıho a čtvrtého

řádu vyč́ıslete vždy přibližnou hodnotu f (0,9; 2,1; 3,1). Výsledky porovnejte s hodnotou,
udanou kalkulačkou.

T1 = 0,169 444, T2 = 0,170 602..., T3 = 0,170 634..., T4 = 0,170 648..., (kalkulačkou
0,170 678...)

8.13 Vypoč́ıtejte Taylor̊uv polynom druhého stupně funkce f(x, y) = e−(x2+y2) v bodech

(a) P1 = (0, 0),

(b) P2 = (1, 2).

(a) T1(0, 0) = 1− x2 − y2

(b) T2(1, 2) = e−5 [x(x+ 8y − 20) + y(7y − 40) + 56]

8.14 Vypoč́ıtejte Taylor̊uv polynom funkce z př́ıkladu 8.10

(a) třet́ıho stupně v bodě (0, 0),

(b) druhého stupně v bodě (1, 2).

(a) T3(0, 0) = 1 + 2x2 +
y2

2

(b) T2(1, 2) =
1

3
[4x+ y − 8(x− 1)(y − 2)− 5] +

5

27

[
2(x− 1)2 +

1

2
(y − 2)2

]

8.15 Vypoč́ıtejte Taylor̊uv polynom třet́ıho stupně funkce z př́ıkladu 8.12 v bodě (1, 1, 1).

T3(1, 1, 1) = −x3 − y3 − z3 − x2y− x2z − xy2 − xz2 − y2z − yz2 − xyz + 6(x2 + y2 + z2 +
xy + xz + yz)− 15(x+ y + z) + 20

8.16 Napǐste Taylor̊uv polynom 2. stupně funkce f(x, y) =
√
x2 − y2 − 2 v bodě (2, 1).

2x− y − 2 +
1

2

[
−3(x− 2)2 + 4(x− 2)(y − 1)− 2(y − 1)2

]
8.17 Napǐste Taylor̊uv polynom 2. stupně funkce f(x, y) =

√
e2x − y2 + 1 v bodě (0, 1).

2 + x− y +
1

2

[
x2 + 2x(y − 1)− 2(y − 1)2

]
8.18 Napǐste Taylor̊uv polynom 2. stupně funkce f(x, y) =

√
x

y
− 1 v bodě (2, 1).

1 +
x

2
− y +

1

2

[
−1

4
(x− 2)2 + (y − 1)2

]
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8.19 Napǐste Taylor̊uv polynom 2. stupně funkce f(x, y) =
y2

√
x2 + 1

v bodě (0, 1).

1 + 2(y − 1) +
1

2

[
−x2 + 2(y − 1)2

]
8.20 Napǐste Taylor̊uv polynom třet́ıho stupně funkce f(x, y, z) =

1

x2yz
v bodě (1, 1, 1).

T3(1, 1, 1) = −4x3 − y3 − z3 − 3x2y − 3x2z − 2xy2 − 2xz2 − 2y2z − yz2 − 2xyz + 7(3x2 +
z2 + 2xy + 2xz) + 8y2 + 9yz − 2(21x+ 11z)− 23y + 36



Kapitola 9

Fourierovy řady

Metoda rozkladu obecných periodických funkćı na součet nekonečného počtu sinových a kosi-
nových vln byla pojmenována po francouzském matematiku Jean-Baptiste Josephu Fourierovi
(1768–1830). Fourierovy řady jsou v r̊uzné mı́̌re aplikovány ve většině fyzikálńıch obor̊u, např.
v akustice, optice, kvantové fyzice, atd. Princip formulovaný nejprve pro Fourierovy řady byl
později zobecněn v tzv. Fourierově analýze. Libovolná periodická funkce f(x) s periodou T ,
integrovatelná v intervalu 〈x0, x0 + T ), může být vyjádřena jako následuj́ıćı nekonečná suma
(Fourierova řada):

f(x) =
a0

2
+
∞∑
k=1

ak cos(kωx) + bk sin(kωx), (9.1)

kde ω = 2π/T . Fourierovy koeficienty ak, bk lze stanovit následuj́ıćım zp̊usobem:

a0 =
2

T

ˆ x0+T

x0

f(x) dx, (9.2)

ak =
2

T

ˆ x0+T

x0

f(x) cos(kωx) dx, (9.3)

bk =
2

T

ˆ x0+T

x0

f(x) sin(kωx) dx. (9.4)

Fourierova transformace je zobecněńım komplexńıch Fourierových řad. Nahrad́ıme-li diskrétńı
Fourierovy koeficienty ak, bk spojitou funkćı F (ξ) dξ, potom za předpokladu 1/T → ξ (frek-
vence) přejde (záměnou sumy za integrál) diskrétńı Fourierova řada do spojité podoby

F (ξ) =

ˆ ∞
−∞

f(x) e−2πiξx dx, f(x) =

ˆ ∞
−∞

F (ξ) e2πiξx dξ. (9.5)

Ve fyzice a v technických aplikaćıch se Fourierova transformace zapisuje častěji pomoćı úhlové
frekvence ω = 2πξ. Fourierova transformace F(f) = f̂ (kde f̂ je tzv. Fourier̊uv obraz funkce f ,
tj. vzoru) a zpětná Fourierova transformace F−1(f̂) = f jsou potom (při jisté ztrátě symetrie)
definovány jako:

f̂(ω) =

ˆ ∞
−∞

f(x) e−iωx dx, f(x) =
1

2π

ˆ ∞
−∞

f̂(ω) eiωx dω. (9.6)

Zavedeme dále pojem konvoluce dvou funkćı f(x), g(x) (viz obrázek 9.1), která je definována
jako:

(f ∗ g)(x) =

ˆ ∞
−∞

f(y) g(x− y) dy, (9.7)
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kde ovšem x a y neznamenaj́ı dva r̊uzné souřadnicové směry, ale pouze dvě r̊uzné proměnné.
Fourier̊uv obraz konvoluce funkćı f(x), g(x) potom bude:

(̂f ∗ g)(ω) =

ˆ ∞
−∞

(f ∗ g)(x) e−iωx dx =

ˆ ∞
−∞

ˆ ∞
−∞

f(y) g(x− y) e−iωx dx dy. (9.8)

Pomoćı transformace

{
x− y = z

y = y

}
, jej́ıž Jakobián det

∣∣∣∣∣∣∣
∂z

∂x

∂z

∂y
∂y

∂x

∂y

∂y

∣∣∣∣∣∣∣ = det

∣∣∣∣ 1 −1
0 1

∣∣∣∣ = 1, dostáváme

ˆ ∞
−∞

ˆ ∞
−∞

f(y) g(z) e−iω(y+z) dy dz =

ˆ ∞
−∞

f(y) e−iωy dy

ˆ ∞
−∞

g(z) e−iωz dz = f̂(ω) ĝ(ω). (9.9)

Výsledný vztah můžeme tedy zapsat jednoduchým zp̊usobem,

(̂f ∗ g) = f̂ ĝ, (9.10)

Fourier̊uv obraz konvoluce dvou funkćı f(x), g(x) se rovná součinu jejich Fourierových obraz̊u.
Př́ıklad konvoluce dvou funkćı f ∗ g, které jsou p̊uvodně zadány např́ıklad ve tvaru

f(x) =

{
0 x ∈ (−∞, 0)

3 e−x x ∈ 〈0,∞),
(9.11)

g(x) =


0 x ∈ (−∞, 0)
1 x ∈ 〈0, 2〉
0 x ∈ (2,∞),

(9.12)

znázorňuje obrázek 9.1. Funkce f, g transformujeme podle rovnice (9.7) následuj́ıćım zp̊usobem:

f(x) = 3 e−x → f(y) = 3 e−y, (9.13)

g(x) → g (x− y) = g (z) , (9.14)

kde potom pro funkci g (z) (konvolučńı jádro), plat́ı g(z) = 1, pro z ∈ 〈0, 2〉 (a tedy y ∈
〈x, x − 2〉) a g(z) = 0 pro z /∈ 〈0, 2〉 (a tedy y /∈ 〈x, x − 2〉), zároveň také plat́ı dz = −dy.
Protože f(y) = 0 pro y < 0, dostáváme tak tři oblasti integrace rovnice (9.7):

x− 2 < 0 ∧ x < 0 (obrázek 9.1a), (9.15)

x− 2 < 0 ∧ x ≥ 0 (obrázek 9.1b), (9.16)

x− 2 ≥ 0 ∧ x > 0 (obrázek 9.1c). (9.17)

Integrace rovnice (9.7) bude mı́t pro tyto tři oblasti podobu:

(f ∗ g) (x) =



0 pro x ∈ (−∞, 0)

3

ˆ x

0
e−y dy = 3

(
1− e−x

)
pro x ∈ 〈0, 2〉,

3

ˆ x

x−2
e−y dy = 3 e−x

(
e2 − 1

)
pro x ∈ (2,∞).

(9.18)

Výsledkem konvoluce dvou funkćı f(x) a g(x) bude tedy funkce (f ∗ g) (x), jej́ıž hodnota se
pro každé x ∈ (−∞,∞) bude rovnat velikosti zvýrazněné plochy na obrázku 9.1.



Kapitola 9. Fourierovy řady 103

f (y)

x , y

f , g

g(x − y)

xx − 2

f (y)

x , y

f , g

g(x − y)

f ∗g

xx − 2

f (y)

x , y

f , g

g(x − y)

xx − 2

f ∗g

Obrázek 9.1a Obrázek 9.1b Obrázek 9.1c

Obrázek 9.1: Schéma konvoluce f ∗ g funkćı f(x), g(x), p̊uvodně popsaných rovnicemi (9.11) a (9.12).
V obrázku 9.1a plat́ı, že v rovnićıch (9.13), (9.14) je x ∈ (−∞, 0), v obrázku 9.1b je x ∈ 〈0, 2〉, v obrázku
9.1c je x ∈ (2,∞). Tvar výsledné funkce (f ∗ g) (x) je zakreslen modrou barvou, funkce je popsána
v rovnici (9.18), jej́ı hodnota se pro každé x bude rovnat velikosti zvýrazněné plochy.

9.1 Diskrétńı Fourierovy řady

� Př́ıklady:

Napǐste Fourierovu řadu pro následuj́ıćı periodické funkce s periodou T :

9.1 f(x) =
x2

π
, x ∈ 〈−π, π), T = 2π

π

3
+

4

π

∞∑
k=1

(−1)k

k2
cos(kx)

9.2 f(x) =
x2

π
, x ∈ 〈0, 2π), T = 2π

4π

3
+ 4

∞∑
k=1

[
1

k2π
cos(kx)− 1

k
sin(kx)

]

9.3 f(x) = |x|, x ∈ 〈−π, π), T = 2π
π

2
+

2

π

∞∑
k=1

(−1)k − 1

k2
cos(kx)

9.4 f(x) = x|x|, x ∈ 〈−L,L), T = 2L
2L2

π3

∞∑
k=1

(2− π2k2)(−1)k − 2

k3
sin

(
kπ

L
x

)

9.5 f(x) =
|x3|
x

, x ∈ 〈−1, 1), T = 2
2

π3

∞∑
k=1

(2− π2k2)(−1)k − 2

k3
sin (kπx)

9.6 f(x) =

{
0 x ∈ 〈0, 1)

x− 1 x ∈ 〈1, 2)
, T = 2

1

4
+
∞∑
k=1

[
1− (−1)k

k2π2
cos(kπx)− 1

kπ
sin(kπx)

]
9.7 f(x) = eax, x ∈ 〈−π, π), konstanta a 6= 0, T = 2π

2

π
sinh(aπ)

[
1

2a
+
∞∑
k=1

(−1)k

a2 + k2
(a cos(kx)− k sin(kx))

]

9.8 f(x) = (x− 1)(x− 3), x ∈ 〈1, 3), T = 2 −2

3
+

4

π2

∞∑
k=1

(−1)k

k2
cos(kπx)

9.9 f(x) =
x

2L
, x ∈ 〈0, 2L), T = 2L

1

2
− 1

π

∞∑
k=1

1

k
sin

(
kπ

L
x

)
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9.10 f(x) = x4, x ∈ 〈−1, 1), T = 2
1

5
+

8

π4

∞∑
k=1

(−1)k
k2π2 − 6

k4
cos (kπx)

9.11 f(x) = sgn
[
sin
(πx
L

)]
, x ∈ 〈0, 2L), T = 2L

4

π

∞∑
k=1

1

2k + 1
sin

[
(2k + 1)π

L
x

]

9.12 f(x) =

{
−x x ∈ 〈−1, 0)
x x ∈ 〈0, 1)

, T = 2
1

2
− 4

π2

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
cos [(2k + 1)πx]

9.13 f(x) =


1 x ∈

〈
0,
π

2

)
−1 x ∈

〈
−π

2
, 0
)
,

0 |x| ∈
〈π

2
, π
) T = 2π

2

π

∞∑
k=1

1

k

[
1− cos

(
kπ

2

)]
sin(kx)

9.14 f(x) =



0 x ∈
〈
−1,−1

2

)
cos 3πx x ∈

〈
−1

2
,

1

2

)
,

0 x ∈
〈

1

2
, 1

) T = 2

− 1

3π
+

6 cos(2πx)

5π
+

cos(3πx)

2
+

6

π

∞∑
k=4

1

k2 − 9
cos

(
kπ

2

)
cos(kπx)

9.15 f(x) =


1 x ∈ 〈−1, 0)

1

2
x = 0

x x ∈ (0, 1)

, T = 2
3

4
+
∞∑
k=1

(−1)k − 1

k2π2
cos(kπx)− 1

kπ
sin(kπx)

9.16 f(x) =


4

π
x x ∈

〈
0,
π

2

)
− 4

π
x x ∈

〈
−π

2
, 0
) , T = π 1− 8

π2

∞∑
k=1

cos [2 (2k − 1)x]

(2k − 1)2

9.17 f(x) =

{
x (1− x) x ∈ 〈0, 1)

0 x ∈ 〈−1, 0)
, T = 2

1

12
− 1

π2

∞∑
k=1

[
1

k2
(1 + cos kπ) cos(kπx)− 2

k3π
(1− cos kπ) sin(kπx)

]

9.18 f(x) = |sinx|, x ∈ 〈−π, π), T = 2π
2

π
− 4

π

∞∑
k=1

1

(4k2 − 1)
cos(2kx)

9.19 f(x) = |cosx|, x ∈ 〈−π, π), T = 2π
2

π
− 4

π

∞∑
k=1

(−1)k

(4k2 − 1)
cos(2kx)

9.20 f(x) = sinx cosx, x ∈ 〈−1, 1) π sin(2)
∞∑
k=1

k(−1)k

4− k2π2
sin(kπx)
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9.21 f(x) = |x|+ a, x ∈ 〈−L,L), kde a je konstanta.

a +
L

2
+

2L

π2

∞∑
k=1

(−1)k − 1

k2
cos

(
kπ

L
x

)

9.22 f(x) =

{
x− a x ∈ 〈−L, 0)

x+ a x ∈ 〈0, L)
, kde a je konstanta.

2

π

∞∑
k=1

a− (a + L)(−1)k

k
sin

(
kπ

L
x

)

9.2 Fourierova analýza

� Př́ıklady:

Určete konvoluci funkćı (f ∗ g)(x):

9.23 f(x) =

{
0 x ∈ (−∞, 0)

2 x ∈ 〈0,∞)

g(x) =

{
0 x ∈ (−∞, 0)

1 x ∈ 〈0,∞)

f ∗ g =

{
0 x ∈ (−∞, 0)

2x x ∈ 〈0,∞)

9.24 f(x) =

{
0 x ∈ (−∞, 0)

e−2x x ∈ 〈0,∞)

g(x) =

{
0 x ∈ (−∞, 0)

e−x x ∈ 〈0,∞)

f ∗ g =

{
0 x ∈ (−∞, 0)

e−x (1− e−x) x ∈ 〈0,∞)

9.25 f(x) =

{
0 x ∈ (−∞, 0)

e−x x ∈ 〈0,∞)

g(x) =

{
0 x ∈ (−∞, 0)

sinx x ∈ 〈0,∞)

f∗g =

 0 x ∈ (−∞, 0)
1

2
(e−x + sinx− cosx) x ∈ 〈0,∞)

9.26 f(x) =

{
0 x ∈ (−∞, 0)

sinx x ∈ 〈0,∞)

g(x) = 1

f ∗ g =

{
0 x ∈ (−∞, 0)

1− cosx x ∈ 〈0,∞)

9.27 f(x) =

{
0 x ∈ (−∞, 0)

sinx x ∈ 〈0,∞)

g(x) =


0 x ∈ (−∞, 0)

1 x ∈
〈

0,
π

2

〉
0 x ∈

(π
2
,∞
)

f ∗ g =


0 x ∈ (−∞, 0)

1− cosx x ∈
〈

0,
π

2

〉
sinx− cosx x ∈

(π
2
,∞
)
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9.28 f(x) =

{
0 x ∈ (−∞, 0)

sinx ∈ 〈0,∞)

g(x) = sin(ax), a > 0

f∗g =

 0 x ∈ (−∞, 0)
1

a2 − 1
[a sinx− sin(ax)] x ∈ 〈0,∞)

9.29 f(x) =

{
0 x ∈ (−∞, 0)

sinx x ∈ 〈0,∞)

g(x) =


0 x ∈ (−∞, 0)

1− 2

π
x x ∈

〈
0,
π

2

〉
0 x ∈

(π
2
,∞
)

f∗g =


0 x ∈ (−∞, 0)

1− 2

π
x+

2

π
sinx− cosx x ∈

〈
0,
π

2

〉
2

π
(sinx+ cosx)− cosx x ∈

(π
2
,∞
)

9.30 Určete Fourier̊uv obraz funkce:

(a) f(x) = 1 pro x ∈
〈
−1

2
,
1

2

〉
, f(x) = 0 pro x /∈

〈
−1

2
,
1

2

〉
,

(b) f(x) = e−bx pro x ∈ 〈0,∞), f(x) = 0 pro x ∈ (−∞, 0), b > 0 = konst.,

(c) f(x) = e−b|x| pro x ∈ (−∞,∞),

(d) f(x) = e−bx2
pro x ∈ (−∞,∞),

(e) f(x) = 1 + x pro x ∈ 〈−1, 0), f(x) = 1− x pro x ∈ 〈0, 1), f(x) = 0 pro |x| > 1,

(f) f(x) = x2 pro x ∈ 〈−1, 1〉, f(x) = 0 pro |x| > 1.

(a) f̂(ω) =
2

ω
sin
(ω

2

)
(b) f̂(ω) =

1

b + iω

(c) f̂(ω) =
2b

b2 + ω2

(d) f̂(ω) =

√
π

b
e−

ω2

4b

(e) f̂(ω) =
2

ω2
(1− cosω)

(f) f̂(ω) =
2

ω3

[
(ω2 − 2) sinω + 2ω cosω

]
9.31 Určete Fourier̊uv obraz funkce:

(a) f(x) = sinx pro x ∈ 〈0, 2π〉, f(x) = 0 pro x /∈ 〈0, 2π〉, f̂(ω) =
iω
(
1− e−2πiω

)
1− ω2

(b) f(x) = cosx pro x ∈ 〈0, 2π〉, f(x) = 0 pro x /∈ 〈0, 2π〉, f̂(ω) = −1− e−2πiω

ω2 − 1

(c) f(x) = sinx cosx pro x ∈ 〈0, 2π〉, f(x) = 0 pro x /∈ 〈0, 2π〉, f̂(ω) = −1− e−2πiω

ω2 − 4
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(d) f(x) = sin2 x cos2 x pro x ∈ 〈0, 2π〉, f(x) = 0 pro x /∈ 〈0, 2π〉, f̂(ω) = −
2i
(
1− e−2πiω

)
ω (ω2 − 16)

(e) f(x) = ABx pro x ∈ 〈0, 1〉, f(x) = 0 pro x /∈ 〈0, 1〉. f̂(ω) =
1− e−iωAB

iω −B lnA

9.32 Na př́ıkladech 9.23, 9.24, 9.25 a 9.26 ověřte platnost rovnice (9.10):

(a) (9.23): f̂(ω) = −2i

ω
, ĝ(ω) = − i

ω
, (̂f ∗ g)(ω) = − 2

ω2

(b) (9.24): f̂(ω) =
1

2 + iω
, ĝ(ω) =

1

1 + iω
, (̂f ∗ g)(ω) =

1

2− ω2 + 3iω

(c) (9.25): f̂(ω) =
1

1 + iω
, ĝ(ω) =

1

1− ω2
, (̂f ∗ g)(ω) =

1

(1 + iω)(1− ω2)

(d) (9.26): f̂(ω) =
1

1− ω2
, ĝ(ω) =

1

iω
, (̂f ∗ g)(ω) =

1

iω(1− ω2)
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Úvod do komplexńı analýzy

Algebraický zápis komplexńıho č́ısla (komplexńı proměnné) z ∈ C má tvar

z = x+ iy, (10.1)

kde x = Re(z) je reálná část komplexńıho č́ısla a y = Im(z) je imaginárńı část komplexńıho
č́ısla. Č́ıslo z∗ (znač́ı se také z̄) nazýváme č́ıslem komplexně sdruženým k č́ıslu z, kdy z∗ = x−iy.
Zápis stejného č́ısla lze provést v goniometrickém, př́ıpadně exponenciálńım tvaru,

z = r(cosϕ+ i sinϕ) = r eiϕ, (10.2)

kde r = |z| =
√
x2 + y2 je absolutńı hodnota komplexńıho č́ısla (norma, modul) a orientovaný

úhel ϕ = arccos(x/r) = arcsin(y/r) = arctg (y/x) je argument komplexńıho č́ısla. Pro libo-
volnou mocninu komplexńıho č́ısla zm, m ∈ R, tedy plat́ı (viz Eulerova identita v př́ıkladu
8.5)

(x+ iy)m = rm eim(ϕ+2kπ) = rm
{

cos
[
m (ϕ+ 2kπ)

]
+ i sin

[
m (ϕ+ 2kπ)

]}
, k ∈ Z. (10.3)

Předpokládejme funkci jedné komplexńı proměnné f(z) = u(x, y) + iv(x, y) definovanou na
oblasti G : x1 ≤ x ≤ x2, y1 ≤ y ≤ y2, př́ıpadně v polárńıch souřadnićıch f(z) = u(r, ϕ) +
iv(r, ϕ), kdy G : r1 ≤ r ≤ r2, ϕ1 ≤ ϕ ≤ ϕ2. Derivaci funkce jedné komplexńı proměnné f ′(z)
definujeme potom na této oblasti jako limitu

f ′(z) =
df(z)

dz
= lim

∆z→0

f(z + ∆z)− f(z)

∆z

= lim
∆x→0
∆y→0

u(x+ ∆x, y + ∆y) + iv(x+ ∆x, y + ∆y)− u(x, y)− iv(x, y)

∆x+ i∆y
. (10.4)

Rozvineme-li tento výraz zvlášt’ pro obě proměnné x, y (postupně polož́ıme ∆y = 0 a ∆x = 0)
zp̊usobem popsaným v rovnićıch (1.1) a (5.4), dostáváme

df

dz
=
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
,

df

dz
= −i

∂u

∂y
+
∂v

∂y
. (10.5)

Porovnáńım reálných a imaginárńıch část́ı obou rovnic dostáváme tzv. Cauchyho-Riemannovy
podmı́nky existence derivace komplexńı funkce f(z),

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
. (10.6)
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Funkce f(z) komplexńı proměnné na oblasti G je tedy diferencovatelná v bodě z = x + iy,
pokud pro reálně diferencovatelné funkce u(x, y) a v(x, y) plat́ı podmı́nka (10.6). Takovou
funkci potom nazýváme regulárńı v bodě z. Funkci f(z) která má derivaci na oblasti G všude,
nazýváme holomorfńı nebo analytickou. Body z v nichž funkce f(z) hladká na oblasti G neńı
regulárńı nazýváme singulárńımi body nebo singularitami. Provedeme-li také druhé derivace
rovnic (10.6), dostaneme pro obě funkce u, v tzv. Laplaceovu rovnici (viz rovnice (5.21) pro dvě
proměnné) ∆u = ∆v = 0.

Pomoćı rovnic (10.5), (10.6) lze odvodit tzv. Cauchẙuv teorém (d̊ukaz viz např. Kvasnica
(2004)) pro libovolnou po částech hladkou uzavřenou křivku C a funkci f(z) holomorfńı na ob-
lasti G, ˛

C
f(z) dz = 0 (10.7)

a také tzv. Cauchyovu formuli opět pro libovolnou po částech hladkou uzavřenou křivku C a
funkci f(z) holomorfńı uvnitř této křivky a na této křivce, kde ζ je libovolný bod uvnitř této
křivky,

f(ζ) =
1

2πi

˛
C

f(z) dz

z − ζ
. (10.8)

Cauchyova formule vyjadřuje tedy hodnotu holomorfńı funkce f(z) v libovolném bodě ζ uvnitř
křivky C pomoćı integrálu závislého pouze na hodnotách této funkce v bodech lež́ıćıch na křivce
C. Lze prokázat, že integrál (10.8) je rovněž holomorfńı funkćı uvnitř křivky C i na této křivce,
z toho vyplývá, že derivace libovolného řádu funkce f(z) holomorfńı v oblasti G jsou také
holomorfńımi funkcemi v této oblasti. Nav́ıc plat́ı, že pokud má funkce komplexńı proměnné
prvńı derivaci ve všech bodech oblasti G, pak je v této oblasti nekonečněkrát diferencovatelná
- tato vlastnost nemá obdobu u funkćı reálné proměnné (Kvasnica, 2004).

Pokud má funkce f(z) v bodě z = ζ singularitu (pokud je singularita konečného řádu, tedy

”
dobře se chovaj́ıćı“, jde o tzv. izolovaný pól) m-tého řádu, potom v okoĺı tohoto bodu plat́ı

relace

f(z) =
am

(z − ζ)m
+ . . .+

a1

z − ζ
+ g(z), (10.9)

kde am . . . a1 jsou koeficienty a g(z) je jednoznačná holomorfńı funkce v okoĺı bodu z = ζ i
v tomto bodě. Koeficient a1 ≡ Res f(z) je tzv. reziduum funkce f(z) v bodě z = ζ. Funkce
f(z) může mı́t r̊uzné izolované póly v bodech ζ1, ζ2, . . . ζn, v tom př́ıpadě můžeme f(z) zapsat
ve tvaru

f(z) =
Resn
z − ζn

+ . . .+
Res 2

z − ζ2
+

Res 1

z − ζ1
+ g(z). (10.10)

Zobecněńım těchto vztah̊u je tzv. reziduová věta pro integrál jednoznačné komplexńı funkce
f(z) která je holomorfńı uvnitř libovolné uzavřené křivky C i na této křivce, s výjimkou izo-
lovaných pól̊u této funkce. Integrál funkce f(z) uvnitř křivky C je potom roven integrálu této
funkce po této křivce ˛

C
f(z) dz = 2πi

∑
i

Res i, (10.11)

Výpočet rezidua pro izolovaný pól m-tého řádu v bodě z = ζ je dán vztahem

Res =
1

(m− 1)!
lim
z→ζ

{
dm−1

dzm−1
[(z − ζ)mf(z)]

}
, (10.12)
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v př́ıpadě že funkce f(z) je pod́ılem dvou komplexńıch polynomů, f(z) = P (z)/Q(z), kdy P (z)
je všude uvnitř křivky C i na této křivce holomorfńı funkćı a Q(z) má v bodě z = ζ jednoduchý
kořen, přejde vztah (10.12) do podstatně jednodušš́ı podoby

Res =
P (ζ)

Q′(ζ)
. (10.13)

Jako př́ıklad aplikace reziduové věty lze uvést např. následuj́ıćı jednoduchý integrál reálné
funkce f(x), která nemá žádné singularity (izolované póly) na reálné ose:

ˆ ∞
−∞

dx

(1 + x2)3
−→

˛
C+

dz

(1 + z2)3
kde ζ1, ζ2 = ± i, (10.14)

budeme-li integrovat podél uzavřené křivky C+ obsahuj́ıćı část reálné osy a např. kladný izolo-
vaný pól (v tomto př́ıpadě d́ıky jeho třet́ı mocnině jde o pól třet́ıho řádu), bude podle vztahu
(10.12) jeho reziduum

Res i =
1

2
lim
z→ i

{
d2

dz2

[
z − i

(z − i)(z + i)

]3
}

=
1

2
lim
z→ i

12

(z + i)5
= − 3i

16
(10.15)

a dosazeńım do rovnice (10.11) dostáváme
ˆ ∞
−∞

dx

(1 + x2)3
=

3π

8
. (10.16)

� Př́ıklady:

10.1 Zadaná komplexńı č́ısla napǐste vždy v ostatńıch tvarech (algebraickém, goniometrickém
nebo exponenciálńım):

(a) 5
√

3 + 5i 10
(

cos
π

6
+ i sin

π

6

)
10 e

πi
6

(b) 3
√

2 + 3
√

2i 6
(

cos
π

4
+ i sin

π

4

)
6 e

πi
4

(c) −12

(
1− i√

3

)
8
√

3

(
cos

5π

6
+ i sin

5π

6

)
8
√

3 e
5πi
6

(d) −6 +
6 i√

3

12√
3

(
cos

5π

6
+ i sin

5π

6

)
12√

3
e

5πi
6

(e) −2
(
1 +
√

3i
)

4

(
cos

4π

3
+ i sin

4π

3

)
4 e

4πi
3

(f) 3

(
cos

5π

4
+ i sin

5π

4

)
− 3√

2
(1 + i) 3 e

5πi
4

(g) 12
(

cos
π

6
− i sin

π

6

)
6
√

3− 6i 12 e−
πi
6

(h) −2
(

cos
π

6
+ i sin

π

6

)
−
(√

3 + i
)

2 e
7πi
6

(i) 3

(
cos

π

3
+ i cos

5π

6

)
3

2

(
1−
√

3i
)

2 e
5πi
3
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(j) 27/10

(
sin

3π

20
+ i cos

3π

20

)
(1 + i)7/5 27/10 e

7πi
20

(k) 3 e−
2πi
3 −3

2

(
1 +
√

3i
)

3

(
cos

4π

3
+ i sin

4π

3

)

(l)
√

2 e
7πi
12 (1 + i)7/3

√
2
(

cos
π

4
+ i sin

π

4

)7/3

10.2 Napǐste součet, součin a pod́ıl následuj́ıćıch komplexńıch č́ısel:

(a) z1 = 2 + 3i, z2 = 7− i z1 + z2 = 9 + 2i z1z2 = 17 + 19i
z1

z2
=

11 + 23i

50

(b) z1 = 12 + i, z2 = 6− 3i z1 + z2 = 18− 2i z1z2 = 75− 30i
z1

z2
=

23 + 14i

15

(c) z1 = 7 + 3i, z2 = 3− 3i z1 + z2 = 10 z1z2 = 30− 12i
z1

z2
=

2 + 5i

3

(d) z1 = 2 + 12i, z2 = 5− i z1 + z2 = 7 + 11i z1z2 = 22 + 58i
z1

z2
=
−1 + 31i

13

(e) z1 = 1− i, z∗2 = 11 + 5i z1 + z2 = 12− 6i z1z2 = 6− 16i
z1

z2
=

8− 3i

73

(f) z1 = 2
(

cos
π

3
+ i sin

π

3

)
, z2 = 3

(
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

)
z1 + z2 =

−1 + 5
√

3i

2
z1z2 = −6

z1

z2
=

1−
√

3i

3

(g) z1 = 3
(

cos
π

6
− i sin

π

6

)
, z2 = 2

(
cos

5π

3
− i sin

5π

3

)
z1 + z2 =

3
√

3

2
+ 1 +

(√
3− 3

2

)
i z1z2 = 3(

√
3 + i)

z1

z2
=

√
3− (2 + 3

√
3)i

8

10.3 Napǐste následuj́ıćı mocniny (odmocniny) komplexńıch č́ısel:

(a) (1 + i)7 8(1− i)

(b) (−
√

3 + i)8 128(−1 +
√

3i)

(c) 3
√

1 1, −1

2
(1±

√
3i)

(d) 6
√

729 ±3, ±3

2
(1±

√
3i)

(e)
√
−2 + 2i

4
√

8

[
cos

(
3π

8
+kπ

)
+i sin

(
3π

8
+kπ

)]
, k = 0, 1

(f) 5
√

1 +
√

3i
5
√

2

[
cos

(
π

15
+

2

5
kπ

)
+i sin

(
π

15
+

2

5
kπ

)]
, k = 0, 1, 2, 3, 4
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(g) 3

√
5− 15 i√

3

3
√

10

[
cos

(
5π

9
+

2

3
kπ

)
+i sin

(
5π

9
+

2

3
kπ

)]
, k = 0, 1, 2

(h) 3

√
−5 +

5 i√
3

6

√
100

3

[
cos

(
5π

18
+

2

3
kπ

)
+i sin

(
5π

18
+

2

3
kπ

)]
, k = 0, 1, 2

(i)

√
−6 +

6 i√
3

(
12√

3

)1/2[
cos

(
5π

12
+kπ

)
+i sin

(
5π

12
+kπ

)]
, k = 0, 1

10.4 Ověřte, jestli mohou být následuj́ıćı komplexńı funkce f(z) = f(x + iy) holomorfńı na
otevřených podmnožinách komplexńı roviny:

(a) 3y − 3xi ano

(b) 3x2 + 3y + 6xyi ne

(c) z2 + ln z + 1 ano

(d) z3 + 5z − sin z ano

(e) |z2 + y| ne

(f)
z − 1

z + 1
ano

(g)
√
z + 1 + i ano

(h) exp
(
− iz2

)
ano

(i) exp

[
(z + 1)2

i

]
ano

(j) ln

(
z + 1

i

)
ano

10.5 Nalezněte holomorfńı funkce komplexńı proměnné f(z), pokud je zadaná pouze Re[f(z)] =
u(x, y) nebo pouze Im[f(z)] = v(x, y):

(a) u = x e3y holomorfńı funkce f(z) neexistuje

(b) u = x2 + 3x− y2 + 5y f(z) = z2 + 3z − 5iz + C

(c) u = ex(cos y + 2 sin y) v = −∂u
∂y

+ C

(d) u = sin(2x) cosh(2y) f(z) = sin 2z + C

(e) u = x2 − y2 + sin(x) cosh(y) f(z) = z2 + sin z + C

(f) u = x3 − 3xy2 + ln |z| f(z) = z3 + ln z + C, z 6= 0

(g) u = x− x

x2 + y2 f(z) = z − 1

z
+ C, z 6= 0
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(h) v = y − sin(x) sinh(y) f(z) = z + cos z + C

(i) v = x+ sinh(x) sin(y) f(z) = iz + cos iz) + C

10.6 Pomoćı reziduové věty vypoč́ıtejte následuj́ıćı integrály (kde C znač́ı uzavřenou křivku
obsahuj́ıćı všechny singularity dané funkce f(z), C+ znač́ı uzavřenou křivku obsahuj́ıćı
pouze jednu libovolnou singularitu dané funkce):

(a)

˛
C

z

z2 − 1
dz 2πi

(b)

˛
C+

z

z2 − 1
dz πi

(c)

˛
C

sin z

z2 + 5
dz 2πi

sinh
√

5√
5

(d)

˛
C

ez

z2 + 1
dz 2πi sin(1)

(e)

ˆ ∞
−∞

dx

x2 + 1
π

(f)

ˆ ∞
−∞

sinx

x2 + 2x+ 2
dx

π

e
sin(1)

(g)

ˆ ∞
−∞

cosx

6x2 + 6x+ 3
dx

π

3
√

e
cos

(
1

2

)

(h)

ˆ ∞
−∞

dx

x2 + 3x+ 3
(viz př́ıklad 1.31)

2π√
3

(i)

ˆ ∞
−∞

4 dx

(x2 + 4)4

5π

512



Kapitola 11

Kombinatorika

Kombinatorika je jednou z nejstarš́ıch matematických discipĺın, která se zabývá vnitřńı struk-
turou tzv. konfiguraćı diskrétńıch prvk̊u (např́ıklad č́ısel nebo jiných objekt̊u), jejich existenćı,
hledáńım počtu r̊uzných typ̊u těchto prvk̊u v závislosti na daných podmı́nkách, atd. Typickými
př́ıklady takových konfiguraćı jsou kombinace, permutace a variace. Kombinatorické principy
tvoř́ı matematický základ definice tzv. statistických rozděleńı, použ́ıvaných k popisu chováńı
fyzikálńıch systémů např́ıklad v kvantové mechanice, statistické fyzice, atd.

� Kombinace bez opakováńı:

Počet k-členných kombinaćı (kombinaćı k-té tř́ıdy) bez opakováńı z n prvk̊u (k, n ∈ N ∪ 0),
tj. každý prvek se v dané kombinaci může vyskytovat pouze jednou, je dán vztahem

C(k, n) =
n!

k! (n− k)!
=

(
n
k

)
, (11.1)

kdy posledńı výraz v závorce, tzv. kombinačńı č́ıslo, čteme
”
n nad k“. Kombinačńı č́ıslo je také

určuj́ıćım faktorem v tzv. binomické větě,

(x+ y)n =
n∑
k=0

(
n
k

)
xn−kyk, (11.2)

pomoćı ńıž lze n-tou mocninu dvojčlenu x+ y rozložit na součet n+ 1 člen̊u.
Kombinace bez opakováńı je matematickým základem tzv. Fermiho-Diracovy statistiky, po-

pisuj́ıćı systémy složené z tzv. fermion̊u, tedy ze vzájemně nerozlǐsitelných kvantových částic
s antisymetrickou vlnovou funkćı a poloč́ıselným spinem (např́ıklad proton̊u, neutron̊u, elek-
tron̊u, neutrin, atd.). Typickým jednoduchým př́ıkladem může být počet r̊uzných dvojic, které
lze vytvořit z celkového počtu 30 lid́ı, kde podmı́nka

”
bez opakováńı“ vyplývá z faktu, že

každý určitý jedinec se v každé dvojici může vyskytovat pouze jednou. Zároveň lze na kom-
binaci pohĺıžet jako na variaci kdy tzv. nezálež́ı na pořad́ı prvk̊u, tj. dvojice A-B je totožná
s dvojićı B-A. Výsledkem je č́ıslo 435.

� Kombinace s opakováńım:

Počet k-členných kombinaćı s opakováńım z n prvk̊u, tj. daný prvek se v dané kombinaci může
vyskytovat v́ıcekrát (přičemž opět nezálež́ı na pořad́ı prvk̊u), je dán vztahem

C ′(k, n) =
(n+ k − 1)!

k! (n− 1)!
=

(
n+ k − 1

k

)
. (11.3)
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Kombinace s opakováńım je matematickým základem tzv. Boseho-Einsteinovy statistiky, po-
pisuj́ıćı systémy složené z tzv. boson̊u, tedy ze vzájemně nerozlǐsitelných kvantových částic
se symetrickou vlnovou funkćı a celoč́ıselným spinem (např́ıklad foton̊u, mezon̊u, gluon̊u, jader
4He, atd.).

Typickým př́ıkladem může být počet r̊uzných zp̊usob̊u, kterými lze koupit sadu osmi sazenic
salátu, pokud maj́ı v obchodě (v dostatečném množstv́ı) 6 r̊uzných druh̊u sazenic (v každé sadě
se může kterýkoli z šesti druh̊u sazenic vyskytovat v libovolném počtu od 1 do 8). Výsledkem
je č́ıslo 1287.

� Permutace bez opakováńı:

Obecně definujeme permutaci jako uspořádanou n-tici prvk̊u, kdy celkový počet prvk̊u výběrové
množiny je rovněž n. Pokud se tyto prvky v každé takové uspořádané n-tici nemohou opakovat,
počet r̊uzných takových n-tic (permutaćı bez opakováńı) je dán vztahem

P (n) = n! (11.4)

Př́ıklad: kolik r̊uzných uspořádáńı, obsahuj́ıćıch vždy všechna ṕısmena, existuje pro pětici
ṕısmen a, b, c, d, e? Počet takových uspořádaných pětic (n = 5) bez opakováńı je dán vztahem
P (5) = 5!, celkový počet takových uspořádáńı (permutaćı) je tedy 120.

� Permutace s opakováńım:

Pokud je mezi n prvky výběrové množiny k skupin, které maj́ı postupně n1, n2, . . . , nk stejných
prvk̊u, potom je počet tzv. permutaćı s opakováńım dán vztahem

P ′n1, n2, ..., nk
(n) =

n!

n1! · n2! · . . . · nk!
, kdy n =

k∑
i=1

ni. (11.5)

Př́ıklad: kolik r̊uzných permutaćı existuje pro sedmiprvkovou množinu čtyř ṕısmen s možným
opakováńım a, a, a, b, b, c, d, kdy prvńı ṕısmeno se zde vyskytuje třikrát a druhé ṕısmeno
dvakrát? Celkový počet takových permutaćı bude 7!/(3! · 2! · 1! · 1!) = 420.

Výraz (11.5) tvoř́ı rovněž matematický základ zobecněné binomické věty (11.2) pro libo-
volný počet člen̊u x1 + x2 + ...+ xm, kdy pro tzv. multinomický koeficient(

n
k1, k2, ... , km

)
=

n!

k1! k2! ... km!
(11.6)

muśı pro všechna m ∈ N a ki, n ∈ N ∪ 0 opět platit k1 + k2 + ... + km = n. Takto rozš́ı̌renou
binomickou větu (11.2) potom zaṕı̌seme jako tzv. multinomickou větu ve formě

(x1 + x2 + ...+ xm)n =
∑

k1+k2+...+km=n

(
n

k1, k2, ... , km

)
xk1

1 x
k2
2 ... x

km
m , (11.7)

kde součin m prvk̊u xk1
1 x

k2
2 ... x

km
m lze zapsat pomoćı symbolu pro násobeńı jako

∏m
i=1 x

ki
i .

� Variace bez opakováńı:

Variaci definujeme obecně jako uspořádanou k-tici (tj. k-tici, ve které tzv. zálež́ı na pořad́ı
prvk̊u), vybranou ze sady, obsahuj́ıćı n prvk̊u. Pokud se tyto prvky v každé takové uspořádané
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k-tici nemohou opakovat, počet r̊uzných takových k-tic, k ≤ n (variaćı bez opakováńı), je dán
vztahem

V (k, n) =
n!

(n− k)!
. (11.8)

Typickým př́ıkladem může být následuj́ıćı úloha: kolik barevných trikolór lze vytvořit z cel-
kem šesti barev? Variace bez opakováńı v tomto př́ıpadě vyplývá z definice trikolóry (pokud
by se některá ze tř́ı barev opakovala, nep̊ujde o trikolóru). Zároveň zálež́ı na pořad́ı jednot-
livých prvk̊u, tj. např́ıklad trikolóra s pořad́ım barev červená-modrá-zelená je jiná trikolóra než
trikolóra s pořad́ım barev zelená-modrá-červená. Celkový počet trikolór tedy bude 6!/3! = 120.

� Variace s opakováńım:

Počet uspořádaných k-tic (kdy opět zálež́ı na pořad́ı prvk̊u) s opakováńım z n prvk̊u, tj. kdy
se daný prvek v dané k-tici může vyskytovat v́ıcekrát, je dán vztahem

V ′(k, n) = nk. (11.9)

Typický př́ıklad: kolik dvojciferných č́ısel lze vytvořit z č́ıslic 1, 2, 3, 4, 5? Opět zde zálež́ı na
pořad́ı jednotlivých prvk̊u, tj. např́ıklad č́ıslo 21 je jiné č́ıslo než č́ıslo 12, zároveň ovšem muśıme
zahrnout i č́ısla 11, 22, atd., kde se č́ıslice opakuj́ı. Celkový počet takových dvojciferných č́ısel
bude 52 = 25.

� Př́ıklady:

11.1 Kolik kružnic je definováno 12 body, lež́ıćımi v jedné rovině, pokud žádné 3 body nelež́ı
v jedné př́ımce?

220

11.2 Určete, kolika zp̊usoby lze ze sedmi muž̊u a čtyř žen vybrat šestičlennou skupinu, v ńıž
jsou právě dvě ženy.

210

11.3 V bedně je 54 výrobk̊u, z nichž 21 je prvńı jakosti, 27 je druhé jakosti a zbytek je vadných.
Kolika zp̊usoby lze vybrat skupinu 6 výrobk̊u tak, aby obsahovala 3 výrobky prvńı jakosti,
2 druhé jakosti a jeden vadný výrobek?

147 420

11.4 Hokejové mužstvo má celkem 24 hráč̊u: 13 útočńık̊u, 8 obránc̊u a 3 brankáře. Kolik
r̊uzných sestav může trenér vytvořit, jestliže sestava má mı́t 3 útočńıky, 2 obránce a 1
brankáře?

6 552

11.5 Kolik prvk̊u budeme potřebovat, abychom vytvořili šestkrát v́ıce kombinaćı čtvrté tř́ıdy
(bez opakováńı prvk̊u) než kombinaćı druhé tř́ıdy?

11
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11.6 Trenér curlingu má k dispozici sedm hráč̊u: Aleše, Bedřicha, Cyrila, Davida, Emila, Filipa
a Gustava. Má sestavit čtyřčlenné družstvo.

(a) kolik družstev může sestavit,

(b) kolik družstev může sestavit, pokud z trojice Aleš, Bedřich a Cyril hraje jen jeden,

(c) kolik družstev může sestavit, pokud z trojice Aleš, Bedřich a Cyril hraj́ı nejvýše dva
a z dvojice David a Emil jeden nehraje,

(d) kolik družstev může sestavit, pokud z trojice Aleš, Bedřich a Cyril hraj́ı nejvýše dva
a nehraje současně Filip a Gustav.

(a) 35

(b) 12

(c) 18

(d) 21

11.7 Kolik existuje pěticiferných č́ısel?

90 000

11.8 Kolik č́ısel lze vytvořit ze sady neopakuj́ıćıch se č́ıslic 7, 3, 5, 2, 4, 8, 1, 9 tak, aby č́ısla
obsahovala letopočet objeveńı Ameriky?

1 680

11.9 Na Kypru se poznávaćı značky na autech skládaj́ı z bloku 3 ṕısmen, za kterým následuje
čtyřciferné č́ıslo. Prvńı část se vyb́ırá pouze ze čtrnácti ṕısmen A, B, E, H, I, J, K, M, N,
P, T, X, Y, Z.

(a) Kolik existuje takových poznávaćıch značek?

(b) Kolik značek má každé ṕısmeno jiné?

(c) V kolika značkách je na prvńım mı́stě samohláska?

(d) V kolika značkách je samohláska pouze na 1. a 3. pozici?

(a) 143 · 9 · 103 = 24 696 000

(b) 14 · 13 · 12 · 9 · 103 = 19 656 000

(c) 4 · 142 · 9 · 103 = 7 056 000

(d) 42 · 10 · 9 · 103 = 1 440 000

11.10 Kolika zp̊usoby můžeme sestavit z patnácti lid́ı libovolně velkou pracovńı skupinu? Ve sku-
pině může být 1 až 15 lid́ı.

32 767
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11.11 V nádobě se nacháźı 105 částic ideálńıho plynu. Jaká je pravděpodobnost, že se všechny
zcela náhodně se pohybuj́ıćı částice ocitnou v levé polovině nádoby, pokud částicemi
budou

(a) molekuly NH3?

(b) jádra 4He?

(a) 2−105

(b) (105 + 1)−1

11.12 Uvažujme k = 3 mince, kdy každá může nabývat dvou
”
hodnot“, tj. panna nebo orel. Je

zřejmé, že pokud hod́ıme všemi mincemi zároveň, může nastat celkem n = 8 možných
výsledk̊u: PPP, PPO, POP, OPP, OOP, OPO, POO, OOO. Každý jednotlivý výsledek
nazveme mikrostavem, který zohledňuje stav každé mince (nebo částice, pokud p̊ujde
o obecný fyzikálńı systém). Pokud budeme rozlǐsovat pouze počet hozených panen nebo
orl̊u, specifikujeme tzv. makrostav (označme ho např́ıklad Ei), v tomto př́ıpadě tedy máme
4 možné makrostavy: 3P, 2P+1O, 1P+2O, 3O. Počet mikrostav̊u, tvoř́ıćıch makrostav,
nazýváme statistická váha (násobnost mikrostavu) W (Ei). Pro 4 makrostavy dostáváme
v našem př́ıpadě W0 = 1, W1 = 3, W2 = 3, W3 = 1, kde pořadová č́ısla jednot-
livých makrostav̊u odpov́ıdaj́ı počtu např. panen v daném makrostavu. Pravděpodobnost
výskytu určitého makrostavu P (Ei) je dána pod́ılem jeho statistické váhy W (Ei) a cel-
kového počtu mikrostav̊u n. Entropie S určitého makrostavu Ei bude S = lnW . Vypǐste
počet možných mikrostav̊u a pravděpodobnosti jednotlivých makrostav̊u v př́ıpadě, že
háźıme

(a) čtyřmi mincemi

(b) dvaceti mincemi, který makrostav je nejpravděpodobněǰśı?

(c) jaká je pravděpodobnost makrostavu s 12 pannami a 8 orly?

(d) sto mincemi, který makrostav je nejpravděpodobněǰśı?

(e) napǐste entropii makrostav̊u E0, E1, Emax

(a) n = 16, P0 = 1/16, P1 = 1/4, P2 = 3/8, P3 = 1/4, P4 = 1/16

(b) n = 220, P0 = 1/220, P1 = 20/220, P2 = 190/220, . . ., P (Ei) =
20!

i!(20− i)! 220
, . . .,

P20 = 1/220, Pmax = P10

(c) přibližně 0,12

(d) n = 2100, P0 = 1/2100, P1 = 100/2100, P2 = 4950/2100, . . ., P (Ei) =
100!

i!(100− i)! 2100
,

. . ., P100 = 1/2100, Pmax = P50

(e) 0, ln 100 ≈ 4,6, ln 100!− 2 ln 50! ≈ 66,78 - nejpravděpodobněǰśı makrostav má tedy
nejvyšš́ı entropii, nejméně pravděpodobný nejnižš́ı (nulovou)

11.13 Mějme 3 částice ideálńıho plynu a 5
”
přihrádek“ - kvantových

”
krabic“, označme je

např́ıklad a, b, c, d, e. Částice mohou být do jednotlivých přihrádek rozmı́stěny libo-
volným zp̊usobem, odpov́ıdaj́ıćım ovšem jejich typu (např́ıklad neńı možné aby v́ıce
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fermion̊u bylo v jedné přihrádce). Každou jednotlivou variaci, př́ıpadně kombinaci, systému
částic označme jako mikrostav. Jako

”
makrostav“ označme soubor mikrostav̊u, kdy jsou

bud’ všechny tři částice v jedné přihrádce (označme jej jako
”
makrostav“

”
3“), nebo jsou

dvě částice v jedné přihrádce a třet́ı v jiné (označme jej jako
”
makrostav“

”
2/1“), nebo

je každá částice v jedné samostatné přihrádce (označme jej jako
”
makrostav“

”
1/1/1“).

V uvedeném systému se tedy mohou vyskytovat nejvýše 3
”
makrostavy“.

(a) kolik mikrostav̊u může nastat postupně pro molekuly NH3, jádra 4He, protony?

(b) kolik
”
makrostav̊u“ může nastat postupně pro molekuly NH3, jádra 4He, protony?

(c) jaká je pravděpodobnost výskytu mikrostavu, kdy všechny tři částice budou v jedné
určité přihrádce (např́ıklad a), postupně pro molekuly NH3, jádra 4He, protony?

(d) jaká je pravděpodobnost výskytu mikrostavu, kdy každá ze tř́ı částic bude samo-
statně v přihrádkách a, c, e, postupně pro molekuly NH3, jádra 4He, protony?

(e) jaká je pravděpodobnost výskytu jednotlivých
”
makrostav̊u“ postupně pro molekuly

NH3, jádra 4He, protony?

(a) 125, 35, 10

(b) 3, 3, 1

(c) 1/125, 1/35, 0

(d) 6/125, 1/35, 1/10

(e)
”
makrostav“

”
3“: 1/25, 1/7, 0

”
makrostav“

”
2/1“: 12/25, 4/7, 0

”
makrostav“

”
1/1/1“: 12/25, 2/7, 1



Kapitola 12

Počet pravděpodobnosti1

Rozděleńı pravděpodobnosti diskrétńı náhodné veličiny X vyjadřuje tzv. pravděpodobnostńı
funkce P (X) s hodnotami pravděpodobnosti p(xi) = pi, kde

∑
i pi = 1. Rozděleńı pravdě-

podobnosti spojité náhodné veličiny X udává funkce hustoty rozděleńı pravděpodobnosti (hus-
toty pravděpodobnosti) f(x), pro kterou plat́ı

´
Ω f(x) dx = 1, kde Ω je definičńı obor veličiny

X. Pro hodnoty x /∈ Ω plat́ı f(x) = 0. Významná rozděleńı pravděpodobnosti jsou:

� Rovnoměrné rozděleńı pravděpodobnosti diskrétńı i spojité náhodné veličiny X, které
přǐrazuje všem jej́ım hodnotám stejnou pravděpodobnost. Rovnoměrné rozděleńı má ve
všech bodech daného intervalu 〈a, b〉, konstantńı hustotu pravděpodobnosti

f(x) =

{
1
b−a pro x ∈ 〈a, b〉
0 pro x /∈ 〈a, b〉 . (12.1)

� Poissonovo rozděleńı pravděpodobnosti diskrétńı náhodné veličiny X, které lze vyjádřit
pomoćı zvoleného parametru λ > 0 jako

pi =
λxi

xi!
e−λ. (12.2)

� Normálńı (Gaussovo) rozděleńı pravděpodobnosti spojité náhodné veličiny X, které je
definováno hustotou pravděpodobnosti ve tvaru tzv. Gaussovy funkce

f(x) =
1

σ
√

2π
e−

(x−µ)2

2σ2 , (12.3)

kde parametr µ znamená středńı hodnotu veličiny X, parametr σ jeho směrodatnou
odchylku (viz dále).

Ve statistické fyzice se také středńı počet rozlǐsitelných částic (např. molekul) ve stavu s energíı
E určuje pomoćı tzv. Maxwellovy-Boltzmannovy rozdělovaćı funkce. Pro nerozlǐsitelné částice
plat́ı tzv. Fermiho-Diracovo rozděleńı pro fermiony (elektrony, protony, neutrina, atd.) a Boseho-
Einsteinovo rozděleńı pro bosony (např. fotony). V matematické statistice se často použ́ıvá tzv.
Studentovo rozděleńı (viz např. Pánek, 2001), atd. V návaznosti na rozděleńı pravděpodobnosti
můžeme určit celou řadu statistických nástroj̊u, pomoćı nichž můžeme analyzovat náhodnou
veličinu X (reprezentuj́ıćı např́ıklad soubor naměřených hodnot). Mezi nejd̊uležitěǰśı z nich
patř́ı:

1V této kapitole jsou použité př́ıklady z knihy: Musilová & Musilová (2006).
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� Váha - v př́ıpadě diskrétńı náhodné veličiny X s jednotlivými hodnotami xi zavád́ıme
tzv. váhu wi, kterou můžeme zpravidla stanovit na základě tzv. vnitřńıch nejistot (chyb)
δxi hodnot xi (např́ıklad chyby měřeńı, atd.), tedy na základě relace

wi ∼
1

δxi2
. (12.4)

Dále zavedeme tzv. sumu vah Sw a tzv. středńı váhu ws,

Sw =
N∑
i=1

wi, ws =
1

N

N∑
i=1

wi =
Sw
N
, (12.5)

kdeN je celkový počet diskrétńıch hodnot xi. Mezi váhami a hodnotami pravděpodobnosti
existuje tedy volná relace - pokud suma vah Sw = 1, potom wi = pi. Obdobným zp̊usobem
můžeme v př́ıpadě spojité náhodné veličiny zavést tzv. váhovou funkci w(x), jej́ıž

”
suma“

bude dána jako
´

Ωw(x) dx. Je tedy opět zjevné, že pokud tento integrál bude normován
(bude roven jedné) bude platit w(x) = f(x), váhová funkce se takto stává hustotou
pravděpodobnosti.

� Středńı hodnota (aritmetický pr̊uměr), která se obvykle znač́ı x̄, 〈x〉 nebo také µ. V př́ıpadě
diskrétńı náhodné veličiny X bude středńı hodnota definována jako suma všech hodnot
xi veličiny X dělená jejich počtem nebo jako suma násobk̊u všech hodnot veličiny X s
př́ıslušnými hodnotami pravděpodobnostńı funkce, tedy

〈x〉 =
1

N

N∑
i=1

xi =

N∑
i=1

xipi. (12.6)

V př́ıpadě použit́ı druhého vztahu mluv́ıme také o tzv. očekávané hodnotě, značené E(X),
resp. o váženém aritmetickém pr̊uměru. Jemný rozd́ıl mezi těmito pojmy záviśı na definici
prvku xi veličiny X, př́ıpadně na zp̊usobu volby tzv. statistické váhy. Tzv. váhovanou
středńı hodnotu (váhovaný aritmetický pr̊uměr) stanov́ıme jako

〈x〉 =
1

Sw

N∑
i=1

xiwi. (12.7)

Středńı hodnotu (neváhovanou a váhovanou) spojité náhodné veličiny X stanov́ıme jako

〈x〉 = E(X) =

ˆ
Ω
x f(x) dx, 〈x〉 =

´
Ω xw(x) dx´
Ωw(x) dx

. (12.8)

V př́ıpadě dále uváděných statistických nástroj̊u je stanoveńı jejich váhovaných podob
zcela obdobné.

� Rozptyl a směrodatná odchylka jsou nejčastěji označované jako D(X), var(X), př́ıpadně
σ2(X) (rozptyl) a σ(X) (směrodatná odchylka). Rozptyl (disperze) je definován jako
středńı hodnota druhých mocnin odchylek od středńı hodnoty (aritmetického pr̊uměru)
veličiny X, směrodatná odchylka je odmocninou z rozptylu. Pro diskrétńı náhodnou
veličinu X se stejnou váhou (pravděpodobnost́ı) všech hodnot xi je rozptyl definován
jako

D(X) =
1

N

N∑
i=1

(xi − 〈x〉)2 = 〈x2〉 − 〈x〉2 . (12.9)
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V př́ıpadě r̊uzných pravděpodobnost́ı diskrétńıch hodnot náhodné veličiny X bude rozptyl
určen vztahem

D(X) =
N∑
i=1

pi · (xi − 〈x〉)2 = −〈x〉2 +
N∑
i=1

x2
i · pi. (12.10)

Pro spojitou náhodnou veličinu X je rozptyl definován vztahem

D(X) =

ˆ
Ω

(x− 〈x〉)2 f(x) dx = −〈x〉2 +

ˆ
Ω
x2f(x) dx. (12.11)

Pro směrodatnou odchylku obecně plat́ı σ(X) =
√
D(X).

� Nejpravděpodobněǰśı hodnotu Pmax(X) pro diskrétńı náhodnou veličinu X stanov́ıme
jako hodnotu xi s nejvyšš́ı hodnotou pravděpodobnostńı funkce pi, tedy Pmax(X) =
(xi,max (pi)). V př́ıpadě spojité náhodné veličiny X urč́ıme nejpravděpodobněǰśı hod-
notu Pmax(X) jako maximum funkce hustoty pravděpodobnosti f(x) v definičńım oboru
Ω veličiny X, tedy Pmax(X) = max (f(x)) pro x ∈ Ω.

� Medián (x̃0,5) a čtvrtkvantily (x̃0,25, x̃0,75, také nazývané dolńı a horńı kvartil) jsou
hodnoty xi, v nichž je monotónně uspořádaný statistický soubor rozdělen na př́ıslušné
množstv́ı stejně početných část́ı. Medián tedy děĺı statistický soubor na dvě stejně početné
poloviny. Výhodou mediánu oproti středńı hodnotě je jeho neovlivnitelnost extrémně
vychýlenými hodnotami. Např́ıklad u souboru {1, 2, 2, 3, 27} medián x̃0,5 = 2, středńı
hodnota 〈x〉 = 7. V př́ıpadě spojité náhodné veličiny X urč́ıme medián a čtvrtkvantily
(př́ıpadně jakkoli jinak definované kvantily) z integrálńıch rovnic

ˆ x̃0,5

−∞
f(x) dx =

1

2
,

ˆ x̃0,25

−∞
f(x) dx =

1

4
,

ˆ x̃0,75

−∞
f(x) dx =

3

4
. (12.12)

� Distribučńı funkce F (x) vyjadřuje pravděpodobnost, že hodnota náhodné veličiny X
s daným rozděleńım pravděpodobnosti bude menš́ı nebo rovna x. V př́ıpadě diskrétńı
náhodné veličiny X bude distribučńı funkce F (x) daná předpisem

F (x) = P (X ≤ x) =
∑
xi≤x

pi , (12.13)

bude tedy v bodech xi nespojitá a mezi body xi konstantńı. Pro spojitou náhodnou
veličinu X můžeme distribučńı funkci F (x) zapsat jako integrál funkce hustoty pravdě-
podobnosti,

F (x) =

ˆ x

−∞
f(t) dt. (12.14)

Každá distribučńı funkce F (x) je neklesaj́ıćı a zprava spojitá, jej́ı asymptotické vlastnosti
lze vyjádřit jako lim

x→+∞
F (x) = 1, lim

x→−∞
F (x) = 0, pro libovolnou dvojici x1, x2 plat́ı

P (x1 < x ≤ x2) = F (x2)− F (x1).
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� Př́ıklady:

12.1 Střelec provedl N = 150 výstřel̊u na terč, který je tvořen soustavou n = 5 mezikruž́ı
MKi, i = 1, . . . , 5. Mezikruž́ı MKi přitom zasáhl Ni-krát, kde N1 = 15, N2 = 20, N3 =
35, N4 = 45, N5 = 35. Za zásah mezikruž́ı MKi źıskal i bod̊u. Náhodnou veličinu X
s diskrétńım rozděleńım definujeme jako počet bod̊u, źıskaných pro jeden náhodný výstřel.
Určete:

(a) rozděleńı {(xi, pi)} veličiny X,

(b) pravděpodobnost, že pro náhodný výstřel źıská střelec alespoň I bod̊u, I = 1, 2, 3, 4, 5,

(c) středńı hodnotu veličiny X,

(d) směrodatnou odchylku veličiny X,

(e) pravděpodobnost, že při výstřelu źıská střelec počet bod̊u v intervalu i ∈ 〈2, 4〉.

(a)

{(
1,

1

10

)
,

(
2,

2

15

)
,

(
3,

7

30

)
,

(
4,

3

10

)
,

(
5,

7

30

)}
(b) P1 = 1, P2 =

9

10
, P3 =

23

30
, P4 =

8

15
, P5 =

7

30

(c) 3,43̄

(d) 1,26

(e)
2

3

12.2 Na letǐstńıch záchodech jsou čtyři kabinky. Je dána distribučńı funkce obsazeńı kabinek:
F (0) = 0,1, F (1) = 0,35, F (2) = 0,6, F (3) = 0,95, F (4) = 1. Určete:

(a) rozděleńı náhodné veličiny X, odpov́ıdaj́ıćı počtu obsazených kabinek,

(b) středńı hodnotu veličiny X a jej́ı rozptyl,

(c) pravděpodobnost, že budou obsazeny alespoň dvě kabinky.

(a) {(0; 0,1) , (1; 0,25) , (2; 0,25) , (3; 0,35) , (4; 0,05)}

(b) 2; 1,2

(c) 0,65

12.3 Je dána funkce f(x) = k · x pro 0 ≤ x ≤ 2 a f(x) = 0 v ostatńıch př́ıpadech. Určete:

(a) konstantu k tak, aby funkce byla hustotou pravděpodobnosti,

(b) středńı hodnotu a rozptyl,

(c) nejpravděpodobněǰśı hodnotu,

(d) medián a čtvrtkvantily x̃0,25, x̃0,75,

(e) distribučńı funkci.

(a) k =
1

2
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(b)
4

3
,

2

9

(c) 2

(d) x̃0,5 =
√

2, x̃0,25 = 1, x̃0,75 =
√

3

(e) F (x) = 0 ∀ x < 0, F (x) =
1

4
x2 ∀ 0 ≤ x ≤ 2, F (x) = 1 ∀ x > 2

12.4 Je dána funkce f(x) =
k

(x+ 1)2
pro x ≥ 0 a f(x) = 0 pro x < 0. Určete:

(a) konstantu k tak, aby funkce byla hustotou pravděpodobnosti,

(b) distribučńı funkci,

(c) nejpravděpodobněǰśı hodnotu, medián a čtvrtkvantily x̃0,25, x̃0,75.

(a) k = 1

(b) F (x) = 0 ∀ x ≤ 0, F (x) =
x

x+ 1
∀ x > 0

(c) 0, x̃0,5 = 1, x̃0,25 =
1

3
, x̃0,75 = 3

12.5 Jsou dány funkce f(x) =
k

x2
pro 1 ≤ x ≤ 2, f(x) = 0 v ostatńıch př́ıpadech, g(x) =

c
(
x− x2

)
pro 0 ≤ x ≤ 1, g(x) = 0 v ostatńıch př́ıpadech. Určete:

(a) konstanty k a c tak, aby funkce byly hustotami pravděpodobnosti,

(b) př́ıslušné distribučńı funkce,

(c) nejpravděpodobněǰśı hodnotu, středńı hodnotu, rozptyl a medián pro každé z rozděleńı.

(a) k = 2, c = 6

(b) F1(x) = 0 ∀ x < 1, F1(x) = 2
x− 1

x
∀ 1 ≤ x ≤ 2, F1(x) = 1 ∀ x > 2, F2(x) = 0 ∀

x < 0, F2(x) = 3x2 − 2x3 ∀ 0 ≤ x ≤ 1, F2(x) = 1 ∀ x > 1

(c) f : 1, 2 ln 2, 2− 4 ln2 2,
4

3
, g :

1

2
,

1

2
,

1

20
,

1

2

12.6 Háźıme dvěma kostkami. Náhodnou veličinou X označme součet bod̊u na obou kostkách
při jednom hodu. Určete:

(a) rozděleńı veličiny X,

(b) distribučńı funkci,

(c) středńı hodnotu, rozptyl a nejpravděpodobněǰśı hodnotu,

(d) pravděpodobnost, že součet bod̊u na kostkách bude ležet v intervalu 〈5, 7〉.

(a)

{
(1, 0),

(
2,

1

36

)
,

(
3,

1

18

)
,

(
4,

1

12

)
,

(
5,

1

9

)
,

(
6,

5

36

)
,

(
7,

1

6

)
,

(
8,

5

36

)
,

(
9,

1

9

)
,(

10,
1

12

)
,

(
11,

1

18

)
,

(
12,

1

36

)}
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(b) F (x) = 0 ∀ x < 2, F (x) =
1

36
∀ x ∈ 〈2, 3), F (x) =

1

12
∀ x ∈ 〈3, 4), F (x) =

1

6
∀

x ∈ 〈4, 5), F (x) =
5

18
∀ x ∈ 〈5, 6), F (x) =

5

12
∀ x ∈ 〈6, 7), F (x) =

7

12
∀ x ∈ 〈7, 8),

F (x) =
13

18
∀ x ∈ 〈8, 9), F (x) =

5

6
∀ x ∈ 〈9, 10), F (x) =

11

12
∀ x ∈ 〈10, 11), F (x) =

35

36
∀ x ∈ 〈11, 12), F (x) = 1 ∀ x ≥ 12

(c) 7; 5,83; 7

(d)
5

12



Př́ıloha A

Křivočaré souřadnice

Většina jev̊u v př́ırodě (a tedy i fyzikálńıch děj̊u) neprob́ıhá př́ısně pravoúhle a neńı vhodné a
často ani sch̊udné je jednoduše popisovat pomoćı kartézské metriky. V tom př́ıpadě je výhodné
zvolit takovou souřadnou soustavu (zpravidla křivočarou), která co nejlépe odpov́ıdá geometrii
popisovaného děje. Nejčastěji použ́ıvanými křivočarými souřadnými soustavami jsou soustava
válcová (cylindrická) a soustava kulová (sférická). Dále existuje řada speciálńıch křivočarých
souřadných soustav, např. eliptická, parabolická, kónická, atd., včetně soustav neortogonálńıch,
tj. takových, kdy jednotlivé souřadnicové směry nesv́ıraj́ı pravý úhel. Zvládnut́ı matematického
aparátu, popisuj́ıćıho křivočaré souřadnice, jejich vztahy a vzájemné převody, je pro fyzikálńı
praxi nezbytné. V následuj́ıćıch poznámkách si ukážeme základńı principy a praktické postupy
při poč́ıtáńı v kartézských, válcových a kulových souřadných soustavách.

A.1 Kartézská soustava

Ačkoli kartézská soustava vlastně nepatř́ı mezi křivočaré soustavy, uvád́ıme ji zde jako základńı
a nejjednodušš́ı ortogonálńı souřadnou soustavou, na ńıž si názorně ukážeme základńı vztahy
a geometrické principy, které v rámci složitěǰśıch, skutečně křivočarých souřadných soustav již
pouze analogicky upřesńıme a aplikujeme. Jej́ı zásadńı přednost́ı je, že (jednotkové) vektory
kartézské báze,

~ex = x̂ = (1, 0, 0), ~ey = ŷ = (0, 1, 0), ~ez = ẑ = (0, 0, 1), (A.1)

jsou konstantńı (maj́ı stále stejnou velikost a stále stejný směr), derivace těchto vektor̊u jsou
tedy nulové.1 Pro druhou mocninu vzdálenosti dvou bod̊u v diferenciálńım tvaru plat́ı

ds2 = dx2 + dy2 + dz2, což lze zobecnit tzv. metrickou formou, ds2 = gij dxi dxj , (A.2)

kde indexy i, j znač́ı jednotlivé souřadnicové směry (i, j = x, y, z) a zároveň tak určuj́ı jednot-
livé složky 3 × 3 metrického tenzoru. Kovariantńı metrický tenzor gij kartézské soustavy má
tedy elementárńı tvar jednotkové matice. Význam kontravariantńıho metrického tenzoru gij
kartézské soustavy je formálně určen druhou mocninou velikosti vektoru(

∂

∂s

)2

= gij
∂

∂xi

∂

∂xj
=

(
∂

∂x

)2

+

(
∂

∂y

)2

+

(
∂

∂z

)2

. (A.3)

1V daľśım textu budeme jednotkové vektory zapisovat ve
”
stř́ı̌skovém“ tvaru, tedy např. x̂ mı́sto ~ex.
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Zároveň muśı pro každou metriku obecně platit gij g
ij = 1, kovariantńı a kontravariantńı met-

rický tenzor tak budou vždy tvořit vzájemně inverzńı matice. V kartézské soustavě budou mı́t
tedy tvar

gij =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , gij =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 . (A.4)

A.1.1 Diferenciálńı operátory

� Gradient skalárńı funkce f = f (x, y, z) je v kartézské soustavě definován jako vektor
ve tvaru

~∇f = grad f = x̂
∂f

∂x
+ ŷ

∂f

∂y
+ ẑ

∂f

∂z
=

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
. (A.5)

Gradient vyjadřuje v každém bodě skalárńıho pole směr nejvěťśıho r̊ustu tohoto pole.
Gradient vektoru (vektorového pole) ~A (x, y, z) je definován jako tenzor 2. řádu ve tvaru

~∇ ~A = grad ~A =

(
x̂
∂

∂x
+ ŷ

∂

∂y
+ ẑ

∂

∂z

)
(Axx̂ +Ayŷ +Azẑ) . (A.6)

Protože se jedná o tzv. tenzorový součin, kdy se jednotlivé vektory báze násob́ı jako
matice, z nichž prvńı je sloupcová a druhá řádková, je třeba pro určeńı prvk̊u tenzoru
zachovat jejich pořad́ı. Pomoćı maticového formalismu můžeme tenzor gradientu vekto-
rového pole zapsat jako

~∇ ~A =



x̂ ŷ ẑ

x̂
∂Ax
∂x

∂Ay
∂x

∂Az
∂x

ŷ
∂Ax
∂y

∂Ay
∂y

∂Az
∂y

ẑ
∂Ax
∂z

∂Ay
∂z

∂Az
∂z

. (A.7)

� Divergence vektoru (vektorového pole) ~A (x, y, z) je definována jako skalár (skalárńı pole)

~∇ · ~A = div ~A = x̂ · x̂ ∂Ax
∂x

+ ŷ · ŷ ∂Ay
∂y

+ ẑ · ẑ∂Az
∂z

=
∂Ax
∂x

+
∂Ay
∂y

+
∂Az
∂z

. (A.8)

Divergenci vektoru lze v ortogonálńıch soustavách rovněž chápat jako stopu tenzoru gradi-
entu vektorového pole. V obecných ortogonálńıch souřadnićıch může být zapsána ve formě

~∇ · ~A =

[
∂

∂xj
(hkAk) + Γkjlh

lAl
]
δkj =

∂

∂xj
(hjAj) + Γjjlh

lAl. (A.9)

S využit́ım rovnice (2.53) lze tento výraz přepsat rovněž do tvaru

~∇ · ~A =

[
∂

∂xj
(hkAk)− ΓljkhlAl

]
δjk =

∂

∂xj
(hjAj)− ΓljjhlAl. (A.10)
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Členy hi jsou tzv. Laméovy koeficienty (často také nazývané škálovaćı faktory, nezaměňovat
se stejnojmennými Laméovými koeficienty v mechanice kontinua), pojmenované po fran-
couzském matematikovi Gabrieli Lamé, kde v př́ıslušném metrickém tenzoru plat́ı

hihi = gii, hihi = gii (A.11)

(proto nyńı uvažujeme jen ortogonálńı soustavy, jejichž metrické tenzory maj́ı nenulové
prvky pouze na hlavńı diagonále). Výraz Γljk je tzv. Christoffel̊uv symbol (pojmenovaný
po německém matematikovi a fyzikovi Elwin Bruno Christoffelovi), definuj́ıćı tzv. členy
křivosti v křivočarých souřadných soustavách,

Γljk =
1

2
glm

(
∂gkm
∂xj

+
∂gjm
∂xk

−
∂gjk
∂xm

)
, (A.12)

kde indexy l, m jsou tzv. volné indexy, které mohou kdykoli nabývat kterékoli z hodnot
1, 2, 3. Explicitńı výraz pro divergenci vektoru v obecné ortogonálńı soustavě lze zapsat
formou

~∇ · ~A =
1

hihjhk

[
∂

∂xi
(hjhkAi) +

∂

∂xj
(hkhiAj) +

∂

∂xk
(hihjAk)

]
, (A.13)

Ta je zcela ekvivalentńı kompaktněǰśı formě zápisu,

~∇ · ~A =
1
√
g

∂

∂xi
(hjhkAi)

∣∣∣
i 6=j 6=k

=
1
√
g

∂

∂xi

(√
g hiAi

)
. (A.14)

Složky hiAi (v literatuře se většinou zkráceně uvád́ı pouze Ai) vektoru ~A odpov́ıdaj́ı (viz
rovnice (2.53)) hiAi = gij(hjAj) a g je determinant metrického tenzoru, který je identický
s druhou mocninou př́ıslušného Jakobiánu souřadnicové transformace. Plat́ı tedy√

|det gij | = J,
√
|det gij | = J−1. (A.15)

Obecně také plat́ı, že divergenćı tenzoru řádu n je tenzor řádu n− 1, divergenćı tenzoru
druhého řádu tak bude vektor. Kompaktńı forma zápisu divergence tenzoru 2. řádu bude
mı́t tvar

∇jAij = Ai, (A.16)

jej́ı explicitńı zápis v kartézském systému (prakticky se jedná o maticové násobeńı vektoru
s transponovanou matićı; při skalárńım součinu dvou vektor̊u se také jedná o maticové
násobeńı dvou vektor̊u, kdy druhý z vektor̊u je transponovaný, tedy sloupcový) bude
vypadat

~∇ ·Aij =

(
x̂
∂

∂x
+ ŷ

∂

∂y
+ ẑ

∂

∂z

) 
x̂ ŷ ẑ

x̂ Axx Axy Axz

ŷ Ayx Ayy Ayz

ẑ Azx Azy Azz

T

= (A.17)

x̂

(
∂Axx
∂x

+
∂Axy
∂y

+
∂Axz
∂z

)
+ ŷ

(
∂Ayx
∂x

+
∂Ayy
∂y

+
∂Ayz
∂z

)
+ ẑ

(
∂Azx
∂x

+
∂Azy
∂y

+
∂Azz
∂z

)
.
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� Rotaćı vektoru (vektorového pole) ~A (x, y, z) v kartézské soustavě nazýváme vektor

~∇× ~A = x̂

(
∂Az
∂y
− ∂Ay

∂z

)
+ ŷ

(
∂Ax
∂z
− ∂Az

∂x

)
+ ẑ

(
∂Ay
∂x
− ∂Ax

∂y

)
. (A.18)

Obecný výraz pro vektor rotace ~∇× ~A vektoru ~A v libovolné ortogonálńı souřadné sou-
stavě lze definovat zp̊usobem

~∇× ~A = εijk
1

hjhk
[∇j(hkAk)] x̂i = εijk

1

hjhk

[
∂

∂xj
(hkAk)− ΓljkhlAl

]
x̂i. (A.19)

V rovnici (A.19) výraz εijk (kde všechny tři indexy i, j, k mohou odpov́ıdat postupně
všem třem souřadnicovým směr̊um) odpov́ıdá antisymetrickému, (tzv. Levi-Civitovu, viz
rovnice (2.44)) symbolu, který nabývá hodnoty 1 pro sudé permutace index̊u, −1 pro
liché permutace index̊u.

Dı́ky symetrii index̊u ve složkách vektoru rotace a d́ıky úplné antisymetričnosti Levi-
Civitova ε-symbolu, se výrazy ΓljkAl v rovnici (A.19) vyruš́ı, celý výraz se tak zjednoduš́ı
do podoby

~∇× ~A = εijk
1

hjhk

[
∂

∂xj
(hkAk)

]
x̂i. (A.20)

V kartézské soustavě, kde h1, h2, h3 = 1, bude rovnice (A.20) odpov́ıdat rovnici (A.18).
Zaṕı̌seme-li vektor rotace znovu po složkách, dostaneme

~∇× ~A =

(
∂Az
∂y
− ∂Ay

∂z
,
∂Ax
∂z
− ∂Az

∂x
,
∂Ay
∂x
− ∂Ax

∂y

)
. (A.21)

� Laplacián (Laplace̊uv operátor) je definován jako divergence gradientu, tedy ~∇·~∇ (použ́ıvá
se pro něj symbol ∆), jedná se tedy o skalárńı operátor, který může p̊usobit na skalárńı
funkce, vektory (po jednotlivých složkách), tenzory (po jednotlivých prvćıch), aniž by
měnil jejich řád (t.j. skalár z̊ustává skalárem, vektor vektorem, atd.). V kartézské sou-
stavě má laplacián zcela jednoduchý tvar: analogicky k rovnici (A.8), kde složky vektoru
~A nahrad́ıme složkami vektoru gradientu, můžeme psát

∆ = ~∇ · ~∇ = div grad = x̂ · ∂
∂x

(
x̂
∂

∂x

)
+ ŷ · ∂

∂y

(
ŷ
∂

∂y

)
+ ẑ · ∂

∂z

(
ẑ
∂

∂z

)
=

=
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
. (A.22)

A.1.2 Plochy, objemy

Označme Sk plochu s konstantńı hodnotou souřadnice xk, ohraničenou souřadnicovými křivkami
xi, xi + ∆xi, xj , xj + ∆xj . V kartézské soustavě p̊ujde např. o plochu s konstantńı hodnotou
z = z0, ohraničenou př́ımkami x = x0, x = x0 + ∆x, y = y0, y = y0 + ∆y. Výpočet velikosti
takové plochy je zde samozřejmě zcela triviálńı, p̊ujde o obdélńık (čtverec) s obsahem ∆x∆y.
Obecný vztah pro výpočet velikosti takové plochy bude mı́t ovšem tvar

Sk =

x0i+∆xiˆ

x0i

x0j+∆xjˆ

x0j

J ′ijdxidxj , (A.23)
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kde J ′ij je druhá odmocnina absolutńı hodnoty determinantu př́ıslušné submatice metrického

tenzoru. V uvedeném př́ıpadě by se jednalo o determinant J ′ij =
√
|giigjj − gijgji| (v př́ıpadě

ortogonálńıho souřadného systému bude determinant uvedených submatic sám o sobě kladný,
pokud použijeme sudé permutace index̊u a nediagonálńı členy dané submatice budou nulové).
Integrand rovnice (A.23) definujeme jako elementárńı plochu dSk = J ′ij dxi dxj . V kartézské
soustavě budou zjevně determinanty všech tř́ı submatic J ′ij = 1. Dále, označ́ıme-li V objem
prostoru, vymezeného plochami s konstantńımi souřadnicemi xi, xi+∆xi, xj , xj+∆xj , xk, xk+
∆xk, obecný vztah pro výpočet velikosti takového objemu bude mı́t tvar

V =

x0i+∆xiˆ

x0i

x0j+∆xjˆ

x0j

x0k+∆xkˆ

x0k

J dxi dxj dxk, (A.24)

kde J je druhá odmocnina absolutńı hodnoty determinantu metrického tenzoru (Jakobián - viz
rovnice (A.15)). Integrand rovnice (A.24) vyjadřuje elementárńı objem dV = J dxi dxj dxk.
V kartézské soustavě opět J = 1, vymezený prostor bude mı́t tvar pravoúhlého kvádru o
objemu ∆x∆y∆z.

A.1.3 Vektory polohy, rychlosti a zrychleńı

V kartézské soustavě je zápis vektor̊u velmi jednoduchý, polohový vektor ~r, vektor rychlosti ~v
a vektor zrychleńı ~a budou mı́t postupně tvar,

~r = xx̂ + yŷ + zẑ = (x, y, z), (A.25)

~v =
d~r

dt
= ẋx̂ + ẏŷ + żẑ = vxx̂ + vyŷ + vzẑ = (vx, vy, vz), (A.26)

~a =
d~v

dt
= ẍx̂ + ÿŷ + z̈ẑ = axx̂ + ayŷ + azẑ = (ax, ay, az), (A.27)

kde ẋ = dx/dt, ẏ = dy/dt a ż = dz/dt.

A.2 Válcová soustava

Válcová soustava může být vhodná pro popis celé řady osově symetrických a rotačńıch jev̊u,
např. elektrického a magnetického pole okolo př́ımých vodič̊u, v́ır̊u v tekutinách, galaxíı, hvězd-
ných disk̊u, atd. Souřadnicové směry jsou: ρ - vzdálenost od osy válcové symetrie, φ - azimutálńı
úhel, z - výška. Převod z válcové do kartézské soustavy je dán vztahy2

x = ρ cosφ, y = ρ sinφ, z = z. (A.28)

Pro zpětnou transformaci z kartézské do válcové soustavy plat́ı3

ρ =
√
x2 + y2, φ = arctg

y

x
prox 6= 0, př́ıpadně φ = arccos

x

ρ
, z = z. (A.29)

2V daľśım popisu budeme rozlǐsovat ρ pro radiálńı válcovou souřadnici, r pro radiálńı kulovou souřadnici.
V př́ıpadě jednotkových bázových vektor̊u budeme rozlǐsovat ρ̂ pro válcovou souřadnici, r̂ pro kulovou souřadnici.
Nekonstantnost jednotkových vektor̊u válcové i kulové báze je rovněž zvýrazněna skloněným ṕısmem, konstantńı
bázové vektory jsou zapsány stojatými ṕısmeny.

3Pro vyčerpávaj́ıćı popis vztahu pro azimutálńı úhel φ doporučuji např.: Musilová & Musilová (2006).
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φ̂
ρ̂

x̂

ŷ

φ

Obrázek A.1: Schéma vzájemné transformace jednotkových bázových vektor̊u kartézské a válcové
souřadné soustavy (viz rovnice (A.30) a (A.33)).

Vztah pro azimutálńı úhel φ je strukturovaněǰśı, výraz uvedený v rovnici (A.29) plat́ı jed-
noznačně pouze pro 1. kvadrant, φ ∈ 〈0, π/2). Pro ostatńı kvadranty je třeba vždy zvážit
znaménka souřadnic x a y, pokud např. x < 0 ∧ y ≥ 0, jedná se o 2. kvadrant, atd.

Jednotkové vektory válcové báze budou mı́t v kartézské soustavě tvar (viz sč́ıtáńı vektor̊u)

ρ̂= x̂ cosφ+ŷ sinφ=(cosφ, sinφ, 0), φ̂=−x̂ sinφ+ŷ cosφ=(− sinφ, cosφ, 0), ẑ=(0, 0, 1).
(A.30)

Jediným konstantńım bázovým vektorem bude vektor ẑ, ostatńı bázové vektory měńı směr
v závislosti na úhlu φ. Nenulové derivace bázových vektor̊u ve směru souřadnicových os a
nenulové časové derivace bázových vektor̊u budou (z rovnice (A.30))

∂ρ̂

∂φ
= (− sinφ, cosφ, 0) = φ̂,

∂ρ̂

∂t
=
∂ρ̂

∂φ

∂φ

∂t
= φ̂φ̇,

∂φ̂

∂φ
= (− cosφ,− sinφ, 0) = −ρ̂, ∂φ̂

∂t
=
∂φ̂

∂φ

∂φ

∂t
= −ρ̂φ̇. (A.31)

Pokud budeme derivovat jednotkové vektory válcové báze ve směru kartézských souřadnicových
os, potom např. ve směru osy x dostaneme

∂ρ̂

∂x
=
∂(cosφ, sinφ, 0)

∂x
=

∂

∂x

(
x√

x2 + y2
,

y√
x2 + y2

, 0

)
= −φ̂ sinφ

ρ
,

∂φ̂

∂x
=
∂(− sinφ, cosφ, 0)

∂x
= ρ̂

sinφ

ρ
. (A.32)

Obdobně źıskáme derivace ve všech ostatńıch směrech. Zpětná transformace jednotkových
bázových vektor̊u (viz rovnice (A.30)) bude

x̂ = ρ̂ cosφ− φ̂ sinφ, ŷ = ρ̂ sinφ+ φ̂ cosφ, ẑ = ẑ. (A.33)

Metrickou formu pro válcovou soustavu snadno odvod́ıme, uvědomı́me-li si, že vzdálenost dvou
bod̊u v prostoru muśı být nezávislá na volbě souřadného systému, tedy ds2 z rovnice (A.2)
se muśı pro všechny souřadné soustavy rovnat. Z rovnice (A.28) dostaneme,

dx = dρ cosφ− ρ sinφ dφ, dy = dρ sinφ+ ρ cosφ dφ, dz = dz, (A.34)

dosazeńım do rovnice (A.2) dostáváme válcovou metrickou formu

ds2 = dρ2 + ρ2 dφ2 + dz2, (A.35)
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můžeme tedy napsat kovariantńı (gij) i kontravariantńı (gij) metrický tenzor a také (viz rov-
nice (A.11)) př́ıslušné Laméovy koeficienty válcové souřadné soustavy,

gij =

1 0 0
0 ρ2 0
0 0 1

 , gij =


1 0 0

0
1

ρ2
0

0 0 1

 , hρ = 1, hφ = ρ, hz = 1. (A.36)

Nenulové Christoffelovy symboly válcové metriky z rovnice (A.12) budou

Γρφφ = −ρ, Γφφρ (Γφρφ) =
1

ρ
. (A.37)

A.2.1 Diferenciálńı operátory

� Gradient skalárńı funkce f = f (ρ, φ, z) ve válcové soustavě odvod́ıme z rovnice (A.5),
kam za jednotkové bázové vektory dosad́ıme výrazy z rovnice (A.33) a jednotlivé složky
gradientu rozvineme řetězovým pravidlem pro derivace. Po rozepsáńı dostáváme

~∇f =
(
ρ̂ cosφ− φ̂ sinφ

)(∂f
∂ρ

∂ρ

∂x
+
∂f

∂φ

∂φ

∂x
+
∂f

∂z

∂z

∂x

)
+

+
(
ρ̂ sinφ+ φ̂ cosφ

)(∂f
∂ρ

∂ρ

∂y
+
∂f

∂φ

∂φ

∂y
+
∂f

∂z

∂z

∂y

)
+ ẑ

∂f

∂z
. (A.38)

Jednotlivé parciálńı derivace vypoč́ıtáme z rovnice (A.29),

∂ρ

∂x
=

x√
x2 + y2

= cosφ,
∂φ

∂x
= − y

x2 + y2
= −sinφ

ρ
,

∂ρ

∂y
=

y√
x2 + y2

= sinφ,
∂φ

∂y
=

x

x2 + y2
=

cosφ

ρ
. (A.39)

Po dosazeńı a úpravě dostaneme výslednou podobu gradientu

~∇f = ρ̂
∂f

∂ρ
+ φ̂

1

ρ

∂f

∂φ
+ ẑ

∂f

∂z
=

(
∂f

∂ρ
,

1

ρ

∂f

∂φ
,
∂f

∂z

)
. (A.40)

Nyńı již za jednotkové vektory válcové báze nedosazujeme jejich složky z rovnice (A.30),
kde jsme je

”
viděli“ ze soustavy kartézské. Analogicky k rovnici (A.6) (tenzorový součin)

a s použit́ım rovnice (A.40) je potom gradient vektorového pole ~A (ρ, φ, z) ve válcové
soustavě definován jako tenzor 2. řádu ve tvaru

~∇ ~A =

(
ρ̂
∂

∂ρ
+ φ̂

1

ρ

∂

∂φ
+ ẑ

∂

∂z

)(
Aρρ̂+Aφφ̂+Azẑ

)
. (A.41)

Na rozd́ıl od kartézské soustavy zde již jednotkové bázové vektory ρ̂ a φ̂ nejsou konstantńı,
operátor gradientu tedy fakticky p̊usob́ı i na ně (jejich derivace - viz rovnice (A.31)).
Pomoćı maticového formalismu můžeme tenzor gradientu vektorového pole ve válcové
soustavě zapsat

~∇ ~A =



ρ̂ φ̂ ẑ

ρ̂
∂Aρ
∂ρ

∂Aφ
∂ρ

∂Az
∂ρ

φ̂
1

ρ

∂Aρ
∂φ
−
Aφ
ρ

1

ρ

∂Aφ
∂φ

+
Aρ
ρ

1

ρ

∂Az
∂φ

ẑ
∂Aρ
∂z

∂Aφ
∂z

∂Az
∂z


. (A.42)
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Stejného výsledku doćıĺıme v tomto př́ıpadě i jiným postupem, např. s použit́ım forma-
lismu Christoffelových symbol̊u (viz rovnice (A.37)), kde, na rozd́ıl od rovnice (A.19),
zaṕı̌seme

~∇ ~A =
1

hjhk
[∇j(hkAk)] x̂jx̂k =

1

hjhk

[
∂

∂xj
(hkAk)− ΓljkhlAl

]
x̂jx̂k. (A.43)

Postup podle rovnice (A.43) lze ovšem použ́ıt pouze pro ortogonálńı souřadné soustavy,
postup podle rovnice (A.41) plat́ı zcela obecně.

� Divergence vektoru (vektorového pole) ~A (ρ, φ, z) je ve válcových souřadnićıch ve smyslu
rovnice (A.41), analogicky k rovnici (A.8), definována jako skalár (skalárńı pole)

~∇ · ~A = ρ̂ · ρ̂ ∂Aρ
∂ρ

+ φ̂ · φ̂
(
Aρ
ρ

+
1

ρ

∂Aφ
∂φ

)
+ ẑ · ẑ ∂Az

∂z
=

=
1

ρ

∂

∂ρ
(ρAρ) +

1

ρ

∂Aφ
∂φ

+
∂Az
∂z

. (A.44)

Porovnáńım s rovnićı (A.42) opět vid́ıme, že divergence je stopou tenzoru gradientu vek-
torového pole. Divergenćı tenzoru 2. řádu, popsaného matićı 3 × 3, bude vektor (tenzor
1. řádu). Explicitńı formu zápisu divergence tenzoru 2. řádu ve válcových souřadnićıch
(srovnej s rovnićı (A.17) zde již uvádět nebudu, zájemce odkazuji na literaturu, např.
Abramowitz & Stegun (1972), Young (1993), Arfken & Weber (2005), atd.

� Rotaci vektoru (vektorového pole) ~A (ρ, φ, z) ve válcové soustavě, kde hρ = 1, hφ =
ρ, hz = 1, odvod́ıme podle již uvedeného vztahu (A.20). Dostáváme

~∇× ~A =

(
1

ρ

∂Az
∂φ
−
∂Aφ
∂z

)
ρ̂+

(
∂Aρ
∂z
− ∂Az

∂ρ

)
φ̂+

1

ρ

[
∂

∂ρ
(ρAφ)− ∂Aρ

∂φ

]
ẑ. (A.45)

� Laplacián odvod́ıme (viz rovnice (A.22)), nahrad́ıme-li v rovnici divergence (A.44) složky
vektoru ~A odpov́ıdaj́ıćımi složkami vektoru gradientu z rovnice (A.40). Dostáváme

∆ = ~∇ · ~∇ = ρ̂ · 1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ ρ̂

∂

∂ρ

)
+ φ̂ · 1

ρ

∂

∂φ

(
φ̂

1

ρ

∂

∂φ

)
+ ẑ · ∂

∂z

(
ẑ
∂

∂z

)
=

=
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂

∂ρ

)
+

1

ρ2

∂2

∂φ2
+

∂2

∂z2
. (A.46)

A.2.2 Plochy, objemy

Stejně jako v kartézské soustavě označme Sk plochu s konstantńı hodnotou souřadnice xk,
ohraničenou souřadnicovými křivkami xi, xi + ∆xi, xj , xj + ∆xj . Ve válcové soustavě p̊ujde
např. o plochu s konstantńı hodnotou z = z0, ohraničenou polopř́ımkami φ = φ1, φ = φ2

a křivkami (kružnicemi) ρ = ρ1, ρ = ρ2. Výpočet velikosti takové plochy již neńı tak zcela
triviálńı, jako v kartézské soustavě, p̊ujde o pr̊unik kruhové výseče s plochou mezi dvěma
soustřednými kružnicemi. Pokud budeme uvažovat jinou plochu, např. s konstantńı souřadnićı
ρ = ρ0, ohraničenou souřadnicovými plochami φ = φ1, φ = φ2, z = z1, z = z2, p̊ujde o část
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válcové plochy. Při výpočtech velikost́ı těchto ploch vyjdeme z rovnic (A.23) a (A.36), tedy,

Sρ =

φ2ˆ

φ1

z2ˆ

z1

√
gφφ gzz dφ dz =

φ2ˆ

φ1

z2ˆ

z1

ρdφ dz = ρ∆φ∆z,

Sφ =

z2ˆ

z1

ρ2ˆ

ρ1

√
gzz gρρ dz dρ =

z2ˆ

z1

ρ2ˆ

ρ1

dz dρ = ∆z∆ρ, (A.47)

Sz =

ρ2ˆ

ρ1

φ2ˆ

φ1

√
gρρ gφφ dρdφ =

ρ2ˆ

ρ1

φ2ˆ

φ1

ρdρ dφ =
ρ2

2 − ρ2
1

2
∆φ.

Ve válcovém souřadném systému budou nediagonálńı členy submatic J ′ij (viz rovnice (A.23))
nulové. Označ́ıme-li V objem prostoru, vymezeného souřadnicovými plochami s konstantńımi
souřadnicemi ρ1, ρ2, φ1, φ2, z1, z2, výpočet velikosti tohoto objemu bude mı́t dle rovnice (A.24)
tvar

V =

ρ2ˆ

ρ1

φ2ˆ

φ1

z2ˆ

z1

ρdρdφ dz =
ρ2

2 − ρ2
1

2
∆φ∆z. (A.48)

V ortogonálńım válcovém souřadném systému můžeme Jakobián J stanovit jako
√
gρρ gφφ gzz =

ρ. Obdobným zp̊usobem můžeme při odpov́ıdaj́ıćım stanoveńı integračńıch meźı vypoč́ıtat
v daném souřadném systému velikost jakéhokoli jiného, složitěǰśıho útvaru.

A.2.3 Vektory polohy, rychlosti a zrychleńı

Při popisu vektor̊u ve válcové soustavě vyjdeme z jejich popisu v soustavě kartézské, zahrneme
všechny rovnice pro derivace jednotkových vektor̊u i vektorových složek (rovnice (A.28)-(A.33)).
Polohový vektor a vektor rychlosti ve válcové soustavě budou

~r = xx̂ + yŷ + zẑ = ρρ̂+ zẑ, ~v =
d~r

dt
=

d (ρρ̂+ zẑ)

dt
= ρ̇ρ̂+ ρ ˙̂ρ+ żẑ = ρ̇ρ̂+ ρφ̇φ̂+ żẑ.

(A.49)

Tento tvar lze očekávat, uvědomı́me-li si, že polohový vektor vždy vycháźı z počátku souřadnic.
Vektory rychlosti a zrychleńı jsou zároveň definovány jako

~v = vρρ̂+ vφφ̂+ vzẑ, ~a =
d~v

dt
= aρρ̂+ aφφ̂+ azẑ. (A.50)

Derivováńım rovnice (A.49) podle času dostáváme jednotlivé složky vektoru zrychleńı

aρ = ρ̈− ρφ̇2 =
dvρ
dt
− ρφ̇2, aφ = ρφ̈+ 2ρ̇φ̇ =

dvφ
dt

+ ρ̇φ̇, az = z̈ =
dvz
dt

. (A.51)
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Protože d/dt = ∂/∂t + ~v · ~∇ (řetězové pravidlo pro derivováńı, v tomto př́ıpadě pro parciálńı
derivace ~v = ~v(t, ρ, φ, z)), potom zrychleńı, vyjádřené pomoćı složek vektoru rychlosti bude

aρ =
∂vρ
∂t

+ vρ
∂vρ
∂ρ

+
vφ
ρ

∂vρ
∂φ

+ vz
∂vρ
∂z︸ ︷︷ ︸

(~v·~∇)vρ

−
v2
φ

ρ
, (A.52)

aφ =
∂vφ
∂t

+ vρ
∂vφ
∂ρ

+
vφ
ρ

∂vφ
∂φ

+ vz
∂vφ
∂z︸ ︷︷ ︸

(~v·~∇)vφ

+
vρvφ
ρ

, (A.53)

az =
∂vz
∂t

+ vρ
∂vz
∂ρ

+
vφ
ρ

∂vz
∂φ

+ vz
∂vz
∂z︸ ︷︷ ︸

(~v·~∇)vz

. (A.54)

A.3 Kulová soustava

Kulová soustava je vhodná pro popis jev̊u s centrálńı symetríı, jako jsou např. fyzikálńı pole,
tvořená hmotnými body, astronomickými tělesy, atd. Mimo jiné se implicitně použ́ıvá také
v kartografii, kde soustava poledńık̊u a rovnoběžek je vlastně soustava azimutálńıch a sférických
úhlových souřadnic (viz dále). Zde je ovšem sférický úhel poč́ıtán jiným zp̊usobem, v

”
mate-

matické konvenci“ roste od 0 do π, v
”
kartografické konvenci“ roste od −π/2 do π/2, nav́ıc

v opačném smyslu v̊uči směru nár̊ustu azimutálńı souřadnice.
Souřadnicové směry jsou: r - vzdálenost od středu kulové symetrie, θ - sférický úhel, φ -

azimutálńı úhel. Převod z kulové do kartézské soustavy je dán vztahy

x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ. (A.55)

Pro zpětnou transformaci z kartézské do kulové soustavy plat́ı4

r =
√
x2 + y2 + z2, θ = arccos

z√
x2 + y2 + z2

, φ = arctg
y

x
. (A.56)

Analogicky k rovnici (A.30) budou mı́t jednotkové vektory kulové báze v kartézské soustavě
tvar (viz pravidla pro sč́ıtáńı vektor̊u)

r̂ = x̂ sin θ cosφ+ ŷ sin θ sinφ+ ẑ cos θ = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ),

θ̂ = x̂ cos θ cosφ+ ŷ cos θ sinφ− ẑ sin θ = (cos θ cosφ, cos θ sinφ,− sin θ), (A.57)

φ̂ = −x̂ sinφ+ ŷ cosφ = (− sinφ, cosφ, 0).

V kulové soustavě neńı žádný z vektor̊u báze konstantńı. Derivace bázových vektor̊u ve směru
jednotlivých souřadnicových os budou (z rovnice (A.57))

∂r̂

∂r
= 0,

∂r̂

∂θ
= θ̂,

∂r̂

∂φ
= φ̂ sin θ,

∂θ̂

∂r
= 0,

∂θ̂

∂θ
= −r̂, ∂θ̂

∂φ
= φ̂ cos θ, (A.58)

∂φ̂

∂r
= 0,

∂φ̂

∂θ
= 0,

∂φ̂

∂φ
= −r̂ sin θ − θ̂ cos θ.

4Uvedené vztahy pro θ a φ neuvád́ı jednoznačné výrazy pro všechny kvadranty, viz rovnice (A.29). Pro exaktńı
popis doporučuji např.: Musilová & Musilová (2006).
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x̂ ŷ

ẑ

r̂

θ̂

φ̂

φ

θ
~r

Obrázek A.2: Vzájemná poloha jednotkových bázových vektor̊u kartézské a kulové souřadné soustavy
(viz rovnice (A.57) a (A.60).

Časové derivace bázových vektor̊u budou

∂r̂

∂t
=
∂r̂

∂θ

∂θ

∂t
+
∂r̂

∂φ

∂φ

∂t
= θ̂θ̇ + φ̂φ̇ sin θ,

∂θ̂

∂t
=
∂θ̂

∂θ

∂θ

∂t
+
∂θ̂

∂φ

∂φ

∂t
= −r̂θ̇ + φ̂φ̇ cos θ, (A.59)

∂φ̂

∂t
=
∂φ̂

∂φ

∂φ

∂t
= −r̂φ̇ sin θ − θ̂φ̇ cos θ.

Zpětnou transformaćı jednotkových bázových vektor̊u (viz rovnice (A.57)) dostáváme

x̂ = r̂ sin θ cosφ+ θ̂ cos θ cosφ− φ̂ sinφ,

ŷ = r̂ sin θ sinφ+ θ̂ cos θ sinφ+ φ̂ cosφ, (A.60)

ẑ = r̂ cos θ − θ̂ sin θ.

Metrickou formu pro kulovou soustavu dostaneme diferencováńım rovnice (A.55),

dx = dr sin θ cosφ+ r cos θ cosφ dθ − r sin θ sinφ dφ,

dy = dr sin θ sinφ+ r cos θ sinφ dθ + r sin θ cosφ dφ, (A.61)

dz = dr cos θ − r sin θ dθ,

dosazeńım do rovnice (A.2) dostáváme kulovou metrickou formu

ds2 = dr2 + r2 dθ2 + r2 sin2 θ dφ2. (A.62)

Kovariantńı (gij) i kontravariantńı (gij) metrický tenzor a také (viz rovnice (A.11)) př́ıslušné
Laméovy koeficienty kulové souřadné soustavy budou,

gij =

1 0 0
0 r2 0
0 0 r2 sin2 θ

 , gij =


1 0 0

0
1

r2
0

0 0
1

r2 sin2 θ

 , hr = 1, hθ = r, hφ = r sin θ.

(A.63)
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Podle rovnice (A.12) odvod́ıme nenulové Christoffelovy symboly kulové metriky,

Γrθθ = −r, Γθθr (Γθrθ) = Γφφr (Γφrφ) =
1

r
, Γrφφ = −r sin2 θ, Γθφφ = − sin θ cos θ, Γφφθ (Γφθφ) = cotg θ.

(A.64)

A.3.1 Diferenciálńı operátory

� Gradient skalárńı funkce f = f (ρ, φ, z) v kulové soustavě odvod́ıme podle rovnice (A.5),
kam za jednotkové bázové vektory dosad́ıme výrazy z rovnice (A.60) a jednotlivé složky
gradientu rozvineme řetězovým pravidlem pro derivace. Po rozepsáńı dostáváme

~∇f =
(
r̂ sin θ cosφ+ θ̂ cos θ cosφ− φ̂ sinφ

)(∂f
∂r

∂r

∂x
+
∂f

∂θ

∂θ

∂x
+
∂f

∂φ

∂φ

∂x

)
+

+
(
r̂ sin θ sinφ+ θ̂ cos θ sinφ+ φ̂ cosφ

)(∂f
∂r

∂r

∂y
+
∂f

∂θ

∂θ

∂y
+
∂f

∂φ

∂φ

∂y

)
+ (A.65)

+
(
r̂ cos θ − θ̂ sin θ

)(∂f
∂r

∂r

∂z
+
∂f

∂θ

∂θ

∂z

)
.

Jednotlivé parciálńı derivace vypoč́ıtáme z rovnice (A.56),

∂r

∂x
=

x√
x2 + y2 + z2

= sin θ cosφ,
∂θ

∂x
=

xz√
x2 + y2 (x2 + y2 + z2)

=
cos θ cosφ

r
,

∂r

∂y
=

y√
x2 + y2 + z2

= sin θ sinφ,
∂θ

∂y
=

yz√
x2 + y2 (x2 + y2 + z2)

=
cos θ sinφ

r
,

∂r

∂z
=

z√
x2 + y2 + z2

= cos θ,
∂θ

∂z
= −

√
x2 + y2

x2 + y2 + z2
= −sin θ

r
,

∂φ

∂x
= − y

x2 + y2
= − sinφ

r sin θ
,

∂φ

∂y
=

x

x2 + y2
=

cosφ

r sin θ
. (A.66)

Po dosazeńı a úpravě dostaneme výslednou podobu gradientu

~∇f = r̂
∂f

∂r
+ θ̂

1

r

∂f

∂θ
+ φ̂

1

r sin θ

∂f

∂φ
=

(
∂f

∂r
,

1

r

∂f

∂θ
,

1

r sin θ

∂f

∂φ

)
. (A.67)

Opět zde za jednotkové vektory kulové báze nedosazujeme jejich složky z rovnice (A.57),
kde jsme je

”
viděli“ ze soustavy kartézské. Analogicky k rovnici (A.6) (tenzorový součin) a

s použit́ım rovnice (A.67) je potom gradient vektorového pole ~A (r, θ, φ) v kulové soustavě
definován jako tenzor 2. řádu ve tvaru

~∇ ~A =

(
r̂
∂

∂r
+ θ̂

1

r

∂

∂θ
+ φ̂

1

r sin θ

∂

∂φ

)(
Arr̂ +Aθθ̂ +Aφφ̂

)
. (A.68)

Na rozd́ıl od válcové soustavy zde operátor gradientu již p̊usob́ı na všechny jednotkové
bázové vektory (jejich derivace - viz rovnice (A.58)). Pomoćı maticového formalismu
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můžeme tenzor gradientu vektorového pole v kulové soustavě zapsat

~∇ ~A =



r̂ θ̂ φ̂

r̂
∂Ar
∂r

∂Aθ
∂r

∂Aφ
∂r

θ̂
1

r

∂Ar
∂θ
− Aθ

r

1

r

∂Aθ
∂θ

+
Ar
r

1

r

∂Aφ
∂θ

φ̂
1

r sin θ

∂Ar
∂φ
−
Aφ
r

1

r sin θ

∂Aθ
∂φ
−
Aφ
r

cotg θ
1

r sin θ

∂Aφ
∂φ

+
Ar
r

+
Aθ
r

cotg θ

.
(A.69)

Stejného výsledku doćıĺıme i v tomto př́ıpadě např. s použit́ım formalismu Christoffe-
lových symbol̊u (viz rovnice (A.37)) dle obecného vztahu (A.43), tento postup lze ovšem
použ́ıt pouze pro ortogonálńı souřadné soustavy, zat́ımco postup podle rovnice (A.68)
plat́ı zcela obecně.

� Divergence vektoru (vektorového pole) ~A (r, θ, φ) je v kulových souřadnićıch ve smyslu
rovnice (A.68), analogicky k rovnici (A.8), definována jako skalár (skalárńı pole)

~∇ · ~A = r̂ · r̂ ∂Ar
∂r

+ θ̂ · θ̂
(

1

r

∂Aθ
∂θ

+
Ar
r

)
+ φ̂ · φ̂

(
1

r sin θ

∂Aφ
∂φ

+
Ar
r

+
Aθ
r

cotg θ

)
=

=
1

r2

∂

∂r

(
r2Ar

)
+

1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θAθ) +

1

r sin θ

∂Aφ
∂φ

.

(A.70)

Porovnáńım s rovnićı (A.69) opět vid́ıme, že divergence je stopou tenzoru gradientu vek-
torového pole.

� Rotaci vektoru (vektorového pole) ~A (r, θ, φ) v kulové soustavě, kde hr = 1, hθ = r, hφ =
r sin θ, odvod́ıme podle rovnice (A.20), v tomto př́ıpadě dostaneme

~∇× ~A =
1

r sin θ

[
∂

∂θ
(sin θ Aφ)− ∂Aθ

∂φ

]
r̂ +

1

r

[
1

sin θ

∂Ar
∂φ
− ∂

∂r
(rAφ)

]
θ̂

+
1

r

[
∂

∂r
(rAθ)−

∂Ar
∂θ

]
φ̂. (A.71)

� Laplacián odvod́ıme (viz rovnice (A.22)), nahrad́ıme-li v rovnici divergence (A.70) složky
vektoru ~A odpov́ıdaj́ıćımi složkami vektoru gradientu z rovnice (A.67), výsledný tvar,
zapsaný v kompaktńı formě bude

∆ = ~∇ · ~∇ =
1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2
. (A.72)

A.3.2 Plochy, objemy

Stejně jako v předchoźıch soustavách označme Sk plochu s konstantńı hodnotou souřadnice
xk, ohraničenou souřadnicovými křivkami xi, xi + ∆xi, xj , xj + ∆xj . V kulové soustavě p̊ujde
např. o plochu s konstantńı hodnotou r = r0, ohraničenou dvojicemi křivek (kružnicemi)
se souřadnicemi θ = θ1, θ = θ2 a φ = φ1, φ = φ2. Výpočet velikosti takové plochy již zde
neńı v̊ubec triviálńı, p̊ujde o část plochy s dvoj́ı křivost́ı, ohraničenou dvěma rozb́ıhaj́ıćımi
se souřadnicovými plochami (v nichž lež́ı křivky se souřadnicemi φ = φ1, φ = φ2) a dvěma
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kružnicemi se středy na společné ose, avšak lež́ıćımi v r̊uzných rovinách, kolmých na tuto osu
(křivky se souřadnicemi θ = θ1, θ = θ2). Pokud budeme uvažovat jinou plochu, např. s kon-
stantńı souřadnićı φ = φ0, ohraničenou souřadnicovými plochami θ = θ1, θ = θ2, r = r1, r = r2,
p̊ujde o část kruhové výseče, omezené dvěma soustřednými kružnicemi. Při výpočtech velikost́ı
těchto ploch vyjdeme opět z rovnice (A.23) a z rovnice (A.63), tedy

Sr =

θ2ˆ

θ1

φ2ˆ

φ1

√
gθθ gφφ dθ dφ =

θ2ˆ

θ1

φ2ˆ

φ1

r2 sin θ dθ dφ = r2 (cos θ1 − cos θ2) ∆φ,

Sθ =

φ2ˆ

φ1

r2ˆ

r1

√
gφφ grr dφ dr =

φ2ˆ

φ1

r2ˆ

r1

r sin θ dφ dr =
r2

2 − r2
1

2
sin θ∆φ, (A.73)

Sφ =

r2ˆ

r1

θ2ˆ

θ1

√
grr gθθ dr dθ =

r2ˆ

r1

θ2ˆ

θ1

r dr dθ =
r2

2 − r2
1

2
∆θ.

V kulovém, tedy opět ortogonálńım souřadném systému, budou všechny nediagonálńı členy
submatic J ′ij (viz rovnice (A.23)) nulové. Označme tradičně V objem prostoru, vymezeného
souřadnicovými plochami s konstantńımi souřadnicemi r1, r2, θ1, θ2, φ1, φ2, tvar takového útvaru
odpov́ıdá v tomto př́ıpadě pr̊uniku jehlanu s koncentrickou sférickou mezivrstvou (mezikouĺım),
vztah pro výpočet velikosti takového objemu bude mı́t dle rovnice (A.24) tvar

V =

r2ˆ

r1

θ2ˆ

θ1

φ2ˆ

φ1

r2 sin θ dr dθ dφ =
r3

2 − r3
1

3
(cos θ1 − cos θ2) ∆φ. (A.74)

V ortogonálńım kulovém souřadném systému obdobně jako ve válcovém systému můžeme Ja-
kobián J stanovit jako

√
grr gθθ gφφ = r2 sin θ. Popsaná metoda umožńı při odpov́ıdaj́ıćım sta-

noveńı integračńıch meźı vypoč́ıtat v kulovém souřadném systému velikosti jakkoli složitěǰśıch
útvar̊u.

A.3.3 Vektory polohy, rychlosti a zrychleńı

Při popisu vektor̊u v kulové soustavě vyjdeme z jejich základńıho popisu v soustavě kartézské,
zahrneme všechny rovnice pro derivace jednotkových vektor̊u i složek vektor̊u (rovnice (A.55)-
(A.60)). Polohový vektor a vektor rychlosti v kulové soustavě budou

~r = xx̂ + yŷ + zẑ = rr̂, ~v =
d~r

dt
=

d (rr̂)

dt
= ṙr̂ + r ˙̂r = ṙr̂ + r

(
θ̇θ̂ + φ̇φ̂ sin θ

)
. (A.75)

Tento závěr lze opět očekávat, uvědomı́me-li si, že polohový vektor vycháźı z počátku souřadnic.
Vektory rychlosti a zrychleńı jsou zároveň definovány jako

~v = vrr̂ + vθθ̂ + vφφ̂, ~a =
d~v

dt
= arr̂ + aθθ̂ + aφφ̂. (A.76)
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Derivováńım rovnice (A.75) podle času dostáváme jednotlivé složky vektoru zrychleńı v kulové
souřadné soustavě,

ar = r̈ − rθ̇2 − rφ̇2 sin2 θ =
dvr
dt
− rθ̇2 − rφ̇2 sin2 θ, (A.77)

aθ = rθ̈ + 2ṙθ̇ − rφ̇2 sin θ cos θ =
dvθ
dt

+ ṙθ̇ − rφ̇2 sin θ cos θ, (A.78)

aφ = rφ̈ sin θ + 2ṙφ̇ sin θ + 2rθ̇φ̇ cos θ =
dvφ
dt

+ ṙφ̇ sin θ + rθ̇φ̇ cos θ. (A.79)

Protože d/dt = ∂/∂t + ~v · ~∇ (řetězové pravidlo pro derivováńı, v tomto př́ıpadě pro parciálńı
derivace ~v = ~v(t, r, θ, φ)), potom zrychleńı, vyjádřené v kulové souřadné soustavě pomoćı složek
vektoru rychlosti bude

ar =
∂vr
∂t

+ vr
∂vr
∂r

+
vθ
r

∂vr
∂θ

+
vφ

r sin θ

∂vr
∂φ︸ ︷︷ ︸

(~v·~∇)vr

−
v2
θ + v2

φ

r
, (A.80)

aθ =
∂vθ
∂t

+ vr
∂vθ
∂r

+
vθ
r

∂vθ
∂θ

+
vφ

r sin θ

∂vθ
∂φ︸ ︷︷ ︸

(~v·~∇)vθ

+
vrvθ
r
−
v2
φ cotg θ

r
, (A.81)

aφ =
∂vφ
∂t

+ vr
∂vφ
∂r

+
vθ
r

∂vφ
∂θ

+
vφ

r sin θ

∂vφ
∂φ︸ ︷︷ ︸

(~v·~∇)vφ

+
vrvφ
r

+
vθvφ cotg θ

r
. (A.82)

Bylo by jistě možné popsat mnohem v́ıce podrobnost́ı, např. operace s vektory a tenzory v rámci
popisovaných soustav, atd., zde jsou ukázány alespoň některé postupy sṕı̌se z praktického po-
hledu. V daľśıch odstavćıch ukážeme stručně alespoň jednu neortogonálńı souřadnou soustavu,
jej́ıž popis byl do jisté mı́ry vyvolán tvorbou numerické výpočetńı śıtě pro hydrodynamické
modelováńı konkrétńıho fyzikálńıho jevu.

A.4 Eliptická soustava

Dále stručně uvedeme tři specifické ortogonálńı soustavy, které mohou souviset s předchoźı
tématikou nebo s uvedenými př́ıklady (př́ıpadně mohou mı́t zaj́ımavé fyzikálńı uplatněńı)
- eliptickou, parabolickou, a

”
anuloidovou“. Dvourozměrná eliptická souřadná soustava (viz

obrázek A.3) je definována dvěma tř́ıdami souřadnicových křivek s konstantńımi parametry
σ ∈ 〈0,∞) a τ ∈ 〈0, 2π) (toto značeńı neńı zcela ustálené, v r̊uzných literaturách může být
r̊uzné), se dvěma společnými ohnisky v bodech (−a, 0), (a, 0). V trojrozměrné verzi přibude
ještě (válcová symetrie vzhledem k ose z) azimutálńı úhlový parametr φ.

Transformačńı rovnice z kartézské do eliptické soustavy v trojrozměrném př́ıpadě budou

x = a coshσ cos τ cosφ, y = a coshσ cos τ sinφ, z = a sinhσ sin τ. (A.83)

Z definice hyperbolického sinu a kosinu (1.15),(1.16) a z exponenciálńıho vyjádřeńı sinu a
kosinu (viz Eulerovy vztahy v př́ıkladu 8.5) snadno odvod́ıme zpětné transformačńı vztahy,
které ovšem budou mı́t (v pravotočivém pořad́ı proměnných σ, φ, τ) komplexńı tvar (rovinu
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x

y

Obrázek A.3: Schéma dvourozměrné eliptické soustavy v rovině x, y, společná ohniska jsou v bodech
(−a, 0), (a, 0). Modře vyznačené jsou eliptické křivky s konstantńım parametrem σ, s posloupnost́ı
(od nejužš́ıch k neǰsirš́ım) σ = 0; 0,2; 0,4; 0,6; 0,8; 1, červeně vyznačené jsou hyperbolické křivky s kon-
stantńım parametrem τ , s posloupnost́ı (zprava do leva) od τ = 0 do τ = π s intervalem π/12. V troj-
rozměrné verzi (viz popis) potom vyobrazenému směru y odpov́ıdá směr z.

ρ-z, kde ρ =
√
x2 + y2, si můžeme představit jako Gaussovu rovinu),

σ =
1

2

[
argcosh

ρ+ iz

a
+ argcosh

ρ− iz

a

]
, φ = arctg

y

x
,

τ =
1

2i

[
argcosh

ρ+ iz

a
− argcosh

ρ− iz

a

]
. (A.84)

Metrická forma takové eliptické soustavy bude mı́t tvar

ds2 = a2
[(

cosh2 σ sin2 τ + sinh2 σ cos2 τ
) (

dσ2 + dτ2
)

+ cosh2 σ cos2 τ dφ2
]

=

= a2
[(

sinh2 σ + sin2 τ
) (

dσ2 + dτ2
)

+ cosh2 σ cos2 τ dφ2
]

=

= a2
[(

cosh2 σ − cos2 τ
) (

dσ2 + dτ2
)

+ cosh2 σ cos2 τ dφ2
]
. (A.85)

Kovariantńı metrický tenzor gij a př́ıslušné Laméovy koeficienty eliptické souřadné soustavy
v pořad́ı směr̊u σ, φ, τ budou,

gij =

a
2
(
sinh2 σ + sin2 τ

)
0 0

0 a2 cosh2 σ cos2 τ 0

0 0 a2
(
sinh2 σ + sin2 τ

)
 , (A.86)

hσ = a
√

sinh2 σ + sin2 τ , hφ = a coshσ cos τ, hτ = a
√

sinh2 σ + sin2 τ . (A.87)

Kontravariantńı metrický tenzor gij diagonálńı metriky bude tenzor s převrácenými hodno-
tami prvk̊u na hlavńı diagonále. Jakobián souřadnicové transformace z kartézské do eliptické
soustavy bude

J = a3
(
sinh2 σ + sin2 τ

)
coshσ cos τ = a3

(
cosh2 σ − cos2 τ

)
coshσ cos τ, (A.88)
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jakobiánem zpětné transformace bude výraz J−1. Nenulové Christoffelovy symboly eliptické
metriky (viz rovnice A.12) budou,

Γσσσ=Γτστ (Γττσ)=
sinh 2σ

2
(
sinh2 σ + sin2 τ

) ,Γτττ =Γσστ (Γστσ) =
sin 2τ

2
(
sinh2σ + sin2 τ

) ,Γφσφ(Γφφσ) =tanhσ,

Γσφφ=− sinh 2σ cos2 τ

2
(
sinh2 σ + sin2 τ

) , Γτφφ=
cosh2 σ sin 2τ

2
(
sinh2 σ + sin2 τ

) , Γφφτ (Γφτφ) =− tg τ. (A.89)

Diferenciálńı operátory gradientu skalárńı funkce, divergence a rotace vektoru a laplaciánu
budou mı́t (s použit́ım formalismu Laméových koeficient̊u pro ortogonálńı soustavy a také
rovnic A.14 a A.20) v této eliptické souřadné soustavě postupně tvar,

~∇f =

(
∂f
∂σ

a
√

sinh2 σ + sin2 τ
,

∂f
∂φ

a coshσ cos τ
,

∂f
∂τ

a
√

sinh2 σ + sin2 τ

)
, (A.90)

~∇ · ~A =

∂
∂σ

(√
sinh2 σ + sin2 τ coshσ Aσ

)
a
(
sinh2 σ + sin2 τ

)
coshσ

+

+

∂Aφ
∂φ

a coshσ cos τ
+

∂
∂τ

(√
sinh2 σ + sin2 τ cos τ Aτ

)
a
(
sinh2 σ + sin2 τ

)
cos τ

, (A.91)

~∇× ~A =
coshσ ∂

∂τ (cos τ Aφ)−
√

sinh2 σ + sin2 τ ∂Aτ
∂φ

a
√

sinh2 σ + sin2 τ coshσ cos τ
σ̂+

+

∂
∂σ

(√
sinh2 σ + sin2 τ Aτ

)
− ∂

∂τ

(√
sinh2 σ + sin2 τ Aσ

)
a
(
sinh2 σ + sin2 τ

) φ̂+

+

√
sinh2 σ + sin2 τ ∂Aσ

∂φ − cos τ ∂
∂σ (coshσ Aφ)

a
√

sinh2 σ + sin2 τ coshσ cos τ
τ̂ , (A.92)

∆ =
∂
∂σ

(
coshσ ∂

∂σ

)
+ ∂

∂τ

(
cos τ ∂

∂τ

)
a2
(
sinh2 σ + sin2 τ

)
coshσ cos τ

+

∂2

∂φ2

a2 cosh2 σ cos2 τ
. (A.93)

Ostatńı operátorové identity a geometrické parametry odvod́ıme analogickým zp̊usobem jako
v př́ıpadě válcové nebo sférické souřadné soustavy.

A.5 Parabolická soustava

Parabolická souřadná soustava je ve dvourozměrné verzi (viz obrázek A.4) definována dvěma
tř́ıdami parabolických souřadnicových křivek s konstantńımi parametry u a v (toto značeńı
opět neńı zcela ustálené, v r̊uzných literaturách může být r̊uzné) a se společným ohniskem v
bodě (0, 0). V trojrozměrné verzi přibude ještě (válcová symetrie vzhledem k ose z) azimutálńı
úhlový parametr φ.
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Obrázek A.4: Schéma dvourozměrné parabolické soustavy v rovině x, y. Modře vyznačené jsou křivky s
konstantńım parametrem u = 0,5 (nejužš́ı); 1; 1,5; 2; 2,5; 3 (neǰsirš́ı), červeně vyznačené jsou křivky se
stejnou posloupnost́ı konstantńıch parametr̊u v. V trojrozměrném př́ıpadě (viz popis) potom vyobra-
zenému směru y odpov́ıdá směr z.

Transformačńı rovnice v trojrozměrném př́ıpadě budou

x = uv cosφ, y = uv sinφ, z =
u2 − v2

2
. (A.94)

Zpětné transformačńı vztahy v pravotočivém pořad́ı proměnných u, v, φ budou mı́t tvar

u =

√√
x2 + y2 + z2 + z, v =

√√
x2 + y2 + z2 − z, φ = arctg

y

x
. (A.95)

Metrická forma parabolické soustavy bude mı́t tvar

ds2 =
(
u2 + v2

) (
du2 + dv2

)
+ u2v2 dφ2. (A.96)

Kovariantńı metrický tenzor gij a př́ıslušné Laméovy koeficienty parabolické souřadné soustavy
v pořad́ı směr̊u u, v, φ budou,

gij =

u2 + v2 0 0
0 u2 + v2 0
0 0 u2v2

 , hu =
√
u2 + v2, hv =

√
u2 + v2, hφ = uv. (A.97)

Kontravariantńı metrický tenzor gij diagonálńı metriky bude tenzor s převrácenými hodnotami
prvk̊u na hlavńı diagonále. Jakobián souřadnicové transformace z kartézské do parabolické
soustavy bude

J = uv
(
u2 + v2

)
, (A.98)

jakobiánem zpětné transformace bude výraz J−1. Nenulové Christoffelovy symboly parabolické
metriky (viz rovnice A.12) budou,

Γuuu = Γvuv (Γvvu) =
u

u2 + v2
, Γvvv = Γuuv (Γuvu) =

v

u2 + v2
, Γvuu =

2u− v
u2 + v2

, Γuvv =
2v − u
u2 + v2

.

(A.99)
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Diferenciálńı operátory gradientu skalárńı funkce, divergence a rotace vektoru a laplaciánu
budou mı́t (s použit́ım formalismu Laméových koeficient̊u pro ortogonálńı soustavy a také
rovnic A.14 a A.20) v parabolické souřadné soustavě postupně tvar,

~∇f =

(
∂f
∂u√

u2 + v2
,

∂f
∂v√

u2 + v2
,

1

uv

∂f

∂φ

)
, (A.100)

~∇ · ~A =

∂
∂u

(
u
√
u2 + v2Au

)
u(u2 + v2)

+

∂
∂v

(
v
√
u2 + v2Av

)
v(u2 + v2)

+
1

uv

∂Aφ
∂φ

, (A.101)

~∇× ~A =

∂
∂v (uvAφ)−

√
u2 + v2 ∂Av

∂φ

uv
√
u2 + v2

û+

√
u2 + v2 ∂Au

∂φ −
∂
∂u (uvAφ)

uv
√
u2 + v2

v̂+

+

∂
∂u

(√
u2 + v2Av

)
− ∂

∂v

(√
u2 + v2Au

)
u2 + v2

φ̂, (A.102)

∆ =
1
u
∂
∂u

(
u ∂
∂u

)
+ 1

v
∂
∂v

(
v ∂
∂v

)
(u2 + v2)

+
1

u2v2

∂2

∂φ2
. (A.103)

Ostatńı operátorové identity a geometrické parametry odvod́ıme obdobně jako v př́ıpadě válcové
nebo sférické souřadné soustavy.

A.6
”
Anuloidová“ soustava

V tomto př́ıpadě také nebudeme uvádět úplný popis všech vztah̊u a operátor̊u, i s ohledem na to,
že daná soustava je př́ılǐs

”
specifická“, resp. týká se pouze jednoho typu geometrického tělesa,

tzv. anuloidu (toroidu) - viz obrázek A.5 (popis soustavy rovněž odkazuje k př́ıklad̊um 6.49 a
6.60). Ukážeme pouze, jak je možné flexibilně adaptovat principy, odvozené pro předchoźı

”
uni-

verzálńı“ geometrické systémy na (v podstatě jakýkoli) speciálńı př́ıpad. Anuloidem nazýváme

os
a

an
ul

oi
du

a
r

t
R ρ =

√
x2 + y2

z

φ

Obrázek A.5: Př́ıčný řez anuloidem v rovině ρ-z, jednotlivé směry odpov́ıdaj́ı válcové soustavě.
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těleso, které vznikne rotaćı kružnice okolo osy, která lež́ı v rovině této kružnice a nemá s ńı
společný bod (vznikne tak válcově symetrická trubice - torus, připomı́naj́ıćı

”
duši pneuma-

tiky“).
Označ́ıme-li R poloměr osy toru, a poloměr trubice (toru), r radiálńı vzdálenost uvnitř

trubice vzhledem k ose trubice, t úhlovou souřadnici vnitřku trubice a značeńı ostatńıch směr̊u
bude odpov́ıdat standardńı cylindrické notaci, tj. ρ bude odpov́ıdat radiálńı vzdálenosti od osy
celého anuloidu, φ bude azimutálńı úhel anuloidu a z vertikálńı souřadnice (vše je vyznačené v
obrázku A.5), můžeme za anuloidové (proměnné) souřadnice považovat r, φ, t (v pravotočivém
smyslu). Transformačńı vztahy můžeme zapsat následovně,

x = (R+ r cos t) cosφ, y = (R+ r cos t) sinφ, z = r sin t. (A.104)

Vztahy pro zpětnou transformaci budou mı́t v tomto př́ıpadě tvar

r =

√(√
x2 + y2 −R

)2
+ z2, φ = arctg

y

x
, t = arcsin

z√(√
x2 + y2 −R

)2
+ z2

. (A.105)

Kovariantńı metrický tenzor gij a př́ıslušné Laméovy koeficienty anuloidové souřadné soustavy
budou,

gij =

1 0 0
0 (R+ r cos t)2 0
0 0 r2

 , hr = 1, hφ = R+ r cos t, ht = r. (A.106)

Vzhledem k tomu, že jde o diagonálńı metriku, bude kontravariantńım metrickým tenzorem
gij zpětné transformace rovněž tenzor s převrácenými hodnotami prvk̊u na hlavńı diagonále.
Jakobián souřadnicové transformace z kartézské do anuloidové soustavy tedy bude

J = r(R+ r cos t), (A.107)

jakobiánem zpětné transformace bude opět výraz J−1. Ostatńı parametry lze snadno odvodit
analogickým zp̊usobem jako v předchoźıch soustavách.

A.7 Př́ıklad neortogonálńı soustavy

Pod́ıvejme se nyńı na jiný možný geometrický př́ıpad, který může vyžadovat zavedeńı neor-
togonálńı souřadné soustavy. Jedná se o geometrický popis rozsáhlého plynného disku, roz-
prost́ıraj́ıćıho se okolo velmi rychle rotuj́ıćı a tud́ıž silně zploštělé hvězdy, který je v bĺızkosti
hvězdy velmi tenký a ve velkých vzdálenostech od hvězdy se výrazně vertikálně rozšǐruje.
Zároveň je samozřejmě rotačně (válcově) symetrický. Obrázek A.6 schématicky znázorňuje
tuto soustavu ve vertikálńı rovině ρ-θ (φ = konst.), souřadnicové směry zde jsou: ρ - radiálńı
cylindrická souřadnice, φ - azimutálńı úhel, θ - sférický úhel, který je ovšem poč́ıtán v kladném a
záporném směru od rovńıkové roviny. Volné parametry (kromě zvoleného rovńıkového poloměru
hvězdyReq) jsou maximálńı cylindrická radiálńı vzdálenost ρ = Rmax a maximálńı sférický úhel,
označený jako θmax (zrcadlově k němu je θmin). Soustava je válcově symetrická, osa symetrie
je kolmá k rovině disku (z = 0 ∧ θ = 0) a procháźı středem hvězdy (ρ = 0). Můžeme ji tedy
nazývat např́ıklad cylindricko-kónickou soustavou5 (standardńı, tzv. kónická souřadná sou-
stava znamená něco poněkud jiného - jde o ortogonálńı soustavu, definovanou soustřednými

5Jako zkrácený pracovńı název budeme v daľśım textu použ́ıvat výraz disková soustava. Radiálńı a azimutálńı
souřadnice jsou shodné se soustavou válcovou, jednotlivé souřadnicové směry tedy znač́ıme ρ, φ, θ, jednotkové
bázové vektory znač́ıme ρ̂, φ̂, θ̂.
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Obrázek A.6: Schématický obrázek cylindricko-kónické souřadné soustavy v rovině ρ-θ (φ = konst.).

kulovými plochami a dvěma tř́ıdami vzájemně ortogonálńıch obecně eliptických kuželových
ploch s osami x a z, s vrcholy v počátku souřadného systému).

Transformačńı rovnice z této cylindricko-kónické do kartézské souřadné soustavy jsou (pro
lepš́ı grafickou přehlednost budeme v rovnićıch této souřadné soustavy pro tangens použ́ıvat v
anglické literatuře zavedené označeńı tan, namı́sto v české literatuře běžného tg)

x = ρ cosφ, y = ρ sinφ, z = ρ tan θ. (A.108)

Pro zpětnou transformaci z kartézské do diskové soustavy dostáváme6

ρ =
√
x2 + y2, φ = arctg

y

x
, θ = arctg

z√
x2 + y2

. (A.109)

Analogicky k rovnićım (A.30) a (A.57) budou mı́t jednotkové vektory diskové báze v kartézské
soustavě tvar (viz pravidla pro sč́ıtáńı vektor̊u)

ρ̂ = x̂ cosφ+ ŷ sinφ, φ̂ = −x̂ sinφ+ ŷ cosφ,

θ̂ = −(x̂ cosφ+ ŷ sinφ) sin θ + ẑ cos θ. (A.110)

6V tomto mı́stě plat́ı totéž, co v př́ıpadě válcových a kulových souřadnic.
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Zpětnou transformaćı jednotkových bázových vektor̊u (viz rovnice (A.110)) dostáváme

x̂ = ρ̂ cosφ− φ̂ sinφ, ŷ = ρ̂ sinφ+ φ̂ cosφ, ẑ =
ρ̂ sin θ + θ̂

cos θ
. (A.111)

V diskové soustavě neńı žádný z vektor̊u báze konstantńı. Derivace bázových vektor̊u ve směru
jednotlivých souřadnicových os budou (z rovnice (A.110))

∂ρ̂

∂ρ
= 0,

∂ρ̂

∂φ
= φ̂,

∂ρ̂

∂θ
= 0,

∂φ̂

∂ρ
= 0,

∂φ̂

∂φ
= −ρ̂, ∂φ̂

∂θ
= 0, (A.112)

∂θ̂

∂ρ
= 0,

∂θ̂

∂φ
= −φ̂ sin θ,

∂θ̂

∂θ
= − ρ̂+ θ̂ sin θ

cos θ
.

Časové derivace bázových vektor̊u budou

∂ρ̂

∂t
=
∂ρ̂

∂φ

∂φ

∂t
= φ̂φ̇,

∂φ̂

∂t
=
∂φ̂

∂φ

∂φ

∂t
= −ρ̂φ̇, (A.113)

∂θ̂

∂t
=
∂θ̂

∂φ

∂φ

∂t
+
∂θ̂

∂θ

∂θ

∂t
= − ρ̂θ̇

cos θ
− φ̂φ̇ sin θ − θ̂θ̇ tan θ.

Metrickou formu pro diskovou soustavu odvod́ıme diferencováńım rovnice (A.108),

dx = cosφ dρ− ρ sinφ dφ, dy = sinφ dρ+ ρ cosφ dφ, dz = tan θ dρ+
ρ

cos2 θ
dθ, (A.114)

dosazeńım do rovnice (A.2) dostáváme nediagonálńı diskovou metrickou formu ve tvaru

ds2 =
dρ2

cos2 θ
+

2ρ sin θ

cos3 θ
dρdθ + ρ2

(
dφ2 +

dθ2

cos4 θ

)
. (A.115)

Kovariantńı a kontravariantńı metrické tenzory soustavy se souřadnicemi v pořad́ı ρ, φ, θ budou

gij =


1

cos2 θ
0

ρ sin θ

cos3 θ

0 ρ2 0

ρ sin θ

cos3 θ
0

ρ2

cos4 θ

, gij =


1 0 −sin θ cos θ

ρ

0
1

ρ2
0

−sin θ cos θ

ρ
0

cos2 θ

ρ2

. (A.116)

Jacobiho matice transformace z kartézské soustavy a matice inverzńı transformace budou

Jij =


cosφ −ρ sinφ 0

sinφ ρ cosφ 0

tan θ 0
ρ

cos2 θ

 , J−1
ij =


cosφ sinφ 0

−sinφ

ρ

cosφ

ρ
0

−cosφ sin θ cos θ

ρ
−sinφ sin θ cos θ

ρ

cos2 θ

ρ

,
(A.117)
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př́ıslušné jakobiány tedy budou,

J = |det Jij | =
√
|det gij | =

ρ2

cos2 θ
, J−1 =

∣∣∣det J−1
ij

∣∣∣ =
√
|det gij | =

cos2 θ

ρ2
. (A.118)

Nenulové Christoffelovy symboly diskové metriky jsou

Γφρφ (Γφφρ) = Γθρθ (Γθθρ) =
1

ρ
, Γρφφ = −ρ, Γθφφ = sin θ cos θ. (A.119)

Protože se nejedná o ortogonálńı metriku (vyjádřenou diagonálńım metrickým tenzorem), ne-
definujeme zde žádné Laméovy koeficienty.

A.7.1 Diferenciálńı operátory

� Gradient skalárńı funkce f = f(ρ, φ, θ) v diskové soustavě odvod́ıme stejným zp̊usobem,
jako v předchoźıch soustavách. Jednotlivé nenulové parciálńı derivace pro diskovou sou-
stavu z rovnice (A.109) budou

∂ρ

∂x
=

x√
x2 + y2

= cosφ,
∂φ

∂x
= − y

x2 + y2
= −sinφ

ρ
,

∂ρ

∂y
=

y√
x2 + y2

= sinφ,
∂φ

∂y
=

x

x2 + y2
=

cosφ

ρ
,

∂θ

∂x
= − xz√

x2 + y2 (x2 + y2 + z2)
= −cosφ sin θ cos θ

ρ
,

∂θ

∂y
= − yz√

x2 + y2 (x2 + y2 + z2)
= −sinφ sin θ cos θ

ρ
,

∂θ

∂z
=

√
x2 + y2

x2 + y2 + z2
=

cos2 θ

ρ
.

Stejně jako v předchoźıch souřadných soustavách dostáváme gradient skalárńı funkce,

~∇f = ρ̂
∂f

∂ρ
+ φ̂

1

ρ

∂f

∂φ
+ θ̂

cos θ

ρ

∂f

∂θ
=

(
∂f

∂ρ
,

1

ρ

∂f

∂φ
,
cos θ

ρ

∂f

∂θ

)
. (A.120)

Stejným postupem jako v předchoźıch souřadných soustavách můžeme také źıskat ten-
zor gradientu vektorového pole, který můžeme pomoćı maticového formalismu v diskové
soustavě zapsat,

~∇ ~A =



ρ̂ φ̂ θ̂

ρ̂
∂Aρ
∂ρ

∂Aφ
∂ρ

∂Aθ
∂ρ

φ̂
1

ρ
∂Aρ
∂φ −

Aφ
ρ

1

ρ

∂Aφ
∂φ

+
Aρ
ρ
− Aθ sin θ

ρ

1

ρ
∂Aθ
∂φ

θ̂
cos θ

ρ

∂Aρ
∂θ
− Aθ

ρ

cos θ

ρ

∂Aφ
∂θ

cos θ

ρ

∂Aθ
∂θ
− Aθ sin θ

ρ


.

(A.121)

� Divergence vektoru (vektorového pole) ~A (ρ, φ, θ) je v diskových souřadnićıch opět defi-
nována jako skalárńı součin vektoru gradientu s obecným vektorem, tedy

~∇ · ~A =

(
ρ̂
∂

∂ρ
+ φ̂

1

ρ

∂

∂φ
+ θ̂

cos θ

ρ

∂

∂θ

)
·
(
Aρρ̂+Aφφ̂+Aθθ̂

)
, (A.122)
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kde ovšem, na rozd́ıl od ortogonálńıch systémů, nejsou obecně skalárńı součiny rozd́ılných
vektor̊u báze nulové, tedy neplat́ı eie

j = δji . Jmenovitě v tomto systému bude nenulový
součin

eie
j

i 6=j
= ρ̂ · θ̂ = − sin θ. (A.123)

Př́ımým výpočtem a po úpravách dostáváme

~∇ · ~A =
1

ρ

∂

∂ρ
(ρAρ) +

1

ρ

∂Aφ
∂φ

+
cos θ

ρ

∂Aθ
∂θ
− sin θ

ρ

[
∂

∂ρ
(ρAθ) + cos θ

∂Aρ
∂θ

]
. (A.124)

Na rozd́ıl od ortogonálńıch soustav neńı v tomto př́ıpadě divergence jednoduchou sto-
pou tenzoru gradientu vektorového pole (A.121), nýbrž je třeba ještě přič́ıst prvky na
vedleǰśı diagonále (respektive ty, které odpov́ıdaj́ı nenulovým prvk̊um metrického ten-
zoru (A.116)), násobené skalárńım součinem př́ıslušných jednotkových vektor̊u, v tomto
př́ıpadě rovnićı (A.123).

� Rotaci vektoru (vektorového pole) ~A (ρ, φ, θ) v diskových souřadnićıch nemůžeme odvo-
dit podle rovnice (A.20) (soustava neńı ortogonálńı), v tomto př́ıpadě muśıme provést
př́ımý výpočet z definice rotace vektoru,

~∇× ~A =

(
ρ̂
∂

∂ρ
+ φ̂

1

ρ

∂

∂φ
+ θ̂

cos θ

ρ

∂

∂θ

)
×
(
Aρρ̂+Aφφ̂+Aθθ̂

)
, (A.125)

kde muśıme nejprve provést všechny (nenulové) derivace jednotkových bázových vektor̊u
(viz rovnice (A.112)), potom vektorové součiny. Ponecháme-li pouze nenulové kompo-
nenty, tj. vypust́ıme-li nulové derivace jednotkových bázových vektor̊u a také členy se
stejnými bázovými vektory a tedy s nulovým vektorovým součinem, dostáváme explicitńı
výraz

~∇× ~A = ρ̂× φ̂
(
∂Aφ
∂ρ

+
Aφ
ρ
− 1

ρ

∂Aρ
∂φ

)
+ φ̂× θ̂

(
1

ρ

∂Aθ
∂φ
− cos θ

ρ

∂Aφ
∂θ

)
+

+ θ̂ × ρ̂
(

cos θ

ρ

∂Aρ
∂θ
− ∂Aθ

∂ρ
− Aθ

ρ

)
. (A.126)

Vektorové součiny bázových vektor̊u zde ovšem nebudou tak jednoduché, jako v př́ıpadě
ortogonálńıch soustav, na základě rovnice (A.110) pro sudé permutace dostaneme

ρ̂× φ̂ =
ρ̂ sin θ + θ̂

cos θ
, φ̂× θ̂ =

ρ̂+ θ̂ sin θ

cos θ
, θ̂ × ρ̂ = φ̂ cos θ. (A.127)

Po dosazeńı a úpravách dostaneme výslednou podobu rotace vektoru v diskové soustavě,

~∇× ~A =ρ̂

{
tan θ

ρ

[
∂

∂ρ
(ρAφ)− ∂Aρ

∂φ

]
+

1

ρ

(
1

cos θ

∂Aθ
∂φ
−
∂Aφ
∂θ

)}
+

φ̂

{
cos θ

ρ

[
cos θ

∂Aρ
∂θ
− ∂

∂ρ
(ρAθ)

]}
+

θ̂

{
1

ρ cos θ

[
∂

∂ρ
(ρAφ)− ∂Aρ

∂φ

]
+

sin θ

ρ

(
1

cos θ

∂Aθ
∂φ
−
∂Aφ
∂θ

)}
. (A.128)
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� Laplacián odvod́ıme z rovnice divergence (A.122), ve které nahrad́ıme složky vektoru ~A
odpov́ıdaj́ıćımi složkami vektoru gradientu z rovnice (A.120), výsledný tvar (neńı nutné
zde opakovat podrobný vektorový zápis, postup je zcela obdobný, jako v předchoźıch
př́ıpadech), zapsaný v kompaktńı formě bude

∆ = ~∇ · ~∇ =
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂

∂ρ

)
+

1

ρ2

∂2

∂φ2
+

cos θ

ρ2

∂

∂θ

(
cos θ

∂

∂θ

)
− sin 2θ

ρ

∂2

∂ρ ∂θ
. (A.129)

A.7.2 Plochy, objemy

Stejně jako v předchoźıch soustavách odvod́ıme velikosti základńıch ploch a základńıho objemu
prostorové buňky, tj. plochy a objem, ohraničené jednotlivými souřadnicovými rovinami (včetně
stejného zp̊usobu značeńı, daľśı značeńı viz také obr. A.6). Objem jedné buňky souřadnicové
śıtě bude

V =

ρ2ˆ

ρ1

ρ2 dρ

φ2ˆ

φ1

dφ

θ2ˆ

θ1

dθ

cos2 θ
=
ρ3

2 − ρ3
1

3

(
φ2 − φ1

)(
|tan θ2| − |tan θ1|

)
. (A.130)

Determinanty submatic metrického tenzoru, odpov́ıdaj́ıćı jednotlivým plochám prostorové buňky
(zp̊usob značeńı je popsán v rámci popisu válcové a kulové soustavy) budou

J ′ρ =
ρ2

cos2 θ
, J ′φ =

ρ

cos2 θ
, J ′θ =

ρ

cos θ
(A.131)

a plochy jednotlivých buněk śıtě budou mı́t velikost

Sρ = ρ2

φ2ˆ

φ1

dφ

θ2ˆ

θ1

dθ

cos2 θ
= ρ2

(
φ2 − φ1

)(
|tan θ2| − |tan θ1|

)
, (A.132)

Sφ =

θ2ˆ

θ1

dθ

cos2 θ

ρ2ˆ

ρ1

ρ dρ =
ρ2

2 − ρ2
1

2

(
|tan θ2| − |tan θ1|

)
, (A.133)

Sθ =
1

cos θ

ρ2ˆ

ρ1

ρdρ

φ2ˆ

φ1

dφ =
ρ2

2 − ρ2
1

2

(φ2 − φ1)

cos θ
. (A.134)

A.7.3 Vektory polohy, rychlosti a zrychleńı

Při popisu vektor̊u v diskové soustavě vyjdeme jako obvykle z jejich základńıho popisu v sou-
stavě kartézské, zahrneme všechny rovnice pro derivace jednotkových vektor̊u i vektorových
složek (rovnice (A.108)-(A.113)). Polohový vektor v diskové soustavě bude

~r = xx̂ + yŷ + zẑ =
ρ̂ρ+ θ̂ρ sin θ

cos2 θ
. (A.135)

Tento závěr již neńı tak názorný a snadno představitelný, jako v př́ıpadě předchoźıch typ̊u
souřadnic. Vektor rychlosti ~v bude

~v = ρ̂

(
ρ̇+ ρθ̇ tan θ

cos2 θ

)
+ φ̂ρφ̇+ θ̂

(
ρ̇ tan θ

cos θ
+

ρθ̇

cos3 θ

)
. (A.136)
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Vektory rychlosti a zrychleńı muśı být zároveň definovány jako

~v = vρρ̂+ vφφ̂+ vθθ̂, ~a =
d~v

dt
= aρρ̂+ aφφ̂+ aθθ̂. (A.137)

Derivováńım rovnice (A.136) podle času dostáváme jednotlivé složky vektoru zrychleńı v dis-
kové souřadné soustavě

aρ =
ρ̈+ tan θ[ρθ̈ + 2θ̇(ρ̇+ ρθ̇ tan θ)]

cos2 θ
− ρφ̇2 =

dvρ
dt
− ρφ̇2 − θ̇

cos2 θ

(
ρ̇ tan θ +

ρθ̇

cos2 θ

)
,

aφ = ρφ̈+ 2ρ̇φ̇ =
dvφ
dt

+ ρ̇φ̇, (A.138)

aθ =
1

cos θ

[
ρ̈ tan θ +

ρθ̈ + 2θ̇ (ρ̇+ ρθ̇ tan θ)

cos2 θ

]
=

dvθ
dt
− tan θ θ̇

cos θ

(
ρ̇ tan θ +

ρθ̇

cos2 θ

)
.

Z uvedených rovnic snadno zjist́ıme, že pro hlavńı členy složek rychlosti plat́ı

ρ̇ = vρ − vθ sin θ, φ̇ =
vφ
ρ
, θ̇ =

(vθ − vρ sin θ) cos θ

ρ
. (A.139)

Protože d~v/dt = ∂~v/∂t + ~v · ~∇~v, můžeme napsat zrychleńı, vyjádřené v diskové souřadné
soustavě, pomoćı složek vektoru rychlosti

aρ =
∂vρ
∂t

+ vρ
∂vρ
∂ρ

+
vφ
ρ

∂vρ
∂φ

+ vθ
cos θ

ρ

∂vρ
∂θ︸ ︷︷ ︸

(~v·~∇)vρ

−
v2
φ + v2

θ

ρ
+
vρvθ sin θ

ρ
, (A.140)

aφ =
∂vφ
∂t

+ vρ
∂vφ
∂ρ

+
vφ
ρ

∂vφ
∂φ

+ vθ
cos θ

ρ

∂vφ
∂θ︸ ︷︷ ︸

(~v·~∇)vφ

+
vρvφ
ρ
−
vφvθ sin θ

ρ
, (A.141)

aθ =
∂vθ
∂t

+ vρ
∂vθ
∂ρ

+
vφ
ρ

∂vθ
∂φ

+ vθ
cos θ

ρ

∂vθ
∂θ︸ ︷︷ ︸

(~v·~∇)vθ

−
v2
θ sin θ

ρ
+
vρvθ sin2 θ

ρ
. (A.142)

Členy na pravých stranách rovnic (A.140)-(A.142), spojené svorkou, vyjadřuj́ı (nelineárńı) ad-
vekci, zbývaj́ıćı členy reprezentuj́ıćı tzv. fiktivńı (setrvačné) śıly - odstředivá śıla, Coriolisova
śıla, Eulerova śıla.

Porovnáńım rovnic (A.108) a (A.139) můžeme zapsat složky vektoru rychlosti vρ, vφ, vθ
v diskové soustavě pomoćı složek vektoru rychlosti vρ, cyl, vφ, cyl, vz ve standardńı válcové
souřadné soustavě (odstavec A.2). Dostáváme tak vzájemný vztah mezi velikostmi složek rych-
losti v obou soustavách,

vρ = vρ, cyl +
z

ρ
vz = vρ, cyl + vz tan θ, vφ = vφ, cyl, vθ =

√
ρ2 + z2

ρ
vz =

vz
cos θ

. (A.143)

Vezmeme-li dále v úvahu vertikálńı hydrostatickou rovnováhu v takovém disku, vz = 0, pohy-
bové rovnice (A.140)-(A.142) budou identické s odpov́ıdaj́ıćımi pohybovými rovnicemi (A.52)-
(A.54) ve standardńı válcové geometrii.



Př́ıloha B

Stručný úvod do parciálńıch
diferenciálńıch rovnic

Parciálńı diferenciálńı rovnice jsou, na rozd́ıl od obyčejných diferenciálńıch rovnic (viz kapi-
tola 3), diferenciálńı rovnice, obsahuj́ıćı parciálńı derivace funkćı v́ıce proměnných. Jedná se
např́ıklad o rovnice vývojové (transportńı - viz př́ıloha C), které jsou jednosměrné v čase a zpra-
vidla směřuj́ı k nějakému ustálenému stavu - rovnice 1. řádu (např. tzv. Burgersova rovnice)
nebo o rovnice 2. řádu, tedy tzv. parabolické parciálńı diferenciálńı rovnice, nebo o parciálńı
diferenciálńı rovnice, popisuj́ıćı periodické děje (vlnová rovnice) - tzv. hyperbolické parciálńı
diferenciálńı rovnice, nebo se jedná o tzv. eliptické parciálńı diferenciálńı rovnice (Poissonova
rovnice, Laplaceova rovnice), atd. Děleńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic na jednotlivé typy
je i z praktického hlediska podstatné, poněvadž každý z nich se zpravidla řeš́ı jiným zp̊usobem.

B.1 Parciálńı diferenciálńı rovnice 1. řádu

B.1.1 Homogenńı parciálńı diferenciálńı rovnice 1. řádu

Nejjednodušš́ımi parciálńımi diferenciálńımi rovnicemi jsou lineárńı homogenńı rovnice 1. řádu
dvou nezávisle proměnných x, y, vyskytuj́ı se zde tedy pouze prvńı (parciálńı) derivace v lineár-
ńım výrazu

a(x, y)
∂u(x, y)

∂x
+ b(x, y)

∂u(x, y)

∂y
= 0. (B.1)

Řešeńım takové rovnice bude funkce u(x, y). Funkci dvou proměnných, reprezentovanou plo-
chou, můžeme charakterizovat pomoćı vrstevnic x = x(s), y = y(s), kde s je parametr. Funkce
u
[
x(s), y(s)

]
je tedy na vrstevnićıch konstantńı, můžeme ji považovat za funkci jedné proměnné

(parametru s),

du
[
x(s), y(s)

]
ds

=
∂u

∂x

dx

ds
+
∂u

∂y

dy

ds
= 0, (B.2)

kdy hledáme řešeńı systému obyčejných diferenciálńıch rovnic (tzv. charakteristické soustavy)

dx

ds
= a(x, y),

dy

ds
= b(x, y), (B.3)

které označujeme jako charakteristiky (také 1. integrál). Obecnou rovnici charakteristik potom
definujeme jako ϕ(x, y) = C a obecné řešeńı rovnice dvou proměnných lze zapsat jako u(x, y) =

153
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Φ
[
ϕ(x, y)

]
, kdy funkci Φ lze považovat za libovolnou funkci jedné proměnné ϕ. V př́ıpadě

rovnice n nezávisle proměnných bude mı́t obecné řešeńı tvar

u(x1, . . . , xn) = Φ
[
ϕ1(x1, . . . , xn), . . . , ϕn−1(x1, . . . , xn)

]
. (B.4)

� Př́ıklady řešeńı lineárńıch homogenńıch parciálńıch diferenciálńıch rovnic:

1. Mějme zadanou jednoduchou homogenńı rovnici dvou nezávisle proměnných,

x2∂u

∂x
+ y2∂u

∂y
= 0, (B.5)

charakteristická soustava tedy bude dx/ds = x2, dy/ds = y2, jej́ım řešeńım budou cha-
rakteristiky −1/x = s + C1, −1/y = s + C2 a po vyloučeńı parametru s dostáváme
1/y − 1/x = C = ϕ(x, y). Výsledné obecné řešeńı tedy bude

u(x, y) = Φ

(
1

y
− 1

x

)
. (B.6)

2. Jiný jednoduchý př́ıklad může představovat např́ıklad homogenńı rovnice

∂u

∂x
= 6x2∂u

∂y
, (B.7)

jej́ıž charakteristická soustava bude dx/ds = 1, dy/ds = −6x2, kdy řešeńım prvńı rov-
nice soustavy bude charakteristika x = s + C1 a protože dy = −6 (s + C1)2ds, druhá
charakteristika bude y = −2s3 − 6s2C1 − 6sC2

1 + C2. Vyjádř́ıme-li z prvńı charakte-
ristiky s = x − C1 a tento výraz dosad́ıme do druhé charakteristiky, dostáváme rovnici
y + 2x3 = 2C3

1 + C2 = C = ϕ(x, y). Výsledné obecné řešeńı tedy bude

u(x, y) = Φ
(
y + 2x3

)
. (B.8)

K tomuto výsledku lze ovšem dospět mnohem rychleji, uvědomı́me-li si, že v př́ıpadě
homogenńı rovnice dostaneme vyděleńım rovnic charakteristické soustavy obyčejnou di-
ferenciálńı rovnici 1. řádu, tedy (dy/ds)/(dx/ds) = dy/dx = −6x2 a tedy y = −2x3 +C.

3. Mějme zadánu homogenńı rovnici tř́ı proměnných x, y, z,

(z − y)
∂u

∂x
+ (x− z)∂u

∂y
+ (y − x)

∂u

∂z
= 0, (B.9)

s okrajovou podmı́nkou u(0, y, z) = yz. Charakteristická soustava v tomto př́ıpadě bude
dx/ds = (z − y), dy/ds = (x− z), dz/ds = (y − x), po jej́ım sečteńı dostáváme dx/ds+
dy/ds + dz/ds = 0 a po integraci podle s dostáváme x + y + z = C1. Protože zadaná
rovnice obsahuje tři proměnné, potřebujeme ještě jednu obecnou rovnici charakteristik,
např́ıklad vynásobeńım každé charakteristiky odpov́ıdaj́ıćı proměnnou dostaneme výrazy
x dx/ds = (z − y)x, y dy/ds = (x − z)y, z dz/ds = (y − x)z. Po jej́ım sečteńı (opět
s nulovým součtem), po jej́ı integraci podle s a po vynásobeńı dvěma (kdy x′ = dx/ds,
atd.) dostáváme 2xx′ + 2yy′ + 2zz′ = 0 a tedy x2 + y2 + z2 = C2. Obecné řešeńı bude

u(x, y, z) = Φ
(
x+ y + z, x2 + y2 + z2

)
. (B.10)

Po dosazeńı okrajové podmı́nky dostaneme Φ
(
y + z, y2 + z2

)
= yz, označ́ıme-li y + z =

ξ, y2 + z2 = η, můžeme psát Φ
(
ξ, η
)

= (ξ2 − η)/2. Explicitńım řešeńım okrajové úlohy
bude funkce

u(x, y, z) =
(x+ y + z)2 − (x2 + y2 + z2)

2
= xy + xz + yz. (B.11)
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� Nelineárńı homogenńı parciálńı diferenciálńı rovnice - neviskózńı Burgersova
rovnice:

Jedná se o nelineárńı rovnici (nazývanou také transportńı rovnice) funkce u(t, x) dvou nezávisle
proměnných t, x (kdy v prostorovém členu je tato funkce násobkem, tj. vyšš́ı mocninou), která
popisuje nelineárńı postupnou vlnu. V jednorozměrném př́ıpadě má podobu

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0. (B.12)

Charakteristické rovnice vzhledem k rovnici (B.12) budou

dt

ds
= 1,

dx

ds
= u, a také

du

dt
= 0. (B.13)

Z prvńı rovnice vyplývá t = s, jako parametr můžeme tedy zvolit př́ımo t. Třet́ı rovnice ř́ıká,
že u je konstantńı podél charakteristik, ze druhé rovnice potom vyplývá, že charakteristiky
budou př́ımkami v rovině x, t. Řešeńı druhé a třet́ı charakteristické rovnice je jednoduché:

x = ut+ C1, u = C2. (B.14)

Uvědomı́me-li si, že C2 muśı být funkćı C1, tedy C2 = C2(C1), substitućı x−ut za C1 dostáváme
obecné řešeńı parciálńı diferenciálńı rovnice:

u(x, t) = C2(x− ut) = Φ(x− ut). (B.15)

Pro jednoznačné určeńı obecné funkce Φ zavedeme počátečńı (okrajovou) podmı́nku, např́ıklad
u(x, 0) = x. Potom můžeme psát u(x, 0) = C2

[
x−u(x, 0) · 0

]
= x a tedy C2(x) = x. Dostáváme

rovnici u = x− ut, výsledné jednoznačné řešeńı v tomto př́ıpadě bude

u(x, t) =
x

1 + t
. (B.16)

B.1.2 Nehomogenńı parciálńı diferenciálńı rovnice 1. řádu

Nehomogenńı parciálńı diferenciálńı rovnici 1. řádu dvou nezávisle proměnných můžeme obecně
zapsat ve tvaru

a(x, y)
∂u(x, y)

∂x
+ b(x, y)

∂u(x, y)

∂y
= f(x, y). (B.17)

Obdobně jako v př́ıpadě homogenńı rovnice můžeme psát

du
[
x(s), y(s)

]
ds

=
∂u

∂x

dx

ds
+
∂u

∂y

dy

ds
= f(x, y), (B.18)

kde potom hledáme řešeńı systému charakteristických rovnic

dx

ds
= a(x, y),

dy

ds
= b(x, y),

du

ds
= f(x, y). (B.19)
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� Př́ıklady řešeńı lineárńıch nehomogenńıch parciálńıch diferenciálńıch rovnic:

1. Uvažujme jednoduchou nehomogenńı parciálńı diferenciálńı rovnici dvou nezávisle proměn-
ných

∂u

∂x
+
∂u

∂y
= x s okrajovou podmı́nkou u(x, a) = 1, (B.20)

kde a je konstanta. Ze systému rovnic (B.19) vyplývá charakteristická soustava dx/ds =
1, dy/ds = 1, du/ds = x. Vyděleńım prvńıch dvou charakteristických rovnic a např́ıklad
třet́ı a prvńı, dostáváme charakteristiky C1 = y − x, C2 = u − x2/2. Dostáváme tedy
obecné řešeńı parciálńı diferenciálńı rovnice ve tvaru:

Φ(y − x, u− x2/2) = 0, (B.21)

kde Φ je libovolná funkce charakteristik. Přeṕı̌seme nyńı rovnici pomoćı okrajové podmı́n-
ky jako funkci charakteristik a konstant, tj. Φ(a− x, 1− x2/2) = Φ(C1, C2) = 0, z prvńı
charakteristiky potom vyplývá x = a − C1, z druhé charakteristiky dostáváme C2 =
1−(a−C1)2/2. Posledńı výraz můžeme přepsat jako 1−(a−C1)2/2−C2 = Φ(C1, C2) = 0,
po dosazeńı do charakteristik dostaneme explicitńı výraz 1−

[
a2−2a(y−x)+(y−x)2

]
/2−

u+ x2/2 = 0. Výsledné řešeńı okrajové úlohy pro zadanou rovnici potom bude

u(x, y) = xy + a(y − x)− y2 + a2

2
+ 1. (B.22)

2. Nehomogenńı parciálńı diferenciálńı rovnice dvou nezávisle proměnných má tvar

y
∂u

∂x
− x∂u

∂y
= y2 − x2, s okrajovou podmı́nkou u(x, a) = x2 − a2, (B.23)

kde a je konstanta. Ze systému rovnic (B.19) vyplývá charakteristická soustava dx/ds =
y, dy/ds = −x, du/ds = y2−x2. Všimněme si, že v tom př́ıpadě plat́ı y dx/ds+x dy/ds =
du/ds. Rovnice dy/dx = −x/y, jej́ı integrace dává prvńı charakteristiku x2 + y2 =
C1. Rovnici y dx/ds + x dy/ds = du/ds můžeme zapsat jako d(xy)/ds = du/ds, po
jej́ı integraci dostáváme druhou charakteristiku u − xy = C2. Obecné řešeńı parciálńı
diferenciálńı rovnice bude mı́t tvar:

Φ(x2 + y2, u− xy) = 0, (B.24)

kde Φ je libovolná funkce charakteristik. Přeṕı̌seme nyńı opět rovnici pomoćı okrajové
podmı́nky jako funkci charakteristik a konstant, tj. Φ(x2 +a2, x2−a2−ax) = Φ(C1, C2) =
0. Z prvńı charakteristiky vyplývá x = ±

√
C1 − a2, z druhé charakteristiky potom vy-

plyne rovnice pro obě charakteristiky ve tvaru C1 − 2a2 ∓ a
√
C1 − a2 − C2 = 0. Po

dosazeńı p̊uvodńıch výraz̊u do charakteristik dostaneme explicitńı výraz x2 + y2 − 2a2 ∓
a
(
±
√
x2 + y2 − a2

)
− u + xy = 0. Výsledné řešeńı okrajové úlohy pro zadanou rovnici

bude

u(x, y) = x2 + y2 + xy − a
√
x2 + y2 − a2 − 2a2. (B.25)
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� Př́ıklady řešeńı nelineárńıch nehomogenńıch parciálńıch diferenciálńıch rovnic:

1. Nehomogenńı nelineárńı parciálńı diferenciálńı rovnice dvou nezávisle proměnných má
tvar

xu
∂u

∂x
+ yu

∂u

∂y
= −xy, s okrajovou podmı́nkou u

(
x,

a2

x

)
= h, (B.26)

kde a, h jsou konstanty. Ze systému rovnic (B.19) vyplývá charakteristická soustava
dx/ds = xu, dy/ds = yu, du/ds = −xy. Integrace rovnice dy/dx = y/x dává prvńı
charakteristiku y/x = C1. Všimněme si, že v tomto př́ıpadě plat́ı y dx/ds + x dy/ds =
2uxy, tuto rovnici můžeme tedy zapsat jako d(xy)/ds = −2udu/ds = −du2/ds, po
jej́ı integraci dostáváme druhou charakteristiku u2 + xy = C2. Obecné řešeńı parciálńı
diferenciálńı rovnice bude mı́t tvar:

Φ
(y
x
, u2 + xy

)
= 0, (B.27)

kde Φ je libovolná funkce charakteristik. Přeṕı̌seme nyńı opět rovnici pomoćı okrajové
podmı́nky jako funkci charakteristik a konstant, tj. Φ(a2/x2, h2 + a2) = Φ(C1, C2) = 0.
Z prvńı charakteristiky vyplývá x = ±

√
a2/C1, z druhé charakteristiky potom vyplyne

rovnice pro obě charakteristiky ve tvaru h2 + a2−C2 = 0. Po dosazeńı p̊uvodńıch výraz̊u
do charakteristik dostaneme explicitńı výraz h2 + a2 − u2 − xy = 0. Výsledné řešeńı
okrajové úlohy pro zadanou rovnici bude

u(x, y) =

√
h2 + a2 − xy. (B.28)

2. Nehomogenńı nelineárńı parciálńı diferenciálńı rovnice dvou nezávisle proměnných má
tvar

yu
∂u

∂x
− xu∂u

∂y
= x− y, s okrajovou podmı́nkou u(x, x) = h, (B.29)

kde h je konstanta. Ze systému rovnic (B.19) vyplývá charakteristická soustava dx/ds =
yu, dy/ds = −xu, du/ds = x− y. Opět zde integrace rovnice dy/dx = −x/y dává prvńı
charakteristiku x2 + y2 = C1. Rovnici dx/ds+ dy/ds = d(x+ y)/ds můžeme zapsat jako
d(x + y)/ds = u(x − y) = udu/ds, po jej́ı integraci dostáváme druhou charakteristiku
u2 + 2x+ 2y = C2. Obecné řešeńı parciálńı diferenciálńı rovnice bude mı́t tvar:

Φ(x2 + y2, u2 + 2x+ 2y) = 0, (B.30)

kde Φ je libovolná funkce charakteristik. Přeṕı̌seme nyńı opět rovnici pomoćı okrajové
podmı́nky jako funkci charakteristik a konstant, tj. Φ(2x2, h2 + 4x) = Φ(C1, C2) = 0.
Z prvńı charakteristiky vyplývá x = ±

√
C1/2, z druhé charakteristiky potom vyplyne

rovnice pro obě charakteristiky ve tvaru h2 ± 4
√
C1/2− C2 = 0. Po dosazeńı p̊uvodńıch

výraz̊u do charakteristik dostaneme explicitńı výraz h2 +2
√

2
√
x2 + y2−u2−2x−2y = 0.

Výsledné řešeńı okrajové úlohy pro zadanou rovnici bude

u(x, y) =

√
2
√

2(x2 + y2)− 2x− 2y + h2. (B.31)

Analogickým zp̊usobem lze řešit (téměř) jakoukoli parciálńı diferenciálńı rovnici 1. řádu. Pod-
statné je vždy nalezeńı jisté symetrie v zadáńı rovnice, která umožńı sestaveńı charakteris-
tických rovnic a nalezeńı př́ıslušných charakteristik. Zájemce o hlubš́ı porozuměńı této proble-
matice odkazuji např́ıklad na skripta Arsenin (1977); Posṕı̌śıl (2006); Franc̊u (2011).
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B.2 Parciálńı diferenciálńı rovnice 2. řádu

B.2.1 Klasifikace parciálńıch diferenciálńıch rovnic 2. řádu

Obecná parciálńı diferenciálńı rovnice 2. řádu funkce u(x, y) (pro jednoduchost se omeźıme
pouze na funkce dvou proměnných) má tvar:

a11(x, y)
∂2u

∂x2
+ a12(x, y)

∂2u

∂x∂y
+ a22(x, y)

∂2u

∂y2
+

+ b1(x, y)
∂u

∂x
+ b2(x, y)

∂u

∂y
+ c(x, y)u+ d(x, y) = 0. (B.32)

nebo, ve zjednodušené notaci, použ́ıvané v daľśım textu (ux = ∂u/∂x, uxx = ∂2u/∂x2, atd.) :

a11(x, y)uxx + a12(x, y)uxy + a22(x, y)uyy+

+ b1(x, y)ux + b2(x, y)uy + c(x, y)u+ d(x, y) = 0. (B.33)

Typ rovnice (v př́ıpadě funkce dvou proměnných) je určen následuj́ıćımi podmı́nkami:

a11a22 − a2
12 = 0 rovnice parabolická, (B.34)

a11a22 − a2
12 < 0 rovnice hyperbolická, (B.35)

a11a22 − a2
12 > 0 rovnice eliptická. (B.36)

Úpravou obecného tvaru rovnice transformaćı do nových proměnných prostřednictv́ım kvadra-
tické formy lze źıskat kanonický tvar rovnic:

a11(x, y)ux − a22(x, y)uyy + . . . = 0 rovnice parabolická,

a11(x, y)uxx− a22(x, y)uyy + . . . = 0 rovnice hyperbolická,

a11(x, y)uxx + a22(x, y)uyy + . . . = 0 rovnice eliptická.

(B.37)

V př́ıpadě rovnice v́ıce proměnných je situace komplikovaněǰśı, typ rovnice je jednoznačně určen
tzv. matićı kvadratické formy, resp. druhem jej́ı definitnosti. Př́ıkladem transformace obecného
polynomu druhého stupně na kvadratickou formu může být:

3x2 + 2xy + 2y2 = 3

(
x2 +

2

3
xy +

2

3
y2

)
= 3

[(
x+

1

3
y

)2

− 1

9
y2 +

2

3
y2

]
=

= 3

[(
x+

1

3
y

)2

+
5

9
y2

]
= 3

(
x+

1

3
y

)2

+
5

3
y2. (B.38)

Substitućı

{
x+ 1

3y = ξ1

y = ξ2

}
dostáváme 3 ξ2

1 +
5

3
ξ2

2 , což lze zapsat jako:

(
ξ1 ξ2

)3 0

0
5

3

(ξ1

ξ2

)
. (B.39)

Obdobným zp̊usobem můžeme transformovat obecnou parciálńı diferenciálńı rovnici 2. řádu:
pokud je diagonálńı matice kvadratické formy pozitivně nebo negativně definitńı, tj. jej́ı vlastńı
hodnoty (viz rovnice (2.17)-(2.19)) jsou bud’ všechny kladné nebo všechny záporné, potom
se jedná o rovnici eliptickou. Pokud je diagonálńı matice kvadratické formy indefinitńı (tj. kdy
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některé vlastńı hodnoty jsou kladné, některé záporné), potom se jedná bud’ o rovnici hyperbo-
lickou (odlǐsuje se znaménko pouze jedné vlastńı hodnoty) nebo ultrahyperbolickou. Pokud je
diagonálńı matice kvadratické formy semidefinitńı (některé vlastńı hodnoty jsou nulové), potom
se jedná se o rovnici parabolickou (jedna vlastńı hodnota je nulová), př́ıpadně tzv. parabolickou
v širš́ım smyslu.

Kanonický tvar jednotlivých typ̊u rovnic, např́ıklad pro obecnou funkci čtyř proměnných
u = u(x1, x2, x3, x4), vypadá potom schématicky následovně:

∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

+
∂2u

∂x2
3

± ∂u

∂x4
+ . . . . . . = 0 parabolická, (B.40)

∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

± ∂u

∂x3
± ∂u

∂x4
+ . . . . . . = 0 parabolická v širš́ım smyslu, (B.41)

∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

+
∂2u

∂x2
3

− ∂2u

∂x2
4

+ . . . . . . = 0 hyperbolická, (B.42)

∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

− ∂2u

∂x2
3

− ∂2u

∂x2
4

+ . . . . . . = 0 ultrahyperbolická, (B.43)

∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

+
∂2u

∂x2
3

+
∂2u

∂x2
4

+ . . . . . . = 0 eliptická. (B.44)

V daľśım výkladu ukážeme řešeńı některých vybraných parciálńıch diferenciálńıch rovnic pa-
rabolických, hyperbolických a eliptických.

� Fyzikálńı podoba parabolických parciálńıch diferenciálńıch rovnic

Nejobvykleǰśı tvar parabolické parciálńı diferenciálńı rovnice (např. rovnice vedeńı tepla) je:

ut = k(uxx + uyy + . . .), (B.45)

kde
”
konstanta“ k (což nemuśı být doslova konstanta, člen k pouze neobsahuje funkci proměn-

ných x, y, . . .) má význam: k = λ/(cpρ), kde λ znamená součinitel tepelné vodivosti, cp tepelnou
kapacitu (při stálém tlaku) a ρ hustotu.

B.2.2 Metoda fundamentálńıho řešeńı (metoda Greenovy funkce)

Řešeńı rovnic pomoćı formalismu Fourierovy transformace a konvoluce funkćı, zavedených
v odstavci 9.2, si detailněji ukážeme na následuj́ıćıch řešených př́ıkladech (v daľśım textu bu-
deme vždy uvádět zkratkami LS levou stranu rovnice a PS jej́ı pravou stranu) parabolických
parciálńıch diferenciálńıch rovnic:

� Homogenńı rovnice, nehomogenńı obecná počátečńı podmı́nka:

Homogenńı úlohou rozumı́me rovnici bez bez zdroje tepla, tj. bez pravé strany, nehomogenńı
pravá strana znamená dodatečný zdroj tepla. V př́ıpadě homogenńıch počátečńıch respektive
okrajových podmı́nek je př́ıslušná funkce v čase t = 0, př́ıpadně na definovaných okraj́ıch,
nulová.

ut = a2uxx, t > 0, x ∈ R, s nehomogenńı počátečńı podmı́nkou u(0, x) = ϕ(x). (B.46)
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LS: ût(t, ξ) =

ˆ ∞
−∞

ut(t, x) e−ixξ dx = ût(t, x). (B.47)

PS: ûxx(t, ξ) =

ˆ ∞
−∞

uxx(t, x) e−ixξ dx =
[
ux e−ixξ

]∞
−∞︸ ︷︷ ︸

0

+iξ

∞̂

−∞

ux(t, x) e−ixξ dx = −ξ2 û(ξ).

(B.48)

Dostáváme tedy obyčejnou diferenciálńı rovnici 1. řádu s jednoduše separovatelnými proměn-
nými: ût(ξ) = −a2ξ2 û(ξ), jej́ıž řešeńı snadno urč́ıme jako û(ξ) = C e−a

2ξ2t, respektive û(t, ξ) =
C(ξ) e−a

2ξ2t. Funkci C(ξ) urč́ıme z počátečńı podmı́nky (B.46): û(0, ξ) = ϕ̂(ξ) = C(ξ), û(t, ξ) =
C(ξ) e−a

2ξ2t. Zavedeme funkci G(t, x) (Greenovu funkci) jako zpětný Fourier̊uv obraz (vzor)

funkce Ĝ(t, ξ) = e−a
2ξ2t, dostáváme tedy û(t, ξ) = ϕ̂(ξ)·Ĝ(t, ξ) = ̂(ϕ ∗G)(t, ξ), a tedy u(t, x) =

(ϕ ∗G)(t, x):

G(t, x) =
1

2π

ˆ ∞
−∞

Ĝ(t, ξ) eiξx dξ =
1

2π

ˆ ∞
−∞

e−a
2ξ2t eiξx dξ =

1

2π

ˆ ∞
−∞

e−(a2ξ2t−iξx) dξ =

=
1

2π

ˆ ∞
−∞

e
−(aξ

√
t− ix

2a
√
t
)2

e−
x2

4a2t dξ =

{
aξ
√
t− ix

2a
√
t

= η

a
√
t dξ = dη

}
=

1

2a
√
πt

e−
x2

4a2t = G(x, t). (B.49)

Výsledné řešeńı zadané parabolické parciálńı diferenciálńı rovnice potom bude

u(t, x) = (ϕ ∗G)(t, x) =

ˆ ∞
−∞

ϕ(y)G(t, x− y) dy =
1

2a
√
πt

ˆ ∞
−∞

ϕ(y) e−
(x−y)2

4a2t dy. (B.50)

V obecném př́ıpadě, kdy u(τ, x) = ϕ(x) dostáváme výslednou funkci ve tvaru:

u(t, x) =
1

2a
√
πt

ˆ ∞
−∞

ϕ(y) e
− (x−y)2

4a2(t−τ) dy. (B.51)

� Nehomogenńı rovnice s homogenńı počátečńı podmı́nkou:

ut = a2uxx + f, t > 0, x ∈ R, s homogenńı počátečńı podmı́nkou u(0, x) = 0.

Předpokládáme řešeńı ve tvaru: u(t, x) =

ˆ t

0
w(t, x, σ) dσ, kdy

ut(t, x) = w(t, x, t) +

ˆ t

0
wt(t, x, σ) dσ, uxx(t, x) =

ˆ t

0
wxx(t, x, σ) dσ, potom plat́ı

w(t, x, t) +

ˆ t

0
wt(t, x, σ) dσ = a2

ˆ t

0
wxx(t, x, σ) dσ + f(t, x), to odpov́ıdá

ˆ t

0

[
wt(t, x, σ)− a2wxx(t, x, σ)

]︸ ︷︷ ︸
předpoklad = 0

dσ = f(t, x)− w(t, x, t)︸ ︷︷ ︸
předpoklad = 0

, z toho vyplývá

wt(t, x, σ) = a2wxx(t, x, σ), s počátečńı podmı́nkou w(σ, x, σ) = f(σ, x), tedy

w(t, x, σ) =
1

2a
√
π(t− σ)

ˆ ∞
−∞

f(σ, y) e
− (x−y)2

4a2(t−σ) dy. (B.52)

Výsledné řešeńı bude

u(t, x) =
1

2a

ˆ t

0

ˆ ∞
−∞

f(σ, y)√
t− σ

e
− (x−y)2

4a2(t−σ) dσ dy. (B.53)
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� Nehomogenńı rovnice s nehomogenńı počátečńı podmı́nkou:

ut = a2uxx + f, t > 0, x ∈ R, s nehomogenńı počátečńı podmı́nkouu(0, x) = ϕ(x). (B.54)

Z linearity vyplývá, že funkci lze rozdělit následuj́ıćım zp̊usobem:

u(t, x) = v(t, x) + w(t, x), (B.55)

vt(t, x) = a2vxx + f, v(0, x) = 0 1. funkce, (B.56)

wt = a2wxx, w(0, x) = ϕ(x) 2. funkce. (B.57)

Z počátečńı podmı́nky ϕ(x) = v(0, x) + w(0, x) = w(0, x), kde ovšem v(0, x) = 0, dostáváme:

u(t, x) =

ˆ ∞
−∞

ϕ(y)G(x, y, t) dy +

ˆ t

0

ˆ ∞
−∞

f(σ, y)G(x, y, t− σ) dσ dy =

=
1

2a
√
πt

ˆ ∞
−∞

ϕ(y) e−
(x−y)2

4a2t dy +
1

2a

ˆ t

0

ˆ ∞
−∞

f(σ, y)√
t− σ

e
− (x−y)2

4a2(t−σ) dσ dy. (B.58)

B.2.3 Řešeńı parabolických parciálńıch diferenciálńıch rovnic Fourierovou
metodou (metodou separace proměnných)

Metodu, která se velmi často použ́ıvá při řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic 2. řádu, si opět
detailněji ukážeme na řešených př́ıkladech parabolických parciálńıch diferenciálńıch rovnic.

� Homogenńı jednorozměrná úloha, homogenńı okrajové podmı́nky, obecná počá-
tečńı podmı́nka:

ut = a2uxx, t > 0, x ∈ (0, `), u(0, x) = ϕ(x), u(t, 0) = 0 = u(t, `). (B.59)

Předpokládáme, že funkci u(t, x) lze vyjádřit jako součin dvou separovaných funkćı, kdy každá
je funkćı jen jedné z obou proměnných: u(t, x) = T (t)X(x). Obě strany rovnice (B.59) lze
potom vyjádřit následuj́ıćım zp̊usobem:

T ′X = a2TX ′′, separujeme do podoby
T ′

a2T
=
X ′′

X
= −λ. Řešeńı PS potom bude (B.60)

X ′′ + λX = 0, z toho vyplývá X(x) = v(x) = A sin
√
λx+B cos

√
λx. (B.61)

Zahrnut́ım okrajové podmı́nky źıskáme př́ıslušné koeficienty PS:

X(0) = B = 0, X(`) = A sin
√
λ` = 0, a tedy

√
λ =

kπ

`
, (B.62)

kde konstanta A může nabývat libovolné hodnoty (např. 1). PS můžeme tedy zapsat jako

Xk = vk = sin

(
kπ

`
x

)
. (B.63)

LS řeš́ıme jako obyčejnou diferenciálńı rovnici 1. řádu,

T ′

T
= −a2λ, z toho vyplývá T = Ck e−a

2λk t = Ck e−(akπ` )
2
t, (B.64)
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Obě takto nalezené separátńı funkce potom zaṕı̌seme jako součin:

u(t, x) =
∞∑
k=1

Ck e−(akπ` )
2
t sin

(
kπ

`
x

)
. (B.65)

Fourier̊uv koeficient Ck źıskáme pomoćı počátečńı podmı́nky:

ϕ(x) =

∞∑
k=1

Ck sin

(
kπ

`
x

)
=

∞∑
k=1

Ck vk, a tedy Ck =
1

‖vk‖2

ˆ `

0
ϕ(ξ) vk(ξ) dξ. (B.66)

Normu ‖vk‖ funkce vk řeš́ıme jako normu spojitě definovaného vektoru (viz rovnice (2.1)), tedy

‖vk‖2 =

ˆ `

0
v2
k(ξ) dξ =

ˆ `

0
sin2

(
kπ

`
ξ

)
dξ =

`

2
, Ck =

2

`

ˆ `

0
ϕ(ξ) sin

(
kπ

`
ξ

)
dξ. (B.67)

Výslednou funkci můžeme potom zapsat ve tvaru

u(t, x) =
2

`

∞∑
k=1

ˆ `

0

[
ϕ(ξ) sin

(
kπ

`
ξ

)
dξ

]
e−(akπ` )

2
t sin

(
kπ

`
x

)
. (B.68)

� Homogenńı dvourozměrná úloha, homogenńı okrajové podmı́nky, obecná počá-
tečńı podmı́nka:

Vedeńı tepla v pravoúhlých směrech:

ut = a2 (uxx + uyy) , t > 0, x ∈ (0, `1), y ∈ (0, `2), u(0, x, y) = ϕ(x, y),

u(t, 0, y) = 0 = u(t, `1, y), u(t, x, 0) = 0 = u(t, x, `2). (B.69)

Předpokládáme tři funkce, které lze separovat (srovnej rovnici (B.60)), takže každá je funkćı jen
jedné ze tř́ı proměnných: u = TXY . Obě strany rovnice (B.2.3) lze potom vyjádřit následuj́ıćım
zp̊usobem:

T ′XY = a2(TX ′′Y + TXY ′′), tedy
T ′

a2T
=
X ′′

X
+
Y ′′

Y
= −(λ1 + λ2). (B.70)

Dále předpokládáme:

X ′′

X
= −λ1,

Y ′′

Y
= −λ2, (B.71)

což si můžeme dovolit vzhledem k následným úpravám LS rovnice. Dostáváme tak řešeńı PS,

Xm = sin

(
mπ

`1
x

)
, Yn = sin

(
nπ

`2
y

)
. (B.72)

LS opět řeš́ıme jako obyčejnou diferenciálńı rovnici 1. řádu,

T = Cmn e
−a2

[(
mπ
`1

)2
+
(
nπ
`2

)2
]
t
, (B.73)

Všechny tři nalezené separátńı funkce potom zaṕı̌seme jako součin

u(x, y, t) =

∞∑
m,n=1

Cmn e
−a2

[(
mπ
`1

)2
+
(
nπ
`2

)2
]
t
× sin

(
mπ

`1
x

)
sin

(
nπ

`2
y

)
. (B.74)
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Fourier̊uv koeficient źıskáme pomoćı počátečńı podmı́nky:

Cmn =
1

‖vmn‖2

ˆ `1

0

ˆ `2

0
ϕ(ξ, η) sin

(
mπξ

`1

)
sin

(
nπη

`2

)
dξ dη, (B.75)

Norma ‖vmn‖ funkce vmn je analogicky k rovnici (B.67) dána jako

‖vmn‖2 =

ˆ `1

0

ˆ `2

0
sin2

(
mπξ

`1

)
sin2

(
nπη

`2

)
dξ dη =

1

2
[ξ]`10 ×

1

2
[η]`20 =

`1 `2
4
. (B.76)

Výslednou funkci můžeme zapsat ve tvaru:

u(x, y, t) =
4

`1 `2

∞∑
m,n=1

ˆ `1

0

ˆ `2

0

[
ϕ(ξ, η) sin

(
mπξ

`1

)
sin

(
nπη

`2

)
dξ dη

]
×

× e
−a2

[(
mπ
`1

)2
+
(
nπ
`2

)2
]
t
× sin

(
mπ

`1
x

)
sin

(
nπ

`2
y

)
. (B.77)

V př́ıpadě nehomogenńıch okrajových podmı́nek bude nalezeńı partikulárńıho řešeńı kompli-
kovaněǰśı:

� Homogenńı jednorozměrná úloha, nehomogenńı okrajové podmı́nky, homogenńı
počátečńı podmı́nka:

Chladnut́ı tyče:

ut = a2uxx, t > 0, x ∈ (0, `), u(0, x) = 0, u(t, 0) = T1, u(t, `) = T2. (B.78)

Funkci linearizujeme: u(t, x) = v(t, x) +w(t, x), kdy funkce w(t, x) přejde na stacionárńı funkci
w(x) a bude splňovat okrajové podmı́nky následuj́ıćım zp̊usobem:

w(t, 0) = T1, w(t, `) = T2, v(t, 0) = v(t, `) = 0. (B.79)

Pro stacionárńı funkce dále plat́ı,

w(x) = T1 +
T2 − T1

`
x, v(0, x) = −T1 +

T1 − T2

`
x, (B.80)

v(0, x) + w(0, x) = 0 a tedy v(0, x) = −w(0, x). (B.81)

Rovnice (B.78), rozdělená pro obě funkce v a w bude mı́t tvar

vt = a2vxx, wt = a2wxx, (B.82)

kdy ovšem prostorové derivace funkce w budou

wx =
T2 − T1

`
, wxx = 0, vt = a2vxx, v = XT, (t, 0) = 0 = v(t, `), (B.83)

X(x) = A sin
√
λx+B cos

√
λx a tedy Xk = sin

(
kπ

`
x

)
, (B.84)

v(x, t) =

∞∑
k=1

Ck e−(akπ` )
2
t sin

(
kπ

`
x

)
. (B.85)
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T1

T2

` x

T

0
Obrázek B.1: Schématické znázorněńı pr̊uběhu funkce w(x).

Z počátečńı podmı́nky dále vyplývá

v(0, x) =

∞∑
k=1

Ck sin

(
kπ

`
x

)
= −T1 +

T1 − T2

`
x, z toho vyplývá:

Ck =
2

`

ˆ `

0

(
−T1 +

T1 − T2

`
x

)
sin

(
kπ

`
ξ

)
dξ =

=
2

`
T1

`

kπ

[
cos

(
kπ

`
ξ

)]`
0

+
T1 − T2

`

2

`

ˆ `

0
ξ sin

(
kπ

`
ξ

)
dξ =

=
2T1

kπ

[
(−1)k − 1

]
+

2(T1 − T2)

`2

{[
−ξ `

kπ
cos

(
kπ

`
ξ

)]`
0

+
`

kπ

ˆ `

0
cos

(
kπ

`
ξ

)
dξ

}
=

=
2T1

kπ

[
(−1)k − 1

]
+

2(T1 − T2)

`2

[
− `

2

kπ
(−1)k

]
=

=
2T1

kπ

[
(−1)k − 1

]
− 2(T1 − T2)

kπ
(−1)k = (−1)k

(
2T2

kπ

)
−
(

2T1

kπ

)
. (B.86)

Výsledná funkce bude mı́t tvar:

u(t, x) = T1 +
T2 − T1

`
x+

∞∑
k=1

[
(−1)k

(
2T2

kπ

)
−
(

2T1

kπ

)]
e−(akπ` )

2
t sin

(
kπ

`
x

)
. (B.87)

� Nehomogenńı jednorozměrná úloha s konstantńım zdrojem tepla T0, s homo-
genńımi podmı́nkami:

ut = a2uxx + T0, t > 0, x ∈ (0, `), u(0, x) = 0, u(t, 0) = 0 = u(t, `). (B.88)

u(t, x) = TX, X(x) = A sin
√
λx+B cos

√
λx, Xk(x) = vk(x) = sin

(
kπ

`
x

)
. (B.89)

Zvoĺıme rovnici ve tvaru

u(t, x) =

∞∑
k=1

Ck(t) sin

(
kπ

`
x

)
(B.90)

a pomoćı daľśı podmı́nky źıskáme nehomogenńı obyčejnou diferenciálńı rovnici

C ′k(t) + a2λkCk(t) = Fk(t), kde Fk(t) je Fourier̊uv koeficient nehomogenity. (B.91)
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Tuto rovnici dále řeš́ıme:

f(t, x) =

∞∑
k=1

Fk(t) sin

(
kπ

`
x

)
a tedy Fk(t) =

2

`

`ˆ

0

f(t, ξ) sin

(
kπ

`
ξ

)
dξ =

=
2

`

ˆ `

0
T0 sin

(
kπ

`
ξ

)
dξ =

2T0

`

`

kπ

[
− cos

kπ

`
ξ

]`
0

=
2T0

kπ

[
1− (−1)k

]
. (B.92)

Nejdř́ıve řeš́ıme homogenńı rovnici

C ′k(t) = −a2

(
kπ

`

)2

Ck(t) a tedy Ck(t) = K(t) e−(akπ` )
2
t, z toho vyplývá (B.93)

C ′k(t) = −
(
akπ

`

)2

K(t) e−(akπ` )
2
t +K ′(t) e−(akπ` )

2
t. (B.94)

Dosazeńım do nehomogenńı rovnice dostáváme

−
(
akπ

`

)2

K(t) e−(akπ` )
2
t +K ′(t) e−(akπ` )

2
t +

(
akπ

`

)2

K(t) e−(akπ` )
2
t =

=
2T0

kπ

[
1− (−1)k

]
, z toho vyplývá K ′(t) =

2T0

kπ

[
1− (−1)k

]
e(akπ` )

2
t. (B.95)

K(t) =

(
`

akπ

)2 2T0

kπ

[
1− (−1)k

]
e(akπ` )

2
t +K2. (B.96)

Z počátečńı podmı́nky Ck(0) = 0 vyplývá:

Ck(t) =

(
`

akπ

)2 2T0

kπ

[
1− (−1)k

]
+K2 e−(akπ` )

2
t, kde Ck(0) = 0, tedy

K2 = −
(

`

akπ

)2 2T0

kπ

[
1− (−1)k

]
=

(
`

akπ

)2 2T0

kπ

[
(−1)k − 1

]
. (B.97)

Výsledná funkce bude mı́t tvar:

u(t, x) =
∞∑
k=1

(
1− e−(akπ` )

2
t
) 2T0

kπ

(
`

akπ

)2 [
1− (−1)k

]
︸ ︷︷ ︸

Ck(t)

sin

(
kπ

`
x

)
. (B.98)

� Nehomogenńı jednorozměrná úloha s nekonstantńım zdrojem tepla, homogenńı
podmı́nky:

ut = a2uxx + tx, t > 0, x ∈ (0, `), u(0, x) = 0, u(t, 0) = 0 = u(t, `), (B.99)

u(t, x) = TX, X(x) = A sin
√
λx+B cos

√
λx, Xk(x) = vk(x) = sin

(
kπ

`
x

)
. (B.100)

Opět řeš́ıme rovnici ve tvaru:

u(t, x) =

∞∑
k=1

Ck(t) sin

(
kπ

`
x

)
, tedy C ′k(t) + a2λkCk(t) = Fk(t). (B.101)
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Tuto rovnici dále řeš́ıme:

f(t, x) =

∞∑
k=1

Fk(t) sin

(
kπ

`
x

)
a tedy Fk(t) =

2

`

`ˆ

0

f(t, ξ) sin

(
kπ

`
ξ

)
dξ =

=
2

`

ˆ `

0
tξ sin

(
kπ

`
ξ

)
dξ =

2 t

`

{[
− `

kπ
ξ cos

(
kπ

`
ξ

)]`
0

+
`

kπ

ˆ `

0
cos

(
kπ

`
ξ

)
dξ

}
=

=
2t

`

`2

kπ
(−1)(−1)k =

2` t

kπ
(−1)k+1 = Fk(t). (B.102)

Homogenńı obyčejná diferenciálńı rovnice:

C ′k(t) + a2

(
kπ

`

)2

Ck(t) = 0 tedy Ck(t) = K(t) e−(akπ` )
2
t, z toho vyplývá

C ′k(t) = −
(
akπ

`

)2

K(t) e−(akπ` )
2
t +K ′(t) e−(akπ` )

2
t. (B.103)

Opět dosad́ıme do nehomogenńı rovnice, dostáváme:

−
(
akπ

`

)2

K(t) e−(akπ` )
2
t +K ′(t) e−(akπ` )

2
t +

(
akπ

`

)2

K(t) e−(akπ` )
2
t =

2` t

kπ
(−1)k+1, a tedy

K ′(t) =
2` t

kπ
(−1)k+1 e(akπ` )

2
t. (B.104)

K(t) =
2`

kπ
(−1)k+1

ˆ
t e(akπ` )

2
t dt =

2`

kπ
(−1)k+1

[
t

(
`

akπ

)2

e(akπ` )
2
t

]
−
(

`

akπ

)2 ˆ
e(akπ` )

2
t dt,

K(t) =
2`

kπ
(−1)k+1

[
t

(
`

akπ

)2

e(akπ` )
2
t

]
−
(

`

akπ

)4

e(akπ` )
2
t +K2. (B.105)

Ck(t) = K2 e−(akπ` )
2
t +

2`

kπ
(−1)k+1

[
t

(
`

akπ

)2

−
(

`

akπ

)4
]
. (B.106)

Ck(0) = 0, tedy K2 =
2 `

kπ
(−1)k+1

(
`

akπ

)4

, a tedy

Ck(t) =
2`

kπ
(−1)k+1

(
`

akπ

)4
[

e−(akπ` )
2
t + t

(
akπ

`

)2

− 1

]
. (B.107)

Výsledná funkce má tvar:

u(t, x) =

∞∑
k=1

2`

kπ
(−1)k+1

(
`

akπ

)4
[

e−(akπ` )
2
t + t

(
akπ

`

)2

− 1

]
sin

(
kπ

`
x

)
. (B.108)

� Nehomogenńı jednorozměrná rovnice s nehomogenńımi podmı́nkami (nástin
řešeńı) :

ut = a2uxx + tx, t > 0, x ∈ (0, `), u(0, x) = ϕ(x), u(t, 0) = u1(t), u(t, `) = u2(t). (B.109)
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Funkci u(t, x) opět rozlož́ıme: u(t, x) = v(t, x)+w(t, x), kde w bude splňovat okrajové podmı́nky.

vt + wt = a2vxx + a2wxx + f a tedy vt = a2vxx + f + a2wxx − wt︸ ︷︷ ︸
nehomogenita

. (B.110)

ϕ(x) = v(0, x) + w(0, x) a tedy v(0, x) = ϕ(x)− w(0, x). (B.111)

Pomoćı funkćı v a w řeš́ıme úlohu v principu stejně jako v předchoźıch př́ıpadech.

B.2.4 Jednoduché př́ıklady prostorových úloh

� Teplota v nekonečném rotačńım válci (použit́ı Besselových funkćı) :

ut = a2

(
uρρ +

1

ρ
uρ

)
, radiálńı část laplaciánu ve válcových souřadnićıch (A.46), (B.112)

t > 0, ρ ∈ (0, c) kde c je poloměr válce, u(0, ρ) = f(ρ), u(t, 0) = 0 = u(t, c). (B.113)

Separaćı proměnných:

u = R(ρ)T (t) a tedy
T ′

a2T
=
R ′′

R
+

1

ρ

R ′

R
= −λ2, (B.114)

po úpravě dostáváme

PS: ρR ′′ +R ′ + λ2ρR = 0,

LS: T ′ + a2λ2T = 0. (B.115)

Substitućı λρ = z dostáváme tzv. Besselovu rovnici s indexem ν = 0,

dR

dρ
= λ

dR

dz
,

d2R

dρ2
= λ2 d2R

dz2
, z toho vyplývá z

d2R

dz2
+

dR

dz
+ zR = 0, (B.116)

kdy obecná Besselova rovnice má tvar x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0. Jej́ım řešeńım je funkce

Jν(x) =
(x

2

)ν ∞∑
k=1

(−1)k

k! Γ(ν + k + 1)

(x
2

)2k
, z ńıž vyplývá J0(x) =

∞∑
k=0

(−1)k

(k!)2

(x
2

)2k
, (B.117)

kde výraz Γ(ν+k+1) je tzv. Γ funkce, definovaná jako Γ(x) =

ˆ ∞
0

e−ttx−1 dt. V našem př́ıpadě

dostáváme řešeńı PS ve tvaru

R(z) = J0(z), a tedy R(ρ) = J0(λρ), a tedy J0(λnρ) = Rn(ρ), (B.118)

s okrajovou podmı́nkou J0(λnc) = 0, kde λn je kořenem této rovnice. Řešeńım LS bude funkce

Tn(t) = e−a
2λ2
nt. (B.119)

Pomoćı tzv. Fourierova-Besselova rozvoje, definovaného jako
∑∞

k=1CnJν(λnx) = f(x) v každém
bodě spojitosti funkce f(x), źıskáme koeficient Cn (Fourier̊uv-Bessel̊uv koeficient), kdy obecně
plat́ı:

Cn =
2

c2J2
ν+1(λnc)

ˆ c

0
ξ Jν(λnξ)f(ξ) dξ, n = 1, 2, 3 . . . , v našem př́ıpadě tedy (B.120)

Cn =
2

c2J2
1(λnc)

ˆ c

0
ξ J0(λnξ)f(ξ) dξ. (B.121)
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Výsledená funkce bude mı́t podobu

u(t, ρ) =
2

c2

∞∑
n=1

J0(λnρ)

J2
1(λnc)

ˆ c

0
[ξ J0(λnξ)f(ξ) dξ] e−a

2λ2
nt. (B.122)

� Chladnut́ı koule (homogenńı rovnice) :

ut = a24u, t > 0, x2 + y2 + z2 ≤ R2 kde R je poloměr koule ,

u(0, x, y, z) = f
(√

x2 + y2 + z2
)

= f(r) a tedy u(0, r) = f(r), r ∈ (0, R),

u(t, x, y, z) = u(t, r), u(t, 0) = T1, u(t, R) = 0. (B.123)

Jednotlivé parciálńı derivace budou:

ux = urrx + uϕϕx + uϑϑx︸ ︷︷ ︸
0

, z toho vyplývá ux = ur
x

r
, (B.124)

uxx = urr
x2

r2
+ ur

r − xxr
r2

= urr
x2

r2
+ ur

r2 − x2

r3
, (B.125)

∆u = urr
x2 + y2 + z2

r2
+ ur

3r2 −
(
x2 + y2 + z2

)
r3

= urr +
2

r
ur, z toho vyplývá (B.126)

ut = a2

(
urr +

2

r
ur

)
(sférická radiálńı část Laplaciánu - viz rovnice (A.72)). (B.127)

Pomoćı substituce v(r) = ru(r) a tedy u = v/r dostáváme:

ut =
1

r
vt, ur = − 1

r2
v +

1

r
vr, urr =

2

r3
v − 1

r2
vr −

1

r2
vr +

1

r
vrr =

2

r3
v − 2

r2
vr +

1

r
vrr, (B.128)

ut = a2

(
urr +

2

r
ur

)
, tedy

1

r
vt = a2

(
2

r3
v − 2

r2
vr +

1

r
vrr −

2

r3
v +

2

r2
vr

)
, a tedy (B.129)

vt = a2vrr, kde v(0, r) = rf(r) v(t, 0) = rT1, v(t, R) = 0. (B.130)

Pomoćı linearizace u = z + w dále dostáváme:

u(0, r) = f(r), tedy z(0, r) = u(0, r)− w(r), (B.131)

w(r) = T1 −
T1

R
r, z(0, r) = f(r)− T1 +

T1

R
r, z̃(0, r) = rz(0, r). (B.132)

v(0, r) = rf(r), tedy z̃(0, r) = r

[
f(r)− T1 +

T1

R
r

]
dává: (B.133)

v = ru = r(z + w), zt = a2zrr, z(t, 0) = z(t, R) = 0, z = TX, a tedy (B.134)

z(t, r) =
∞∑
k=1

Ck e−(akπR )
2
t sin

(
kπ

R
r

)
. (B.135)

Fourier̊uv koeficient bude mı́t tvar:

Ck =
2

R

ˆ R

0
r

[
f(r)− T1 +

T1

R
r

]
sin

(
kπ

R
r

)
dr. (B.136)

Výsledná funkce bude mı́t tvar:

u(t, r) = T1 −
T1

R
r︸ ︷︷ ︸

w

+
2

R

ˆ R

0

[
f(r)− T1 +

T1

R
r

]
×
∞∑
k=1

e−(akπR )
2
t sin

(
kπ

R
r

)
dr. (B.137)
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Obrázek B.2: Schématické znázorněńı pr̊uběhu funkce w(r).

B.2.5 Řešeńı hyperbolických parciálńıch diferenciálńıch rovnic Fourierovou
metodou

Následuj́ıćı dva jednoduché řešené př́ıklady ilustruj́ı princip použit́ı této metody v př́ıpadě
hyperbolických PDR:

� Homogenńı vlnová rovnice :

utt = a2uxx, t > 0, x ∈ 〈0, `〉, (B.138)

s Cauchyho počátečńımi podmı́nkami (viz odstavec 3.1.1)

u(0, x) = ϕ(x), ut(0, x) = ψ(x) (B.139)

a s Newtonovými okrajovými podmı́nkami (viz odstavec 3.2.1), kde α, β 6= 0,

α u(t, 0) + β ux(t, 0) = 0, α u(t, `) + β ux(t, `) = 0. (B.140)

Separaćı proměnných:

u(t, x) = T (t)X(x) a tedy
T ′′

a2T
=
X ′′

X
= −λ2, (B.141)

po úpravě dostáváme

LS: T ′′ + a2λ2T = 0, PS: X ′′ + λ2X = 0. (B.142)

Z rovnice (B.142) dostáváme

Tk(t) = ak cos (λka t) + bk sin (λka t) , Xk(x) = ck cos (λk x) + dk sin (λk x) , (B.143)

Obdobným zp̊usobem jako v rovnici (B.62) dostáváme z Newtonových okrajových podmı́nek
(B.140)

α+ βλ = 0, β − αλ = β2 + α2 6= 0, z toho vyplývá sin (λk x) = 0, a tedy λk =
kπ

`
. (B.144)

Pro prostorovou funkci tedy dostáváme řešeńı (viz rovnice (B.63))

Xk = ck cos

(
kπ

`
x

)
+ dk sin

(
kπ

`
x

)
. (B.145)
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Obecné řešeńı lze tedy zapsat ve tvaru

u(t, x) =

∞∑
k=1

[
Ak cos

(
akπ

`
t

)
+Bk sin

(
akπ

`
t

)][
cos

(
kπ

`
x

)
+ sin

(
kπ

`
x

)]
. (B.146)

Z Cauchyho počátečńı podmı́nky (B.139) dostáváme

u(0, x) =
∞∑
k=1

Ak

[
cos

(
kπ

`
x

)
+ sin

(
kπ

`
x

)]
= ϕ(x) (B.147)

a z podmı́nky (B.139) dostáváme

ut(0, x) =
∞∑
k=1

akπ

`
Bk

[
cos

(
kπ

`
x

)
+ sin

(
kπ

`
x

)]
= ψ(x) =

∞∑
k=1

akπ

`
Bk vk. (B.148)

Fourierovy koeficienty Ak, Bk najdeme z rovnic (B.147) a (B.148) (viz také rovnice (B.66)),

Ak =
1

‖vk‖2

`ˆ

0

ϕ(ξ) vk(ξ) dξ, Bk =
`

akπ‖vk‖2

`ˆ

0

ψ(ξ) vk(ξ) dξ. (B.149)

Normu ‖vk‖ funkce vk řeš́ıme jako normu spojitě definovaného vektoru (viz rovnice (2.1)), tedy

‖vk‖2 =

ˆ `

0
v2
k(ξ) dξ =

ˆ `

0

[
cos

(
kπ

`
ξ

)
+ sin

(
kπ

`
ξ

)]2

dξ =

ˆ `

0
dξ = `. (B.150)

Po dosazeńı dostáváme rovnici (B.146) ve tvaru

u(t, x) =

∞∑
k=1

[
cos

(
kπ

`
x

)
+ sin

(
kπ

`
x

)]
×

×

1

`

`ˆ

0

ϕ(ξ) vk(ξ) cos

(
akπ

`
t

)
dξ +

1

akπ

`ˆ

0

ψ(ξ) vk(ξ) sin

(
akπ

`
t

)
dξ

 . (B.151)

� Nehomogenńı vlnová rovnice s homogenńımi počátečńımi podmı́nkami :

utt = a2uxx + f (kde f je zdroj energie vlněńı), t > 0, x ∈ 〈0, `〉, (B.152)

s homogenńımi Cauchyho počátečńımi podmı́nkami (viz odstavec 3.1.1)

u(0, x) = 0, ut(0, x) = 0 (B.153)

a s Newtonovými okrajovými podmı́nkami (viz odstavec 3.2.1), kde α, β 6= 0,

α u(t, 0) + β ux(t, 0) = 0, α u(t, `) + β ux(t, `) = 0. (B.154)

Obdobně jako v předchoźım př́ıkladu:

u(t, x) = TX, X(x) = A sin (λx) +B cos (λx) , Xk(x) = vk(x) = sin

(
kπ

`
x

)
. (B.155)
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Zvoĺıme rovnici ve tvaru:

u(t, x) =
∞∑
k=1

Ck(t) vk(x) =
∞∑
k=1

Ck(t) sin

(
kπ

`
x

)
. (B.156)

Pomoćı daľśı podmı́nky źıskáme nehomogenńı obyčejnou diferenciálńı rovnici:

C ′′k (t) + a2λ2
kCk(t) = Fk(t) kde Fk(t) je tzv. Fourier̊uv koeficient nehomogenity , (B.157)

f(t, x) =

∞∑
k=1

Fk(t) sin

(
kπ

`
x

)
a tedy Fk(t) =

2

`

`ˆ

0

f(t, ξ) sin

(
kπ

`
ξ

)
dξ. (B.158)

Dále bychom museli řešit nehomogenńı diferenciálńı rovnici 2. řádu (B.157) (např́ıklad metodou
variace konstant - viz odd́ıl 3.2.1) pro konkrétńı funkci Fk(t). Zahrnut́ım počátečńıch podmı́nek
(B.153) dostáváme řešeńı rovnice (B.157) alespoň v obecné integrabilńı podobě:

Ck(t) =
`

akπ

tˆ

0

Fk(σ) sin

[
akπ

`
(t− σ)

]
dσ. (B.159)

Jej́ım dosazeńım do rovnice obecného řešeńı (B.156) dostaneme (viz řešeńı rovnice obdobného
typu v př́ıpadě parabolických parciálńıch diferenciálńıch rovnic v odd́ıle B.2.3):

u(t, x) =
∞∑
k=1

`

akπ
sin

(
kπ

`
x

) tˆ

0

Fk(σ) sin

[
akπ

`
(t− σ)

]
dσ. (B.160)

B.2.6 Ukázka možných zp̊usob̊u řešeńı jednoduchých eliptických parciálńıch
diferenciálńıch rovnic

Následuj́ıćı řešené př́ıklady demonstruj́ı některé základńı zp̊usoby poč́ıtáńı eliptických PDR:

� Laplaceova rovnice :

Laplaceova rovnice je v kartézských souřadnićıch v nejjednodušš́ı formě definovaná ve tvaru

uxx(x, y) + uyy(x, y) = 0. (B.161)

V tomto př́ıkladu budeme řešit Laplaceovu rovnici na obdélńıkové oblasti s rozměry a, b,
se smı́̌senými Dirichletovými a Neumannovými podmı́nkami (viz odstavec 3.2.1), v podobě

u(x, 0) = 0, u(0, y) = 0, ux(a, y) = 0 (y 6= 0), uy(x, b) = u0 sin
( π

2a
x
)

(x 6= 0). (B.162)

Separaćı proměnných u(x, y) = X(x)Y (y) dostáváme rovnici

X ′′Y +XY ′′ = 0 a tedy
X ′′

X
= −Y

′′

Y
= λ, (B.163)

kde konstanta λ může nabývat hodnot λ = 0, λ > 0, λ < 0.
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1. λ = 0: Budeme předpokládat separované funkce X(x) a Y (y) ve tvaru polynomů, vzhle-
dem k okrajovým podmı́nkám budou dostatečné polynomy 1. stupně, tedy X(x) =
Ax+B, Y (y) = Cx+D. Z okrajové podmı́nky u(0, y) = 0 vyplývá B = 0 ∨ C = D = 0,
pokud ovšem C = D = 0, potom Y (y) = 0 a tedy u(x, y) = 0 všude. Pokračujeme-li
s B = 0, dostáváme Ax(Cy + D) = 0 a tedy, zahrneme-li daľśı okrajovou podmı́nku
u(x, 0) = 0, muśı být AxD = 0. Př́ıpad A = 0 dává X(x) = 0, tedy u(x, y) = 0
všude. Uvažujeme-li také D = 0, potom u(x, y) = AxCy = 0, z daľśı okrajové podmı́nky
ux(a, y) = 0 vyplývá ACy = 0, tedy A = 0 ∨ C = 0, v obou př́ıpadech ovšem u(x, y) = 0.
Př́ıpad λ = 0 dává tedy pouze triviálńı řešeńı.

2. λ > 0: Z rovnice (B.163) dostáváme obecné řešeńı ve tvaru

u(x, y) =
[
A cosh(

√
λx) +B sinh(

√
λx)
] [
C cos(

√
λy) +D sin(

√
λy)
]
. (B.164)

Z okrajové podmı́nky u(0, y) = 0 vyplývá A[C cos(
√
λy) + D sin(

√
λy)] = 0, tedy C =

D = 0, potom ovšem Y (y) = 0 a tedy u(x, y) = 0 všude. Pokračujeme-li s A = 0,
dostáváme u(x, y) = B sinh(

√
λx)[C cos(

√
λy)+D sin(

√
λy)]. Zahrneme-li daľśı okrajovou

podmı́nku u(x, 0) = 0, muśı být BC sinh(
√
λx) = 0. Př́ıpad B = 0 dává X(x) = 0, tedy

u(x, y) = 0 všude. Pokračujeme-li s C = 0, potom u(x, y) = BD sinh(
√
λx) sin(

√
λy) a

z daľśı okrajové podmı́nky ux(a, y) = 0 vyplývá
√
λBD cosh(

√
λa) sin(

√
λy) = 0, tedy

B = 0 ∨ D = 0, v obou př́ıpadech ovšem u(x, y) = 0. Př́ıpad λ > 0 dává tedy také pouze
triviálńı řešeńı.

3. λ < 0: Z rovnice (B.163) dostáváme obecné řešeńı ve tvaru

u(x, y) =
[
A cos(

√
λx) +B sin(

√
λx)
] [
C cosh(

√
λy) +D sinh(

√
λy)
]
. (B.165)

Z okrajové podmı́nky u(0, y) = 0 vyplývá A[C cosh(
√
λy) + D sinh(

√
λy)] = 0, tedy

C = D = 0, potom Y (y) = 0 a tedy u(x, y) = 0 všude. Pokračujeme s A = 0,
dostáváme u(x, y) = B sin(

√
λx)[C cosh(

√
λy) + D sinh(

√
λy)]. Zahrneme-li daľśı okra-

jovou podmı́nku u(x, 0) = 0, muśı být BC sin(
√
λx) = 0. Př́ıpad B = 0 dává X(x) = 0,

tedy u(x, y) = 0 všude. Pokračujeme-li s C = 0, potom u(x, y) = BD sin(
√
λx) sinh(

√
λy)

a z daľśı okrajové podmı́nky ux(a, y) = 0 vyplývá
√
λBD cos(

√
λa) sinh(

√
λy) = 0, tedy

B = 0 ∨ D = 0 (v obou př́ıpadech ovšem u(x, y) = 0) ∨ cos(
√
λa) = 0. Posledńı př́ıpad

dává řešeńı

cos(
√
λa) = 0, tedy

√
λ =

(2k − 1)π

2a
a tedy

u(x, y) =
∞∑
k=1

Kk sin

[
(2k − 1)π

2a
x

]
sinh

[
(2k − 1)π

2a
y

]
, kde Kk = BD. (B.166)

Uplatńıme-li také čtvrtou okrajovou podmı́nku, dostáváme

u0 sin
π

2a
x =

∞∑
k=1

Kk sin

[
(2k − 1)π

2a
x

]
sinh

[
(2k − 1)π

2a
b

]
. (B.167)

Z argument̊u funkce sinus vyplývá řešeńı pouze pro k = 1, tedy K1 = u0 / sinh[πb/(2a)].
Výsledné řešeńı se zahrnut́ım všech okrajových podmı́nek bude

u(x, y) = u0

[
sinh

(
πb

2a

)]−1

sin
(πx

2a

)
sinh

(πy
2a

)
. (B.168)
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Daľśı typickou eliptickou parciálńı diferenciálńı rovnićı může být např́ıklad tzv. Poissonova rov-
nice typu ∆u(x, y) = f(x, y), tedy nehomogenńı eliptická rovnice, nejčastěji použ́ıvaná ve formě
gravitačńı Poissonovy rovnice, ∆Φ = 4πGρ, kde Φ je gravitačńı potenciál, ρ je hustota hmoty a
G je gravitačńı konstanta, nebo Poissonovy rovnice elektrostatického potenciálu, ∆Φ = −ρ/ε,
kde ρ je hustota elektrického náboje a ε je permitivita. Řešeńı v́ıcerozměrné Poissonovy rovnice
je analogické k řešeńı Laplaceovy rovnice a také např́ıklad k řešeńı nehomogenńı hyperbolické
parciálńı diferenciálńı rovnice:

� Poissonova rovnice s konstantńı pravou stranou:

Řešme jednoduchou rovnici, definovanou na oblasti x > y2, tj. na oblasti ohraničené parabolou
x = y2 s vrcholem v bodě (0, 0), jej́ıž osu tvoř́ı kladná část osy x,

uxx(x, y) + uyy(x, y) = 2, (B.169)

s Dirichletovou podmı́nkou na hranici oblasti, u(y2, y) = 0. Předpokládejme řešeńı ve formě
všech člen̊u polynomu 2. stupně s neurčitými koeficienty,

u(x, y) = A+Bx+ Cy +Dx2 + Exy + Fy2, (B.170)

kdy po jeho parciálńım derivováńı ve smyslu rovnice (B.169) snadno zjist́ıme: F = 1 −D. Po
dosazeńı okrajové podmı́nky, tedy z rovnice

A+ Cy + (B −D + 1) y2 + Ey3 +Dy4 = 0, (B.171)

dostáváme nenulové hodnoty koeficient̊u pouze pro B = −1, F = 1. Hledaná rovnice tedy bude

u(x, y) = y2 − x. (B.172)

� Poissonova rovnice s konstantńı pravou stranou na kruhové oblasti, s nehomo-
genńı okrajovou podmı́nkou:

Uvnitř kruhové oblasti s poloměrem R plat́ı následuj́ıćı rovnice,

uxx(x, y) + uyy(x, y) = 4, (B.173)

kdy na hranici oblasti plat́ı Dirichletova podmı́nka u(x, y1) = 1, z ńıž vyplývá y1 = ±
√
R2 − x2.

Analogicky k parabolickým rovnićım s nehomogenńımi okrajovými podmı́nkami rozděĺıme hle-
danou funkci u(x, y) na součet dvou funkćı, např́ıklad U(x, y) a v(x, y), pro které bude platit:

u(x, y) = U(x, y) + v(x, y), Uxx + Uyy = 4, U(x, y1) = 0, vxx + vyy = 0, v(x, y1) = 1. (B.174)

Obdobně jako v předchoźım př́ıpadě předpokládáme pro každou funkci úplný polynom 2. stupně
s neurčitými koeficienty,

U(x, y) = A+Bx+ Cy +Dx2 + Exy + Fy2, (B.175)

v(x, y) = a+ bx+ cy + dx2 + exy + fy2, (B.176)

což dává F = 2 − D, f = −d. Po dosazeńı okrajové podmı́nky můžeme rovnice (B.175) a
(B.176) přepsat ve tvaru

A+Bx± (C + Ex)
√
R2 − x2 + 2 (D − 1)x2 + (2−D)R2 = 0, (B.177)

a+ bx± (c+ ex)
√
R2 − x2 + 2dx2 − dR2 = 1, (B.178)

jednotlivé nenulové koeficienty budou: A = −R2, D = 1, F = 1, a = 1. Po sečteńı rovnic
(B.177) a (B.178) dostáváme hledanou výslednou funkci

u(x, y) = 1−R2 + x2 + y2. (B.179)
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� Poissonova rovnice s obecnou pravou stranou, Newtonovy okrajové podmı́nky:

Řešme obdobným zp̊usobem Poissonovu rovnici ve tvaru

uxx(x, y) + 4uyy(x, y) = xy, (B.180)

s okrajovými podmı́nkami u(0, y) = y2, ux(0, y) = 0. Abychom po derivováńı dostali členy
potřebného stupně, muśıme nyńı ovšem předpokládat řešeńı ve tvaru úplného polynomu 4. stupně
s neurčitými koeficienty,

u(x, y) = A+Bx+ Cy +Dx2 + Exy + Fy2 +Gx3 +Hx2y + Ixy2 + Jy3+

+Kx4 + Lx3y +Mx2y2 +Nxy3 +Qy4. (B.181)

Př́ıslušné druhé derivace tedy v tomto př́ıpadě budou

uxx = 2D + 6Gx+ 2Hy + 12Kx2 + 6Lxy + 2My2, (B.182)

uyy = 2F + 6Ix+ 6Jy + 2Mx2 + 6Nxy + 12Qy2. (B.183)

Pro jednotlivé koeficienty dostáváme

D = −4F, G = −4

3
I, H = −12J, K = −2

3
M, L =

1− 24N

6
, M = −24Q. (B.184)

Dosazeńım Dirichletovy okrajové podmı́nky dostáváme A = 0, C = 0, F = 1, J = 0, Q = 0,
z relaćı (B.184) ihned vyplývá D = −4, H = 0, K = 0, M = 0. Dosazeńım Neumannovy
okrajové podmı́nky dostáváme B = 0, E = 0, I = 0, N = 0, z relaćı (B.184) následně vyplývá
G = 0, L = 1/6. Dosazeńım nenulových koeficient̊u do rovnice (B.181) dostáváme hledanou
výslednou funkci,

u(x, y) = −4x2 + y2 +
1

6
x3y. (B.185)

Podrobně je tato problematika popsána např. v učebnici Franc̊u (2011).



Př́ıloha C

Praktické základy numerických
výpočt̊u

Smyslem této kapitoly neńı podávat systematický popis základńıch metod numerické matema-
tiky, v tomto směru odkazuji zájemce např́ıklad na skriptum Humĺıček (2009) nebo odpov́ıdaj́ıćı
učebnice (např́ıklad Přikryl, 1985; Vitásek, 1987; Čermák & Hlavička, 2006, atd), ale pouze
stručně a názorně ilustrovat některé principy a možné postupy při praktickém numerickém mo-
delováńı nejčastěji se v praxi vyskytuj́ıćıch (a výše popsaných) analytických okruh̊u. Vybrané
př́ıklady jednoduchého modelováńı jsou také doprovázeny ukázkami programovaćıch skript̊u
pro daný konkrétńı problém, př́ıpadně obrázky a grafy výsledných model̊u.

Rozsáhlé využ́ıváńı numerické matematiky ve většině př́ırodovědných a technických dis-
cipĺın přineslo také tvorbu celé řady hotových knihoven, rozepsaných do hlavńıch programových
jazyk̊u; jejich přehledné úložǐstě se nacháźı např́ıklad na stránkách GAMS (Guide to Available
Mathematical Software) http://gams.nist.gov/. Některé z nich jsou komerčńı (a poměrně
komplexńı), např́ıklad NAG (Numerical Algorithmus Group) https://www.nag.com/content/
nag-library nebo IMSL (International Mathematics and Statistics Library) http://www.

roguewave.com/products-services/imsl-numerical-libraries, jiné jsou volně dostupné
a bývaj́ı zpravidla zaměřené na specifickou oblast, např́ıklad FFTPACK http://www.netlib.

org/fftpack/ - (rychlá) Fourierova transformace, LAPACK (viz odstavec C.1) - lineárńı al-
gebra, MINPACK http://www.netlib.org/minpack/ - nelineárńı rovnice, atd. Jejich úplná
nebo i částečná implementace do vlastńıch algoritmů může výrazně urychlit a usnadnit jejich
tvorbu i kvalitu.

C.1 Numerické metody lineárńı algebry

V tomto odd́ıle nebudeme prob́ırat jednotlivé metody numerických řešeńı lineárńı algebry,
k základ̊um tohoto tématu existuje rozsáhlá literatura (např. Humĺıček (2009)), popisuj́ıćı jak
vlastńı numerické rovnice tak jejich stabilitu a podmı́něnost (tj. zejména stanoveńı přesnosti
numerických maticových algoritmů), odhady chyb, atd. V současnosti existuje řada hotových
baĺıčk̊u (procedur), sestávaj́ıćıch z jednotlivých podprogramů (knihoven), určených pro řešeńı
d́ılč́ıch nebo i kombinovaných algebraických úloh (např́ıklad řešeńı soustav lineárńıch rovnic,
řešeńı tzv. tridiagonálńıch matic (tj. matic s nenulovými prvky pouze na hlavńı a obou sou-
sedńıch diagonálách), hledáńı determinant̊u, inverzńıch matic, vlastńıch hodnot a vlastńıch
vektor̊u, atd. Jedńım z nejvýkonněǰśıch takových baĺıčk̊u, který zde podrobněji představ́ıme, je
programový baĺıček LAPACK (Linear Algebra PACKage, Anderson et al. (1999)), který se vy-
vinul ze starš́ıch baĺıčk̊u EISPACK a LINPACK a je určen pro fortran 77, fortran 90, existuj́ı
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také C++ verze. Existuj́ı rozš́ı̌rené verze tohoto baĺıčku nebo daľśı knihovny na něm posta-
vené, se zabudovanými podprogramy pro paralelizaci na výkonných poč́ıtačových clusterech
(viz odstavec C.5), např́ıklad ScaLAPACK, MAGMA, MORSE, CHAMELEON, atd.

Programový baĺıček LAPACK je volně dostupná softwarová knihovna, jej́ı instalaci prove-
deme bud’ ze softwarového centra použ́ıvané systémové distribuce, nebo z adresy http://www.

netlib.org/lapack. Při překladu (kompilaci) použ́ıvaného programového souboru zadáme
odkaz na LAPACK, např́ıklad: gfortran název souboru.f95 -llapack. Popis jednot-
livých podprogramů a jejich využit́ı (např. knihovna DGBSV pro řešeńı soustav reálných
lineárńıch rovnic o libovolném počtu proměnných nebo DGTSV, vhodná pro řešeńı tridia-
gonálńıch matic, atd.) jsou dostupné v uživatelských př́ıručkách, např́ıklad v Anderson et al.
(1999).

� Ukázka schématu podprogramu DGBSV, určeného pro řešeńı soustavy lineárńıch
rovnic (překlad):

N (vstup, INTEGER) = počet rovnic = řád čtvercové matice A, N ≥ 0.

KL (vstup, INTEGER) = počet spodńıch diagonál matice A, KL ≥ 0.

KU (vstup, INTEGER) = počet horńıch diagonál matice A, KU ≥ 0.

NRHS (vstup, INTEGER) = počet sloupc̊u pravé strany (tj. matice B), NRHS ≥ 0.

AB (vstup/výstup, DOUBLE PRECISION) = pole dimenze (LDAB,N).
Na vstupu: matice A v pásovém uložeńı, v řádćıch od KL+1 do 2*KL+KU+1;
řádky 1 až KL pole nemuśı být vypsány. j-tý sloupec pole A je uložen jako j-tý
sloupec pole AB následovně: AB(KL+KU+1+i-j, j) = A(i,j) pro max(1, j-KU) ≤
i ≤ min(N, j+KL).
Na výstupu: detaily faktorizace - matice U je uložena jako horńı trojúhelńıková
pásová matice s KL+KU horńımi diagonálami v řádćıch od 1 do KL+KU+1, mul-
tiplikátory M, použité během faktorizace jsou uchovány v řádćıch od KL+KU+2
do 2*KL+KU+1 (viz schéma ńıže).

LDAB (vstup, INTEGER) = určuj́ıćı dimenze pole AB. LDAB ≥ 2*KL+KU+1.

IPIV (výstup, INTEGER) = pole dimenze (N), indexy pivot̊u, které definuj́ı permutačńı
matici; i-tý řádek matice byl zaměněn za řádek IPIV(i).

B (vstup/výstup, DOUBLE PRECISION) = pole dimenze (LDB,NRHS), na vstupu
je N : NRHS matice pravé strany B. Na výstupu, pokud INFO = 0, je N : NRHS
řešeńı matice X.

LDB (vstup, INTEGER) = určuj́ıćı dimenze pole B. LDB ≥ max(1,N).

INFO (výstup, INTEGER) = 0: úspěšný výstup, < 0: pokud INFO = -i, pak i-tý argu-
ment má nepovolenou hodnotu, > 0: pokud INFO = i, U(i,i) je přesně 0. Faktori-
zace je ukončena, ale faktor U je přesně singulárńı, řešeńı nemohlo být vypočteno.

DALŠÍ DETAILY:

http://www.netlib.org/lapack
http://www.netlib.org/lapack
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Schéma pásového uložeńı je ilustrováno na následuj́ıćım př́ıkladu, kdy M = N =
6, KL = 2, KU = 1:

Na vstupu: Na výstupu:
∗ ∗ ∗ + + + ∗ ∗ ∗ u14 u25 u36
∗ ∗ + + + + ∗ ∗ u13 u24 u35 u46
∗ a12 a23 a34 a45 a56 ∗ u12 u23 u34 u45 u56

a11 a22 a33 a44 a55 a66 u11 u22 u33 u44 u55 u66
a21 a32 a43 a54 a65 ∗ m21 m32 m43 m54 m65 ∗
a31 a42 a53 a64 ∗ ∗ m31 m42 m53 m64 ∗ ∗

Prvky pole označené * nejsou použ́ıvané ve výpočetńım procesu; prvky označené
+ nemuśı být uvedeny na vstupu, ale jsou nutné ve výpočetńım procesu pro
uložeńı prvk̊u pole U z d̊uvodu nedostatku mı́sta, vyplývaj́ıćıho z výměny řádk̊u.

� Ukázka schématu podprogramu DGTSV, určeného pro řešeńı tridiagonálńıch matic:

N (vstup, INTEGER) = počet rovnic = řád čtvercové tridiagonálńı matice A, N ≥
0.

NRHS (vstup, INTEGER) = počet sloupc̊u pravé strany (tj. matice B), NRHS ≥ 0.

DL (vstup/výstup, DOUBLE PRECISION) = na vstupu pole prvk̊u spodńı (sub)
diagonály matice A, dimenze N-1, na výstupu je toto pole přepsáno N-2 prvky
druhé horńı diagonály horńı trojúhelńıkové matice U, dané LU faktorizaćı.

D (vstup/výstup, DOUBLE PRECISION) = pole dimenze N, na vstupu obsahuje
diagonálńı prvky matice A, na výstupu je toto pole přepsáno diagonálńımi prvky
matice U.

DU (vstup/výstup, DOUBLE PRECISION) = pole dimenze N-1, na vstupu obsahuje
N-1 prvk̊u horńı (super) diagonály matice A, na výstupu je toto pole přepsáno
N-1 prvky prvńı horńı diagonály horńı trojúhelńıkové matice U.

B (vstup/výstup, DOUBLE PRECISION) = pole dimenze (LDB,NRHS), na vstupu
je N : NRHS matice pravé strany B. Na výstupu, pokud INFO = 0, je N : NRHS
řešeńı matice X.

LDB (vstup, INTEGER) = určuj́ıćı dimenze pole B. LDB ≥ max(1,N).

INFO (výstup, INTEGER) = 0: úspěšný výstup, < 0: pokud INFO = -i, pak i-tý argu-
ment má nepovolenou hodnotu, > 0: pokud INFO = i, U(i,i) je přesně 0. Faktori-
zace je ukončena, ale faktor U je přesně singulárńı, řešeńı nemohlo být vypočteno.

Obdobným zp̊usobem jsou sestaveny i ostatńı knihovny. Př́ıklady řešeńı a programových skript̊u
s odkazem na LAPACK uvád́ıme v daľśıch odstavćıch C.2.1, C.2.2, C.2.3, C.2.4, C.4.1, C.4.7,
atd.

C.2 Interpolace a regrese

Interpolaćı rozumı́me nahrazeńı složitěǰśı funkčńı závislosti závislost́ı jednodušš́ı, tedy aproxi-
mace dané funkce jinou vhodnou funkćı. Interpolačńı aproximaćı rozumı́me interpolaci diskrétńı
funkce, tj. funkce, dané konečným souborem bod̊u definičńıho oboru a jim přǐrazených funkčńıch
hodnot (reprezentovaných zpravidla tabulkou), pomoćı funkce, nabývaj́ıćı v těchto bodech
stejných hodnot jako p̊uvodńı zadaná funkce. Nejvhodněǰśımi interpolačńımi funkcemi jsou
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polynomy, např. tzv. Lagrange̊uv a Newton̊uv interpolačńı polynom (Humĺıček, 2009; Vitásek,
1987) nebo tzv. splajny. V následuj́ıćım odstavci C.2.1 je stručně ukázán často použ́ıvaný
tzv. kubický interpolačńı splajn.

Regreśı (regresńı analýzou) nazýváme hledáńı takové funkce (tzv. regresńı funkce), která
nejlépe vystihuje vztah mezi dvěma skupinami proměnných, např. závislost náhodných veličin
(naměřených hodnot) na čase, atd. Předem je dáno, která proměnná je nezávislá (vysvětluj́ıćı
nebo také regresor) a která je závislá (vysvětlovaná nebo také odezva). Jednoduchá regrese
popisuje závislost odezvy na jednom regresoru, naproti tomu v́ıcenásobná regrese popisuje si-
tuaci, kdy odezva záviśı na v́ıce regresorech. Podle charakteru a pr̊uběhu zkoumané závislosti
voĺıme typ regresńıho modelu, např́ıklad lineárńı regresi (proložeńı závisle proměnných hodnot
př́ımkou), regresi polynomem n-tého stupně, atd., a také nejvhodněǰśı statistickou metodu,
např́ıklad metodu nejmenš́ıch čtverc̊u nebo tzv. robustńı regresi, která eliminuje extrémně
vychýlené hodnoty, atd. (viz také pojmy a statistické metody, uvedené v kapitole 12 nebo
např́ıklad na stránkách http://physics.muni.cz/~mikulas/zvc.html.

C.2.1 Kubický interpolačńı splajn

(z anglického spline) je jednou z nejčastěji použ́ıvaných interpolačńıch funkćı Jedná se o tzv.
po částech (piecewise) interpolačńı polynom 3. stupně si ve tvaru

S(x) = s1(x) prox1 ≤ x < x2, s2(x) prox2 ≤ x < x3, . . . , sn−1(x) proxn−1 ≤ x < xn, (C.1)

definovaný jako

si(x) = ai(x− xi)3 + bi(x− xi)2 + ci(x− xi) + di, (C.2)

jehož druhé derivace označ́ıme jako Mi. Je to tedy soustava kubických funkćı, které na sebe
v zadaných bodech [xi, yi] navazuj́ı jak funkčńı hodnotou, tak prvńı a druhou derivaćı. Podle
okrajových podmı́nek rozlǐsujeme r̊uzné typy těchto splajn̊u, např́ıklad tzv. přirozený splajn je
určen okrajovými podmı́nkami M1 = Mn = 0, parabolický ukončený splajn je určen okrajovými
podmı́nkami M1 = M2, Mn = Mn−1 (extrapolace nultého řádu), kubický ukončený splajn je
určen okrajovými podmı́nkami M1 = 2M2 −M3, Mn = 2Mn−1 −Mn−2 (extrapolace 1. řádu
nebo také lineárńı extrapolace), atd.

Z podmı́nek spojitosti funkčńıch hodnot i prvńıch a druhých derivaćı v bodech xi, vyplývá
pro i = 0, . . . , n− 1 následuj́ıćı:

si(xi) = yi, si(xi+1) = yi+1, (C.3)

s′i−1(xi) = s′i(xi) = ci, s′′i−1(xi) = s′′i (xi) = Mi = 2bi, (C.4)

tyto vnitřńı podmı́nky jsou dále doplněny dvěma uvedenými okrajovými podmı́nkami, danými
typem splajnu. Porovnáńım všech uvedených podmı́nek ve všech uzlových bodech [xi, yi] dostá-
váme soustavu lineárńıch rovnic pro neznámé druhé derivace Mi ve vnitřńıch uzlových bodech:

(xi+1 − xi)Mi+1 + 2 (xi+1 − xi−1)Mi + (xi − xi−1)Mi−1 = 6

(
yi+1 − yi
xi+1 − xi

− yi − yi−1

xi − xi−1

)
.

(C.5)

Tuto soustavu rovnic lze zapsat pomoćı tzv. tridiagonálńı matice ve tvaru (kde zavedeme ∆xi =

http://physics.muni.cz/~mikulas/zvc.html
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xi+1 − xi, ∆+xi = xi+1 − xi−1, ∆yi = yi+1 − yi, ∆j = ∆yj/∆xj , ∆ i
j = ∆yi/∆xi −∆yj/∆xj):

2∆xn−1 ∆xn−1

∆xn−1 2∆+xn−1 ∆xn−2

∆xn−2 2∆+xn−2 ∆xn−3

. . .
. . .

. . .

∆x2 2∆+x2 ∆x1

∆x1 2∆x1





Mn

Mn−1

Mn−2

...

M2

M1


= 6



−∆n−1

∆n−1
n−2

∆n−2
n−3

...

∆2
1

∆1


,

(C.6)

kterou řeš́ıme např́ıklad pomoćı vhodné knihovny baĺıčku LAPACK (odstavec C.1). Jednotlivé
koeficienty rovnice (C.2) potom snadno dopoč́ıtáme:

di = yi, ci =
yi+1 − yi
xi+1 − xi

− (Mi+1 + 2Mi)
xi+1 − xi

6
, bi =

Mi

2
, ai =

Mi+1 −Mi

6 (xi+1 − xi)
. (C.7)

V př́ıpadě konstantńıho kroku nezávisle proměnné xi+1 − xi = h = konst. se rovnice (C.5)
zjednoduš́ı do podoby

Mi+1 + 4Mi +Mi−1 =
6

h2
(yi+1 − 2yi + yi−1) , (C.8)

matice (C.6) bude mı́t potom tvar

2 1

1 4 1

1 4 1

. . .
. . .

. . .

1 4 1

1 2





Mn

Mn−1

Mn−2

...

M2

M1


=

6

h2



−∆yn−1

∆yn−1 −∆yn−2

∆yn−2 −∆yn−3

...

∆y2 −∆y1

∆y1


. (C.9)

� Př́ıklad programového skriptu pro přirozený kubický interpolačńı splajn (fortran
95):

program nat3 splajn !deklarace názvu programu
implicit none !př́ıkaz, který ruš́ı automatické přǐrazováńı

!ṕısmen i, j, k, l, m, n pro celoč́ıselné
!proměnné a ostatńıch ṕısmen pro reálné
!proměnné (tj. proměnné s desetinným roz-
!vojem)

!tabulka hodnot [xi, yi]:
![1,1], [2,3], [3,4], [4;1,5], [5;1,5], [6,5], [7,7], [8,5], [9,2], [10,0]

integer :: i, j, np !deklarace celoč́ıselných proměnných: i =
!pořadové č́ıslo nezávisle proměnné, j =
!pořadové č́ıslo lineárńı rovnice, np = cel-
!kový počet diskrétńıch hodnot.

parameter (np=10) !zadáńı fixńı hodnoty np, kterou nelze
!v programu dále měnit!
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integer :: INFO,KL,KU,LDAB,LDB,N,RHS !deklarace celoč́ıselných proměnných pro-
!cedury LAPACK - viz sekce C.1.

parameter(KL=np-3,KU=np-3,N=np-2,KUKL=KL+KU+1,LDAB=2*KL+KU+1,&
LDB=N,RHS=1) !zadáńı fixńıch hodnot celoč́ıselných para-

!metr̊u
integer :: IPIV(N) !zadáńı parametru jako pole o N prvćıch

double precision, dimension(np) :: x, y !deklarace reálných veličin x, y jako pole
!(vektoru) o np prvćıch s tzv. dvojitou
!přesnost́ı, umožňuj́ıćı výpočet č́ısla na 16
!desetinných mı́st a do mocniny cca 10300

!(v závislosti na parametrech poč́ıtače).

double precision, dimension(np) :: M(N,N),AB(LDAB,N),B(LDB,RHS)
!zadáńı parametr̊u jako dvojrozměrných
!poĺı

double precision :: f(np), res(np), a(np), b(np), c(np), d(np)
!jiný zp̊usob deklarace reálných veličin jako
!pole (vektoru) o np prvćıch s dvojitou
!přesnost́ı.

double precision :: h !deklarace reálných skalárńıch veličin.

parameter (h=1.d0) !zadáńı fixńı hodnoty intervalu nezávisle
!proměnné, kterou nelze v programu dále
!měnit!

x=(/(1.d0*i, i=1,np)/) !vektor hodnot nezávisle proměnné.
y=(/1.d0, 3.d0, 4.d0, 1.5d0, 1.5d0, 5.d0, 7.d0, 5.d0, 2.d0, 0.d0/)

!y-ové (naměřené) hodnoty, np = počet
!naměřených hodnot

do i=1,N !cyklus výpočtu druhých derivaćı M , zápis
!tridiagonálńı matice

do j=1,N
if(j.eq.i)then

M(i,j)=4.d0
elseif(j.eq.i-1)then

M(i,j)=1.d0
elseif(j.eq.i+1)then

M(i,j)=1.d0

else
M(i,j)=0.d0

endif
end do

end do

do i=1,N !výpočetńı cyklus procedury LAPACK
do j=1,N

AB(KUKL+i-j, j)=M(i,j)

end do
end do

do i=1,N !výpočet pravé strany
B(i,1)=6.d0/h**2.d0*(y(i)-2.d0*y(i+1)+y(i+2))
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Obrázek C.1: Graf kubického přirozeného interpolačńıho splajnu, popsaného v odd́ıle C.2.1.

end do

!voláńı podprogramu DGBSV (viz odd́ıl C.1):
call DGBSV(N,KL,KU,1,AB,LDAB,IPIV,B,N,INFO)
if(INFO.ne.0) write(*,*) “INFO=”,INFO,“!!!”

a(1)=B(1,1)/6.d0/h !výpočet koeficient̊u a,b,c,d v 1. poli splajnu
b(1)=0.d0
c(1)=(y(2)-y(1))/h-B(1,1)/6.d0*h
d(1)=y(1)
do i=2,np-2 !cyklus výpočtu koeficient̊u a,b,c,d

!v prostředńıch poĺıch splajnu
a(i)=(B(i,1)-B(i-1,1))/6.d0/h
b(i)=B(i-1,1)/2.d0
c(i)=(y(i+1)-y(i))/h-(B(i,1)+2.d0*B(i-1,1))/6.d0*h
d(i)=y(i)

end do
a(np-1)=-B(N,1)/6.d0/h !výpočet koeficient̊u v posledńım poli
b(np-1)=B(N,1)/2.d0
c(np-1)=(y(np)-y(np-1))/h-2.d0*B(N,1)/6.d0*h
d(np-1)=y(np-1)

do i=1,np-1 !zápis koeficient̊u do souboru fort.1
write(1,*) a(i), b(i), c(i), d(i)

end do

C.2.2 Lineárńı regrese metodou nejmenš́ıch čtverc̊u

Souborem n diskrétńıch hodnot odezvy (vysvětlované proměnné) yi, i = 1, . . . , n, který je určen
výčtem uspořádaných dvojic [xi, yi], prolož́ıme př́ımku (polynom 1. stupně) f I(x) = kx + q
tak, aby součet S druhých mocnin tzv. rezidúı, tj. vzdálenost́ı bod̊u yi od funkčńıch hodnot
f(xi) v bodech xi byl minimálńı (2. mocniny se zde použ́ıvaj́ı kv̊uli nezávislosti na znaménku
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odchylky). Dostáváme tedy rovnici

S =
∑
i

[
yi − f I(xi)

]2
=
∑
i

[yi − (kxi + q)]2 = min, (C.10)

pro dvě neznámé hodnoty k a q. Minimalizaci této funkce provedeme položeńım ∂S/∂k = 0 a
zároveň ∂S/∂q = 0, výsledek můžeme zapsat pomoćı maticového formalismu jako

(∑
i x

2
i

∑
i xi∑

i xi n

)k
q

 =

(∑
i xiyi∑
i yi

)
. (C.11)

Snadno tak nalezneme výrazy pro oba hledané parametry v závislosti na uspořádané n-tici
[xi, yi] (např. na naměřených hodnotách v závislosti na čase nebo poloze),

k =
n
∑

i xiyi −
∑

i xi
∑

i yi

n
∑

i x
2
i −

(∑
i xi

)2 , q =

∑
i x

2
i

∑
i yi −

∑
i xi
∑

i xiyi

n
∑

i x
2
i −

(∑
i xi

)2 . (C.12)

Metodu navrhl a poprvé použil Karl Friedrich Gauss pro výpočet geodetických chyb.

� Př́ıklad skriptu pro lineárńı regresi metodou nejmenš́ıch čtverc̊u, program fortran
95:

program linearni regrese !deklarace názvu programu
implicit none

!tabulka hodnot [xi, yi]:
![1,2], [2,1], [3,4], [4,12], [5,7], [6,8], [7,10], [8,14], [9,19], [10,17]

integer :: i, np !deklarace celoč́ıselných proměnných: i =
!pořadové č́ıslo dvojice proměnných, np =
!celkový počet diskrétńıch hodnot

parameter (np=10) !zadáńı fixńı hodnoty np

double precision, dimension(np) :: x, y !deklarace reálných veličin x, y jako pole
!(vektoru) o np prvćıch

double precision :: f(np), res(np) !jiný zp̊usob deklarace reálných veličin f, res
!jako pole (vektoru) o np prvćıch

double precision :: k, q, sumres !deklarace reálných skalárńıch veličin

x=(/(1.d0*i, i=1,np)/) !vektor hodnot regresoru
y=(/2.d0, 1.d0, 4.d0, 12.d0, 7.d0, 8.d0, 10.d0, 14.d0, 19.d0, 17.d0/)

!vektor hodnot odezvy

1. možnost - př́ımé použit́ı vzorce (C.12):

!hledané koeficienty lineárńı funkce:
k=(np*SUM(x*y)-SUM(x)*SUM(y))/(np*SUM(x**2.d0)-(SUM(x))**2.d0)
q=(SUM(x**2.d0)*SUM(y)-SUM(x)*SUM(x*y))/(np*SUM(x**2.d0)-(SUM(x))**2.d0)
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2. možnost - použit́ı soustavy rovnic (C.11) a procedury LAPACK - viz sekce
C.1:

!v záhlav́ı programu je nutné nav́ıc deklarovat tyto proměnné:
integer :: j, INFO, KL, KU, LDAB, LDB, N, RHS

parameter(KL=1,KU=1,N=2,KUKL=KL+KU+1,LDAB=2*KL+KU+1,LDB=N,RHS=1)

integer :: IPIV(N)

double precision :: M(N,N),AB(LDAB,N),B(LDB,RHS)

double precision :: max

M(1,1)=SUM(x**2.d0) !matice levé strany, M(N,N)
M(1,2)=SUM(x)
M(2,1)=SUM(x)
M(2,2)=np

do i=1,N !výpočetńı cyklus procedury LAPACK
do j=1,N

AB(KUKL+i-j, j)=M(i, j)

end do
end do

B(1,1)=SUM(x*y) !výpočet pravé strany procedurou LAPACK
B(2,1)=SUM(y)

!voláńı podprogramu DGBSV:
call DGBSV(N,KL,KU,1,AB,LDAB,IPIV,B,N,INFO)
if(INFO.ne.0) write(*,*) “INFO=”,INFO,“!!!”

k=B(1,1)
q=B(2,1)

!společné pokračováńı:
write(1,*) k, q !tisk vypoč́ıtaných hodnot do souboru

”
fort.1“

write(1,*) !odděluj́ıćı řádek

do i=1,np !výpočetńı cyklus
f(i)=k*x(i)+q !výpočet hodnot lineárńı funkce
res(i)=(f(i)-y(i))**2.d0 !výpočet rezidúı
sumres=SUM(res) !výpočet sumy rezidúı

end do

do i=1,np !zápis cyklu do souboru
write(1,*) x(i), y(i), f(i), res(i)

end do

write(1,*)
write(1,*) sumres !zápis sumy rezidúı do souboru

end program linearni regrese !ukončeńı programu

C.2.3 Polynomiálńı regrese metodou nejmenš́ıch čtverc̊u

Postup uvedený v předchoźım odstavci C.2.2 lze zobecnit pro polynom libovolného (m-tého)
stupně, kdy analogii rovnice (C.10) můžeme přepsat do tvaru (horńı indexy zde vždy znamenaj́ı
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Obrázek C.2: Vykresleńı př́ıkladu lineárńı regrese, tj. proložeńı uvedených 10 bod̊u př́ımkou s parametry
vypoč́ıtanými metodou nejmenš́ıch čtverc̊u.

mocniny)
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(
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)2
= min, (C.13)

kde koeficienty pj jsou koeficienty j-tého stupně polynomu, u lineárńı regrese tak plat́ı p0 = q,
p1 = k (viz rovnice (C.11)). Zároveň je jasné, že počet rovnic N v proceduře LAPACK odpov́ıdá
m + 1. Minimum rovnice (C.13) nalezneme, polož́ıme-li ∂S/∂pj = 0, źıskáme tak soustavu
m+ 1 = N lineárńıch rovnic, které můžeme vyjádřit pomoćı maticového zápisu ve tvaru
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Výpočetńı cyklus procedury LAPACK (viz programový skript v kapitole C.2.2) můžeme takto
zobecnit do následuj́ıćı podoby (fortran 95):

do i=1,N-1 !matice levé strany, M(N,N)
do j=1,N

M(i,j)=SUM(x**(2*N-i-j))

end do
end do
i=N
do j=1,N-1

M(N,j)=SUM(x**(N-j))

end do
M(N,N)=np
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do i=1,N !výpočetńı cyklus procedury LAPACK
do j=1,N

AB(KUKL+i-j, j)=M(i, j)

end do
end do

do i=1,N !výpočet pravé strany procedurou LAPACK
B(i,1)=SUM(x**(N-i)*y)

end do

V ostatńıch bodech z̊ustává programová procedura popsaná v odstavci C.2.2 prakticky nezměněna.

C.2.4 Robustńı regrese

V př́ıpadě, že chceme eliminovat vliv velmi vychýlených (
”
ustřelených“) hodnot, zvoĺıme tzv.

váženou nebo také robustńı regresi. Robustńıch regresńıch model̊u existuje celá řada (viz
např́ıklad Huber & Ronchetti (2009)), za všechny zde uvedeme jednoduchou tzv. Tukeyho
metodu M-odhadu (Tukey′s bisquare method), založenou na vážeńı rezidúı pomoćı dvoj́ı druhé
mocniny. Nejprve spoč́ıtáme nevážená rezidua res i = yi−f(xi) (stejně jako např. v odstavćıch
C.2.2, C.2.3), potom použijeme následuj́ıćı váhovou funkci:

wi(res i) =

[
1−

(
res i

6 med

)2
]2

(C.15)

kde med je medián absolutńı odchylky rezidúı, kterou můžeme zvolit jako samotné reziduum,
nebo odchylku každého rezidua od jejich vlastńıho mediánu. Váha wi = 0, pokud absolutńı
hodnota rezidua |res i| > 6 med. Extrémně odchýlené hodnoty jsou takto zcela vyřazeny, méně
vychýlené hodnoty jsou ponechány, avšak se sńıženou váhou.

Naprogramováńı tohoto robustńıho (váženého) regresńıho modelu je snadné, do pravé
strany rovnice (C.14) vlož́ıme vypoč́ıtané váhy:
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 . (C.16)

Pro výpočet mediánu existuj́ı v každém programovaćım jazyce hotové moduly, jako př́ıklad lze
použ́ıt následuj́ıćı podprogram, výsledek je zahrnut do rovnice (C.15) (fortran 95):

subroutine median(i, j, k, np, res, med)
implicit none

integer :: i, j, k, np
double precision :: res(np)
double precision, intent(out) :: med
double precision :: temp

!Seřazeńı č́ısel ve vzestupném pořad́ı:
do j=1,np-1
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Obrázek C.3: Porovnáńı kvadratické regrese, tj. proložeńı polynomem 2. stupně s parametry
vypoč́ıtanými metodou nejmenš́ıch čtverc̊u podle odstavce C.2.3 (červená čára) a robustńı Tukeyho
metodou podle odstavce C.2.4 (modrá čára). Soubor 10 bod̊u o souřadnićıch [1;3,5], [2;3,6], [3;4,2],
[4;17], [5;7,4], [6;8,7], [7;10,3], [8;12,8], [9;19], [10;17,1] obsahuje silně odchýlené hodnoty (hrubé chyby),
na které robustńı křivka reaguje slabě nebo v̊ubec.

do k=j+1,np
if(res(j)>res(k))then

temp=res(k)
res(k)=res(j)
res(j)=temp

endif
end do

end do

!Výpočet mediánu v př́ıpadě sudého nebo lichého počtu č́ısel:
if(mod(np,2)==0)then

med=(res(np/2)+res(np/2+1))/2.d0

else
med=res(np/2+1)

endif

end subroutine median
!Následuje výpočet vah: w(y(i))=(1.d0-(y(i)/6.d0*med)**2.d0)**2.d0, atd.

C.3 Numerické metody výpočt̊u funkćı jedné proměnné

C.3.1 Hledáńı kořene funkce jedné proměnné - Newtonova metoda

Kořeny obecně nelineárńı funkce (rovnice) f(x) = 0 často nelze vyjádřit formou explicitńıho
analytického vzorce. k nalezeńı řešeńı takové rovnice muśıme potom použ́ıt některou z nu-
merických (iteračńıch) metod, kdy pomoćı určitého počtu počátečńıch aproximaćı hledaného
kořene x0 generujeme posloupnost x1, x2, x3, . . . , která ke kořenu x0 konverguje. V některých
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př́ıpadech je třeba zadat interval a, b, který podle předběžného předpokladu obsahuje hle-
daný kořen, č́ım lépe se k němu na počátku přibĺıž́ıme, t́ım rychleji daná metoda konver-
guje. V následuj́ıćıch př́ıkladech předpokládejme reálnou spojitou funkci f(x) s odpov́ıdaj́ıćım
počtem spojitých derivaćı na vymezeném intervalu, s hledaným kořenem f(x0) = 0.

Počátečńı odhad intervalu (interval̊u) kde se kořen (kořeny) mohou nalézat provedeme
např́ıklad grafickou metodou: pomoćı vhodného výpočetńıho programu nebo vypisováńım funk-
čńıch hodnot do tabulky vykresĺıme funkci f(x) a vyhledáme jej́ı přibližné pr̊useč́ıky s osou x.
Např́ıklad u funkce, dané předpisem

f(x) = x3 − 3x2 + 2x− 3 (C.17)

snadno zjist́ıme že existuje jeden reálný kořen, který muśı s určitost́ı ležet uvnitř intervalu
x0 ∈ (2, 3).

Existuje celá řada možných numerických postup̊u (např́ıklad metoda sečen, atd.), asi nej-
známěǰśı je tzv. Newtonova metoda neboli metoda tečen. Vyjdeme z počátečńı aproximace
x0 a postupně poč́ıtáme x1, x2, x3, . . . . Známe-li určitou aproximaci xk a chceme určit lepš́ı
aproximaci xk+1, prolož́ıme bodem [xk, f(xk)] tečnu ke křivce y = f(x), pr̊useč́ık této tečny
s osou x považujeme potom za hodnotu xk+1. Dostáváme tak rovnici popsané tečny ve tvaru

f ′(xk) = {3x2
k − 6xk + 2} =

f(xk)

xk − xk+1
, (C.18)

z ńıž odvod́ıme vztah pro výpočet každého následuj́ıćıho kroku (iterace),

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
. (C.19)

Ukončeńı výpočtu s t́ım, že hodnota posledńı iterace xk+1 je prohlášena za hledaný kořen x0

s požadovanou přesnost́ı, nastane (podle velikosti malého č́ısla ε které stanovuje požadovanou
přesnost) např́ıklad v těchto př́ıpadech:

|xk+1 − xk| ≤ ε nebo |f(xk+1)| ≤ ε. (C.20)

� Př́ıklad možného zp̊usobu naprogramováńı rovnice (C.17) - program fortran 95:

program newton !deklarace názvu programu
implicit none

integer :: i !deklarace celoč́ıselných proměnných v záhlav́ı pro-
!gramu: i = pořadové č́ıslo prostorového kroku

double precision :: x, dx, f, df !deklarace reálných veličin, kde výrazy x = xk, dx
!= xk − xk+1, f = f(xk), df = f ′(xk), s dvojitou
!přesnost́ı

x=3.d0 !odhad vstupńı hodnoty xk
do !výpočetńı cyklus

i = i+1

f = x**3 - 3.d0*x**2 + 2.d0*x - 3.d0 !vlastńı rovnice (C.17)

df = 3.d0*x**2 - 6.d0*x + 2.d0 !derivace funkce (C.17)
dx = f/df !rovnice (C.19)

x = x-dx !nová hodnota xk
if (dabs(dx).lt.1.d-12) exit !stop kritérium: |xk − xk+1| < 10−12
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end do

write (100,*) x !zápis kořene funkce f do souboru fort.100

stop !zastaveńı celého procesu
end program newton !konec programu

� Tabulka výsledk̊u programu výpočtu kořene funkce f(xk) pro jednotlivé iterace k:

k xk f(xk) xk − xk+1

0 3.0000000000000000 3.0000000000000000 0.27272727272727271
1 2.7272727272727275 0.42599549211119836 5.3581553581554045E-002
2 2.6736911736911733 1.4723079585858834E-002 1.9886039436713345E-003
3 2.6717025697475019 1.9848200396133109E-005 2.6880854327577796E-006
4 2.6716998816620690 3.6242120415863610E-011 4.9083680000275664E-012
5 2.6716998816571604 1.7763568394002505E-015 2.4057679206275180E-016

C.3.2 Numerické derivováńı

Nejjednodušš́ı numerická aproximace 1. derivace má podobu tzv. dopředné diference,

f ′(x) ≈ f(x+ h)− f(x)

h
, (C.21)

kde h = ∆x > 0, s chybou aproximace δf ′(x) vyjádřenou pomoćı Taylorova rozvoje x, tj.
δf ′(x) = −(h/2)f ′′(ξ), kde ξ ∈ (x, x+ h). Podobně jednoduchá je i tzv. zpětná diference,

f ′(x) ≈ f(x)− f(x− h)

h
, (C.22)

s chybou stejného řádu. Aproximaćı s vyšš́ı přesnost́ı je tzv. centrálńı diference,

f ′(x) ≈ f(x+ h)− f(x− h)

2h
, (C.23)

s chybou aproximace δf ′(x) = −(h2/6)f ′′′(ξ), kde ξ ∈ (x − h, x + h), zab́ıraj́ıćı ovšem dva
prostorové kroky (buňky) výpočetńı śıtě. Analogickým zp̊usobem můžeme odvodit i 2. derivaci
ve tvaru

f ′′(x) ≈ f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2
, (C.24)

s chybou aproximace δf ′′(x) = −(h2/12)f (4)(ξ), kde ξ ∈ (x− h, x+ h).
Existuj́ı i přesněǰśı a propracovaněǰśı diferenčńı schémata (viz např́ıklad van Leer, 1977,

1982; Vitásek, 1987; LeVeque, 2002), např́ıklad jednostranná aproximace 1. derivace, která je
2. řádu přesnosti,

f ′(x) ≈ −3f(x) + 4f(x+ h)− f(x+ 2h)

2h
, (C.25)

s chybou aproximace δf ′(x) = (h2/3)f ′′′(ξ), kde ξ ∈ (x, x+ 2h), nebo aproximace 1. derivace,
která je 4. řádu přesnosti, ve tvaru

f ′(x) ≈ −f(x+ 2h) + 8f(x+ h)− 8f(x− h) + f(x− 2h)

12h
, (C.26)
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tedy s chybou, která je řádu h4, atd. Jejich nevýhodou ovšem je, že zab́ıraj́ı několik prostorových
interval̊u (buněk) výpočetńı śıtě a také při složitých a objemných výpočtech d́ıky nim mohou
nar̊ustat nároky na dobu výpočtu. Je proto vždy nutné zvážit výpočetńı schéma, adekvátńı
dané úloze a jej́ı požadované přesnosti, odpov́ıdaj́ıćı ale reálným možnostem použ́ıvaného
výpočetńıho zař́ızeńı.

C.3.3 Numerické integrováńı

je vždy založené na nahrazeńı složitě ohraničeného geometrického útvaru (plochy pod křivkou
dané funkce v př́ıpadě jedné proměnné) jednodušš́ım útvarem, nebo součtem takových útvar̊u.
Použ́ıvá se také název numerická kvadratura, ve smyslu konstrukce plošných (tedy dvou-
rozměrných, kvadraturńıch) útvar̊u. Ukážeme zde př́ıklady pouze nejběžněǰśıch (většinou ovšem
zcela dostačuj́ıćıch) zp̊usob̊u numerické integrace funkce jedné proměnné pomoćı tzv. Newton-
Cotesových vzorc̊u, existuje samozřejmě celá řada jiných metod numerické integrace, např́ıklad
Gaussovy kvadraturńı vzorce, Rombergova kvadratura, atd. Nebudeme zde uvádět ani přesnosti
a zp̊usob stanoveńı chyb, atd., vše je standardně dostupné v literatuře.

� Newton-Cotesovy (kvadraturńı) vzorce

Obdélńıková metoda: Tato metoda se formálně nepoč́ıtá mezi tzv. Newton-Cotesovy vzorce,
představuje sice nejjednodušš́ı ale zároveň nejméně přesnou numerickou integračńı me-
todu, kdy se určitý integrál dané funkce (tj. velikost plochy pod křivkou grafu funkčńıch
hodnot funkce f(x) v rámci intervalu 〈a, b〉) aproximuje obdélńıkem. Tuto aproximaci
můžeme zpřesnit, rozděĺıme-li např́ıklad interval 〈a, b〉 na zvolený počet n d́ılč́ıch stejných
interval̊u, vypoč́ıtáme obdélńıkovou aproximaci pro každý interval zvlášt’ a výsledky
sečteme, tedy

ˆ b

a
f(x) dx ≈ b− a

n

n−1∑
k=0

f

(
a+ k

b− a
n

)
. (C.27)

Lichoběžńıková metoda: představuje přesněǰśı numerickou integračńı metodu, kdy se určitý
integrál dané funkce aproximuje lichoběžńıky (body funkce se spoj́ı úsečkami). Rozděĺıme-
li interval 〈a, b〉 na zvolený počet n d́ılč́ıch stejných interval̊u, vypoč́ıtáme lichoběžńıkovou
aproximaci opět pro každý interval zvlášt’ a výsledky sečteme, tedy

ˆ b

a
f(x) dx ≈ b− a

2n

n−1∑
k=0

[f(xk+1) + f(xk)] , (C.28)

kde xk = a+ k(b− a)/n.

Simpsonovo pravidlo: založené na kvadratické (parabolické) interpolaci d́ılč́ıch inter-
val̊u integrované funkce. V př́ıpadě integrace polynomů dává tato metoda velmi přesné
výsledky. Složená aproximace Simpsonovým pravidlem, kdy interval 〈a, b〉 je rozdělen na
sudý počet n d́ılč́ıch interval̊u, má tvar (kdy xk = a+ k(b− a)/n)

ˆ b

a
f(x) dx ≈ b− a

3n

n/2∑
k=1

[f(x2k−2) + 4f(x2k−1) + f(x2k)] . (C.29)
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Simpsonovo 3/8 pravidlo (nebo také druhé Simpsonovo pravidlo): založené na kubické
interpolaci d́ılč́ıch interval̊u integrované funkce. Složená aproximace Simpsonovým 3/8
pravidlem, kdy interval 〈a, b〉 je rozdělen na n d́ılč́ıch interval̊u, kde n je dělitelné třemi,
má tvar (kdy opět xk = a+ k(b− a)/n)

ˆ b

a
f(x) dx ≈ 3(b− a)

8n

n/3∑
k=1

[f(x3k−3) + 3f(x3k−2) + 3f(x3k−1) + f(x3k)] . (C.30)

Obdobným zp̊usobem lze sestrojit Newton-Cotesovy formule libovolně vyšš́ıch řád̊u, vyšš́ı
řády než 4 (Booleovo pravidlo) se nicméně použ́ıvaj́ı málo, jejich nevýhodou je velmi rychle
(až exponenciálně) nar̊ustaj́ıćı chyba integrace.

C.3.4 Jednoduché numerické metody řešeńı obyčejných diferenciálńıch rov-
nic

Existuje opět celá řada zp̊usob̊u numerického řešeńı obyčejných diferenciálńıch rovnic, např́ıklad
řešeńı rovnic Eulerovou metodou nebo tzv. Runge-Kuttovou metodou (metodami), atd., viz
např́ıklad (Humĺıček, 2009). Ukážeme zde pouze často použ́ıvanou jednoduchou tzv. metodu
střelby a také př́ıklad řešeńı obyčejné diferenciálńı rovnice 2. řádu pomoćı tridiagonálńı matice
(viz odstavec C.2.1):

� Metoda střelby

je jednoduchá metoda, založená na
”
vystřeleńı“ dané funkce v závislosti na okrajových podmı́n-

kách z pevného bodu daným směrem. Hledáme potom takové koeficienty funkce, které zajist́ı

”
dopadnut́ı“ funkce do požadovaného bodu. Metodu si ukážeme na př́ıkladu řešeńı tzv. Lane-

Emdenovy rovnice, což je obyčejná diferenciálńı rovnice 2. řádu, obvykle zapsaná v implicitńım
tvaru

1

x2

d

dx

(
x2 dy

dx

)
+ yn = 0 a tedy y′′ +

2

x
y′ + yn = 0, (C.31)

kde x je nezávisle proměnná, y je závisle proměnná a n je konstanta. Tato rovnice je řešitelná
analyticky pouze pro n = 0, 1, 5, pro všechna ostatńı n muśı být řešena numericky. Pro n = 0
źıskáme řešeńı př́ımou integraćı se zahrnut́ım uvedených okrajových podmı́nek, pro n = 1
řeš́ıme sférickou Besselovu diferenciálńı rovnici (viz rovnice (B.117)), Pro n = 5 dostáváme
řešeńı prostřednictv́ım tzv. Emdenovy transformace, kde y = Arωs, kde r, s jsou nové proměnné
a ω = 2/(n− 1).

Budeme poč́ıtat rovnici (C.31) pro n = 1,5 a s Newtonovými okrajovými podmı́nkami
y(0) = 1, y′(0) = 0. Algoritmus je tedy

”
vystřelen“ z bodu [0,1] vodorovně, nová hodnota y je

v každém prostorovém kroku vypoč́ıtána jako y = y + (∆y/∆x)∆x. Druhá derivace y′′ je ro-
zepsána jako (y′)′, tedy (∆y/∆x)/∆x a každá nová hodnota y′′ je v každém prostorovém kroku
poč́ıtána jako (∆y/∆x)/∆x = (∆y/∆x)/∆x−[(2/x)(∆y/∆x)+yn], což můžeme po vynásobeńı
celé rovnice ∆x přepsat jako (∆y/∆x) = (∆y/∆x)− [(2/x)(∆y/∆x) + yn]∆x. Numerický al-
goritmus rovnice (C.31) lze tedy zapsat např́ıklad takto (fortran 95):

� program Emden !deklarace názvu programu
implicit none

double precision :: x, y, dydx, n, dx !deklarace reálných veličin x, y, dydx, n, dx
!s dvojitou přesnost́ı, kde dydx = y′ = ∆y/∆x
!a dx = ∆x
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x=0.d0 !deklarace parametr̊u a okrajových podmı́nek
y=1.d0
dydx=0.d0
dx=1.d-3
n=1.5d0

do !výpočetńı cyklus

x=x+dx
y=y+dydx*dx
dydx=dydx-(2.d0*dydx/x+y**n)*dx

if(x>15.d0)exit !stop kritérium, dané předběžným odhadem

write(1,*) x,y,dydx !zápis do souboru fort.1

end do !konec cyklu

end program Emden

� Př́ıklad řešeńı obyčejné diferenciálńı rovnice 2. řádu pomoćı tridiagonálńı matice

Řešeńı okrajové úlohy obyčejné diferenciálńı rovnice 2. řádu p(x)y′′(x)+q(x)y′(x)+r(x)y(x) =
f(x), na intervalu a, b, s Dirichletovými okrajovými podmı́nkami y(a) = A, y(b) = B, lze
snadno řešit pomoćı tridiagonálńı matice (viz odstavec C.2.1). Jako př́ıklad řešeńı uvedeme
jednoduchou rovnici s konstantńımi koeficienty y′′+3y′+2y = (20x+29) e3x (snadno řešitelnou
i analyticky), na intervalu 〈0, 1〉, s Dirichletovými okrajovými podmı́nkami y(0) = 0, y(1) = 1.

Po přepsáńı dané rovnice do diferenčńıho schématu s n + 2 body prostorové śıtě, kdy
jednotlivé derivace levé strany rozeṕı̌seme podle rovnic (C.23) a (C.24), dostáváme rovnici
ve tvaru (

p− h

2
q

)
yi−1 +

(
h2r − 2p

)
yi +

(
p+

h

2
q

)
yi+1 = h2fi, (C.32)

kde i = 0, 1, . . . , n, n + 1, s koeficienty p = 1, q = 3, r = 2 a s konstantńım prostorovým
krokem h = (xn+1 − x0)/(n + 1) = [x(1) − x(0)]/(n + 1), při n = 99 tak bude h = 0, 01.
Označ́ıme-li jednotlivé závorky na levé straně rovnice (C.32) postupně P, Q, R, dostáváme
rovnici s tridiagonálńı matićı na levé straně ve tvaru

Q R

P Q R

. . .
. . .

. . .

P Q R

P Q





y1

y2

...

yn−1

yn


=



h2f1 − Py0

h2f2

...

h2fn−1

h2fn −Ryn+1


. (C.33)

Numerický algoritmus zaṕı̌seme následuj́ıćım zp̊usobem (fortran 95):

� program tridiag !deklarace názvu programu
implicit none

integer :: i, ni, N, LDB, NRHS, INFO !deklarace celoč́ıselných proměnných: i =
!pořadové č́ıslo nezávisle proměnné, ni =
!celkový počet diskrétńıch hodnot, ostatńı
!jsou parametry podpropgramu DGTSV
!baĺıčku LAPACK - viz odstavec C.1
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parameter(ni=99,N=ni,LDB=N,NRHS=1) !hodnoty celoč́ıselných proměnných

double precision :: x(ni) ,y(ni), h(ni), p(ni), q(ni), r(ni), f(ni), B(LDB,NRHS),
DL(N-1), DU(N-1), D(N)

!deklarace reálných proměnných jako pole
!s dvojitou přesnost́ı

double precision, parameter :: x0=0.d0, xn=1.d0, y0=0.d0, yn=1.d0
!deklarace reálných konstant s dvojitou
!přesnost́ı

do i=1,N !výpočetńı cyklus prostorového kroku
x(i)=x0+(xn-x0)*i/dfloat(ni+1) !př́ıkaz dfloat měńı celoč́ıselnou proměnnou

!na reálnou
end do

do i=1,N !hlavńı výpočetńı cyklus
h(i)=x(i)-x(i-1) !konstantńı krok h je zde zapsán obecně
p(i)=1.d0 !konstantńı koeficienty jsou zapsány obecně
q(i)=3.d0
r(i)=2.d0
f(i)=(20.d0*x(i)+29.d0)*dexp(3.d0*x(i))

if(i.eq.1) then !spodńı okrajová podmı́nka
B(i,1)=h(i)**2.d0*f(i)-(p(i)-q(i)*h(i)/2.d0)*y0

elseif((i.gt.1).and.(i.lt.N)) then !hlavńı pole
B(i,1)=h(i)**2.d0*f(i)

else !horńı okrajová podmı́nka
B(i,1)=h(i)**2.d0*f(i)-(p(i)+q(i)*h(i)/2.d0)*yn

endif
end do

do i=1,N-1 !zadáńı spodńı diagonály
DL(i)=p(i)-q(i)*h(i)/2.d0

end do
do i=1,N !zadáńı hlavńı diagonály

D(i)=r(i)*h(i)**2.d0-2.d0*p(i)

end do
do i=2,N !zadáńı horńı diagonály

DU(i)=p(i)+q(i)*h(i)/2.d0

end do

!voláńı podprogramu DGTSV baĺıčku LAPACK (viz odd́ıl C.1):
call DGTSV(N, NRHS, DL, D, DU, B, LDB, INFO)
if(INFO.ne.0) write(*,*) “INFO=”,INFO,“!!!”

write(1,*) x0, y0
do i=1,N

y(i)=B(i,1)
write(1,*) x(i), y(i) !zápis do souboru fort.1

end do
write(1,*) xn, yn

end program tridiag
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C.4 Numerické metody výpočt̊u funkćı v́ıce proměnných - řešeńı
parciálńıch diferenciálńıch rovnic

C.4.1 Hledáńı kořen̊u soustavy funkćı v́ıce proměnných
Newtonova-Raphsonova metoda

Newtonova (Newtonova-Raphsonova) metoda představuje velmi účinný nástroj také pro řešeńı
obecné soustavy (nelineárńıch) rovnic. Soustavu P , obsahuj́ıćı n rovnic můžeme obecně zapsat
jako

Pi (~x) = 0, (C.34)

kde i = 1, . . . , n a kde ~x je vektor proměnných xj . Pomoćı Taylorova rozvoje rovnice (C.34)
do prvńıho řádu dostáváme obecný výraz pro k-tou iteraci (k-tý iterativńı krok) řešeńı systému
rovnic Pi, který můžeme zapsat kompaktńı formou

J k∆~x k = −~P k−1
(
~x k−1

)
, (C.35)

kde vektor ∆~x představuje korekci řešeńı pro každou proměnnou xj vzhledem k předchoźımu
iterativńımu kroku. Explicitńı zápis vektoru ∆~x k bude mı́t tvar

∆~x k = (xk1 − xk−1
1 , . . . , xkn − xk−1

n )T . (C.36)

Výraz ~P k v rovnici (C.35) představuje vektor k-té iterace všech systémových rovnic P k
i ,

zat́ımco výraz J k znač́ı odpov́ıdaj́ıćı Jacobiho matici, jej́ıž každý prvek J k
ij můžeme snadno

analyticky vyjádřit ze systému rovnic P k
i , polož́ıme-li

J k
ij =

∂P k
i

∂xkj
. (C.37)

Řeš́ıme-li např́ıklad (jako jednoduchý modelový př́ıklad) soustavu rovnic:

x4 + 6y2 − 12z
5x3 − 3y + z2

x3 + 7y2 − z

=
=
=

16,
9,
0,

(C.38)

můžeme explicitńı podobu rovnice (C.35) zapsat jako 4x3
0 12 y0 −12

15x2
0 −3 2 z0

3x2
0 14 y0 −1


x− x0

y − y0

z − z0

 = −

x
4
0 + 6 y2

0 − 12 z0 − 16

5x3
0 − 3 y0 + z2

0 − 9

x3
0 + 7 y2

0 − z0

 , (C.39)

kterou dále řeš́ıme iterativně např́ıklad pomoćı baĺıčku LAPACK (viz odstavec C.1) jako sou-
stavu tř́ı lineárńıch rovnic pro tři neznámé ∆x = x − x0, ∆y = y − y0 a ∆z = z − z0, z
nichž potom v každém kroku źıskáme nové hodnoty x, y a z jako x = ∆x + x0, y = ∆y + y0,
z = ∆z + z0.

� Př́ıklad možného zp̊usobu naprogramováńı soustavy rovnic (C.38) - program for-
tran 95:

program eqsystem !deklarace názvu programu
implicit none
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!deklarace celoč́ıselných proměnných v záhlav́ı programu, viz odstavec C.1:
integer :: i,j,K,INFO,KL,KU,LDAB,LDB,N,NRHS
parameter(N=3,KL=2,KU=2,K=KU+KL+1,LDAB=2*KL+KU+1,LDB=N,NRHS=1)
integer :: IPIV(N)

!deklarace reálných veličin s dvojitou přesnost́ı:
double precision :: AB(LDAB,N),B(LDB,NRHS),DER(N,N),C(N),x0,y0,z0
!přesměrováńı konečného zápisu výsledku do souboru “solve.dat”:
open(10,file=“solve.dat”,status=“unknown”)

x0=-4.0d0 !odhad vstupńı hodnoty xk
y0=-3.0d0 !odhad vstupńı hodnoty yk
z0=14.0d0 !odhad vstupńı hodnoty zk
do !výpočetńı cyklus

!matice derivaćı levých stran:
DER(1,1)=4.d0*x0**3.d0
DER(1,2)=12.d0*y0
DER(1,3)=-12.d0
DER(2,1)=15.d0*x0**2.d0
DER(2,2)=-3.0
DER(2,3)=2.d0*z0
DER(3,1)=3.d0*x0**2.d0
DER(3,2)=14.d0*y0
DER(3,3)=-1.d0

!transformovaná pásová matice AB podle schematu LAPACK, viz odstavec C.1:
do j=1,N

do i=max(1,j-KU),min(N,j+KL)
AB(K+i-j,j)=DER(i,j)

end do
end do

!matice pravých stran:
B(1,1)=-(x0**4.d0+6.d0*y0**2.d0-12.d0*z0-16.d0)
B(2,1)=-(5.d0*x0**3.d0-3.d0*y0+z0**2.d0-9.d0)
B(3,1)=-(x0**3.d0+7.d0*y0**2.d0-z0)

!vlastńı výpočet pomoćı podprogramu DGBSV, viz odstavec C.1::
call DGBSV(N,KL,KU,1,AB,LDAB,IPIV,B,N,INFO)
if (INFO.ne.0) write(*,*) “INFO=”,INFO,“!!!”

C=(/(dabs(B(i,1)),i=1,N)/)

if (maxval(C).lt.1.d-15) exit !stop kritérium: max|∆x,∆y,∆z| < 10−15

x0=B(1,1)+x0
y0=B(2,1)+y0
z0=B(3,1)+z0

!zápis výsledných hodnot x, y, z,∆x,∆y,∆z z jednotlivých iteraćı do souboru:
write(10,*)x0,y0,z0,(B(i,1),i=1,N)
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end do

stop !zastaveńı celého procesu
end program eqsystem !konec programu

� Tabulka vypočtených hodnot xk, yk, zk,∆xk,∆yk,∆zk ze všech provedených iteraćı :

k xk yk zk
1 -3.5568659855769229 -2.8660523504273505 14.644631410256411
2 -3.4484177335542667 -2.8088357894123277 14.321062859837509
3 -3.4422190042021756 -2.8052747443938260 14.300861993036721
4 -3.4421993029036972 -2.8052630869488695 14.300795971729505
5 -3.4421993027044500 -2.8052630868291244 14.300795971052235
6 -3.4421993027044500 -2.8052630868291244 14.300795971052233

k ∆xk ∆yk ∆zk
1 0.44313401442307693 0.13394764957264957 0.64463141025641035
2 0.10844825202265625 5.7216561015022732E-002 -0.32356855041890148
3 6.1987293520911584E-003 3.5610450185016187E-003 -2.0200866800787826E-002
4 1.9701298478486783E-005 1.1657444956463351E-005 -6.6021307216049201E-005
5 1.9924720437988766E-010 1.1974503494876664E-010 -6.7726957780015056E-010
6 6.2835370146182566E-017 1.8208999862070576E-016 -1.3650720993330078E-015

Počátečńı odhad (pokud neznáme, jako v př́ıpadě standardńıch fyzikálńıch děj̊u, nějaké
”
předem

očekávané“ hodnoty) může být poměrně obt́ıžný - na našem př́ıkladě můžete vyzkoušet, že po-
kud zvoĺıme např. všechny počátečńı hodnoty rovny 1, výpočet zkonverguje rovněž, ovšem bude
zapotřeb́ı 24 325 iteraćı (namı́sto 6 iteraćı pro uvedené bĺızké celoč́ıselné počátečńı odhady).

C.4.2 Principy konečných diferenćı

Jednoduchý př́ıklad - jednorozměrná rovnice se dvěma proměnnými: t-čas, x-délka - Burgersova
(transportńı) parciálńı diferenciálńı rovnice

∂f(t, x)

∂t
+ u

∂f(t, x)

∂x
= 0, (C.40)

kde u je konstanta (rychlost). Numerický tvar funkce f(t, x) je reprezentován na jednorozměrné
śıti, tvořené M prostorovými body,

x0, x1, ... , xM (x0 < x1 < x2 < ... < xM ). (C.41)

Výpočet proběhne opakovaně během N časových krok̊u,

t1 = t0 + ∆t, t2 = t1 + ∆t = t0 + 2∆t, ... , tN = t0 +N∆t. (C.42)

Numerické řešeńı veličiny f(t, x) v obecném j-tém prostorovém a n-tém časovém (x = xj ,
t = tn) kroku označ́ıme fnj . Taylor̊uv rozvoj funkce f(t, x) má tvar

f(x+ h, t) = f(x, t) + h
∂f(x, t)

∂x
+
h2

2!

∂2f(x, t)

∂x2
+O(h3) + ... (C.43)

f(x− h, t) = f(x, t)− h∂f(x, t)

∂x
+
h2

2!

∂2f(x, t)

∂x2
−O(h3) + ... , (C.44)
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kde h = ∆x je př́ır̊ustek prostorové proměnné x (viz rovnice (1.1)) a symbol O znač́ı zanedba-
telný, dále nezapoč́ıtávaný př́ıspěvek člen̊u vyšš́ıch řád̊u. V numerické matematice jsou derivace
nahrazeny tzv. diferencemi (viz odstavec C.3.2):

∂f(x, t)

∂x
≈ f(x+ h, t)− f(x, t)

h
=
fnj+1 − fnj

∆x
, apod. (C.45)

Typy diferenćı pro aproximace derivaćı 1. řádu:

∂f

∂x

∣∣∣∣n
j

≈
(
fnj+1 − fnj

)
/∆x dopředné diference,

∂f

∂x

∣∣∣∣n
j

≈
(
fnj − fnj−1

)
/∆x zpětné diference,

∂f

∂x

∣∣∣∣n
j

≈
(
fnj+1 − fnj−1

)
/(2∆x) centrálńı diference.

(C.46)

Př́ıklad numerického diferenčńıho schématu pro aproximace derivaćı 2. řádu:

∂2f

∂x2

∣∣∣∣n
j

≈
(
fnj+1 − 2fnj + fnj−1

)
/(∆x)2. (C.47)

Numerické diferenčńı schéma uvedené transportńı (advekčńı) rovnice (C.40) má tvar(
fn+1
j − fnj

)
∆t

= −u

(
fnj+1 − fnj−1

)
2∆x

, (C.48)

kde časový krok je poč́ıtán jako dopředná diference a prostorový krok je poč́ıtán jako centrálńı
diference. Po jednoduché úpravě dostáváme diferenčńı rovnici (C.48) v programovatelném
tvaru:

fn+1
j = fnj −

u∆t

2∆x

(
fnj+1 − fnj−1

)
. (C.49)

� Př́ıklad možného zp̊usobu naprogramováńı rovnice (C.49) - program fortran 95:

program explicit !deklarace názvu programu
implicit none

integer :: j, n, t !deklarace celoč́ıselných proměnných v záhlav́ı pro-
!gramu: j = pořadové č́ıslo prostorového kroku, n =
!pořadové č́ıslo časového kroku

integer :: nj, nn !deklarace celoč́ıselných proměnných v záhlav́ı pro-
!gramu: nj = celkový počet prostorových krok̊u j, nn
!= celkový počet časových krok̊u n

parameter (nj=100, nn=200) !zadáńı č́ıselných hodnot pro nj, nn

double precision :: x(nj), f(nj), u(nj) !deklarace reálných veličin x, f a u jako pole (vek-
!toru) o nj prvćıch s dvojitou přesnost́ı

double precision :: dt !deklarace reálné veličiny dt (časového kroku)

parameter (dt = 1.d0, u = 1.2d0) !deklarace pevně zadaných hodnot konstantńıch
!reálných veličin
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Obrázek C.4: Graf (časový sńımek) postupné hustotńı vlny, popsané Burgersovou rovnićı (C.40), mo-
delované metodou explicitńıho Eulerova schématu na principu konečných diferenćı (rovnice (C.49), viz
také programový skript, uvedený v tomto odstavci). V grafu je zřetelná nestabilńı vlnová poruha, jej́ıž
oblast i amplituda neustále nar̊ustá (viz sekce C.4.3).

do j=1,nj !cyklus počátečńı podmı́nky (počátečńı funkce)
x(j) = dfloat(j) !př́ıkaz dfloat měńı celoč́ıselnou proměnnou na

!reálnou

if (j.le.nj/2) then !tzv. logická podmı́nka (kde .le. znamená ≤)
f(j) = 1.d0

else
f(j) = 0.1d0 !zadaná počátečńı funkce: pro x ≤ 0.5nj → f = 1.0,

!pro x > 0.5nj→ f = 0.1
endif

end do !konec cyklu

t=0.d0 !změna typu proměnné t na real s dvojitou přesnost́ı

do !vněǰśı (časový) cyklus

t = t+dt
do j=2,nj-1 !vnitřńı (prostorový) cyklus

f(j) = f(j)-u(j)*dt*(f(j+1)-f(j-1))/(x(j+1)-x(j-1)) !vlastńı rovnice (C.49)

end do !konec vnitřńıho cyklu
f(1) = f(1) !vnitřńı tzv. pevná okrajová podmı́nka
f(nj) = f(nj-1) !vněǰśı tzv. volná okrajová podmı́nka

do j=1,nj !cyklus zápisu do souboru s názvem fort.100
write (100,*) x(j), f(j) !zápis spoč́ıtaných hodnot

end do
write (100,*)
write (100,*) !dvouřádková mezera, nutná pro animaci časových

!cykl̊u

if (t.gt.200.d0) exit !vystoupeńı z časového cyklu, pokud t > 200
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end do !ukončeńı časového cyklu

stop !zastaveńı celého procesu při t > 200
end program explicit !konec programu

Toto tzv. explicitńı Eulerovo numerické schéma je sice jednoduché, přehledné a názorné, je ale
vždy numericky nestabilńı (viz obrázek C.4 a odstavec C.4.3):

C.4.3 von Neumannova analýza stability

Jednoduchá analytická metoda, založená na předpokladu periodické numerické poruchy, tedy
na Fourierovské dekompozici (rozkladu) numerické chyby. Metoda byla publikována v roce
1947 matematiky Johnem Crankem a Phyllis Nicolsonovou, za spoluautorstv́ı významného
matematika, fyzika a pr̊ukopńıka digitálńıch poč́ıtač̊u Johna von Neumanna.

Předpokládejme obecné poruchy stability (periodické perturbace, vibrace) vlnového cha-
rakteru ve tvaru

ξneikj∆x, (C.50)

kde ξ(k) je amplituda vlny, k je vlnové č́ıslo libovolné hodnoty. Pokud |ξ| > 1, pro n → ∞
bude

|ξ|n →∞, (C.51)

porucha se neustále zvětšuje, numerické schéma je nestabilńı. Pokud

|ξ| < 1, (C.52)

numerické schéma je stabilńı. Po dosazeńı poruchové vlnové funkce do explicitńıho řešeńı (C.49)
dostáváme (

ξn+1 − ξn
)
eikj∆x = − u∆t

2∆x
ξn
[
eik(j+1)∆x − eik(j−1)∆x

]
(C.53)

a po vyděleńı celé rovnice (C.53) výrazem ξneikj∆x dostáváme

ξ = 1− u∆t

2∆x

(
eik∆x − e−ik∆x

)
= 1− iu∆t

∆x
sin(k∆x). (C.54)

Protože |a+ ib| =
√
a2 + b2, bude druhá mocnina rovnice (C.54) rovna výrazu

|ξ|2 = 1 +

(
u∆t

∆x

)2

sin2(k∆x), (C.55)

kde pravá strana zjevně bude téměř vždy větš́ı než 1 (výjimečně se bude rovnat 1). Je tedy
zřejmé, že v př́ıpadě explicitńıho numerického schématu muśı vždy platit, že |ξ| ≥ 1, toto
schéma je tedy vždy nestabilńı.

C.4.4 Laxova metoda

Numerická varianta explicitńıho schématu, které podstatně stabilizuje, je pojmenovaná podle
matematika Petera Davida Laxe. Základem je jednoduchá změna ve struktuře časového členu.
Člen fnj v explicitńım řešeńı je zde nahrazen aritmetickým pr̊uměrem sousedńıch hodnot,

fn+1
j =

1

2

(
fnj+1 + fnj−1

)
− u∆t

2∆x

(
fnj+1 − fnj−1

)
, (C.56)
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Obrázek C.5: Časový sńımek postupné hustotńı vlny, popsané Burgersovou rovnićı (C.40), modelované
Laxovou metodou (rovnice (C.56)). Křivka hustoty je na rozd́ıl od explicitńıho schématu stabilńı, je
zde však př́ılǐs velká tzv. numerická difúzivita, projevuj́ıćı se značným rozmyt́ım (rozostřeńım) p̊uvodńı
vlny ostře schodovitého tvaru (srovnej s grafem C.9 v odstavci C.4.8), zp̊usobená přidáńım výrazu,
odpov́ıdaj́ıćımu druhé derivaci advekčńıho členu, tj. kdy výraz (fj+1 +fj−1)/2 v rovnici (C.56) můžeme
chápat jako fj + (fj+1 − 2fj + fj−1)/2.

von Neumannova analýza stability v tomto př́ıpadě dává

ξ = cos(k∆x)− iu∆t

∆x
sin(k∆x), a tedy |ξ|2 = cos2(k∆x) +

(
u∆t

∆x

)2

sin2(k∆x). (C.57)

Schéma je zjevně stabilńı, pokud pro tzv. Courant-Friedrichs-Lewyho č́ıslo u∆t/∆x (zkráceně
Courantovo č́ıslo, cfl) plat́ı

u∆t

∆x
≤ 1 Courant̊uv teorém stability. (C.58)

Stejná rovnice (C.40), modelovaná Laxovou metodou (C.56) je zobrazena v grafu C.5.

C.4.5 Metoda zpětného kroku (Upwind method)

Metoda zpětného kroku použ́ıvá v prostorovém (advekčńım) členu zpětnou diferenci,

fn+1
j = fnj −

u∆t

∆x
(fnj − fnj−1), (C.59)

von Neumannova analýza stability v tomto př́ıpadě dává (cfl = α):

ξ = 1− α+ α cos(k∆x)− iα sin(k∆x), a tedy,

|ξ|2 = [1− α+ α cos(k∆x)]2 + α2 sin2(k∆x). (C.60)

Z požadavku |ξ|2 < 1 vyplývá nerovnost

2α(1− α)[1− cos(k∆x)] > 0. (C.61)

Protože pokud α > 0 potom cos(k∆x) < 1, schéma bude stabilńı, pokud obdobně jako v od-
stavci C.4.4 Courantovo č́ıslo α < 1.
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Obrázek C.6: Časový sńımek postupné hustotńı vlny (C.40), modelované metodou implicitńıho schématu
(rovnice (C.65)). Křivka hustoty je stabilńı a na rozd́ıl od Laxova schématu neńı zdaleka tak rozš́ı̌rená.
Amplituda postupného klubka vlnové poruchy v levé části grafu se v čase snižuje, jeho rozsah se neměńı.

C.4.6 Laxova-Wendroffova metoda

Dvoukroková metoda, pojmenovaná podle již zmı́něného Petera Laxe (viz odstavec (C.4.4))
a daľśıho matematika Burta Wendroffa, kombinuje výhody Laxova a explicitńıho schématu
následuj́ıćım zp̊usobem:

1. krok (Lax̊uv) a 2. krok (explicitńı):

f
n+ 1

2

j+ 1
2

=
1

2

(
fnj+1 + fnj

)
− 1

2

u∆t

∆x

(
fnj+1 − fnj

)
, fn+1

j = fnj −
u∆t

∆x

(
f
n+ 1

2

j+ 1
2

− fn+ 1
2

j− 1
2

)
. (C.62)

von Neumannova analýza stability v tomto př́ıpadě dává (cfl = α):

ξ = 1− 2α sin

(
k∆x

2

)[
α sin

(
k∆x

2

)
+ i cos

(
k∆x

2

)]
, a tedy, (C.63)

|ξ|2 = 1− 4α2 sin2

(
k∆x

2

)[
1− α2 sin2

(
k∆x

2

)
− cos2

(
k∆x

2

)]
. (C.64)

Z požadavku |ξ|2 < 1 opět vyplývá podmı́nka stability α < 1.

C.4.7 Implicitńı schéma

Princip tzv. implicitńıho schématu je založen na tom, že hodnoty veličiny f v prostorovém
(advekčńım) členu na pravé straně rovnice (C.49) jsou zadány v čase tn+1, tedy de facto v bu-
doucnu, tj. po provedeńı aktuálńıho výpočtu,

fn+1
j = fnj −

u∆t

2∆x

(
fn+1
j+1 − f

n+1
j−1

)
. (C.65)

von Neumannova analýza stability v tomto př́ıpadě dává (cfl = α):

ξ =
1

1 + iα sin(k∆x)
=

1− iα sin(k∆x)

1 + α2 sin2(k∆x)
, a tedy |ξ|2 =

1

1 + α2 sin2(k∆x)
. (C.66)
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Z rovnice (C.66) je tedy zcela zřejmé, že implicitńı schéma muśı splňovat podmı́nku stability
|ξ| ≤ 1, je tedy vždy numericky stabilńı. Nevýhodou je komplikovanost výpočtu fn+1

j v každém
časovém kroku, kdy tuto předem neznámou hodnotu poč́ıtáme pomoćı tzv. tridiagonálńı matice
(viz odstavce C.1, C.2.1.)

α

2
fn+1
j−1 − f

n+1
j − α

2
fn+1
j+1 = −fnj (C.67)

některou z metod nebo knihoven numerické lineárńı algebry (viz odstavec C.1). Stejná rov-
nice (C.40), modelovaná implicitńı metodou (C.65)-(C.67) je zobrazena v grafu C.6.

C.4.8 Př́ıklad pokročileǰśıho numerického schématu

� V současnosti existuje celá řada moderněǰśıch, přesněǰśıch a stabilněǰśıch numerických
metod (viz např. Thompson, 2006):

� Použit́ı tzv. oddělených śıt́ı (staggered mesh), umožňuj́ıćı odděleńı tok̊u r̊uzných veličin
(flux splitting), např́ıklad vektorových a skalárńıch poĺı, atd.

� Postupné přidáváńı jednotlivých člen̊u pravých stran fyzikálńıch rovnic, reprezentuj́ıćıch
r̊uzná silová pole (operator splitting):

(f1 − f0)/∆t = L1(f0)

(f2 − f1)/∆t = L2(f1)

...
...

(fm − fm−1)/∆t = Lm(fm−1),

(C.68)

kde Lj představuje jednotlivé aproximace člen̊u pravé strany rovnice pomoćı principu
konečných diferenćı, m je celkový počet člen̊u na pravé straně rovnice a horńı indexy
udávaj́ı pořadové č́ıslo d́ılč́ıho časového kroku.

� Princip oddělených śıt́ı (staggered mesh): na A-śıti
”
sed́ı“ vektorové veličiny, na B-śıti

”
sed́ı“ skalárńı veličiny (viz obrázek (C.7).

� Př́ıklad dvoukrokové metody (tj. kdy výpočet následuj́ıćıho časového kroku je rozdělen
na dva mezikroky: explicitně vypoč́ıtaný tzv. prediktorový krok, následovaný implicitńım
tzv. korektorovým krokem) pro výpočet transportńı rovnice (C.40) skalárńı veličiny f :

∆A
− =

fB
j − fB

j−1

xB
j − xB

j−1

, ∆A
+ =

fB
j+1 − fB

j

xB
j+1 − xB

j

, (C.69)

kde ∆−, ∆+ jsou symboly pro zpětnou a dopřednou diferenci. Pro výpočet prediktorového
kroku použijeme např́ıklad tzv. van Leerovu derivaci (van Leer, 1982), definovanou jako:

dB
vL =


〈∆−∆+〉 =

2∆−∆+

∆− + ∆+
, if ∆−∆+ > 0

0, if ∆−∆+ < 0 .

(C.70)

van Leerova derivace je tedy nenulová, pokud je funkce f monotónńı a je nulová v těch
poĺıch prostorové śıtě, kde funkce f procháźı extrémy. Důležitou vlastnost́ı van Leerovy
derivace je, že zachovává monotónnost derivaćı a zabraňuje vzniku lokálńıch extrémů:
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Obrázek C.7: Schéma uspořádáńı tzv. oddělených śıt́ı (staggered mesh). A-śıt’, určená pro poč́ıtáńı vek-
tor̊u, je zobrazena černě, B-śıt’, určená pro poč́ıtáńı skalárńıch veličin, je zobrazena červeně. Dvojitou
čárou je ohraničena vnitřńı výpočetńı doména (’int’), symbolem ’b’ je označena zóna pro poč́ıtáńı okra-
jových podmı́nek, symbolem ’g’ je označena tzv. ghost zone, což je daľśı přidaná zóna pro okrajové
podmı́nky, nutná pro poč́ıtáńı diferenciálńıch rovnic 2. řádu nebo v př́ıpadě symetrických podmı́nek,
např́ıklad v̊uči ose śıtě (periodické okrajové podmı́nky), středu śıtě, atd. Přesné uspořádáńı zón pro
okrajové podmı́nky se může v detailech lǐsit právě podle typu okrajových podmı́nek (pevné, reflexńı,
periodické, atd.).

z rovnice (C.70) vyplývá, že pokud ∆− ≈ ∆+ ≈ ∆, potom 〈∆−∆+〉 ≈ ∆ a pokud
∆− � ∆+ nebo ∆− � ∆+, potom 〈∆−∆+〉 ≈ min (∆−,∆+). To zaručuje, že hodnoty
derivované funkce f na hranićıch výpočetńı buňky lokálně

”
nepřestřeĺı“ středńı hodnoty

funkce f v sousedńıch buňkách (viz obrázek C.8).

� Výsledkem prediktorového kroku bude veličina I (nazveme ji např́ıklad interpolant), která
je během prediktorového kroku advektována na rozhrańı druhé śıtě, tj. z p̊uvodńı B-śıtě
na A-śıt’ a naopak. Prediktorový krok bude mı́t v tomto př́ıpadě tvar

IA, n+a
j = fB, n

j−1 + dB
vL

(
xA
j − xB

j−1 −
uA, n+a
j ∆t

2

)
, (C.71)

kde u je advekčńı rychlost (srovnej rovnici (C.49)) a horńı index n + a označuje d́ılč́ı
posun v rámci časového kroku n.

� Následuj́ıćı korektorový krok bude dán rovnićı ve tvaru

fB, n+1
j = fB, n

j − ∆t

xA
j+1 − xA

j

(
I A, n+a
j+1 uA, n+a

j+1 − I A, n+a
j uA, n+a

j

)
. (C.72)

Po provedeńı korektorového kroku se tedy skalárńı veličina f opět vraćı na B-śıt’, tj.
uprostřed mezi polohy A(j+ 1), A(j). Rovnice (C.72) je zároveň numerickou formou jed-
norozměrné divergence. Obdobné schéma ve dvoj a trojrozměrné verzi se nazývá metoda
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Obrázek C.8: Schématické vyobrazeńı podmı́nky monotónnosti van Leerovy derivace (rovnice (C.70))
je na obrázku C.8a: sklon lineárńı distribuce veličiny f v prostředńı výpočetńı buňce (čárkovaná čára)
je d́ıky van Leerově derivaci (plná čára označená jako dB

vL) redukován, takže hodnoty lineárně inter-
polované, advektované skalárńı veličiny f na rozhrańı buňky muśı po celé š́ı̌rce této buňky

”
padnout“

mezi hodnoty této veličiny, zpr̊uměrované přes objemy sousedńıch výpočetńıch buněk. Obrázek C.8b
znázorňuje prediktorový krok advekce skalárńı veličiny f (rovnice (C.71)). Veličina je lineárně inter-
polována (plná červená čára, označená dB

vL, znázorňuje sklon van Leerovy derivace) a advektována
na rozhrańı buňky v polovičńım časovém kroku t+ ∆t/2. Hranice buňky, vyznačené plnou čarou, sym-
bolizuj́ı objem látky, advektovaný v čase, zat́ımco

”
čárkovaná“ buňka je pevně fixována v prostoru.

Poloha lineárńıho interpolantu I je označena IA, n+a
j . Následuj́ıćı korektorový krok (rovnice (C.72))

advektuje veličinu na střed B-śıtě v čase t+ ∆t.

konečných objem̊u (finite volume method - viz např. LeVeque (2002)). Vı́cerozměrná po-
doba rovnice (C.72) (poč́ıtaná v souřadnicovém směru j, index k zde symbolizuje všechny
ostatńı souřadnicové směry, v závislosti na dimenzi výpočetńı śıtě) by tedy vypadala:

fB, n+1
j,k = fB, n

j,k −
∆t

V B
j,k

(
I A, n+a
j+1,k uA, n+a

j+1,k S
A
j+1,k − I

A, n+a
j,k uA, n+a

j,k SA
j,k

)
, (C.73)

kde veličina V B
j,k znamená objem jedné tzv. buňky výpočetńı śıtě (grid cell), středovaný

na śıti B, veličina SA
j,k znamená potom plochu této buňky (nacházej́ıćı se na śıti A),

přes niž procháźı tok veličiny f ve směru j (viz odstavce A.1.2, A.2.2, A.3.2, A.7.2,
popisuj́ıćı vztahy mezi těmito veličinami v r̊uzných souřadnicových soustavách - viz
také obrázek C.8). Pokud bychom modelovali transportńı rovnici (C.40) pro vektorovou
veličinu, bude postup zcela obdobný, pouze namı́sto ze śıtě B budeme vycházet ze śıtě A,
prediktorový krok transportuje tuto veličinu na śıt’ B a následný korektorový krok opět
na śıt’ A.

� Stejná rovnice (C.49), modelovaná uvedenou metodou prediktor-korektor je uvedená
na obrázku C.9. Courantovo č́ıslo cfl = 0.5.

� Numerické schéma, uvedené v tomto odstavci, neńı zdaleka jediné možné, představuje
pouze ukázku tzv. po částech lineárńı metody (Piecewise Linear Method), kdy nume-
rické diference jsou prokládány úsečkami. Je možné použ́ıt i přesněǰśı tzv. po částech
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Obrázek C.9: Časový sńımek postupné hustotńı vlny, popsané Burgersovou rovnićı (C.40), modelované
metodou prediktor-korektor (pomoćı rovnic (C.71) a (C.72)). Křivka hustoty je na rozd́ıl od předchoźıch
schémat̊u stabilńı a ostrá, malý sklon čela vlny je dán hustotou výpočetńı śıtě (vzdálenost́ı sousedńıch
prostorových bod̊u). Tvar vlny lze korigovat přidáńım střihové tzv. Navier-Stokesovy viskozity nebo
objemové, tj. v praktických výpočtech použ́ıvané tzv. numerické viskozity (viz např́ıklad, LeVeque,
2002, a daľśı).

parabolickou metodu (Piecewise Parabolic Method - PPM, viz např. Colella & Wood-
ward (1984)), nevýhodou je ovšem zcela zákonitě vyšš́ı výpočetńı náročnost, tj. nároky
na výkon poč́ıtač̊u, atd. Kromě toho existuje celá řada jiných metod, založená na jiných
principech numerického derivováńı, jiných typech prostorových śıt́ı (např́ıklad tzv. adap-
tivńı śıtě, které se v pr̊uběhu času samy měńı), nebo k výpočt̊um v̊ubec prostorové śıtě
nevyuž́ıvaj́ı - např. tzv. SPH metoda (Smooth Particle Hydrodynamics), atd.

C.4.9 Př́ıklady modelováńı reálných fyzikálńıch proces̊u

Riemannova-Sodova rázová trubice:

Základńı testovaćı úloha pro většinu numerických kód̊u se snadno ověřitelnými výsledky. Jedná
se o uzavřenou trubici, respektive box, rozdělený na dvě části pevnou přepážkou, nazývanou též
diafragma ( latinský název pro bránici), kde obě odděleńı jsou naplněné plynem s rozd́ılnými
hustotami a tlaky. Náhle přepážka zmiźı což vyvolá pohyb plynu předcházený rázovou vlnou
š́ı̌ŕıćı se kolmo k rovině p̊uvodńı přepážky ve směru řidš́ıho plynu. Obrázek (C.10) ukazuje
sńımek pr̊uběhu hustoty, kdy počátečńı stav plynu (kde index L označuje levou stranu trubice
s vyšš́ı počátečńı hustotou a tlakem ,index R označuje pravou stranu trubice s nižš́ı počátečńı
hustotou a tlakem) je zvolen následovně: ρL = 1.0, ρR = 0.125, PL = 1.0, PR = 0.1, γ = 5/3
kde ρ je hustota, P je tlak a γ je adiabatická konstanta. Obrázek C.11 ukazuje obdobnou
testovaćı úlohu s počátečńımi pr̊uběhy veličin proměnnými v obou směrech x, y, s následuj́ıćımi
parametry: ρL = e−y

2
, ρR = 0.125 e−y

2
, PL = e−y

2
, PR = 0.1 e−y

2
, γ = 5/3. Profily hustoty a

tlaku v př́ıčném směru y jsou tedy
”
Gaussovské“. V tomto modelu je ještě přidána

”
porucha“,

zp̊usobená malou počátečńı složkou rychlosti Vy = 0.05.
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Obrázek C.10: Výsledek simulace hustoty ρ v Riemannově-Sodově rázové trubici v př́ıpadě neviskózńıho
toku v čase t = 0.28 (v jednotkách odpov́ıdaj́ıćıch popisu v odstavci C.4.9). Počátečńı stav plynu je
statický a je fixován pevnou přepážkou (nazývanou také diafragma), situovanou v 1/3 délky trubice.
Hodnoty hustoty ρ a tlaku P na levé straně přepážky jsou ρL = 1.0, PL = 1.0, hodnoty na pravé straně
přepážky jsou ρR = 0.125, PR = 0.1. Celková délka × š́ı̌rka trubice (boxu) je 4.0 × 2.0 v libovolných
jednotkách a je zde použita výpočetńı śıt’ s počtem 300×100 zón, okrajové podmı́nky jsou

”
pevné stěny“.

Tři charakteristické
”
schody“ v hustotě jsou (zprava doleva) vlastńı rázová vlna (jej́ıž rychlost š́ı̌reńı

může až čtyřikrát převyšovat skutečnou rychlost pohybuj́ıćıho se plynu), dále tzv. kontaktńı nespojitost,
což je mı́sto p̊uvodńı přepážky, š́ı̌ŕıćı se vlastńı rychlost́ı pohybuj́ıćıho se plynu a konečně tzv. zřed’uj́ıćı
vlna, š́ı̌ŕıćı se opačným směrem (viz grafy stejné testovaćı úlohy např́ıklad v Stone & Norman, 1992).
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Obrázek C.11: Barevný graf pr̊uběhu hustoty ve stejné Riemannově-Sodově rázové trubici v čase
t = 5.32, s přidanou malou počátečńı y-ovou složkou rychlosti, Vy = 0.05. Tato

”
porucha“ zp̊usob́ı

určitou př́ıčnou deformaci toku kde jsou rovněž viditelné Kelvinovy-Helmholtzovy a Rayleigh-Taylorovy
nestability.
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Obrázek C.12: Barevný graf pr̊uběhu hustoty v Kelvinově-Helmholtzově nestabilitě (viz odstavec C.4.9).
Sńımek ukazuje tok v pokročilém čase, kdy je nestabilita již zcela nelineárńı, tj. s plně rozvinutými
turbulencemi.

Kelvinova-Helmholtzova nestabilita

Daľśım obĺıbeným testovaćım problémem je modelováńı Kelvinovy-Helmholtzovy nestability
(viz např. Chandrasekhar, 1961, viz také obrázek C.12). Pravoúhlá oblast (box) je naplněná
plynem se dvěma opačně směřuj́ıćımi toky, oddělenými lineárńı pomyslnou diskontinuitou.
Okrajové podmı́nky jsou periodické na čelńıch okraj́ıch tok̊u, tj. v obrázku C.12 na stranách
se souřadnicemi x = 0 a x = 1, zat́ımco na zbývaj́ıćıch dvou stranách jsou zvoleny opět jako

”
pevné stěny“. Počátečńı podmı́nky k úloze jsou převzaty z parametr̊u, uvedených v instrukćıch

ke kódu ATHENA (Stone et al., 2008; Springel, 2013): pro y > 0.5 je podélná rychlost toku
Vx,1 = 0.3 a hustota plynu ρ1 = 1, pro y ≤ 0.5 je podélná rychlost toku Vx,2 = −0.3 a hustota
plynu ρ2 = 2. Počátečńı tlak P = 1.0 v celé výpočetńı oblasti a adiabatický exponent γ = 5/3.
Abychom se vyhnuli naprosto ostrému rozhrańı mezi oběma toky, definujeme přechodovou
oblast která propoj́ı oba toky, popsanou rovnicemi (Springel, 2013):

ρ(x, y) = ρ1 + (ρ2 − ρ1)
(

1 + e
y−0.5
σ

)−1
, (C.74)

která charakterizuje počátečńı poruchu hustoty ve směru y, podobně

Vx(x, y) = Vx,1 + (Vx,2 − Vx,1)
(

1 + e
y−0.5
σ

)−1
, (C.75)

která charakterizuje počátečńı poruchu x-ové složky rychlostńıho pole ve směru y, kde středńı
kvadratická odchylka rychlosti σ = 0.01. Do těchto počátečńıch podmı́nek vlož́ıme periodickou
poruchu y-ové složky rychlosti ve tvaru

Vy(x, y) = A cos(kx) e−k |y−0.5|, (C.76)

s vlnovým č́ıslem k = 2 × (2π/L) a amplitudou poruchy A = 0.05. Význam tohoto testu
spoč́ıvá také ve snadném ověřeńı linearity nár̊ustu poruchy v rané fázi pr̊uběhu úlohy, zat́ımco
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později je pr̊uběh vývoje poruchy zjevně nelineárńı, což vylučuje provedeńı analytických kvan-
titativńıch výpočt̊u. Nav́ıc,

”
ostrost“ rozhrańı mezi oběma protisměrnými toky může sloužit

jako indikátor tzv. numerické difúzivity (tj. stabilizace algoritmu advekčńıho schématu pomoćı
druhých derivaćı toku) výpočetńıho schématu (Stone et al., 2008).

C.5 Paralelizace výpočetńıch algoritmů

Pro urychleńı a často dokonce i pro samotné umožněńı výpočtu velmi rozsáhlých (jedno-
rozměrných nebo v́ıcerozměrných) algoritmů (kód̊u) je nezbytné tyto algoritmy paralelizovat, tj.
rozdělit je na v́ıce odd́ıl̊u (proces̊u) souběžně (paralelně) poč́ıtatelných na odpov́ıdaj́ıćım počtu
strojových procesor̊u. Principem paralelizace je tedy rozdělit celkovou prostorovou výpočetńı
oblast (viz např́ıklad obrázek C.7) na množstv́ı separátńıch výpočetńıch oblast́ı, rank̊u (ranks).
Tyto ranky lze, v závislosti na povaze problému, poč́ıtat bud’ zcela samostatně, nebo, po-
kud je nutná vzájemná

”
komunikace“ na styku těchto rank̊u (např́ıklad při hydrodynamických

výpočtech, kde je nutná návaznost na okrajové podmı́nky na hranićıch celé výpočetńı oblasti,
jsou na hranićıch rank̊u předávány informace o hodnotách výpočt̊u v sousedńım ranku). Tato

”
meziranková komunikace“ přitom nep̊usob́ı žádné zásadńı zpomaleńı výpočtu.

Existuje řada specializovaných knihoven pro tvorbu paralelńıch algoritmů, asi nejrozš́ı̌reněǰśı
z nich je knihovna MPI (Message-Passing Interface), včetně několika podtyp̊u, vytvořená skupi-
nou výzkumných a vývojových pracovńık̊u z akademické a pr̊umyslové sféry pro široké využit́ı
na paralelně řazených poč́ıtač́ıch. Oficiálńı zdroj knihovny včetně programovaćıch manuál̊u
je na webové stránce http://www.mpi-forum.org/, pro úvodńı seznámeńı se s knihovnou i
s technikami paralelńıho programováńı doporučuji skripta Ĺısal (2007), pro podrobněǰśı stu-
dium manuál Pacheco (1998). Knihovna je naprogramována pro přesun dat z jednoho pro-
cesu do jiného procesu pomoćı kooperativńıch operaćı v každém procesu (tzv. point-to-point
komunikace mezi dvěma procesy). Hlavńım smyslem použ́ıváńı metod paralelńıho progra-
mováńı je významné urychleńı výpočt̊u jak v př́ıpadě zcela samostatně pracuj́ıćıch rank̊u,
tak v př́ıpadech, kdy je nutná vzájemná hraničńı

”
send and receive“ komunikace. Často je

výpočet na jednom procesoru dokonce neproveditelný, v př́ıpadě, že binárńı soubor indikuje
neúměrně rozsáhlý výpočetńı proces, nelze zdrojový soubor v̊ubec zkompilovat. Knihovna MPI
je vyvinutá pro r̊uzné programovaćı jazyky, jako jsou Fortran, C, C++, Python a Java, mohou
zde být ovšem velké d́ılč́ı rozd́ıly v organizaci výpočtu (např́ıklad rozd́ılné pořad́ı zahrnováńı
prostorových buněk při dvourozměrném paralelńım výpočtu v př́ıpadě jazyka Fortran, kdy
výpočet

”
běž́ı“ v rámci každého ranku nejprve ve

”
vertikálńım“ směru, zat́ımco v př́ıpadě ja-

zyka C výpočet
”
běž́ı“ vždy nejprve

”
horizontálně“). Protože se v současnosti jedná již o velmi

rozsáhlou a specializovanou discipĺınu, nebudeme zde detailněji popisovat techniky paralelńıho
programováńı.

V rámci poč́ıtačových volně vázaných seskupeńı (poč́ıtačových cluster̊u), pracuj́ıćıch v České
republice, lze standardně doćılit současné zapojeńı až několik stovek proces̊u. Dostupnými a
výkonnými poč́ıtačovými clustery např́ıklad jsou:

� METACENTRUM, což je virtuálńı organizace, která ř́ıd́ı a distribuuje výpočetńı in-
frastrukturu spolupracuj́ıćıch akademických a univerzitńıch center. Výpočetńı a pamět’ová
zař́ızeńı jsou spravována v rámci projektu

”
Czech National Grid Infrastructure“, který je

součást́ı projektu
”
Projects of Large Infrastructure for Research, Development, and Inno-

vations“ (LM2010005). Součást́ı poč́ıtačového clusteru METACENTRUM jsou: výpočetńı
centrum Masarykovy univerzity v Brně (centrum CERIT-SC, Loschmidt Laboratories -
pracovǐstě Ústavu experimentálńı biologie PřF MU a NCBR - Národńı centrum pro výz-
kum biomolekul, PřF MU), výpočetńı centrum Západočeské univerzity v Plzni (KIV

http://www.mpi-forum.org/
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- Katedra informatiky a výpočetńı techniky FAV ZČU, KMA a KKY - Katedra ma-
tematiky a Katedra kybernetiky FAV ZČU), výpočetńı centrum Jihočeské univerzity
v Českých Budějovićıch (Př́ırodovědecká fakulta JU), výpočetńı centrum Akademie věd
ČR, výpočetńı centrum Katedry telekomunikačńı techniky FEL ČVUT v Praze, atd.,
zastřešuj́ıćı organizaćı je e-infrastruktura pro vědu, výzkum a vzděláváńı CESNET z.s.p.o.
Celkové parametry a výkon clusteru převyšuj́ı 10 000 CPU poč́ıtačových jader (deśıtky
TB operačńı paměti RAM) a s pamět’ovou kapacitou cca 1 PB (1 063 TB) pro operačńı
data a cca 19 PB (19 000 TB) prostoru pro ukládáńı dat. Oficiálńı webovou stránkou je
http://metavo.metacentrum.cz/.

� Poč́ıtačový cluster ANSELM (národńı superpoč́ıtačové centrum, VŠB - Technická uni-
verzita Ostrava), který sestává z celkem 3 344 poč́ıtačových jader CPU (15 TB operačńı
paměti RAM). Oficiálńı webovou stránkou je http://www.it4i.cz/

� V současnosti je již k dispozici uživatel̊um nový poč́ıtačový cluster SALOMON (národńı
superpoč́ıtačové centrum, VŠB - Technická univerzita Ostrava), který je dle žebř́ıčku
TOP 500 oficiálně 40. nejvýkonněǰśım superpoč́ıtačem na světě! Současné parametry:
24 192 jader CPU Intel Xeon (Haswell-EP), 129 TB operačńı paměti RAM, 52 704 ja-
der akceleračńıch koprocesor̊u Intel Xeon Phi s 13,8 TB RAM, 2 PFLOP/s maximálńı
výpočetńı výkon, 2 PB diskové kapacity a 3 PB zálohovaćı páskové kapacity. Oficiálńı
webovou stránkou je http://www.it4i.cz/.

http://metavo.metacentrum.cz/
http://www.it4i.cz/
http://www.it4i.cz/
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