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Uvod

VVVVVV

fyziky, patii znalost zdkladnich matematickych postupu, uvadénych v této sbirce, k neodmys-
litelné vybavé kazdého, kdo se chce fyzikou hloubéji zabyvat. Souhrnny pfedmét Pocetni prak-
tikum 1, Pocetni praktikum 2 pfedstavuje prakticky kurz, uréeny studentum prvnich semestru
bakalafského studia, bezprostiedné navazujici na predméty Zakladni matematické metody ve
fyzice 1, Zékladni matematické metody ve fyzice 2. Smysl pocetniho praktika, jak uz samotny
nazev napovida, spo¢iva predevsim v praktickém pocitani a v detailnim procvicovani znalosti,
ziskanych ve vyse uvedenych prednaskach.

Tato sbirka predstavuje souborny studijni materidl, usnadnujici vybér piiklada, souvi-
sejicich s danymi tématy. Je ¢lenénd do dvanacti zdkladnich kapitol, fazenych zhruba podle
¢asové posloupnosti prednasené problematiky, doplnénych tfemi prilohami, uréenymi zdjemctm
o §irsi znalost zakladt nékterych dulezitych okruhtt matematiky, potencidlné vyuzitelnych v
dalsim studiu i ve fyzikalni praxi. Jednotlivé kapitoly jsou vzdy uvedeny struénym teoretickym
shrnutim daného tématu, které si neklade za cil podavat matematicky pfesny a vycerpavajici
vyklad (doplnény vétami, dukazy, atd.), nybrz pokud mozno jednoduchym a ptehlednym
zpusobem zrekapitulovat hlavni zasady pro praktické poc¢itani prislusného problému. Pokud je
nékde vyklad zjednodusen do té miry, ze napiiklad opomiji nékteré predpoklady nebo nékterd
feSeni uvedené rovnice, je to v textu uvedeno. Jadro kazdé kapitoly tvori potom soubor piikladu,
které v dostatetném rozsahu pokryvaji danou problematiku. U kazdého piikladu je také uve-
deny vysledek, ktery podle mého nazoru studentiim, ktef{ se s danou latkou teprve sezna-
muji, umozni spravnou orientaci pti poc¢itani. Pro jednodussi zachazeni je cela sbirka vybavena
modie zvyraznénymi hypertextovymi odkazy, umoznujicimi v elektronické verzi se kliknutim
ihned pfesunout na odkazované misto a stejné zvyraznénymi odkazy URL, které po kliknuti
automaticky oteviou uvedenou webovou stranku.

Ani sebelepsi studijni material nenahradi vlastni pili a odhodlani téch, ktefi o ziskani zna-
losti a dovednosti usiluji, muze jim pouze vice nebo méné préici usnadnit. Velmi proto uvitam,
pokud ti, ktefi budou s touto shirkou pracovat, mné sdéli svoje pfipadné nazory, podnéty
nebo vyhrady napt. ke srozumitelnosti vykladu nebo obtiznosti piikladu a zdroven mé kdykoli
upozorni na jakoukoli nepfesnost nebo nedostatek, ktery v piikladech nebo v textu odhali.

Petr Kurfiirst


https://is.muni.cz/auth/predmety/predmet.pl?id=781988
https://is.muni.cz/auth/predmety/predmet.pl?id=781988
https://is.muni.cz/auth/predmet/sci/jaro2015/F2423
http://physics.muni.cz/%7Eczudkova/
http://physics.muni.cz/%7Eczudkova/
http://physics.muni.cz/%7Eczudkova/




Kapitola 1

Diferencialni a integralni pocet

1.1 Derivace funkci jedné proménné

e Derivace je jednim ze zdkladnich pojmu diferencidlniho poctu a matematické analyzy
vubec. Pomoci pfedem definovaného pojmu limita je derivace funkce jedné proménné
definovand jako

df(z) = f'(x) = lim

dx h—0

fl+h) - f(z)
h

, kde h = Az je prirustek nezdvisle proménné x.

(1.1)

e Nasledujici vycet shrnuje derivace elementarnich funkci jedné proménné:

(Cz™) = Cnz" !, kde C € R je konstanta, n € R je konstanta, (1.2)
() e, (1.3)
() = (e"™3) = a”Ina, kde a > 0 je konstanta, (1.4)
1
(Inz)’ =—, x>0, (1.5)
x
1
(log, =)’ = 0, kde a > 0, a # 1 je konstanta, (1.6)
zlna
(sinz) = cos z, (1.7)
(cosz)’ = —sinuz, (1.8)
1 T
/ = — 1 —_ 1.
(tgx) cosQ:r’x7é(2k+ )2,k€Z, (1.9)
1
(cotgx)’ =——5,r#km keZ, (1.10)
sin® z
1
arcsin x)’ = —, -1l <z <], 1.11
( ) V1— a2 (L11)
1
arccos x) = —-1l<z<], 1.12
(arecos ) N (1.12)
1
tgx)’ = 1.13
(arct 2 — (1.13)
1
t ! =7 1.14
(arccotg ) T (1.14)
z _ —x\/ T —x
(sinh z)’ = (e 26 ) = —|—2e = coshz, (1.15)

1
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(coshz)’ = sinh z, (1.16)
1
(tanh .CU)/ = m =1- tanh2 Z, (117)
1
(cothz)’ == 1 —coth®z, = # 0. (1.18)
sinh® x

Z rovnice (1.15) lze odvodit nasledujici identity pro hyberbolometrické funkce (funkce
inverzni k hyperbolickym funkeim):

1

argsinhz = In (:r: +Vaz+ 1) a ted argsinhz) = —n—, 1.19
8 y (argsinhz) NES (1.19)
1
argcoshz = In (a: +va?— 1) atedy (argcoshz)” = TE x> 1, (1.20)
x [e—
1 1 1
argtanh x = 5 In ] j:i atedy (argtanhz) = 1.2 -l<z<1 (1.21)
1 1 1
argcothz = B In ii— 1’ atedy (argcothz) 1= |z| > 1. (1.22)
e Pravidla pro derivovani souctu, sou¢inu a podilu funkci jedné proménné:
(af + Bg)’ = af’ + B¢’ pro libovolné funkce f a g a konstantya a 3, (1.23)
(fg) = f'g + fg’ pro libovolné funkce f a g, (1.24)
!/ /
1 ! /
<f> = [f ()] = M pro libovolné funkce f a g, g # 0. (1.25)
g g g

e Pravidlo pro derivovani slozené funkce f (¢(z)), kde f je vnéjsi a ¢ je vnitini funkce
proménné z (tzv. Fetézové pravidlo pro derivace):

o) =22 =Yy (1.26)
dgpdx do

Pro budouci praktické pocitdni (a to nejen derivaci, ale viceméné ve vSech oblastech mate-
matiky), pfipadné pro kontrolu spravnosti mechanickych vypoctu, lze vyuzit analytické pro-
gramové balicky, naptiklad Wolfram Alpha: Computational Knowledge Engine https://www.
wolframalpha.com/, jehoz zdkladni aplikace jsou volné dostupné, velmi pokroéily je také pro-
gram Sage (SageMath) http://www.sagemath.org/, atd. V zddném piipadé to oviem nenahra-
zuje vlastni dovednosti, pouze je dopliiuje a pomaha rychle a bezchybné zvladat, zjednodusovat
a kontrolovat i velmi rozsahlé, na mechanické pocitani pracné vyrazy.

e Priklady:

Vypocitejte derivace uvedenych funkei a vysledky zjednoduste. V piipadé, ze Dy je pouze
podmnozinou R, urcéete prunik defini¢nich obort zadanych i vypocitanych funkci. Vysledek je
u kazdého prikladu uveden cervenou barvou.

1+z— 22 2(1 —2x)
1.1 —= = B S
1—xz+ a? (1 -+ 22)?
1 1 1 2 2sin?2
192 1 +x 1 + x cos otg 2 sin ze(-1,1)

sin2 1-z o 1-azcos2” (1—22)(1 —22cos?2)’


https://www.wolframalpha.com/
https://www.wolframalpha.com/
http://www.sagemath.org/
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1.9

1.10

1.11

1.12

1.13

1.14

1.15

1.16

1.17

1.18

1
VT2 (a4 Vi)

sin (cos2 w) - COS (sin2 w)

T+ xr+T
z (sinlnz — coslnz)
1 1
\/1+$2—ln<—+ 1+—2>
x x

1—+v1—22

arccos T 1

T Ml
x 2 1+vV1—2a?
="
z
. ‘ _
zaresing /o —— + arccotg\/r — /x
wsin2x
.2 -1
x arcsin
e +1
5xlog10x
1 2 -1
0g7 r—1
z—Inv1+ e + e Tarctge”

2507 4 Incos+/e + 1

ST (cos rlnx +
T

sinw) e’ tgy/e” +1
2v/e* +1

1
(22 + 1)3/2

— sin 2z - cos (cos 2x)

1+ﬁ(2+4m)
, T >
SVt Vit Vet VR

2sinlnz, x>0

0

2+1

L_‘_v z#0

x

arccos

- , e (—1,1), 0
5 e€(-11) z#

fd

2" [¢* '+ 2" Inz (Inz+1)], >0

T 1
Sin 4 / — , x>0
arcsin P Ry T

i 02

.o (sin“x )
s (—i—QSlnxcosxlnx), z >0
x

x?—1 2z

arcsin 21 21

1
xloga}l 1
) n5<ogx+ln10>,x>0
1

e 1
(x+1)InT’ v

2e” — (1 + 0233) arctge”
ez + e®

>0

zln®(z + V1 +22) — 2v/1+ 22 In(z + V1 + 22) + 2z

In? (ac +vV1+ a;2>

14 22
Vatsin®

2 (m2 — 2) sinxz — Tx (:E2 + 1) Ccos T

3
3 .
Va7 sin® x

, x#0
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1.19

f'(27) funkee f(x) = x2(cosz) S0,

in2 o
f'(2m) = (cos )~ sin® {23; + 22 [sm T cos z In(cos x)]} =4, x € (4k—1,4k+1)z,
Ccos T o 2
kelZ
1.20 xln(sinz) €
V1+ 22
. In(sinz) + zlnx cotgx 1
In(sin x)
x + A ,x>0Nx e 2k 2k+1)m, keZ
[ Vita i+ x2)3/2} ( &
1.21 xsm(lnx) V1+a?
x
sin(inz) (2 +1) [sin(Inz) + Inz cos(ln x)] — 17 20
22y/1 + 22
inbxz — bcosb
1.22 eawcoss 2EDT o8 :E, kde a, b jsou kladné konstanty.

1.23

1.24

1.25

1.26

1.2

Var? +b?
azcosz | @8in bz — bcosbw
asin vbz — b cos vbx
\beOS\/@xaxsinx [asinx

. ar ab cos bz + b? sin bz
acosr — axsinx —

ax? 4 b? Vaz? + b2

arsinz
xr

, kde a, b jsou kladné konstanty.

B l+Inx+xlnxcotgz) (atgyvbr—b) + ——M
Va2 + b? Vb ( ’ )< ’ ) 2V

x > 0. Pro¢ neni nutnd podminka = # (2k + 1)%7 kelZ?

a—i—btg\/ba;]

bsinx

(azsinz) = , kde a,b jsou kladné konstanty.

. bsine | SIN T + Z COS T . cosx sinx
b(azsinz) « | ——5—— +In(arsinz) - ,
x T T

x>0ANz € (2k2k+ 1)m

kelZ
r<O0Az € (2k—1,2k)7’ <
(az ex)bi%, kde a,b jsou kladné konstanty.

—(aze®) «? [(1+2)Inz +In(aze”) (1 —2Inz)], 2 >0
x

(z ex)ﬁ, kde a je kladna konstanta.

2
alx +1In“x) a@+ina)
—7< )e ame x>0, xF# 1.
2 2 ., ) )
z?In” x

Neurcité integraly funkci jedné proménné

Neurcitym integrdlem nazyvame nekoneéné velkou mnozinu funkci, tvofenou souétem
libovolné redlné konstanty C s tzv. primitivni funkei F(x) k dané puvodni funkei f(z),
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pro niz plati F'(z) = f(z). V piipadé funkce jedné proménné lze psét
/f(a:) dz = F(z) + C. (1.27)

e Nasledujici vycet shrnuje neurcité integraly elementarnich funkci jedné proménné-:

n+1
/C1a: dz =C x+ 1 + Cy, C1,Co € R, n € R\{—1}, jsou konstanty,
n
/e dz =e” 4+ C, C € R je konstanta,
ax
/a dx =—+C, a>0, a+#1 je konstanta,
Ina
/ dz =In|z| + C; = In(Csalz|), z # 0, C2 > 0, C; =1nCy,
T
/smajdx = —cosx + C,
/cosxdx =sinx + C,
T
/cos2 tgx+ C, x # (2k + )2,k€ ,
/ =—cotgr+C, x £ km, k€Z,
sin? :c

/m x =arcsinez + C; = —arccosz + Cy, —1 <z < 1,
/ 7 —I—x2 = arctgx + C; = —arccotgx + Co,
/smhxdx = coshz + C,
/coshafdx =sginhx + C,

= tanhx + C,
/cosh2

= —cothax 4+ C, x # 0,
/smh2 7

=1In (x—i— x2—|—1) + C = argsinhz + C,

o
8

i

———dx :ln(x+\/x2—1)+C:ar coshz +C, z > 1,
/\/:L'2—1 &
1 1
—1In e +C = argtanhz+C, -1 <z <1
/ 1 q 2 11—z
€T =
1 — 22 1 1
v §1n x+1‘+C = argcothz + C, |z] > 1,
x_

1

Integrace je tedy inverznim procesem k derivovani, neurcité integrély (anglicky také an-
tiderivatives) nékterych elementdrnich funkei muzeme vyéist piimo z rovnic (1.2)-(1.22).

1

(1.28)
(1.29)
(1.30)
(1.31)
(1.32)
(1.33)
(1.34)
(1.35)
(1.36)
(1.37)
(1.38)
(1.39)
(1.40)
(1.41)
(1.42)

(1.43)

(1.44)

neurcité integrély jsou vycerpdvajicim zpusobem tabelovdny napiiklad v Bartsch (2008), Rektorys (2009).
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z—1
z+1

1 1
/xg_ldx :5111

e Soucin dvou funkel u(z) a v'(z) nezdvisle proménné xr muzeme integrovat metodou
per partes, kterd je integralem rovnice (1.24):

uv = / (wv) dx = / (W'v+uv')dz  a tedy /uv’ dz = uv — /u'v dz. (1.46)

‘ +C. (1.45)

e Substitu¢ni metodou muzeme integrovat slozenou funkei (viz rovnice (1.26)), kdy vnitini
funkci 1ze nahradit novou proménnou, anebo muzeme integrovat jednoduchou funkci, kdy
nezavisle proménnou nahrazujeme novou vnitini funkei:

— Substituéni metodu 1. typu lze pouzit pii integraci slozené funkce f[¢(z)] nezavisle
proménné x ve tvaru

/ﬂam dx—/f F(2)+C=Flp@)+C,  (147)

kde muzeme nahradit (substituovat) vnitini funkci novou proménnou: ¢(x) = z,
¢'(x) dz = dz. Substituéni metodou 1. typu je i univerzalni substituce tg(z/2) = z,
pomoci které lze libovolnou goniometrickou funkeci prevést na funkci racionélni.

— Substituéni metodu 2. typu lze pouzit pii integraci jednoduché funkce f(x) nezavisle
proménné r zpusobem

/fmmw=/ﬂwdwwmz=ﬂ@+C=Fw1@H+Q (1.48)

kde muzeme nahradit puvodni proménnou novou vnitini funkci nové proménné:
r = ¢(2), dv = ¢'(2) dz a kde vyraz ¢! znamend inverzni funkci k ¢. Typickym
prikladem této metody je substituce x = sin z, pomoci niz lze iracionalni funkce
typu V1 — 22 dz anebo dz/v/1 — 22 v integrandu nahradit v prvnim piipadé gonio-
metrickou funkef cos? z dz, ve druhém piipadé pouze dz.

e Raciondln{ funkci ve tvaru

Pm(x) amxm—i_am—lxm_l ++a11’+a0
_ _ 1.4
f(@) On(2) ~ bpa" + bp_12" L+ - + bz + by ’ (1.49)

kde P, (x) a Qn(x) jsou polynomy stupné m a n (kdy m > n), lze rozlozit na soucet
polynomu a ryze raciondln{ funkce (kdy m < n). Raciondln{ funkci Ize vyjadtit bud jako
soucet parcidlnich zlomku, nebo, v pripadé kdy napt. f(z) = 1/Qa2(z), kde Q2(x) je
polynom 2. stupné déle nerozlozitelny v R, provedeme upravu (tzv. doplnéni na ¢tverec)
bax? + b1z + by = [vboz + bl/(Q\F)] + by — b?/(4bs), vedouci na integrél ve tvaru
rovnice (1.37).

e Obdobnym zpusobem muzeme Fesit integraly iraciondlnich funkei typu f(z) = 1/1/Q2(x
kde Q2(x) je polynom 2. stupné, jehoz doplnéni na ¢tverec vede na 1ntegraly ve tvaru
rovnic (1.36), (1.42) nebo (1.43). Vycerpavajicim zpusobem jsou metody analytickych
vypocta neurcitych integrall funkei vSech typt tabelovany napt. ve sbornicich: Bartsch
(2008), Rektorys (2009), atd.
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o Piiklady:
3
1.27 / Wae=1)"

X

4
a
1.28 /xg _3dx

3r—4

/ dx
1.30 _—
V2 4+ 3z — 222
dx
1.31 —_
/ 22+ 3z +3

1.32 / (—x2 + a:) e dx

1+

1.33
Vi

1 1
1.34 +
/(\/2—:1:2 V2 + 22

1.35 /m sinx dz

1.36/ dz

sinx

1.37 /tg xdx
1

L [1ronry,
sin® x

1.39/ _de
1+sinx + cosx

1.40 / arctgv2x — 1dx

dx
1.41 _
/ sin? x cos?

1.42

1.43 /m (2*+1)dw

22 —3z+6yz—In|z|+C, z>0

CAD\[\D

3 3v/3
%+3x+ \2[111

-3
w+\/§

+C, z#+V3

K\D\O‘

In [(JJ+2 \/72}+C, x> 2

\;ﬁarcsl ( 3> +C, x e <;,2)
2 2043

t +C
Vo ( V3 )

<_.%'2+5.Z' 5>5z+c

3 9 27

\/x2+1+ln<x+\/:1:2+1>+C
in - + argsinh —— + C, |z| < V2
arcsin — 4+ argsinh — L
V2 TR

(2*1‘2) cosx +2zsinx + C

ln’tgg’—l—C, v 4kr, kel

T
2COSQI+ID\CObx|+C, x#(2k+1)§, kelZ

r 14cosx

In,/tg +C, z € (2k,2k+ )7, keZ

2 2sin? z
xr T
ln‘1+tg§‘+C, z# (Wh+2,4k+3), keZ

rarctg/2x —1 — ——— +C

l\D\»—l

—2cotg (2x) + C, z # k:g, kel

x

44 — 22

+C, |z] <2

xIn (m2+1) + 2arctgx — 2x + C
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4
3

31+\4/§ § 41. 4/1,_ xT
1.44/Vﬁd$ (Yo +1)8 (YT —3)+C, 2> 0

S r—1
1.45 / I_i_ 11 dx 2v/x — 1 — 2\@arctg \/% +C, z>1
x

1.46 / Vo1

—1
3: dx
r+1

., L V2 =232 1) +2 arcte [l — 48TV _
e H\’V?l \/2(x—1)+2{*/2(x—1)+2+2g4( ell 2@ =)

28/ arctg [1 + ¢/2(x — )] +C, x> 1

1.3 Urcité integraly funkci jedné proménné

Urcity integral funkce f(x) spojité na intervalu a < z < b, je definovan predpisem

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a), (1.50)

kde F'(a), F'(b) jsou funkéni hodnoty primitivni funkce F(z) v bodech z = a, © = b. Geomet-
ricky vyznam urcitého integrdlu funkce jedné proménné je dan velikosti celkové plochy v roviné
xy, kde y = f(z), kterd je ohranicend grafem funkce f(z), osou x a piimkami z = a a x = b. Ve-
likosti diléich ploch nad osou z, tj. kde f(x) > 0, prispivaji k velikosti celkové plochy, velikosti
dil¢ich ploch pod osou z, kde f(z) < 0, se od velikosti celkové plochy odecitaji.

e Priklady:

3 d s
1.47 /T m [z (tgz — cotgx) +ln(sinxcosx)}% = %
VT 2 2 L (221" 1
1.48 /0 xsin <z> oS (ﬁ) dx {Sm2 (4)]0 =3
3
2z —1 3T
1.49 —d In(z? — 42+ 5) +3arctg (z —2)]3 =In2 + —
| s In( )+ Barcts (z - 2 |
1
1.50 / Vdz? + 1dz
~1
1
In(v4z? + 1+ 22) N xV4x? +1 _ In(+/5 + 2) VB~ 2.96
4 2 2
0 x? i s
1.51 / [(xtgx+a)tgx+1] dz, a je konstanta. |:T tgz + (1 —a)ln(cosz) — 5 T =5
_g _%
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jus

: 2
1.52 /4 (x +a) (smx) dz, a je konstanta.
—q

COS T

2 E T
[mtgm + In(cosx) — ) +atgr — acr} =2a (1 - Z)

W~

6 rdx T = 1/
1.53/ {ftd 2x) + In {/cos 2:5} —<—1112>
0 (cost—sinzaz)2 2 8 (2) ( )0 4\V3
1
154/marctg:v +1)dx
0
4 ! ™ 1. 2
drctg +1)—Invat+222 +2| = arctg2 — — + ~In-
o 815
' foDn@2+1) 2t 22 1
155/a:3ln +1)dz [(x )n(‘r+)_£+£ —
0 4 8 41, 8

1.4 Jednoduché geometrické a fyzikalni aplikace integrace funk-
ce jedné proménné?

V nasledujicich ptikladech je vzdy tieba sestavit urcity integral funkce jedné proménné. Pokud
je v prikladu zadéna spojité proménnd tzv. intenzivni fyzikaln{ veli¢ina (hustota, tlak, hustota
naboje, atd.), pomoci niz se mé na dané oblasti stanovit odpovidajici extenzivni veli¢ina (hmot-
nost, tlakové sila, velikost naboje, ...), vypocet provadime jako integral intenzivni veli¢iny pfes
tuto oblast. Napiiklad hmotnost m kruhové desky o poloméru R s plosnou hustotou o = o(r),
kde r je vzdalenost od stredu desky, uréime pomoci integralu

/ r)ds = / r) 2z dr. (1.51)

2

o Piiklady:

1.56 Spocitejte velikost plochy, ohranic¢ené ,zespoda“ parabolou y = z* a ,shora“ kfivkou

y =z
1

3

2 a ,shora® pifmkou

1.57 Spocitejte velikost plochy, ohranic¢ené ,zespoda“ parabolou y = =
y=1x/2+5.
243

16
1.58 Rychlost hmotného bodu v jednorozmérném piipadé je dana vztahem

18
(t+1)

v =23t —

2Ve vysledcich piikladi s geometrickymi nebo fyzikalnimi veliGinami nejsou uvadény piislusné jednotky.
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1.59

1.60

1.61

1.62

Urcete drahu, kterou projde hmotny bod v ¢asovém intervalu od t = 0 do zastaveni. Bude
hmotny bod v tomto ¢asovém intervalu zrychlovat nebo brzdit (tj. bude se zvysovat nebo
snizovat velikost jeho rychlosti) 7

s =6(1 —31In3), hmotny bod bude brzdit, vektor zrychleni ma opa¢ny smér nez vektor
rychlosti.

Prehradni hraz je tvorena svislou betonovou zdi tvaru obdélniku, jehoz délka je L. Hloubka
vodni nédrze je v celé délce hraze presné H. Jakd je celkova tlakova sila, kterou voda
pusobi na hréz ?

H
E, = <p92 +po> LH, kde pg je atmosféricky tlak na hladiné.

Vaélcova nddoba o poloméru R a vysce H je zcela naplnéna plynem, jehoz hustota smérem
od osy valce klesd. Pokles hustoty je vyjadien funkci

2
_r_
p=poe 1,

kde pg je hustota plynu v ose vélce, r je vzdalenost od osy valce.

(a) Vypocitejte hmotnost plynu v nadobé.

(b) Vypocitejte celkovou tlakovou silu, kterou pusobi plyn na vsechny stény nddoby,
pokud tlak p = a?p, kde a je konstantni (izotermickd) rychlost zvuku.

(c) Jaka bude celkovd hmotnost a celkova tlakové sila, pokud by polomér vzrostl ,nade
vechny meze“ (R — 00) ?

2
(a) m = 10mpoH <1 — e}fb>

2
(b) F, =2ma’py [10 +e 10 (RH — 10)]
(c) m=10mpoH, F, = 20ma?py

Vaélcova nddoba o poloméru R a vySce H je zcela vyplnéna plynem, jehoz tlak smérem
vzhtiru klesa. Pokles tlaku je vyjadfen funkei

h

pP=poe 20,

kde pg je tlak plynu na dné vélce, h je svisla vzdéalenost ode dna vélce. Vypocitejte
celkovou silu, kterou plyn pusobi na vSechny stény nadoby.

F, = 40pom R (1 — e_%> + pom R? (1 + e_%)
Vaélcova nadoba o poloméru R a vySce H je zcela vyplnéna plynem, jehoz tlak smérem
od osy valce klesa. Pokles tlaku je vyjadien funkei
p= Po
= —,
L+ ()

kde pg je tlak plynu v ose valce, r je vzdalenost od osy vélce. Vypocitejte celkovou silu,
kterou plyn pusobi na vSechny stény nadoby.

RH R
F,=200mp0 |~ 4 dn (14 o
P 7T1’0[100+R2Jr n( +100)}
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1.63

1.64

1.65

1.66

Nédoba ve tvaru kvddru o ¢étvercovém pudorysu s délkou strany A a vysSce H je zcela
vyplnéna plynem, jehoz vertikdlni pokles tlaku je vyjadien funkci

kde pg je tlak plynu na dné nadoby, h je svisla vzdalenost ode dna nadoby. Vypocitejte
celkovou silu, kterou plyn pusobi na (vSechny) stény nadoby.

H+5 H
F, =poA |24 401 1
p = Po H+10+ 0n<10—|—>}

Kruhova deska o poloméru R je elektricky nabita s plosnou hustotou ndboje o. Vypocitejte
celkovy elektricky nédboj @ desky (velikost ndboje by v piipadé o = konst. byla déna jejim
sou¢inem s velikosti pfislusné plochy, @ = 05), pokud

(a) o= AeBr,

(b) 0 = Aln(r? + B),

(c) o= % + Br,

(d) 0 = Aln (3r* 4+ B) + Ar,

kde A, B jsou kladné konstanty a r je vzdalenost od stiedu desky.

(1) Q= T2 (c2 1)
(b) Q=mA{(R>+ B)In(R*+ B) — 1] - B(lnB - 1)}

_R? 2 3
(c) Q=37A(1—e" 5 +§7TBR‘

(d) Q= W?)A [(3R? + B)In(3R* 4+ B) — Bln B + 2R3 — 3R?]

Tenkd piima ty¢ (zanedbatelného prufezu) o délce L je kladné nabitd s homogenni
délkovou nébojovou hustotou 7. Koncové body tyce se nachazeji v bodech (0,0, 0), (L, 0,0).
Urcete elektrostaticky potencidl ¢ buzeny nabojem tyce a vektor intenzity elektrického
pole v bodé P = (—D,0,0), D > 0 (v ptipadé bodového naboje @ je elektrostaticky po-
tencidl ¢ = Q/(4mer) a velikost intenzity elektrického pole je uréena jako E = Q/(4mer?),
kde konstanta € je tzv. permitivita a r je vzdédlenost ndboje od daného bodu P). Vysledek
vyjadiete pomoci celkového naboje @ tyce.

. Q L+ D = [ Q
= Irel 1< D ) E( 4776D(L+D)’0’0)'

Tenkd piima ty¢ (zanedbatelného prurezu) o délce L je kladné nabitd s homogenni
délkovou nébojovou hustotou 7. Koncové body tyce se nachazeji v bodech (0,0, 0), (L, 0,0).
Urcete elektrostaticky potencidl ¢ buzeny nabojem tyée v bodé P = (0, D,0), D > 0.

Q <L+m>

0= Tne ™ D
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1.67

1.68

1.69

1.70

Pro stejny piipad tyce z pitkladu 1.66 urcete slozky E, a E, vektoru intenzity elektrického
pole v bodé P = (0, D,0), D > 0.

L N A e

AreL\VIz+ D2 D YT 4reDVIZ £ D2

Pro stejny piipad tyce z piikladu 1.66 urcete elektrostaticky potencidl ¢ a slozky E, a
E, vektoru intenzity elektrického pole v bodé P = (L/2,D,0), D > 0.

4 Q | (L+VLI*+4D? P Q
= n , . =0, y = .
2mel 2D T Y oneDVIE 1 4D?
Tenkd obloukova ty¢ zanedbatelného prufezu s konstantnim polomérem R je kladné

nabitd s homogenni délkovou nabojovou hustotou 7. Koncové body tyce se nachézeji
(v polarnich soufadnicich) v bodech (R, 47/3, 0), (R, 57/3, 0). Urcete elektrostaticky
potencial ¢ a slozky E, a E, vektoru intenzity elektrického pole buzené nabojem tyce
v bodé P = (0,0,0). Vysledek vyjadiete pomoci délkové hustoty 7 i pomoci celkového
naboje @ tyce.

T Q T 3Q
¢= 12¢  4meR’ Be =0, By= 4reR  4m2eR?’

Predpokladejme hypotetické homogenni (p = konst.) kulové astronomické téleso o po-
loméru R. Gravitacni potencidlni energie libovolné vnitini kulové slupky o poloméru
r € (0, R) je mgr, kde m je hmotnost kulové slupky a g = GM, /r? je velikost gravitacniho
zrychleni v misté slupky (G ~ 6,67 x 10~ m3 kg~1s72 je gravitacni konstanta). Veli¢ina
M, zna¢i hmotnost koule o poloméru r. Jak velka bude celkovd gravita¢ni potencialni
energie homogenni koule o poloméru R 7 Vysledek vyjadiete pomoci hmotnosti celé koule
M a jejiho poloméru R.
3 M?

Ev=5Cg



Kapitola 2

Zaklady vektorové a tenzorové
algebry

2.1 Vektory a matice

¢ Vektorovy pocet:

Zakladni operace s vektory lze (v ortonormdlnich bazich - viz odstavec 2.2) struéné zapsat
nasledujicim zpusobem:

e Norma (velikost) vektoru @ je definovana (v R3) jako

[V

lall = (af + a3 + a3)

= (Zag>2, (2.1)

kde posledni forma zapisu predpokladd, ze index i postupné ,,bézi* pres vSechny slozky
1,2, 3, respektive x,y, z vektoru @. Tato konvence pro tzv. volné indery umoziuje pod-
statné strucénéjsi zapis operaci s vektory a maticemi (v této kapitole zatim pro jednodu-
chost nezavadime tzv. kovariantni formu zapisu s hornimi a dolnimi indexy).

e Vektorovy soucet dvou vektoru d a I;, jehoz explicitni forma zdpisu je
F=a+b=ay+b1,as+ by, as+ bs = c1, 2, c3, (2.2)
lze pomoci uvedené konvence s pouzitim volného indexu i zapsat jako
F=a+b=a; + b = ¢i€;, seslozkami a; + b; = ¢; (vektor), (2.3)
kde €&; jsou vektory ortogonélni (resp. ortonormélni) béze (podrobnéji viz odstavec 2.2).
e Skaldrni soucin dvou vektorii @ a b ma v ortogondlni bazi (viz odstavec 2.2) tvar
@-b=abjd; = aib; = a (skalr), (2.4)

kde indexy i, j opét ,bézi“ pres vechny slozky obou vektoru a kde symbol 6;; (tzv. Kro-
neckerovo delta - podrobnéji viz odstavec 2.3) nabyva hodnot §;; =1 proi = j a §;; =0
pro ¢ # j. Navic je zde zavedena tzv. Einsteinova s¢itaci (sumaéni) konvence, kterd 1ika,
ze pokud se néktery index v néjakém ¢clenu vektorové rovnice opakuje dvakrat (tzv. séitact

13
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indez), ¢leny s timto indexem séitdme a sumacni symbol > je tak mozné vynechat. Ge-
ometricky vyznam skalarniho sou¢inu v Eukleidovském prostoru lze zapsat jako

@b = ||l cos o, (2.5)
kde ¢ je 1ihel mezi obéma vektory.

e Vektorovy soucin dvou vektort @ a b je (obdobnou formou jako v rovnici (2.4)) v orto-
gonalni bazi (viz odstavec 2.2) definovéan jako

F=axb= €ijka;br€; = c;€; (vektor), (2.6)
kde indexy i, j, k oznacuji jednotlivé slozky vektoru @, I;, ¢. Symbol e, (tzv. Levi-Civitiv
symbol - podrobnéji viz odstavec 2.3) nabyva hodnot e;;;, = +1 pro sudé permutace
indextu (tj. 123, 231, 312), €;5% = —1 pro liché permutace indexu (tj. 132, 213, 321) a

gij = 0 pro nulové permutace indext (tj. pokud se néktery z indext opakuje). Geomet-
ricky vyznam velikosti vektorového soucinu v Eukleidovském prostoru lze zapsat jako

@ x b= a||ip] sin g, (2.7)

kde ¢ je thel mezi obéma vektory. Velikost vektorového soucinu vyjadiuje plochu rov-
nobéznika, jehoz dvé sousedni strany tvoii vektory d, b.

e Smieny soucin t¥{ vektoru d, b a & mé, analogicky k rovnicim (2.4) a (2.6), v ortogondln{
bézi tvar

@ (bxa)= gijkaibjcy = o (skaldr), (2.8)
kde indexy i, j, k oznacuji jednotlivé slozky vektoru a, g, . Jeho hodnota vyjadfuje objem
rovnobéznosténu, jehoz tii strany se spoleénym vrcholem tvoii vektory d, b, c.

e Maticovy pocet:

Zakladni pojmy maticového poctu a zakladni operace s maticemi lze struéné zapsat nasledujicim
zpusobem:

e Ndsobeni matice ¢islem: Vynéasobime-li matici A typu mxn (m fadku a n sloupcu) ¢islem
A € C, vysledkem bude matice B = AA typu m x n, kdy pro kazdy prvek b;; matice B
(prvek na i-tém tadku a j-tém sloupci) plati

bij = )\CLZ‘]‘. (2.9)

e Soucet matic: Soutem dvou matic A typu m X n a B typu m x n bude matice C typu
m x n, kdy pro kazdy prvek c;; matice C plati

Cij = Q45 + b” (2.10)

e Ndsobeni matic: Sou¢inem dvou matic A typu mx £ a B typu £ xn bude matice C = A-B
typu m x n, kdy pro kazdy prvek c;; matice C plati

¢
Cij = Zaikbkj = a;ibyj, (2.11)
k=1

kde posledni vyraz je zapsan pomoci Einsteinovy sumaé¢ni konvence. Ndsobeni matic neni
komutativni, obecné tedy plati A -B # B - A.
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e Hodnost matice lze definovat jako pocet linearné nezavislych fadku, tj. poc¢et nenulovych
fadku po provedeni tzv. Gaussovy eliminace (ipravé na schodovity tvar). Je-li hodnost
h ¢tvercové matice A (typu n X n) h(A) < n, jde o matici singuldrni, pokud h(A) = n,
jde o matici reguldrni.

e Stopu c¢tvercové matice A lze definovat jako soucet prvku na hlavni diagonale matice, tj.
pro kazdy prvek a;; matice A plati

tr(A) =Y agdi; =Y ai = ai; (2.12)
i i

kde posledni vyraz je zapsan pomoci Einsteinovy sumacni konvence. Plati-li navic A =
a;j0i;5, jde o tzv. diagondlni matici, plati-li A = 0;;, jednd se o jednotkovou matici
(znacime ji E nebo 1).

e Transponovand matice AT vznikne z matice A vzéjemnou vyménou Fadki a sloupcti, pro
jednotlivé prvky transponované matice plati aiTj = aj;. Pokud plati AT = A, pak matici A
oznacujeme jako symetrickou, kde pro kazdy prvek plati a;; = a;;. Matici A oznacujeme
jako antisymetrickou, pokud pro kazdy jeji prvek plati a;; = —a;;, pro vSechny prvky na
hlavni diagonéle proto musi platit a;;0;; = 0 a tedy také tr(A) = 0.

e Determinantem ¢tvercové matice A typu n x n bude skalar det A, ktery lze obecné urcit
napi. pomoci Levi-Civitova symbolu:

det A= Y ijpngu@ii1Qis2 - G, (2.13)

j17j2’ "'ajn

dostavame tak det A = aq; pron = 1, pro n = 2 bude det A = aj1a99 — as1a12, pro
n = 3 bude det A = a11a22033 + a21a32013 + a31012a23 — G11a32023 — (21012033 — 431022013
(tzv. Sarussovo pravidlo). Determinant singuldrni matice det A = 0, determinant re-
gularni matice det A # 0.

e Inverzni matici k reguldrni ¢tvercové matici A bude matice B = A~!, pokud plati
A-B=B-A=1. (2.14)
o Hermiteovsky sdruzend matice (znacend obvykle A v linedrni algebte, AT pifpadne A+
v kvantové mechanice) je oznaceni pro matici komplexné sdruzenou a transponovanou,
AH = (ANT. (2.15)

Pokud A” = AT jedna se o matici redlnou. Pokud A" = A, mluvime o tzv. Hermite-
ovské matici.

e Unitdrni matice U je regularni ¢tvercovd matice, jejiz hermiteovsky sdruzend matice je
soucasné matici inverzni, tj. U¥ = U1 a tedy

UfU =UUu¥ =1. (2.16)

Reélnd unitarni matice UH = U7 je tzv. matici ortogonding, kdy jeji tadky, respektive
sloupce, tvoii ortonormdlni soustavu vektoru (viz kapitola 2.2).
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Cislo A nazyvame vlastni hodnotou (vlastnim &islem) a nenulovy vektor ¥ nazyvame
(pravym) vlastnim vektorem Ctvercové matice A typu n x n, pokud je splnéna podminka

AT = \D, (2.17)

matice A tedy pusobi na vlastni vektor jako skaldr, tj. neméni jeho smér (v piipadé tzv.
levych vlastnich vektoru bude mit podminka (2.17) podobu ¥A = A¥). Z rovnice (2.17)
piimo vyplyva relace pro urceni vlastnich hodnot matice A, kdy soustava n linearnich
rovnic

(A—XE)T=0AT#0, tedy Z(aij—)\dij)vjzo pro i=1,2,...,n
j=1
(2.18)

ma nenulové feSeni pravé tehdy, pokud je matice této soustavy singuldrni, tj. pokud
det (A — AE) = 0. (2.19)

Vlastni vektory piislusné jednotlivym vlastnim hodnotdm potom uréime z rovnice (2.18).
Pravé vlastni vektory budou mit tvar c,(viy, vy, - - ,vm«)T, levé vlastni vektory budou
ci(vig, Vo, -+, Une), kde ¢, a ¢g jsou libovolné konstanty.

Submatici matice A obdrzime vynechdnim vybranych fadka a/nebo sloupcu v matici A.
Determinant regularni ¢tvercové submatice se nazyva subdeterminant nebo také minor.

e Priiklady:

2.1

2.2

2.3

24

2.5

Jsou dény vektory a = (0,%,4), b = (1_,;3,5) ac :4(6,1,32'. Vypocitejte |d|, \5], e,
a@x (bx@),(@xb)x¢c (@+b)-(€—a), (b+¢)x(@—>b), (@ -b)?+(¢xa)?

V20, v/35, V46, (—142,16, —8), (14, —6, —26), —8, (4, —1,—3), 1400

Vypocitejte obsah rovnobézniku, jehoz vrcholy tvoii body A[0, 0,0], B[1,2,3], CaDI[3,2,1].
Dopocitejte souradnice bodu C.

44/6, [4,4,4]

Body A[2,1,0], B[2,2, 3], C[0,14 /40, 0] tvoii vrcholy trojihelniku. Pomoci vektorového
souc¢inu najdéte jeho obsah.

10

Body A[4,1,0], B[4,—-2,-3|, C[1,—5,—3] tvoii vrcholy trojihelniku. Urcete velikosti
vnitinich dhla trojuhelniku a pomoci vektorového sou¢inu vypocitejte jeho obsah.

T 2r ™ 9V3

6" 376 2

Body A[2,—4,9], B[-1, —4, 5], C[6, —4, 6] tvoii vrcholy trojihelniku. Pomoci vektorového
soucinu vypocitejte jeho obsah a urcete velikost dhlu a.

v | &%
1
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-2
2.6 Jsou dany matice A = 357 , B= 4
-2 9 4
2
¢ 4
19 37 16 55 6
48 _33)° 18 —47 16
4 -1 18
1 0 =2
2.7 Vypocitejte inverzni matici k matici | =2 1 3
01 -2
3 1 2 0
2.8 Jsou dany matice A = 0 2 1|,B= (
-1
-1 3 3
amatici D =B-A~L
1 _i’ 13‘ :g 1 (1 1 3)
’ 19 o =
12 5 _10 6 12\1 —23 15
2 3 0 4
oy . . 1 2 1 1
2.9 Vypocitejte determinant matice
3 41 1
1 2 2 -1
2 0 -3 3
o . . 1 4 3 -1
2.10 Vypocitejte determinant matice 1 4 3 0
o 3 -1 2
2 211
5 6 3 4
2.11 Vypocitejte determinant matice | 7 5 3 5
13 10 3 8 1
7T 2 11
1 2 1
2.12 Vypocitejte hodnost matice [0 5 —1
2 -1 3
-1 1 2 4
2.13 Vypocitejte hodnost matice 0o 1 -1 2
2 -1 0 3
1 -1 1 0 1
2.14 Jsou dany matice A= |0 5 2], B=|-2 9
1 -4 0 10 6
matice A — BT —3C, (3AT +B)-C,C?-B,C-B

. Vypocitejte A - B, B - A.

2 =2
2 -1
1 -1

N &~ Ot

11 b e , C oA
0 2>. Vypocitejte inverzni matici A 1

294

120

1 2 3

,C= 11 4 9]. Vypocitejte
1 2 4

a determinanty A, B a C.
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—2 -5 -—18 9 20 38 298 348 60 71 216 443
—4 —16 -31|, (10 68 165|, [678 788 136|, |187 556 1121
—4 -13 -12 25 74 147 334 391 68 87 260 527
1, —174, 2

2.2 Baze a jejich transformace

Béazi vektorového prostoru V muzeme definovat jako mnozinu linedrné nezavislych vektoru,
které tzv. generuji vektorovy prostor V, tj. kdy kazdy vektor z vektorového prostoru V lze
vyjadiit jako linedrni kombinaci téchto (bazovych) vektoru. Vyznamnou roli pii praktickych
vypoctech hraji baze ortogonalni, resp. ortonormalni. Ortogondlni bdze je specidlnim piipadem
obecné béaze, kdy riuzné bazové vektory jsou na sebe kolmé. Pro bazové vektory &;, Zj, i # j
tedy plati

T; - &; = wjx; =0, piipadné v algebraické notaci, (&, Z;) = 0. (2.20)

Ortonormadlni bdze je specidlnim piipadem ortogondlni baze, kdy vSechny béazové vektory
(zna¢ime je v tomto piipadé €;, casto se také pouzivd X;) maji navic jednotkovou velikost,

é;' : é} = 51’]’, pfipadné, (é;, é}) = 5” (221)
Na ptikladu obrazku 2.1 zkonstruujeme matice pfechodu mezi bazemi a ukazeme princip re-
prezentace vektoru v riznych bazich v R? (v piipadé vyssi dimenze vektorového prostoru bude
postup zcela analogicky). Jsou zavedeny dvé baze £ a F, ¢ernd a ¢ervend, s bazovymi vektory
€1, €2 a f1, fo, kdy Cernd baze je ortonormalni, ¢ervend baze je zcela obecna. Piechod z ¢erné
baze £ do ¢ervené bize F je zde dan vztahy (popisujicimi vektorovy soucet)

ﬁ = 2756‘1 + 0755\27

i 2.22
fo=036+ &. (2.22)

Muzeme tedy ihned napsat matici pfechodu T z baze £ do baze F:
5

1
TE=F) =5 | (2.23)
1

10
Matici prechodu (2.23, i vSechny dalsi) lze zapsat také pomoci sloupcového formalismu, tj. vek-
tory f_i, fg budou zapséany jako sloupcové. V takovém pripadé bude ,sloupcové” zapsana matice
prechodu nésobit libovolny, rovnéz sloupcovy vektor (viz rovnice (2.29) v dalsim vykladu), za-
psany za matici. Ostatni ddle popsané principy zustanou nezmeénéné.
Z rovnic (2.22) snadno odvodime rovnice pro €}, €2, tedy rovnice opaéného prechodu z
Cervené baze F do cerné baze &:

. 20 - 10 -
€1 = Z?fl - Z?fZ’
(2.24)
SR
2T T T gl

V maticovém zapisu pujde o zpétnou matici prechodu S, ktera je inverzni vici matici T, tedy
S=T"1

20 10
S(Fr &) = 467 ég. (2.25)

AT 4T
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é

Obrézek 2.1: Schéma reprezentace vektoru ¥, vyznacéeného zelenou barvou, ve dvou ruznych béazich
v R2, v ¢erné vyznacené ortonormalni bazi s bazovymi vektory €, & a v éervené vyznacené obecné
bdzi s bazovymi vektory ﬁ, fg Ptechod z ¢erné do cervené baze je dan vztahy: ﬁ = 2,5¢é1 + 0,5¢é5,
fo = 0,3¢€1 + €. V ¢erné vyznacené bdzi ma vektor ¢ slozky o velikosti (2,2), velikost slozek je zde
znazornéna prumétem vektoru ¥ do smért jednotlivych vektort baze, zvyraznénym ¢ernymi ¢arkovanymi
¢arami a znamend pomér velikosti téchto prumétu ku velikosti piislusnych bazovych vektoru. Totéz
plati v ¢ervené vyznacené bazi, kde velikost slozek je ddna prumétem vektoru ¢ do sméru jednotlivych

bazovych vektoru, zvyraznénym cervenymi ¢arkovanymi ¢arami. Velikost slozek vektoru ¢ v Cervené

28 &80
{7 — . — | = 2 1,7).
bézi bude <47, 47) (0,6; 1,7)

Dany (zeleny) vektor ¥ ma vodorovnou a svislou slozku v ¢erné bazi £ znazornénou priumétem
vektoru do vodorovné a svislé osy, tj. do sméru, které odpovidaji badzovym vektorum €7, €.
Velikosti téchto slozek budou odpovidat poméru délek téchto prumétu (vyznacenych ¢érkované
¢erné) a piislusnych bazovych vektoru, muzeme tedy vektor ¢ zapsat jako vektorovy soucet
(v tomto piipadé predem zvolenych) nésobku vektoru baze £, nebo pouze pomoci slozek:

T=26 +2¢, nebo ¥=(22), (2.26)

kdy ve druhém piipadé implicitné predpokladame, ze se ,pohybujeme® v bazi £. Urceni slozek
vektoru ¥ v ¢ervené bazi F bude zcela obdobné. Priuméty vektoru ¢ do smért bazovych vektora
fi, fé jsou znézornéné carkované cervené, velikosti slozek budou opét odpovidat poméru délek
téchto primeéti a piislusnych bazovych vektori. Uvédomime-li si, ze vektor ¥ je jen jeden a
tedy vektorovy soucet jeho slozek musi byt stejny bez ohledu na to ze které baze se na néj
,2divame*, muzeme pro stanoveni jeho slozek v bazi F naptiklad nejprve analogicky k rovnici
(2.26) obecné napsat

T=afi +bfo=2¢ +26&. (2.27)
Dosazenim za vektory €}, € z rovnice (2.24) dopoc¢itdme velikosti slozek a, b:

28 - 80 » 28 80
v 47f1+ 47f27 nebo v <47747) ) ( 8)

kdy ve druhém ptipadé opét implicitné predpokladdame, ze se ,pohybujeme® v bazi F. Stejny
vysledek dostaneme, vynasobime-li vektor ¢, zapsany pomoci jeho slozek v ¢erné béazi £, matici
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S prechodu z ¢ervené baze F do ¢erné baze &:

20 10
_ 7oA (B8
av-eca| T F|-(55%) (2.20)
47 47

Zpétnou transformaci muzeme ovéfit vynasobenim takto ziskanych slozek (a, b) vektoru ¢ v bazi
F matici T pfechodu z ¢erné baze £ do ¢ervené baze F, vysledkem musi byt puvodni slozky

vektoru U v bazi &:
5
2 503 [ 2
477 47 3

10

=(2,2). (2.30)

= N =

V pripadé ortonormalnich bazi budou matice prechodu mezi nimi maticemi pouze rota¢nimi,
tedy ortogonalnimi. Musi tedy platit: T~! = T7 a zarovei: det T = det T~' = +1 (pokud
det T = det T~! = —1, jedn4 se o tzv. nepravou (nevlastni) rotaci, tedy rotaci spojenou se zr-
cadlenim v roviné kolmé k ose rotace). Dalsi podrobnosti, tykajici se vektorového a maticového
poctu véetné pocitani s bazemi - viz prislusné kursy linearni algebry.

e Priiklady:

2.15 Naleznéte matice prechodu mezi standardni ortonormalni bazi (kartézské souradnicové
soustavy) a bézi cylindrické souradnicové soustavy.

7 cos¢ sing 0 1 z cos¢p —sing 0 7
| =|—sing cos¢ 0 U y|=1|sing cos¢p O 10)
2 0 0 1 z z 0 0 1 z

2.16 Naleznéte matice prechodu mezi standardni ortonormalni bazi (kartézské souradnicové
soustavy) a bézi sférické souradnicové soustavy.

7 sinfcos¢ sinflsing cosf T
6| = [ cosécos ¢ cosfsing —sinf Y
QAS —sin ¢ cos @ 0 Z
T sinfcos¢p cosfcos¢p —sing 7
7| = |sinfsing cosfsing coso b
z cos 6 —sinf 0 z

2.17 Naleznéte matici pfechodu pfi otoceni dvourozmérné kartézké soutfadnicové soustavy
o thel « (tzv. matici rotace).

'\ [ cosa sina) [z
(y/> a ( sina  cos a) <y>
2.18 Naleznéte matici G Galileovy transformace ¢asoprostoru. Galileova ¢asoprostorova trans-
formace je danéd piifazenim (t,z,y,2)T — (t',2',y/,2")T , kde t' = t, 2/ = x — v,t,
Yy =y — vyt az =z—uv,t, piicemz vektor ¥ = (v, vy, v;) interpretujeme jako rychlost.
Vynéasobenim matic dokazte vztah Gy X Gy = Guiv a vysvétlete pro¢ se tento vztah
nazyva klasickym pravidlem skladdni rychlosti.



Kapitola 2. Zdklady vektorové a tenzorové algebry 21

1 0 00 1 0 00
—v, 1 0 0 —vy—u; 1 0 0
-v, 0 1 0}’ —vy —uy 0 1 0
—v, 0 0 1 —v,—u, 0 0 1

2.19 Vektor @ ma v ortonormdlni bazi B v R? slozky (11/2, —1). Pfechod mezi bazemi B a B’
je dan vztahy

!

Q]

1, =4¢e + 52,
3

/ — —

5 = 561 — 2és.

!

[

Urcete matici T pfechodu z baze B do baze B’, matici S piechodu z baze B’ do baze B a
slozky vektoru @ v bazi B'. Je béze B’ ortonormdlni (uved'te duvod) ? Nakreslete obrazek,
znazornujici velikost a smér vSech uvedenych vektoru, tj. vektori obou bazi i vektoru a.

4 2
4 1 10 10
T=13 9] S = 3 L dpny = (1,1), béze B’ neni ortonormalni.
2 0 19
2.20 Vektor @ ma v ortonormdlni bézi B slozky (1,0, —2). Pfechod mezi bazemi B a B’ je ddn
vztahy
gl _gll + 52/ - gz{,
ey = ¢éf + 2¢é3,

Urcete matici T piechodu z baze B do baze B’, matici S prechodu z baze B’ do baze B a
slozky vektoru @ v bazi B'. Je baze B’ ortonormalni (uved'te duvod) ?

-2 =3 2 -1 1 -1
T = 0o -1 1|,8= 1 0 2], dpy= (-3,-1,-5), bdze B neni orto-
1 2 —1 1 1 2
normalni.

2.21 Vektor @ ma v ortonormdlni bézi B’ slozky (1,2, —1). Pfechod mezi bazemi B a B’ je ddn

vztahy
— —/ =/
61 62 - 63 3
52 = 51/ + 2 53/,

53 — 61/ + 52/ + 253,
Urcete matici T pfechodu z baze B do baze B’, matici S piechodu z baze B’ do baze B a
slozky vektoru @ v bazi B. Je bdze B ortonormalni (uved'te duvod) ?

2 3 =2 01 —1
T = 0 —1 1, S=[1 0 2], dg =(3,2,—-1), bize B neni ortonormdlni.
-1 -1 1 1 1 2
2.22 Vektor @ ma v ortonormdlni bazi B’ slozky (1,1,1). Prechod mezi bézemi B a B’ je ddn
vztahy
e = ¢& —2é& —3éj,
Gy =2¢/ — & — éj,
= ¢& + & + é.

Urcete matici T piechodu z baze B do baze B’, matici S prechodu z baze B’ do baze B a
slozky vektoru @ v bézi B. Je béze B ortonormélni (uved'te duvod) ?
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0 1 1 1 -2 -3
T= 1 2 5], 8= 2 -1 =1}, dg) =(0,2,3), bdze B nenf ortonormdlni.
-1 -1 -3 —1 1 1

2.23 Vektor @ mé ve standardni kartézské bazi £ slozky (1, —v/3, 1). Déle jsou zadany dvé baze
B a B, pricemz matice R pirechodu z bdze £ do baze B m4 tvar

V3 19

2 2
R(E—B)=|_1 ¥ o
0 01

Piechod mezi bdzemi B a B’ je ddn vztahy

g 1 = é’{ - 2 52, - 2 53/7
€ 2 = 2 é 1/ - 2 521 + g 3/ 5
g 3 = — é’{ + 2 62, + 3 é’g’ .

Urcete matici T pfechodu z baze B do baze B’, matici S pfechodu z baze B’ do baze B a
slozky vektoru @ v bazich B a B'. Jsou baze B a B’ ortonormdlni (uved'te diuvod) ?

—4 1 -3 1 -1 -2
T=|(-71 -5|,8S=( 2 -1 1], @g =(0,-21), dg = (15, -2,11),
10 1 -1 1 3

B’ ano, B ne.

2.24 Vektor @ ma ve standardni kartézské bazi € slozky (1,1,1). Déle jsou zadany dvé béze B
a B’, pficemZ matice R pfechodu z baze £ do baze B’ m4 tvar

Loy Lo -}
RE—B)=| 01 0 R'=|01 0
-1 0 1 10 1
Piechod z baze B’ do baze B je ddn vztahy
el = ey + ey,
82 — 261/ + 63,,

€3 — —51, + 52/

Uréete matici R™! pfechodu z biaze B’ do baze &, matici T piechodu z béze £ do béze
B, matici S piechodu z baze B do bédze £ a slozky vektoru @ v béazich B a B’. Jsou béze
B a B’ ortonormélni (uved'te diuvod) ?

-1 1 1 -2 3 2

T=| 00 2|, S=[-1 1 2|, dgp) =(210),ds =(-3,3,4),
1 1 1
-3 1 -3 0 35 0

B’ ne, B ne.

2.25 Vektor @ ma ve standardni kartézské bazi € slozky (1,1,1). Déle jsou zadany dvé béze B
a B’, pficemZ matice R pfechodu z baze £ do baze B’ m4 tvar

0 -1 0
RE—B)=[1 0 0
0 0 -1
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Piechod z baze B’ do baze B je ddn vztahy

51 —_ 52/ + 53’,
62 = 2 gll + 63/7
53 = _gll + 52/

Urcete matici T prechodu z baze £ do baze B, matici S prechodu z baze B do baze £ a
slozky vektoru @ v bazich B a B'. Jsou béze B a B’ ortonormélni (uved'te davod) ?

1 0 -1 -1 1 2
T=(0 -2 -1],S=( 1 -1 -1, @g)=(-1,1,-1), dp = (-2,1,3),
1 1 0 2 1 2

B’ ano, B ne.
2.26 Vektor @ m4 ve standardni kartézské bézi € slozky (1,1, 2). Déle jsou zaddny dvé baze B
a B, pficemz matice R prechodu z baze £ do baze B’ m4 tvar

110
RE—B)=|-11 0
00 1

Piechod z baze B’ do baze B je ddn vztahy

— —/ —/
1 = _62 - 263,
G = ter_Sari e
— 2 ! 2 —»2/ —;3/,
€3 = € + 3e;3.

Uréete matici T pfechodu z baze £ do baze B, matici S pfechodu z baze B do béaze £
a slozky vektoru @ v bézich B a B'. Jsou bdze B a B’ ortonormdlni (uved'te diuvod)? Je
béze B’ ortogonéln{ (prokazte) ?

1 -1 -2 —4 1 -3
T=| 2 -1 1|,8=|-7 1 —5]|, dp =(-9.2-6), du) = (1,0,2),
-1 1 3 10 1

B’ ne, B ne. Ano.

2.3 Tenzorovy pocet

vvvvvv

struktury, tedy tenzory vysSich tadu. Z nich nejbéznéjsi a nejjednodussi jsou tzv. tenzory
druhého Fédu, které obvykle popisuji fyzikdlni pole s tzv. smykovymi u¢inky (reprezentovanymi
nediagonalnimi prvky v prislusném tenzoru) v mechanice kontinua, napiiklad tenzor defor-
mace, tenzor napéti, atd. Tak jako kazdy obecny vektor ¥ je tvoren tfemi skalarnimi slozkami
(v1,v2,v3), je obecny tenzor 2. fadu T tvoren tiemi ,vektorovymi* slozkami (T}, Th, T3), které
lze obecné zapsat,

T, = (T |, (2.31)
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kde kazdy ze tii vektoru T; je zapsan pomoci tii slozek. ZapiSeme-li tenzor T formou explicitniho
maticového zapisu,

T T2 Ti3
T = T21 T22 T23 , (232)
T31 132 133

je kazdy ze ti{ vektoru T; reprezentovan jednim sloupcem matice (2.32). Analogicky ke zptisobu
zapisu vektoru pomoci slozky a jednotkového bézového vektoru (v Einsteinové notaci) ¥ = v;€;
muzeme tenzor zapsat jako

T = T;;€;€; nebo T =T,;¢; ® €. (2.33)

Symbol ® znad&i tzv. tenzorovy (dyadicky) soucin, tedy soucin dvou vektoru stejné dimenze,
kdy prvni z nich je sloupcovy a druhy fadkovy (jedna se tedy o soucin matic typu 3x1a1lx3
s vyslednou matici typu 3 x 3, na rozdil od skaldrniho soué¢inu, ktery muzeme obdobné vyjadfit
jako soucin fadkové a sloupcové matice typu 1 x 3 a 3 X 1 s vyslednou matici typu 1 x 1, tedy
skaldrem). Dyadicky soucin je specidlnim piipadem tzv. vnéjsitho soucinu dvou vektoru, které
nemusi mit stejnou dimenzi. Z rovnice (2.33) zdroven vyplyva, ze prvek T;; tenzoru T muzeme
urcit (tak jako slozku v; vektoru ¢ lze uréit skaldrnim sou¢inem, v; = ¥'- €;) pomoci dvojitého
skalarniho soucinu

T, = T, (2.34)

Tenzorovym (dyadickym) souc¢inem dvou vektort ¥ a w je tedy tenzor T, pro jehoz prvek Tj;
plati

T:ij = Vjwj. (235)

Tenzorovy sou¢in ma nasledujici vlastnosti:

o IRUAWDT (2.36)
o TR (aT+pE) =al@T+piRW, (ai+pfT)@T=al®@T+pATOT  (2.37)
o (G®V) W= (7 W), i (®W) = (i )0 (2.38)

Jednotlivé dyddy (dvojice), tedy tzv. bdzové tenzory €;€; v rovnici (2.33) muzeme explicitné
vyjadiit maticovym zapisem (v kartézské bazi),

1 00 010 0 0 1
e1er=10 0 0|, é1ee=10 0 0|, eé1es=10 0 0],
0 0O 0 00 0 0 0
0 0O 0 00 0 00
5261— 1 0 0 y 5262— 01 0 s 5253— 0 0 1 s (2.39)
0 0O 0 00 0 00
0 0O 0 00 0 00
é3ei=10 0 0], é&e=|0 0 0], ées=(0 0 0
1 00 010 0 0 1

Ne kazdy tenzor 2. fadu muzeme obecné vyjadrit jako tenzorovy soucin dvou vektoru, kazdy
tenzor 2. fadu muzeme ovSem napsat jako linedrni kombinaci tenzorového soucinu vektoru
(obdobné jako jsme jej napsali pomoci tenzorového souc¢inu jednotkovych bazovych vektoru
v rovnici (2.33)).
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e Kroneckerovo delta:

Tzv. Kroneckerovo delta je matematickd funkce, znacend symbolem ¢;;, urcéend ndsledujicim
zpusobem:

- J1, pokud i=yj,
% = {O, pokud i # j. (2.40)

Kroneckerovo delta lze zavést i jako tzv. Kroneckeruv tenzor 2. fddu 53- pro 4,5 = 1,2,3
(vyznam hornich a spodnich indext je popsan nize v odstavci ,Kovariantni a kontravariantni
transformace, dudlni tenzor®), definovany jako

| 0 0
5% = 1 0|=1, (2.41)
0 1

S O =

Nékteré dulezité vlastnosti funkce Kroneckerovo delta:
e Ortonormalitu vektoru €;, €; muzeme vyjddiit jako e;e;d;;.

e §; = 3, stopa Kroneckerova tenzoru 5@ = 3.

Kroneckerovo delta d;; zaménuje indexy slozek vektora nebo prvki tenzort, napiiklad

’Uiéij = Uj nebo obecné kazékl = Tz]lz (2.42)

Redukce (zeni) dvou funkei 6;;0;; s jednim spoleénym indexem j na vyslednou funkci d;z,
uzeni dvou funkei se dvéma spole¢nymi indexy ¢, j na vyslednou funkci 6;;0;; = 6;; = 3.

Kroneckerovo delta d;; redukuje (zf) sumaci (tj. odstraiuje jednu sumu), kdy napiiklad

DD Aijsy =) A, DN Ajbirdiy =Y Ajioy = Aij. (2.43)
i i ik j

e Antisymetricky (permuta¢ni nebo také Levi-Civituv) symbol:

Tzv. antisymetricky (také Levi-Civituv - viz oddil 2.1) symbol, znaceny &;ji, je definovin

zpusobem

+1, pokud ijk jsou sudé permutace, tedy ijk = 123,231, 312,
gijk = § —1, pokud ijk jsou liché permutace, tedy ijk = 132,213, 321, (2.44)
0, pokud ijk jsou nulové permutace, tedy pokudi=jVj=kVk=1.

Nékteré dulezité vlastnosti Levi-Civitova symbolu €y
e Umozinuje stanovit vyraz pro determinant obecné ¢tvercové reguldrni matice A libo-

volného téddu (je popsdn v rovnici (2.13)). Napiiklad pro matici A fddu 3 x 3 potom
dostéavame

det A = Z €ijk An Ajg Aps. (2.45)
1,7,k
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e Velmi uziteéna pii vypoctech (napiiklad vektorovych identit nebo pusobeni diferencidlnich
operéatort) je také souvislost mezi Levi-Civitovym symbolem &;;;, a Kroneckerovou funkci
dij. Z definice Levi-Civitova symbolu (2.44) jasné vyplyva, ze spolecnym pusobenim dvou
symbolti €1, a €y dostdvame identitu

€ijkElmn = 0il0jmOkn + 0imOindkl + 0indji0km — 0i10jnOkm — dimd;i0kn — dindjmdr, (2.46)
kterou muzeme kompaktnim zpusobem zapsat pomoci maticového formalismu ve tvaru

€ijkElmn = det 5j (5]' (5j . (2.47)
Okl Okm  Okn

e 7 rovnice (2.47) a ze zuzeni Kroneckerovych funkci delta se spoleénymi indexy déle
vyplyvé, Ze pisobeni dvou Levi-Civitovych symboli ;;x€xim, s jednim spole¢nym indexem
k zjednodusi rovnici (2.46) do podoby

EijkEkim = 0it0jm — dim0ji, (2.48)

e V piipadé dvou, piipadné vSech tii spoleénych indexu dostaneme

EijkEjkl = 2041, EijkEijk = 6. (2.49)

e Levi-Civituv symbol mtzeme definovat i pro n-rozmérny prostor, v tom ptipadé bude
obsahovat n ruznych indexu, pficemz sudé permutace budou vytvareny sudym poctem
¢iselnych zameén, liché permutace lichym poctem éiselnych zdmén (celkovy pocet nenu-
lovych permutacti je n!). Napiiklad sudé permutace symbolu €5 ve ¢tyirozmérném pro-

storoCase budou €¢123, €0231, €0312, €1032, €1320, £1203, £2130, £2301, €2013; £3210, £3102, £3021 -
Ostatnich 12 permutaci (bez opakovéani) bude tedy lichych.

e Priiklad pusobeni diferencidlnich operatort na tenzorové pole:

e Gradient (viz odstavec 5.3) tenzoru zvysuje tzv. fadd tenzoru, tj. napiiklad z vektoru
(tenzoru 1. fadu) vytvoii tenzor 2. fadu, z tenzoru 2. fadu tenzor 3. fadu, atd. Gradient
tenzoru T druhého Ffadu muzeme v kartézské souradné soustavé s konstantnimi vektory
baze (viz ptiloha A) obecné zapsat,

- G(Tké & gk) 0Ty
VI=——17"Pgeg="2"080¢&xeé, 2.50
B Bé= 5, GOGOE (2.50)
kdy dvojity tenzorovy soucin vytvoii tenzor 3. fadu (s odpovidajici reprezentaci pomoci
3D matice typu 3 x 3 x 3, respektive ,obycejné“ matice typu 9 x 3) s prvky Tjp;.

e Divergence (viz odstavec 5.3) tenzoru snizuje Fad tenzoru, tj. napiiklad z tenzoru 2. fadu
vytvoii vektor, z vektoru skalar, atd. Divergenci tenzoru T druhého f4du muzeme v kartéz-
ské souradné soustavé s konstantnimi vektory baze (viz piiloha A) obecné zapsat,

i

V- -T=—2g¢ 2.51
\Y 8$je, (2.51)
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kdy explicitni tvar rovnice (2.51) bude v kartézském systému vypadat (viz také rovnice
(A.17) v priloze A),

T
e (o o) (i
=\ 5. 9. 9, Yz vy yz =
Oz’ Oy 0z A A, A
AZ‘I AZ‘ AZ‘Z A X A A z AZCE AZ AZZ
_ Olus | 0wy D Oy | Oy | OAy: 0w | 0z O (2.52)

Ox oy 0z = Ox Oy 0z = Ox oy 0z
e Kovariantni a kontravariantni transformace, dudlni tenzor:

Pusobenim metrického tenzoru dané soustavy (viz napiiklad rovnice (A.4), (A.3), (A.36) a
(A.63) v piiloze A) transformujeme slozky vektorovych a tenzorovych veli¢in mezi tzv. ko-
variantni a kontravariantni bazi, které rozlisuji kvantitativni chovani dané geometrické nebo
fyzikalni entity pii zméné bdze. Abychom zachovali velikost vektoru jako takovou, musi byt
slozky vektoru (napiiklad polohy nebo rychlosti), jejichz rozmér je pifimo dmérny métitku
béaze, kontra-variantni vaci bazovym vektorum, zapisujeme je V = Vig,. Naopak, slozky
tzv. dudlnich vektoru, nazyvanych také kovektory (napiiklad vektor gradientu, ktery mé rozmér
prostorové derivace, respektive vzdalenosti—!), musi byt ko-variantni viiéi zméné baze, zapi-
sujeme je V=Ve.V zapisu se tedy forméalné odlisuji spodni nebo horni polohou indextu. V
ortogondlnich soufadnych soustavach pro tzv. kovariantni metricky tenzor plati g;; = h;h;0;;
(viz tzv. Laméovy koeficienty, rovnice (A.11)). Pro tzv. kontravariantni metricky tenzor g%
vzdy plati gijgij =1, tedy ¢¥ = gigl. Obecné a explicitni vyjadieni transformace vektoru
Vi z kovariantni do kontravariantni béze lze tedy zapsat zpusobem (viz Einsteinova sumacéni
konvence):

Vi = g7V, = 'V + ¢72Vh + ¢73 V. (2.53)
Transformaci kovariantniho tenzoru 2. fddu T;; do kontravariantni baze zapiSeme nasledovné:

Tij = ¢ Ty = ¢ Ty + ¢7%Toi + ¢7° T (smiSeny ko- a kontravariantni tenzor),  (2.54)
T9 = g™ g/ Ty = g ¢/ Ty + g" g7 Tha + g7 g7 Tis + g9 T + .. + %9 T3 (2.55)

Analogickym zptsobem probéhne transformace tenzoru libovolného vyssiho Fadu.

V trojrozmérném prostoru jsou rozliSovény tzv. azidlni vektory (pseudovektory), které se
nezrcadli spolu se soufadnou soustavou (na rozdil od tzv. poldrnich neboli pravjch vektoru,
které se zrcadli) a které muzeme definovat jako pseudovektor V; dudlni k antisymetrickému
tenzoru Ty,

1
Vi= el kde Ty, = A;jBy — AyBj, (2.56)

(de facto se tedy jedna o rotaci vektoru V = A x E) Obdobnym zpusobem definujeme
ve Ctyfrozmérném prostorocase antisymetricky pseudotenzor 2. fadu (znacime *T'), ktery je
dudlni s antisymetrickym tenzorem 2. fadu a antisymetricky pseudotenzor 3. fadu, ktery je
dudlni s vektorem:

1
T = ST, T = e, (2.57)
kde ovSem pro vychozi permutace Levi-Civitova symbolu v kovariantni a kontravariantni bazi
(v rdmci zde zavedené konvence, viz pitklad 2.40, viz také napiiklad Lenc (2001)) plati €,,0 =
o123 = —1, eMP7 = 0128 =1,
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e Priklady:

2.27

2.28

2.29

2.30

2.31

2.32

2.33

2.34

Pomoci Kroneckerova delta a Levi-Civitova symbolu v Einsteinové notaci ovérte vekto-
rovou identitu A x B = —B x A.

Pomoci rovnic (2.6) a (2.42).

Pomoci Kroneckerova delta a Levi-Civitova symbolu v Einsteinové notaci ovérte identitu
pro smiSeny soucin A - (B x A) = 0.

Pomoci rovnice (2.8).

Pomoci Kroneckerova delta a Levi-Civitova symbolu v Einsteinové notaci ovéite identitu
pro smiSeny sou¢in A- (Bx C)=B-(Cx A)=C-(Ax B).

Pomoci rovnice (2.8).

Pomoci Kroneckerova delta a Levi-Civitova symbolu v Einsteinové notaci ovérte vekto-
rovou identitu A x (B xC)=(A-C)B—-(A-B)C.

Pomoci rovnic (2.6) a (2.48).

Pomoci Kroneckerova delta a Levi-Civitova symbolu v Einsteinové notaci ovérte vekto-
rovou identitu (A x B) x (C x D)=C[D-(Ax B)] — D[C- (A x B)].

Pomoci rovnic (2.6) a (2.48).

Dokazte, ze:

Pomoci rovnic (2.46) a (2.47).

Jednotlivé ¢leny tzv. Cauchyho tenzoru deformace E;; (popisujictho malé deformace) lze
pomoci indexu zapsat jako
1 (0v; Ov,
Ei' =35 : + : )
2 81‘j 8.%'2

kde i,j = 1,2,3 a v;,v; jsou slozky vektoru rychlosti. V Einsteinové notaci napiste vyraz
pro divergenci tohoto tenzoru, napiste také explicitni vyraz pro 1. vektorovou slozku této
divergence.

GEU o 1 82’(}7; (92/Uj 8ETT n OELy i 6ETZ o 1
ox;j 2 OT? dx;0xj |’ N

ox oy 0z 2

Avw—i—% (ﬁﬁ)}

Jednotlivé ¢leny tzv. Greenova-Lagrangeova tenzoru deformace E;; (popisujiciho libo-
volné velké deformace) lze pomoci indexu zapsat jako

1 /0v; Ov; Ov Ou
E;; == J 7R
2 <6$j + 8%’1 + 8:1}j 6.%1 ’
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2.35

2.36

2.37

kde 4,7,k = 1,2,3 a v;,v;, v jsou slozky vektoru rychlosti. V Einsteinové notaci napiste
vyraz pro divergenci tohoto tenzoru.

OE; 1 021J,L-+ 0%v; +% 0?vy, +(%k vy,
87"]2 Ox;0x;  Oxj Ox;0x;  Ox; 0:1;;2- ’

OTJ _5

Tzv. tenzor napéti T;; lze zapsat napiiklad formou
Ovi 81)'
T, =—pdiy; + J
1) p 1) T] <axj + 8x@> )
kde 4,7 = 1,2,3 a v;,v; jsou slozky vektoru rychlosti, p je skalarni velicina (skaldrni

tlak) a 7 je konstanta (koeficient dynamické viskozity). Pomoci Einsteinovy a vektorové
symboliky napiste vyraz pro divergenci tohoto tenzoru.

oT;; dp 0%v; 821)]- N L
=— / =—-Vp+n |AT ).
Ox; Ox; T (&L? i O0x;0x; VP [ vV (V U)}

Tzv. tenzor viskézniho (stfihového) napéti o;; lze zapsat napfiklad formou

. 81)1' avj 81}k
045 =1 <8x1 + al’l) + Aaixk(sz],

kde i, j,k = 1,2, 3, v;,vj, vy jsou slozky vektoru rychlosti a i A jsou konstanty (koefici-
ent dynamické viskozity, koeficient dilata¢ni viskozity). Pomoci Einsteinovy a vektorové
symboliky napiste vyraz pro divergenci tohoto tenzoru.

0oij 9%v; Ogvj 0%y, - (o
= A = nAv ANVI(V.-7).
an " ( 8%2 * (9izax7 - 0:&81} nav + (77 . ) ( 1)

Kovariantni metricky tenzor g;; valcové soufadné soustavy v poradi soufadnicovych sméra
r, ¢, z, je vyjaddien matici (viz rovnice (A.36))

1 0 0
gij = 0 7“2 0
0 0 1
Obdobny kovariantni metricky tenzor kulové souradné soustavy v poradi soufadnicovych
smeéru , 6, ¢, je vyjadien matici (viz rovnice (A.63))
1 0 0
Gi5 = 0 T2 0
0 0 r2sin?6
Urcete:

a) vSechny nenulové tzv. Christoffelovy symboly T'h,, valcové soustavy (uréujici krfivost
I
dané metriky), které jsou obecné definovany predpisem (viz také rovnice (A.12))

e — lgpk 9gux + Gur _ Oguw
w9 oz, Oz, Oz )’

(b) vSechny nenulové Christoffelovy symboly kulové soustavy, definované rovnéz pred-
pisem (A.12),
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(¢) explicitni tvar vektoru rotace vektoru A ve véalcové soustaveé, obecné dany predpisem
(viz také rovnice (A.20))

- 1 0
VXAZG"k [ hkAk:|€,
K hjhk 8:1:]( ) !
(d) explicitni tvar vektoru rotace vektoru A v kulové soustavé, obecné dany stejnym
predpisem.
() T, = —r, T% —T¢ — 1
b0 = Tler =l T
(b) Tpy = —r, I9, =T0 =T =T7 = ~ Tpy = —rsin®0, T, = —sinf cos), %, =

F?@ = cotg,
(c) viz relace (A.45) v piiloze A,
(d) viz relace (A.71) v piiloze A.
2.38 Jsou zaddny kovariantni tenzor A;; a kovariantni metricky tenzor g;; dané souradné sou-
stavy, v poradi soutadnicovych sméru r, 0, ¢, ve tvaru

a1 a2 a13 10 0
2
Aij=laa a2 a3, gj=1(0 r 0
a3l az2 ass 0 O 7“2 sin29
Urcete:
(a) smiSeny metricky t ¢ iSeny t Al
N ¥ tenzor g} a smiSeny tenzor AY,

(b) kontravariantn{ tenzor AY.

aiy a12 ai13
1 0 O
: . a1 a9 a3
T J— 1 1 [ — J—
(@) g;j=(0 1 0|=45 Aj= 2 2 2
0 0 1 as1 as2 ass
r2sin?0  r2sin?6  r2sin6
a a1 asy
11 —5 5
r2 r2sin? 6
g a2 a2 asz2
opav | ot e
r T rtsin® 0
a13 a23 a33

r2sin?20  r4sin?6 rtsin*6

2.39 Ve ¢tyirozmeérném prostoru (prostorocase) jsou zaddny kovariantni tenzor A,, a kova-
riantni metricky tenzor g,g dané souradné soustavy, v poradi soufadnicovych smért
t,u,v,w, ve tvaru

app Go1  ap2 Qo3 -1 0 0 O

aip a1 a2 a3 0 1 0 w
A = ) GaB = 2

asp a21 a2 a3 0 0 u 0

azp as1p az2 ass 0 w 0 U2

Urcete:
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(a) kontravariantni metricky tenzor ¢*? a smiSeny metricky tenzor 95

(b) smiSeny tenzor Al

(c) kontravariantni tenzor A*”.

-1 0 0 0
) 1 0 0 O
0 u w
B _ u2 — w2 w2 — u2 o 0 1 0 0 e
(a) g% = 1 95 = =1=4%,
0 0 — 0 0 0 1 0
w 1 0 0 0 1
0 2 ; 0 2 2
w? —u u? —w
—aoo —aop1 —a02 —aop3
2 _ 2 _ 2 _ 2 _
uTaip —wazy uTal —wazr uTaj —wazge Ut a1z — wass
(b) AL — u? — w? u? — w? u? — w? u? — w?
v a0 a1 a2 a3 ’
u? u? u? u?
waip — aso wa — asl waz — a3 wai3 — ass
w2 — u2 w2 — u2 w2 — u2 w2 — u2
2 , ,
“ uta1p — W asp a0 waip — asp
00 —5 5 —— —s 5
w2 — u2 u2 w2 — w2
u2a01 — W aps u4a11 + ’U)2CL33 — u2w8 u2a21 — W a3 u2a31 + 'w2a13 —wT
() Aw = w2 — u2 (w? — u2)? w2 (u2 — w?) (u2 — w?)?
= 2
a2 ua12 — W as2 a22 a3z — W a2
u? u?(u? — w?) ut u?(u? — w?)
w apl — aps u2a13 + w2a31 —wT ag3 — w agy as3 + ’LU26L11 —wS
u? — w? (u? — w?)? u?(u? — w?) (w? — u?)?
kde T = 11,2(111 +as3 aS = a3+ as.
2.40 Kovariantni tenzor elektromagnetického pole F),, je definovan,
04, 04,
N R Y
kde tzv. ctyrpotencidl (¢tyivektor elektromagnetického potencidlu) A, = <, —A) .
c

Slozka Ay = ¢ vyjadiuje skdlovany skalarni potencial elektrického pole a slozky A1, Ao, A3
c

tvori tzv. vektorovy (magneticky) potencidl. Kovariantni ¢tyivektor soufadnic udalosti

zapiseme jako x, = (ct, —7). Metricky tenzor (Minkowského) plochého ¢tyiprostoru (pro-

storocasu) ma tvar

1 0 0 0
oo =1 0 0
G =9"=10 0 -1 0
0 0 0 -1

Vektory elektrické intenzity a magnetické indukce jsou definovany jako

—

0A ~

E:_%_E’ B=VxA
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Napiste:

(a) explicitni podobu tenzoru F),, a tenzoru F*”,
(b) dudlni tenzor *F},, a dudlni tenzor *F*",

(c) tzv. invarianty elektromagnetického pole F),, F* a F,, *F*,
(d)

omoci ,,ctyfrozmérné® divergence
bl

gHvpo OF o = O~ F™ =0

oxY oxV
odvod'te 1. par Maxwellovych rovnic,

(e) pomoci ,ctyfrozmérné® divergence

oFm ,
axlj = _/'1/0 j’u)

-,

kde j* je kontravariantni ¢tyfvektor proudové hustoty j* = (cp, j), odvodte 2. par
Maxwellovych rovnic.

C C c C C C
E, E
_ 0 -B, B, ?‘r 0 -B., By
(&) FMV - EC ) F/“/ - E ’
f?-” B, 0 -B, 7” B, 0 -B,
E E
_?Z B, By 0 TZ -B, B, 0
0 -B, -B, -B, 0 B, B, B,
E E E. E
B, o0 = X B, 0 = v
(b) *F & C *FW’ C C
w = E E, |- = E E, |-
! B, = 0 _Li= -B, = 0 -=
’ C C ’ C C
B, _y - 0 —B. _y = 0
C C C C
E? E-B
(¢) FuFr = =2 <2 — B?), Fu, *F" =4 :
C C
OFFHO O FHi - OB -
d) ——=V-B=0 — =-VxFEF—-—=0,i=1,2,3
(d) 0z T Ozt 8 t ! ’
OFHO - OFH OE - = -
() G =VE= _é’ opi — Hocog —VXB=—poj i=123 c= (oc0)~1/2.

2.41 Kontravariantni tenzor energie-hybnosti 7% pro makroskopickou idedlni tekutinu je de-
finovan

ToB — (C% +p) uauﬁ—pgaﬁ,

kde p je hustota, p je skaldrni tlak a ut je tzv. ctyrrychlost (¢tyivektor rychlosti), de-
finovana jako tecna k tzv. svétoédre s, tedy u* = dat/ds, kde s = c7. Tzv. vlastni
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¢as T v soustavé spojené s pohybujicim se télesem je pomoci tzv. souradnicového Casu
t (tj. ,normalniho“ ¢asu pozorovatele) definovan jako ¢ = ~7, kde tzv. Lorentzuv fak-
tor v = (1 — v2/c?)~ /2 (viz také piiklad 8.5). Ctyivektor udalosti z# a metricky tenzor
Minkowského prostorocasu g"* lze odvodit pomoci jejich definice v piikladu 2.40. Napiste:
(a) explicitni podobu tenzoru 7% a tenzoru T, B
(b) explicitni podobu téchto tenzoru v soustavé (0), spojené s pohybujici se tekutinou.

2 2

Pomoci vyrazu: W = 72 (p erUQ), S = 72 (% +p) ¥, 0P = 72 (% +p) v + p P,
c c c® \¢
VP
Oaf = —5 (7 +p) VaUg + P dap, Mmuzeme zapsat,
c? \c¢
e oS Sy S
c c c c c c
Sz Sz
— Ozxzx Oxy Oxz ——— Oxx Ogzy Ogzxz
(a) T(Yﬁ - ¢ Y TOLB — ¢ 9
S, S,
- Oyz  Oyy Oyz T Oyz  Oyy Oyz
S, S
— Ozzx Ozy Oz ——— Ozx Ozy Ozz
c c






Kapitola 3

Obycejné diferencialni rovnice:

3.1 Obycejné diferencialni rovnice 1. radu

Obycejnymi linedrnimi diferencidlnimi rovnicemi nazyvame rovnice, obsahujici derivace funkce
jedné nezavislé proménné (zpravidla znac¢ime z, zdvisle proménnou obvykle znacime y(z))
v obecném tvaru

Y™ a1 (@)Y @)y + ao(z) = flx), (3.1)

kde y*) znaci k-tou derivaci funkce y(x). Cleny ag(z) jsou koeficienty, které mohou byt funk-
cemi proménné x, pokud jsou konstantni, mluvime o diferencidlni rovnici s konstantnimsi koefi-
cienty, a funkce f(x) predstavuje pravou stranu diferencidlni rovnice. Pokud f(z) = 0, potom
se jedna o homogenni diferencidlni rovnici (rovnici bez pravé strany). Diferencidlni rovnice s
derivacemi funkei vice nezdvislych proménnych nazyvame parcidlni diferencidlni rovnice (viz
pifloha B). Rdd diferencidlni rovnice je dan nejvyssim fadem derivace zavisle proménné y(z),
ktery se v rovnici vyskytuje, v pifpadé rovnic 1. fadu pujde o 1. derivaci ' = dy/dz.

3.1.1 Rovnice separovatelné a homogenni

Pokud lze diferencidln{ rovnici 1. fddu vyjadrit v jednoduchém tvaru y' = f(x), Fesime ji piimou
integraci, tj.

y:/f(x) dz. (3:2)

Pokud lIze diferencidlni rovnici 1. fadu vyjadiit ve tvaru v’ = f(x)g(y), kde g(y) # 0, Fesime ji
rozdélenim funkci s nezdvisle proménnou x a se zavisle proménnou y na ruzné strany rovnice

(separaci proménniyjch), tedy
dy /
—— = [ f(x)d=x. 3.3
J o=/ @9

Funkci f(z,y) nazyvame homogenni, n-tého stupné, pokud pro vSechna z,y a pro vSechna
z > 0, kde z je libovolny parametr, plati f(zx, zy) = 2" f(z,y). Obycejna diferencidlni rovnice
1. fadu

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0 (3.4)

'N4vody k feSen{ rtiznych specidlnich typt diferencidlnich rovnic je mozné nalézt v literatufe, napt. v publi-
kacich: Plch (2002), Bartsch (2008), Rektorys (2009).

35
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je homogenni, pokud M (z,y) a N(z,y) jsou homogenni funkce stejného stupné. Pokud je
homogenni rovnice zapsina v obecném tvaru (3.4), resp. ve tvaru

=7(%) 3.5
v =r(2). (3.5)
fesime ji vhodnou substituci, napiiklad y = zx a pfevedeme na separovatelnou rovnici. Obdobné
rovnici ve tvaru

y = f(ax + by +c) (3.6)

prevedeme na rovnici se separovatelnymi proménnymi pomoci substituce z = ax + by + c.
Rovnice ve tvaru raciondlni funkce
y,:Aax—i—by—i-c , (3.7)
x+By+C

pokud vyrazy ax + by, Ax + By nejsou linedrné zavislé, fesime eliminaci absolutnich ¢lenti ¢, C
pomoci substituce u = x—xg, v = y—1yo, kde xg, yo jsou kofeny soustavy rovnic ax+by+c = 0,
Az+By+C = 0 a néslednym pievedenim na tvar rovnice (3.5). Pokud vyrazy ax+by, Az+ By
jsou linedrné zavislé (soustava nemd FeSeni), soustavu fesime pomoci substituce az + by = z
(nebo Az 4+ By = z), kterd umozni jeji nasledné prevedeni na tvar rovnice (3.5).

Resen{ diferencidlnich rovnic 1. faddu obsahuji vzdy jednu nezévislou (integracni) konstantu.
Jeji hodnotu ziskdame z tzv. pocédtecni (Cauchyho) podminky, kdy y(zp) = yp.

e Priiklady:

/

yy z
3.1 +
V1i+y? V14 a2

=0 V1i+y2=C—V1+2a2

1 ‘
32 (22 - 1)y? —e%y' =0 y:()\/ﬁ*@JFl)ze_m:Cay#U
Y
logy (£ — 233 1 7
3.3 y =37, y(0) =1 y=- al n ), v<glossg

3.4 22(y3 +5)da + (22 + 5)y?dy =0, y(0) = 1 (y® +5) (23 +5) =30

3.5 y' = cos(x —y), y(0) = y = x + 2arccotg (x + 1) + 2km, k € Z

b 3

Inx

1
3.6 2 <y/ — ) =y y=xIn(Cllnz|), x >0,C>0,z#1

37y =V2r+y—3, y0)=3
22z +y—-3+2)—4In(y2z+y—-3+2)=2— (4In2—-4), 220 +y—-3>0

3.8 (z+y)’y =4, y(0) =2 y = 2arctg (I2ﬂ/> _g+2
3.9 y’:9<1+1n9> y—zer Y=
X X X
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3.10 y’:g—k tgg
x x

yzO\/sin‘g:Cx, ZE;AO,y#(QkJrl)Z(L’,kEZ
x

2
2Inx +1
3.11 x2y/:my—|—lnx Y= —%—FCJJ, z >0
x
3.12 a:y’zy—k% y:C:Ee*%\/y:O,w#O
3.13 2%y = 2%[y + In(2?)] y=—-2(nlz|+1)+Czx,z#0
1
3.14 /:]_ - 2 — B — —-C
y=1+(—y) y=r- o T
315y =(y+2)In(y+2)—1 y=¢e“" —z reR
(z+y)? 1 C
e
3.16 ¢/ = — =44/ —x, —00, —).
PR s () e
317 of = evte® —2g y=I[(C—x)"'] —2? z € (-00,C).
20— 7
3.18 y’:x—i_iy3 r4+y—5=Cx—-3)2 z#3
x_
1492 —3
319 o — W (32— ) +22=C, y 3z
20 — 3
3.20 y/:x:r—;;ii% 2+’ —ay+3z-3y=C, 2y #£x+3
x — .
3.21 y’:Hz y=+VCF 22—, 222+ C >0

3.1.2 Nehomogenni rovnice

Nehomogenni linearni diferencidlni rovnici 1. fadu (nazyvanou také ,rovnice s pravou stranou®),
zapsanou v obecném tvaru

Y + Px)y = Q(a), (3.8)

kde Q(z) # 0, fesime metodou variace konstanty. Nejprve fesime homogenni rovnici ve tvaru
y' + P(z)y = 0, kdy jeji integracni konstantou C bude obecna funkce nezdvisle proménné C/(z),
obecné teSeni tedy bude

y=C(z)e JP@dr, (3.9)

Funkci C(z) nalezneme dosazenim rovnice (3.9) do rovnice (3.8)), jeji tvar bude

Clx) = /Q(m) o P@dr qp 4 K, (3.10)



Kapitola 3. Obycejné diferencidlni rovnice 38

kde K je konstanta. Takto ziskany vyraz pro funkci C'(x) dosadime do rovnice (3.9), vysledné
partikuldrni feSeni bude

y = (/Q(:c) el P)de gz +K> o=/ P@)de (3.11)
e Priiklady:
3.22 o/ + 22y = ze~% sin z, y(0) =1 y = (sinz —xcosx + 1) e’
3.23 ¢y + ycosx = cosx y=Ce sne 41
3.24 (14 22)y — 2zy = (1 + 2%)? y=(z+C)(1+ 2?)
3.25 ¢/ — 6xy = 4xe3“2, y(0) =1 Yy = (2$2 + 1) 3
3 3 ‘ 3
3.26 yf +30e™ = —y+ 7, y(0) =7 =7+<164‘"E> TR
, . ™ sinx — 1
3.27 zy +y =xsinw, y<§):0 y=————cosx, v #*0
x
8 . 2
328 ¢ =2x+3y+2, y(0)=0 y:§(e3”’—1)—§
3.29 o =422+ 3y —1, y(0) =0 y:i(l—e3"7)—%m2—§m
’ 27 3 9
330 ¢ =222 —y+1,y(0)=0 y=2x>—4r+5(1—e?)
331y =223 —y+1,9(0)=0 y =223 — 622 — 11 + 12(z +e7%)
4x 1 1 . -2
3.32 ¢ = — =1 0 — = (3 3x + 3 72 1
V= ) y=3 (& +3243) (o +1)

3.1.3 Bernoulliova rovnice

Bernoulliovou rovnict nazyvame diferencidlni rovnici 1. fadu s n-tou mocninou zavisle proménné
y(x) ve tvaru

v +px)y+q(x)y” =0, kde n € R, (3.12)

kterd ma i pres svoji nelinearitu analytické feseni. Pokud n = 0, pfejde Bernoulliova rovnice
na nehomogenni linearni rovnici (3.8), pro n = 1 piejde na jednoduse separovatelnou homogenni
linedrni rovnici (3.3). Pomoci substituce

z=y " pron #0,1 (3.13)
dostaneme nehomogenni linedrni diferencialni rovnici 1. fadu typu (3.8) ve tvaru

2+ (1 —n)p(x)z+ (1 —n)q(z) =0. (3.14)



Kapitola 3. Obycejné diferencidlni rovnice 39

o Piiklady:

1 .
—a2,3 2 _ _ 3
3.33 iy = 627y Y —C_4x3,y—0, 4° < C
2x
3.34 xy —y = —ay? V= mro V=0 x? # —C
4 1
3.35 y 4+ —y = 23y? = =0, z>0
v+ —y=a’y Y= ey VS0
Yy x C 2 3
3.36 y’+;—\/§:0 y=<3+ﬁ> ,y=0, x>0, x2 > -3C
1 ‘ —1
337 yf +ay =2y, 42(0) = 5 = (e 1) y=0
1
3.38 oy +y =1y __ Y0
zy +y =y lnz, y(1) 1 y 1—|—h’1:1:—2:L'/y
3.39 2zyy’ —y? =22, y(1) =0 Yy -2’ =x
2,2,/ 3 3 2 3

3.1.4 Rovnice exaktni

Rovnici ve tvaru (3.4) nazyvame ezxakini, pokud vyraz na jeji levé strané je totalnim dife-
rencidlem néjaké skaldrni (tzv. kmenové) funkce F(x,y), tedy (podrobnéji v kapitole 5.2)

OF(a.y) | OF(z,y)

dF(z,y) = — 9y

dy. (3.15)
Funkce M(zx,y), N(z,y) z rovnice (3.4) odpovidaji jednotlivym parcidlnim derivacim (tj. sloz-
kam gradientu - viz kapitola 5.1) skalarni funkce funkce F'(z,y) v potradi podle rovnice (3.15).

Pokud jsou obé funkce M(x,y), N(z,y) spojité diferencovatelné, musi podle Schwarzovy véty
o rovnosti smiSenych derivaci platit,

OM(z,y)  ON(z,y)
dy Oz

. (3.16)

K vyfeseni rovnice (3.4) je tieba najit kmenovou funkci F'(z,y), jejiz obecné Feseni zpravidla
zapiSeme ve tvaru F'(z,y) = C. Pokud rovnice (3.16) neplati, rovnice (3.4) neni rovnici exaktni.
Pokud vsak nalezneme funkci R(x,y) (tzv. integracni faktor) takovou, ze plati

R(z,y) [M(z,y)dz + N(z,y)dy] =0, (3.17)

rovnice (3.17) bude rovnici exaktni. Pro spojité diferencovatelné funkce M (x,y) # 0, N(z,y) #
0 takovy integracni faktor R(z,y) existuje.
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e Priklady:

3.41 2zy — 92 + (2y+2® + 1)y =0 2+ (2?2 +1)y—32°=C
342 (2zy +6x)dz + (22 +4y3)dy =0 22y + 322+ 9yt =C

1
343 8y —2%y)y +z —xy* =0 5:1;2 (1-9%) +4y*=C

1
3.44 (e4x + 21‘y2) dz + (cosy + 2x2y) dy =0 1 e* 4 22y? 4 siny = C
3.45 (33:2 + y cos x) dz + (sin:v — 4y3) dy =0 23 +ysinz —y* = C

z? x?
3.46 zarctgydx + m dy=20 5 arctgy = C
73,3

3.47 (2:1: + :L'2y3) dx + (:):3y2 + 4y3) dy =0 2+ ’ 3y +yt=0C

zt 3 yt
3.48 (23:3 — 3x2%y + y3) y' = 223 — 622y + 3xy? CHE 23y + 5:1;2;1 - 1= C
3.49 (y2 cos T — sin a;) dz 4+ (2ysinz +2)dy =0 y?sinz + cosz + 2y = C
3.50 22y’ dz + (3302@/ + 4) dy =0 22y’ +2y2 =C
3.51 (2y + 4x2y2) dz + (az + 2y$3) dy=0 22y + 2y? = C

22 1
3.52 2zydz + (y* — 32?) dy = 0 = -==C

Yy Yy

3.2 Obycejné diferencialni rovnice 2. radu

3.2.1 Rovnice s konstantnimi koeficienty

Oby¢ejnou diferencidlni rovnici 2. fadu (tj. obsahujici 2. derivaci zavisle proménné y(x)) s kon-
stantnimi koeficienty fesime v prvnim kroku jako rovnici homogenni, kdy rovnici ve tvaru

v +py' +qy =0, (3.18)

fesfme pomoci tzv. charakteristické rovnice A +pA-+q = 0. Pro kofeny charakteristické rovnice
A1, A2 € R bude mit rovnice (3.18) feSeni ve tvaru

y = CpeM? 4 Cye® pro A1 # Ao, (3.19)
y = CpeM” 4+ Cyae?® pro A1 = Ag. (3.20)

Pro kofeny charakteristické rovnice A1, A\ = a£ /1 € C bude mit rovnice (3.18) feSeni ve tvaru

y = Crel@ Bz Cyel@tfe — A 6% co5 Bz + Be™ sin Bu. (3.21)
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Uvedené feSeni lze zobecnit i pro diferencidlni rovnice vyssich fadu: pro kazdy kofen charakte-
ristické rovnice n-tého fadu A1, Ag, ..., A, € R s ndsobnosti IT bude mit rovnice (3.18) II feseni
ve tvaru

y=C1eM" 4 Coze’® 4 ... 4 Cpaltetn® (3.22)

a pro kazdou dvojici kofenu charakteristické rovnice n-tého fddu A1, Ao = a£5i € C s ndsobnosti
IT bude mit rovnice (3.18) II feseni ve tvaru

y = e cos fx (A1 + Aoz +--- + Anl’n_l) + e* sin Sx (B1 +Box + -+ ann_l) . (3.23)

Posloupnost linedrné nezavislych ¢lenu y; (), . . ., y,(x) v FeSeni homogenni rovnice predstavuje
tzv. fundamentdlni systém.

Analogicky ke zpusobu, popsanému v odstavci (3.1.2), muzeme hledat partikuldrni feseni
nehomogenni rovnice (rovnice s pravou stranou) ve tvaru

y" +py +qy = R(x) (3.24)

metodou variace konstant, kdy rovnice (3.19), (3.20), resp. (3.21) napiSseme jako obecné feseni
diferencidlni rovnice, tedy

Yy = Cl(.%') e’\lz + CQ(JL‘) e)‘” = Cruy + Cyus. (3.25)

Funkee C1(x), Co(x), eM®, 2% které pro jednoduchost budeme déle psét jako C1, Cs, u1, us,
opét nalezneme dosazenim rovnice (3.25) do rovnice (3.24). Dostaneme tak jednu rovnici pro
dvé neznamé funkce C7, Cs,

R(:E) = (Clul + CQUQ)” +p (C’lul + CQ'LL2)/ +q (Clul + CQUQ) (3.26)
= Oy (uf + puj + qui) + Co (uy + puhy + qua) + (Cluy + 2CTuy + Cug + 2CHus)
+p (Clus + Chus) ,

kde prvni dva zavorkované ¢leny (nésobené nederivovanymi funkcemi Cy, Cy) predstavuji ho-
mogenni rovnice (3.18). Druhou rovnici vytvoiime tak, ze stanovime napi. tuto podminku:

C{ul + CéU/Q =0. (3.27)

Protoze derivace rovnice (3.27) musi byt také nulova, dosazenim do rovnice (3.26) dostdvame
vysledny systém dvou rovnic pro dvé neznamé funkce C1, Cs,

C{ul + CéUQ =0,
Ciuy + Chub, = R(x). (3.28)

Zapiseme-li systém rovnic (3.28) pomoci tzv. Wronského matice, tj. ve tvaru

() (@)= (a) -
d ) \es)  \r)

jejiz determinant ujufy — ugu (tzv. wronskidn) znac¢ime W, snadno nalezneme fesen{ systému
rovnic (3.28), zapsané napiiklad jako

Cy = —/“fémdx, Cy :/ulfv(gc)dx. (3.30)
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Dosazenim rovnice (3.30) do obecného Feseni (3.25) dostaneme partikuldrni feseni obycejné
diferencialni rovnice 2. fddu. V piipadé obycejné diferencidlni rovnice obecného (n-tého) fadu
piejde rovnice (3.29) do podoby:

uy ug e Uy C]
- ] (3.31)
ugn—l) uén—l) o uq(ln—l) 07/1 R(l’)

V piipadé, ze prava strana R(z) nehomogenni rovnice bude mit formu (tzv. specidlni pravd
strana) obecné zapsanou jako

R(z) = [Py(x) cos fx + Qn(x) sin fx] e**, (3.32)

kde P, a @, jsou polynomy nejvyse n-tého stupné (n je rovno vyssimu stupni obou polynomu
P, Q), byvé casto jednodussi nalézt feseni diferencidlni rovnice tzv. metodou neurcitych koe-
ficientu. Pfi hledani partikularniho feseni vyjdeme (bez ohledu na hodnoty koeficientu « a 3,
které mohou byt i nulové, piipadné bez ohledu na to, jestli jeden z polynomu P,,, @, je nulovy)
7z rovnice

y = [(Apz™ + Bpa" ' + ... 4+ Cp) cos B + (Agz" + Bez" ' + ... + Cy) sin Bz] a e (3.33)

kde IT je nasobnost kofene A = « + (i charakteristické rovnice (kde opét «, 5 mohou byt
nulové). Rovnici (3.32) dosadime do rovnice (3.24) a obecné koeficienty Ay, ..., Cp, Aq,...,Cqy
porovname s koeficienty funkce R(z), danymi rovnici (3.32).

Partikularni feseni diferencidlnich rovnic 2. fadu obsahuji vzdy dvé nezavislé konstanty.
Jejich hodnoty ziskdme feSenim tzv. okrajové tlohy, zadané formou okrajovych podminek, kdy
pro dvé ruznd x1,x2 plati y(x1) = y1, y(x2) = y2 (Dirichletovy okrajové podminky) nebo
Y (x1) = y1, ¥'(22) = ya (Neumannovy okrajové podminky), pfipadné y(z1) = y1, ¥'(v2) = y2,
v tomto piipadé x1, x9 mohou byt ruznéd nebo stejnd (tzv. Newtonovy okrajové podminky).

e Piiklady:
x

353 o — 2y 4y = % y(1) =0, y/(1) = 0 y=e+ze(lne—1), x>0

. 5)
3.54 y” — 7y/ + 12y =5 Y= Cq 63'1’ + Oy e4.1, + E

3z

355 ¢ —3y +2y=-—
Y-ty =

1
y=Cre® + Coe®® — 3 e”In(1 + 2z) + e*® arctg (e%)

1
356 ' +y==—y(3) =1 v (5)=0

sin x 2

Yy = (g — l‘) cosx +sinz (1 +lnsinz), = € (2k,2k+ 1)m, k € Z

-3

3.57 ' —2y' = 2% —x y=Ci+Cpe™ —
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3.58 Y +y = y(0) =1, y'(0) =0 y=l4+z+(1+e")n ’
1+e¥’ ’ 1+4e”
3.59 ¥/ +y=cosz, y(0)=1, y (g) =1+ Z Yy = cosx + sinw (1 + %)
4 10 . 1
3.60 3" — 2y + by = " cosz, y(0) = 3 y'(0) = 3 y = | cos2x + sin2x + 3 08T e’
3.61 v — 6y + 9y =4xe’cosz, y(0) =1, ¥/ (0)=0 y=(1— 7+ 8sinz —4zcosz) e**
3.62 ' +y —6y=1222+22x+1 y=Cre 3 +Coe®® — 222 — 1 — 1
31 .6 8
363 y' 49 —6y=1222 -22+1, y(0)=1,7(0) =0 y= —e 3+ 2 — 2% — e
45 ) 3 9
3.64 oy + 4y +4y =e > Inzx
2
y=Cre 2 + Core 2 4 TZ e 2%(2lnz —3), >0
3.65 v +4y +4y=e1Inz
-2 o TPy 2 7
y=Cie ** + Coze I—&—?e 1 In JJ—3111$+§ , x>0
3.66 v' —4y' +5y =10, y(0)=1,4'(0) =0 y = e** (cosx — 2sin )
1.
3.67 ¥y =2y +5y=0,9(0)=1,4'(0)=0 y=e" <COS 21 — 5 sin 23:)
" / m (T 4x—2m :
3.68 y" — 8y +32y=0,y<§>:1,y <§>:0 y=e (cosdx — sin4dx)
3.69 v’ — 3y +2y = (z* +1)e”
a’ 4 3 2 x 2
y = C1—€—<L' —4x° —122° — 252 | e* + Che
3.70 y" — 4y’ + 5y = (22 + 2x) e*T cos x
2 3 2
— 2 ryr . AT [
y=e [<C1+4+2>0051+(C2+6+2 4>sm4
371y =3y +2y=(1-22)e”, y(0)=1,5(0) =0 y=3e" —2e% + (2% + )"
2 2
372 ¥ =2y +y=(r+1)e*, y(0) =1,y (0) =0 y=e" <6+2 —m+1>
3.73 Y + 4y +4y = (6z +2)e 2%, y(0) =1, y/(0) =0 y=e 2 (2° + 27 + 22 + 1)
374 y' + 4y + 4y = e Fsinz, y(0) =1, 4 (0) =0 y=e 2*(3x —sinx + 1)
x
3.75 y" — 2y +2y =e"sinz, y(0) =1, 3/(0) =0 Yy = % [(2 —x)cosx — sinz]
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3.76 y"" — 2y +2y = 2?2+ x +e®sinx, y(0) =2, y'(0) = 3

—c‘”{(lfg)cosx+sinx +£2+%+1
V= 2 2 " 2

3.2.2 Rovnice s nekonstantnimi koeficienty

Obycejné diferencidlni rovnice 2. fadu typu rovnice (3.24), kde koeficient p = p(x) a kde
koeficient q = g(x) = 0, fesime jejich prevedenim na rovnice 1. fadu zavisle proménné z = y/.
Rovnice typu

y" + p(x)y + q(z)y = R(z), (3.34)

fesime tak, ze hleddme néjakou funkci I(z) (integracni faktor) takovou, ze pro z = I(x)y rovnice
(3.34) prejde do podoby rovnice s konstantnimi koeficienty

2" +p2 +qz = R(z). (3.35)
Oby¢ejné diferencialni rovnice 2. fadu typu
y"+py)"y" +ay” = R(z)y*, (3.36)

kde m,n,r, s jsou konstanty, 1ze fesit nalezenim takového z = f(y), pro které opét plati rovnice
(3.35).

e Piiklady:

2y 11 23 2P

377 //—7:2 = —— / = Yy = — 7_7_1 0

y P+Ly) = -5 y()=1y="7+3 5 T #
1

3.78 " + (x+2)y +y=0 y=—(C1+Coe™ ™), y=0, x#0
T
1

3.79 zy" — Bx —2)y' + (22 —3)y =0 y=— (Cle"r’+C262x), y=0, x#0
T

3.80 22y" —2x(x +2)y + (2> + 4z +6)y=0 y=¢e" (Cla;Q + C2$3) ,y=0

3 3
381 2%y +z(z+4)y + (22 +22+2)y=0 y= 2 <C1 cos \Q[T + Casin \2/7‘) , y=0

1 1
3.82 22y —dxy +4y =2 +1 y:Clx+C2x4—x;x+1,x>O
3.83 22y —ay +y=2x—4 y=Ciz+ Corlnz +zln’z —4, >0

31 2
384 ¢ — (=~ — )y 4+ Zy=2
y (\/5 2x)y+xy vV

- 9//» 21 v 4?’
g/:C1e2ﬁ+C2e4ﬁ+mg+ZJ—|— é/i 3—;, x>0
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2r —6 8

3.85 y”+7;y’+—4y:0 y=Cre 2" 4 Coe/* y=0, 2#0
x x
3.86 1 Yy’ — 1 4—l y + 4y =4zt +1 y:CloA‘IQ+C2’1*204“72+T4+7"2+§ r#0
86 1 63 T 3 x et et 4o, @
2 ) 5 8 - 5, % 1
3.87 y" — 2$_1y’:2m(2x—1) y=Cy1+Co(x —a;)+1—5:1; — ¢ —&—?, x # 5
3.88 2yy" + 2y (y —4y) +4y* =2
1 - -
y=+VCre¥ + Core® +2+1=VD, D>0
! / 3/
3.89 32/— Y <4y —|—1> =2-e"/y y=e 2 (Cy COS:I;—I—CQSin:I;—l—l)_Q, y >0
y oy Y

3.3 Soustavy obyc¢ejnych diferencialnich rovnic

Podobneé jako ,bézné* rovnice, mohou i obycejné (linearni) diferencidlni rovnice tvorit soustavu.
Uvazujme systém linedrnich diferencidlnich rovnic pouze 1. fadu (rovnice vyssiho fadu lze na
takovy systém vzdy jednoduse prevést, napiiklad rovnici 2. fadu " + a1y’ + agy = f zapiseme
jako dvé rovnice 1. tddu: ¢ = z, 2/ = —a12 — agy + f)

y1 = a1 (2)yr + arz(x)y2 + - + awn(2)yn + f1(2),

Yy = a1 (x)y1 + aga(x)ya + - - - + agn(2)yn + fo(z), (3.37)

Y, = an1(2)y1 + an2(2)y2 + - + Ann () Yn + fo(@).

Systém rovnic (3.37) zapiSeme vektorové jako

7 =Aj+f (nebo, pokud f(:c) = 0, jako homogenni systém 7’ = A7), (3.38)
kde matice
ain(z) az(x) - ai(z)
A= |21 o)l (3.39)
an1(z) apa(z) -+ apn(x)

a kde 7/, 7 a f jsou sloupcové vektory. Reseni soustav rovnic s nekonstantnimi koeficienty
A(x) muze byt v praxi zna¢né komplikované a predstavuje samostatnou disciplinu, vymykajici
se rozsahu téchto skript, v nasledujicich odstavcich se proto zaméiime pouze na systémy rovnic
s konstantnimi koeficienty A (z) = A.

3.3.1 Homogenni soustavy s konstantnimi koeficienty

V piipadé homogenniho systému dle rovnice (3.38) s konstantnimi koeficienty a;;, kdy matice
A (typu m x n) ma n ruznych redlngjch vlastnich hodnot A;, i = 1...n (viz rovnice (2.17)),
muzeme zapsat feSeni v obecném vektorovém tvaru

7(x) = C1eM%7] + Coe™220, + - - - 4 Cre 23, (3.40)



Kapitola 3. Obycejné diferencidlni rovnice 46

kde v; jsou jednotlivé vlastni vektory dle rovnic (2.17) a (2.18), piislusejici vlastnim hodnotdm
Ai (k rovnici (3.40) bychom dospéli i napiiklad postupnym dosazovanim, tedy nahradou n
rovnic 1. fddu jednou rovnici n-tého fadu, zejména v piipadé vyssitho n je to oviem zpusob
znacéné obtizny a pracny). Jako jednoduchy piiklad uvedeme systém dvou homogennich rovnic

iy _ (1 6\ (n
()= 26 01
Vlastni hodnoty matice A budou A1, Ay = —1, 4, piislusné vlastni vektory budou @ = (—3,1)7
a vy = (2,1)7. Z kapitoly 2.1 je zfejmé, Ze vlastnimi vektory jsou i vSechny vektory @y, ¥,
nasobené libovolnou konstantou (v nésledujicim textu budeme uvadét pouze jeho zakladni
tvar). Vysledné feseni systému rovnic, v piipadé Ze nejsou zadany dalsi podminky, muzeme
zapsat jako

ylz) =Cy <_i’> e ® + Co G) et (3.42)

Pokud jsou vlastni hodnoty matice A reprezentovany také dvojicemi (komplexné sdruzenych)
komplexnich ¢isel, budeme feSeni hledat obdobnym zpusobem jako v pfipadé redlnych vlastnich
hodnot. Jako jednoduchy piiklad uvedeme systém dvou homogennich rovnic

/
Y1 2 =5 Y1
= ) 3.43
(-0 2) 0 (649
Vlastni hodnoty matice A v tomto ptipadé budou Aj, Ao = +i, ptislusné vlastni vektory budou
0 =2-1i,1)" avy = (24+1,1)T. Vysledné feseni systému rovnic bude

o ) iz ) iz HcosT dsinx
ylz) = Cu (2—i>e +CQ<2+i>e =A 2cosx + sinx +B 2sinx — cos x » (3:44)

kde vztah mezi exponencidlni a goniometrickou formou rovnice (3.44) je dén Eulerovou identi-
tou et = cosx £ isinz a kde koeficienty A = C; + Cy, B =1i(Cy — Cy).

Pokud je néktera redind vlastni hodnota matice A wvicendsobnd, zpusob feSeni bude déle
zalezet na poctu ji odpovidajicich vlastnich vektoru, kdy existuji v zdsadé 2 moznosti:

(a) Vicendsobné (k-ndsobné) vlastni hodnoté p odpovidd k linedrné nezavislych vlastnich
vektoru, potom ¢4st obecného feSeni, tykajici se této vlastni hodnoty, bude mit tvar

gp(x) = Cq1e”* v + CoeP Uy + - - - + Cpe 1. (3.45)
Jednoduchym piikladem muze byt napiiklad nasledujici systém,
D-69)
= 3.46
<y§> (0 3) \v2 (3.46)
s dvojnasobnou vlastni hodnotou p = 3 a se dvéma linedrné nezavislymi vlastnimi vektory
o = (1,0)T a v = (0,1)T. Vysledné feseni systému ve smyslu rovnice (3.45) bude

p(z) = C1 (é) &3 + Cy <(1)> e, (3.47)
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(b) Vicenasobné (k-ndsobné) vlastni hodnoté p odpovidd j linedrné nezéavislych vlastnich

vektort, kdy 1 < j < k, tedy s = k — j vlastnim hodnotam p odpovida jediny linedrné
nezavisly vlastni vektor «. Takova matice se nazyva defekini a neni diagonalizovatelnd,
tj. prevoditelnd na diagonalni matici po vynasobeni zleva matici fadkovych levych vlastnich
vektoru a zprava matici sloupcovych pravych vlastnich vektoru. Potom ¢dst obecného
feSeni, tykajici se tohoto vlastntho vektoru «, bude mit tvar

gj},(m) = Ciue” 4+ Cq (1171 + $ﬁ) el 4 ... (3.48)
.%'2 xsf2 l.sfl
Ce I 0 — 0 ce n T pT
+ G, (wsl + xWs—2 + TR +- 4+ 5= 2)!w1 + (5= 1)!u> e’ (3.49)

kde vektor w; odpovidé libovolnému Feseni algebraickych rovnic
Nasledujici ptiklad ilustruje popsany princip feSeni: uvazujme systém
/
Y1 3 -1 2
= 3.51
(-G ) 63

s dvojnasobnou vlastni hodnotou p = 2, které ovsem odpovida pouze jeden linedrné
nezavisly vlastni vektor i = (1,1)7. Vektor @ uréime z rovnice (3.50),

CNE) Q) ()-Q) o

Vysledné feseni systému ve smyslu rovnice (3.48) bude

Yp(x) = C1 G) e® + Cy [<(1)> +x G)] e?, (3.53)

Reseni systému s vice nez dvéma linedarnimi rovnicemi 1. fadu je analogické k uvedenym jed-
noduchym piikladim se dvéma rovnicemi, nékteré principy vice oziejmi nasledujici priklady,
zahrnujici i systémy ti{ rovnic.

o Piiklady:

3.90

3.91

3.92

3.93

4 10 ) 2
=/ — el 6x —x
=i ) =0 () ()-
(7 13) .

A 13 cos 2z 4B 13sin 2x ola
y= —3cos2x — 2sin2x 2cos2x — 3sin2x

1 -1 0 1 1 1
y=1-1 2 —-1]¢ F=Ci|1]|+Co| 0]|e*+Cs|—-2]e%

0 -1 1 1 -1 1

5 8 16 -2 —-1 -2
i = 4 1 8 | v g=Ci|—1]e*+ [Co| 1| +C3| O]|e3
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-2 0 0
3.94 ¢ = 1 -3 —-1]v
-1 1 -1
0 2 0 0
y=<Cy 21 +Co 0] +C3 -1+ 2 e 2
-2 2 -1 -2
1 0 0
395 /=10 3 2|¢
2 -2 -1
0 0 0 1 0 20
T=<Ci [ 4] +Co||O0O]+x]| 4]|+C3 41 +z (0 +é 4 e”
—4 2 —4 —4 2 —4
-1 1 0
396 /= -2 -3 1|7
1 1 =2
1 1 1 0 1 21
G=<Cy|-1]+Co| (O +x|-1]]|+Cs||1]+z]O0 +5 -1 e 2
1 1 1 1 1

3.3.2 Nehomogenni soustavy s konstantnimi koeficienty

Resenf linedrnich soustav s pravou stranou bude v principu analogické metoddm Feseni obyéejnych
diferenciélnich rovnic 2. fddu (viz odstavec 3.2.1), tj. metoddm variace konstant a neurcitjch
koeficientu. Metodu variace konstant muzeme aplikovat ndsledujicim zpusobem: predpoklddejme
partikuldrni feseni nehomogenni rovnice (3.38), ve tvaru

o = Y (a)i{), (3.54)
kde Y (x) je matice, jejiz sloupce tvoii jednotlivé linedrné nezavisld reseni piislusné homogenni
rovnice (3.38), prepsané nyni do tvaru Y’ = AY, i(z) je hledany, obecné zapsany sloupcovy
vektor. Protoze rovnice (3.38) musi platit také pro partikularni feseni, tedy 7, = A, + f,
prvni derivace partikularniho feSeni v takovém piipadé bude

G =Y T+ Yl = AYt+ f=Y'{+ [, tedy Yi'=Ff. (3.55)

Hledany vektor  ziskdme integraci rovnice (3.55),
F= /Ylfdx, 7 :Y/Ylfdac. (3.56)

Uvedenou metodu ilustruje nasledujici feseny piiklad: pouzijeme homogenni systém z feSeného
piikladu (viz rovnice (3.41)) s pfidanou pravou stranou,

(-G 2) 6+ (0)- a1
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Z rovnice (3.42) ihned vidime, ze matice Y (x) bude

—3e™® 2% _ 1 /—e* 2e
Y = ( e e4z>’ ztoho Y != : <e4“’ 3e4w>‘ (3.58)

Podle rovnice (3.56) tak dostdvame partikuldrni feSeni pomoci integrace (kdy kazdou slozku
vektoru g, integrujeme zvl4st)

b1 (3 ) (2 ) (e[ o

Uplné feseni tedy bude souctem rovnic (3.42) a (3.59). Ve vysledku rovnice (3.59) neuvadime
integra¢ni konstantu, pfedpokladame, ze je jiz ,skryta“ v konstantich homogenniho feseni
v rovnici (3.42).

Metoda neurcitych koeficienti pro systém rovnic je zcela analogickd jiz uvedenému teseni
pro rovnice 2. fadu, jediny rozdil spociva v tom, ze koeficienty nyni budou vektory. Pokud
napiiklad v odstavci 3.2.1 byla prava strana rovnice polynomem 1. stupné, obeny zapis parti-
kularniho feSenf mél tvar y, = Ax+ B, nyni to bude g, = Az + B. Metodu ukdzeme na stejném
feSeném piikladé: predpokladejme uvedenou obecnou formu partikularniho feseni, tedy

G = (ﬁ;) T+ @;) , cozdiva g =A= (2) : (3.60)

Rovnice (3.38) musf opét platit i pro partikuldrni fesent, 7, = Ag]'p—i—f, tedy A = A(/Ta:—l—g)—kf.
Piepiseme-li (vektorovy) polynom 1. stupné do ndsledujiciho explicitniho tvaru

A1 3 Bl A1 =
[A <A2> + (1>] T+ A (Bg) - (Az) =0, (3.61)
dostdvame pro linedrni i absolutni élen (oba musi byt nulové) nasledujici rovnice:
1 6\ [4) (3 1 6\ (B1\ _ (A
(2 (=0 (2) ()= () 62

Nyni jiz snadno dopoéitdme jednotlivé neurcité koeficienty, dostdvame A; = 0, Ay = —1/2,
B; = —3/4, By = 1/8, coz po dosazeni a tpravé davé shodny vysledek s rovnici (3.59).

o Piiklady:

3.97 i = G _i’) ¥+ G) e %
— 3 2z -1 —2x 5/21 —5x
7= C 1)e + Cq ) 4/21 e "
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2 -1 -1 2
399 /=10 -1 0 |g+|1]a?
0 2 1 1
0 1 1 -2 4 —4
G=Ci| 1]e®+Col0]e®+Cs|0]e>+ | 1|a?2—-(2]a+]| 2
-1 1 0 -3 2 —6

1 -3 3 1
3100 7' =3 =5 3|y+ | O (@+1)e*
eI
1 1 1 1/4 3/16
T=Ci|1]|e 24+ Cy 0le 2 +Cs|1]e*+ 0 x + 0 e2r
()=o) re ) {0) ()



Kapitola 4

Krivkovy integral:

4.1 Krivkovy integral 1. druhu

Kiivkovym integralem 1. druhu nazyvame integral / fds obecné skalarni funkce f(z,vy,2)
C

podél kiivky C, kde ds je délkovy element kiivky: ds? = da? + dy? + dz? (Pythagorova véta
v diferencidlnim tvaru). Stanovime-li napt. souradnici = jako nezavisle proménnou a y(x), z(x)
jako zavisle proménné, muzeme psat

/Cfds:/:Qf(x,y,z)\/l—l— (jg): <§;)2dx. (41)

Nalezneme-li vhodny parametr t, potom bude parametrizovand rovnice (4.1), kde f(t) =
Fla(t), y(b), 2(8)], 5() = s [x(t), y(t), 2(8)], mit tvar

sy W g - t2f(t) dr 2+ dy 2+ LA (4.2)
L= [y (5) (&) + (&)

Pomoci kiivkového integralu 1. druhu lze urcéit geometrické a fyzikalni charakteristiky dané
kiivky. Polozime-li f = 1, vysledkem bude délka kiivky C. Polozime-li f = 7 (délkové hustota
kiivky), dostdvame 7ds = dm, tedy element hmotnosti kiivky, vysledkem integrace bude

hmotnost kfivky C,
m:/dm:/Tds. (4.3)
C C

Pokud polozime napfiklad f = z7, dostavame tzv. staticky moment S, kiivky vzhledem k ose z,
jeho vydélenim hmotnost{ dostavdme z-ovou souradnici stfedu hmotnosti zp kiivky C (obdobné
pro ostatni souradnicové sméry), tedy

1 1 1 1
rr = — / zdm = — / xrT dS, yr = — / ydma 2T = — / zdm. (44)
m Je m Jc m Je mJjc

Polozime-li f = r27, kde r je vzdalenost obecného bodu kiivky od zvolené pifmky v prostoru
(osy 0), dostavdame moment setrvacnosti J, kiivky C vzhledem k této ose. Momenty setrvacnosti
kfivky C napt. vzhledem k jednotlivym kartézskym soufadnicovym osdm potom budou

Jp = /(y2+z2)dm: /(y2+22)7'ds, J, = /(z2+$2) dm, J,= /(:E2+y2)dm.
C C C C
(4.5)

We vysledcich piikladii s geometrickymi nebo fyzikalnimi veli¢inami nejsou uvadény pifslusné jednotky.

o1
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e Priklady:

4.1 Vypocitejte délku kiivky s = (acz + y2) ds, kde C je kiivka s parametrizaci * = a(cost+
(0,27).

ma

tsint), y = a(sint — t cost), t

s=a’ (27T2 + 47r4)

4.2 Vypotitejte délku tiseku paraboly y = x2, ohrani¢eného body (—2,4) a (2,4).
s =2V17+In V4 + V17 ~ 9,2936

4.3 Kolikrat delsi bude skutecnd trajektorie s sikmého vrhu (s po¢dteénim a koncovym bodem
ve stejné vysce)

(a) s maximalnim moznym doletem D,

(b) pokud poc¢atecni (elevaéni) thel o = 30°,

(c) pokud elevaéni thel oo = 60°,

(d) pokud elevaéni iihel bude takovy aby maximalni vyska trajektorie se rovnala doletu,

S

s s
nez piislusny dolet? Dokazte, Zze pro a = 5D — 00, a rovnéz ze pro a« = 0, — — 1.

1 1 1 + si
§= = { + In (JW) cotgoz} D
2 | cosa COS «

(1
7 +Inv1 +\/§] D ~1,15D,

1 1
M] D ~1,05D,

B2
o Inv2+ V3
(c) s= _1+7\/§

-\/ﬁ+111\/4+\/ﬁ
2 4

D ~1,38D,

D ~ 232D

4.4 Piimym vypoctem v kartézskych soufadnicich a také pomoci vhodné parametrizace vy-
pocitejte hmotnost asteroidy z2/3 + y2/3 = a2/3 s délkovou hustotou 7 = z4/3 + y4/3 (viz
obrézek 4.1). Parametrizace asteroidy miize byt napiiklad: = acos®t, y = asin®¢, kde
t neznaci Cas, nybrz thlovy parametr.

m = 4a"/3

4.5 Pomoci parametrizace x = acost,y = asint, z = bt, vypocitejte hmotnost jednoho
2
z

wzavitu® valcové Sroubovice s délkovou hustotou 7 = Rl
Zz Yy

87 (b\?
m:T a \/(12“‘62
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Obrézek 4.1: Asteroida. Délka poloosy a je vyznacena zelenou barvou.

4.6 Pomoci vhodné parametrizace a s pouzitim obecnych koeficientii vypocitejte hmotnost
1

jednoho ,zavitu“ valcové sroubovice s délkovou hustotou 7 = —————.
i
.1'2 y2 Z2

4.7 Pomoci parametrizace x = atcost, y = atsint, z = bt, vypocitejte hmotnost jednoho
Lzévitu® kuzelové sroubovice s délkovou hustotou 7 = 21/22 + 32 — 2.

2a — b
?’an [\/((ﬂ + b2 + 4n2a?)® — \/(a2 - bQ)S}

m =

@2 -
4.8 Dokazte vztah s = / \/ f2+ f2d¢, kde s je délka hladké kiivky, vyjadrené v poldrnich
1

soufadnicich r = f(¢), a kde f = df/d¢.

z transformacnich vztahtu pro polarni souradnice a z definice kfivkového integralu

0 )
4.9 Dokaite vatah s — / \/ 1242 ( F2sin% 0 + f2) d6, kde s je délka hladké kfivky, vyjddiend
01 ‘
v kulovych soutadnicich r = f(¢), ¢ = g(0), a kde f =df/d¢, g = dg/db.
z transformacnich vztahu pro kulové souradnice a z definice kiivkového integralu

y

Obréazek 4.2: Bernoulliova lemniskéata. Délka poloosy a je vyznacena zelenou barvou.
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4.10

4.11

4.12

4.13

4.14

4.15

Pomoci vhodné transformace soufadnic vypocitejte hmotnost Bernoulliovy lemniskaty
(obrdzek 4.2) s kartézskou rovnici (22 + y?)? = a®(2? — y?), s délkovou hustotou 7 =
ly|. Vyjdéte z principu uvedeného v piikladu 4.8 nebo pouzijte transformacéni rovnice:
x = acost/(1+sin?t), y = asintcost/(1 +sin?t), kde t = arcsin(tg ¢) je tihlovy para-
metr (rozvazte vzdy spravné integraéni meze pro zvoleny parametr v rdmci piislusného
kvadrantu).

m:2a2(2—\/§)

Piimym vypoctem v kartézskych soutadnicich a také pomoci vhodné transformace souiad-
nic vypocitejte hmotnost nehomogenni kiivky s délkovou hustotou 7 = z + y, ktera

vznikne priinikem ploch 22 + 3% + 22 = a?, x = y, v 1. oktantu.
m = /24>
2?2 g2
Vypocitejte hmotnost oblouku elipsy §+Z = 1v 1. kvadrantu. Délkova hustota 7 = xy.
38
m=—
)
y

Obrézek 4.3: Kardioida. Délka konstanty a je vyznacena zelenou barvou.

Vypocitejte celkovou délku s a hmotnost m kardioidy (obrazek 4.3) s polarni rovnici
r =a (1l —sin¢), s délkovou hustotou 7 = |z|.

32a?

9

s=8a, m=

(prochézejici 1. kvadrantem), oboji s délkovou hustotou 7 = y. Urcete jejich momenty
setrvac¢nosti, pokud se budou otacet okolo svych geometrickych os.

Ta a mTa
=) e g ] s
0 1) 2 1) J a*, J=ua
Urcete soufadnice tézisté T' jednoho oblouku cykloidy = = a(t — sint), y = a(1 — cost),
t € (0,27), s homogenni délkovou hustotou 7(z,y) = 1.

4a
T = , —
[m/ J
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4.16 Drat mé tvar kruznice 2% 4+ y? = a?. Vypocitejte jeho moment setrvacnosti .J, pokud se
drét otdci okolo svého prumeéru. Jeho délkova hustota 7 = |z| + |y|.

J = 4a*

- -
NI N,

Obrazek 4.4: ,Dva zdvity“ spirdly s poldrnim tihlem ¢ € (0,4w). Vlevo: Archimedova spirdla, vpravo:
logaritmicka spirala.

4.17 Vypocitejte délku £ ,,dvou zavitu“ (viz obrézek 4.4) a moment setrvacnosti J nasledujicich
kiivek s konstantni délkovou hustotou 7, rotujicich okolo osy z (prochézejici poc¢atkem,
kolmo k vyobrazené roviné):

(a) Archimédovy spiraly, dané v poldrnich soutadnicich pfedpisem r = a¢, kde «a je
kladna konstanta a poldrni thel ¢ € (0,4m),

(b) logaritmické spirdly, dané v polarnich soufadnicich predpisem r = ael? kdeaa
jsou kladné konstanty a kde poldrni thel ¢ € (0,4m).

(c) jak se zméni uloha (b), pokud poc¢étek spirdly bude v bodé [0,0]?

Vysledek také vyjadiete jako funkci hmotnosti kiivky m = 7¢ a nejvétsi vzdalenosti
ktivky od osy rotace R = rpax.

(a) £ = % [MJWHU (4ﬂ+m)}

3
J = Do [4m (320° + 1) VIGR? + 1~ In (47 + V1672 +1) | ~ 0,492m R,

mR?

3
(0) €= SVFFL (™~ 1), = To VL (e —1) = (1407 4 o579 L

3 2
(c) £= %\/62 +1eth, g = %\/62 1 el2m8 = L’f
F

4.2 Krivkovy integral 2. druhu

Krivkovym integralem 2. druhu nazyvame integral /
C

pole F (z,y,z) podél kiivky C ve sméru jejtho teéného vektoru £, kde ds je délkovy element
kiivky (viz odstavec 4.1). Explicitni zapis integralu 2. druhu v kartézské soufadné soustavé

F.tds = / F.d5 obecného vektorového
C
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x2 Y2 22
/ F,dx +/ F,dy +/ F,dz, (4.6)
x1 1 21

kde F,, Fy, F, jsou jednotlivé slozky vektoru F. Analogicky k rovnici (4.2) bude mit parame-
trizovany kfivkovy integral 2. druhu tvar

/ : [Fx(t) ) g oY | g dz(t)] dt. (@7)

bude mit tvar

dt At dt
Tﬁypickjnn piikladem integralu 2. druhu je vypocet vykonané prace jako integralu vektoru sily
F podél orientované kiivky C.
e Priiklady:
4.18 Piimym vypoctem v kartézskych soufadnicich i pomoci vhodné parametrizace vypocitejte
kfivkovy integral druhého druhu / (r + 1)dy + ydz, kde kiivka C je ¢tvrtkruznice s
polomérem a v 1. kvadrantu. ¢

a

4.19 Vypocitejte kiivkovy integral druhého druhu / rdx + ydy + (zz — y) dz, kde kiivka C
C
je dand parametricky = = t2, y = 2t, z = 413, t € (0,1).

DO | Ot

4.20 Vypocitejte kiivkovy integral druhého druhu ¢ (2 —y)dx + (1 4+ z) dy, kde kiivka C je
C
obvod trojihelnika s vrcholy A = [0,0], B = [1,1], C = [0, 2].
2
4.21 Vypocitejte praci, kterou vykona sila F = (y,z,x), pusobici v matematicky kladném
sméru po uzaviené kiivce, kterd je dand prinikem ploch z = zy a 22 +y% = 1.

W=—-xm

4.22 Vypocitejte praci, kterou vykona sila F = (g,x), pusobici po kiivce xy = 1 od bodu
x

[3, %] do bodu [%,2].

5
W =1In6— -
YT
4.23 Vypocitejte préaci, kterou vykond sila F = (x — y,z + y), pusobici po draze y = 2,
z € (0,2).
W = h
3

4.24 Vypocitejte praci, kterou vykona sila F = (y, —x, z), pusobici po obvodé trojihelnika,
jehoz vrcholy jsou tvotreny pruseciky roviny 3z + 2y + 6z = 6 se soufadnicovymi osami.

W =—6
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4.25

4.26

4.27

4.28

4.29

4.30

4.31

4.32

Vypocitejte praci, kterou vykond sila F= (yz,zy,yz), pusobici po obvodé trojihelnika,
jehoz vrcholy jsou tvofeny pruseciky roviny 2z 4+ 3y + 4z = 12 se soufadnicovymi osami.

W =22

Vypocitejte praci, kterou vykona sila F = (22 + ,3y2,0), kterd plisobi po uzaviené
kiivee, sestavajici z pulkruznice o poloméru a v 1. a 2. kvadrantu a dsec¢ky (pruméru).
2
Ta
W=——
2

Vypocitejte praci, kterou by vykonalo tihové pole pii jizdé tobogianem s pfesné tfemi
otackami, pokud by tihové pole vypadalo Fy; = —mg(0,0, z). Tobogén si lze pfedstavit
jako valcovou Sroubovici, pouzijte obecné koeficienty.

W = 187%b’mg

Vypocitejte praci, kterou vykona sila F = (m2 + vy, 3y, 0), kterd pusobi v matematicky
kladném sméru po pulkruznici o poloméru a. Pulkruznice ma stied v poc¢atku soutadného
systému a prochdzi 2. a 3. kvadrantem roviny zy kartézské souradné soustavy. Je toto
silové pole konzervativni 7

2

W = - 2a3, pole neni konzervativni.

Vypocitejte praci, kterou vykona sila F = (ZL‘Q, —1, z) pusobici v matematicky kladném
sméru po kiivce dané predpisem (x — 1)2 +y? =1, z = 2, z poc¢ateéniho bodu (1, —1,2)
do koncového bodu (0,0, 2). Je toto silové pole konzervativni ?

1
W = 5’ pole je konzervativni.

Vypocitejte praci, kterou vykond sila F = (2:1:2 -y, , z), kterd pusobi v matematicky
zdporném sméru po poloviné zavitu vélcové sroubovice o poloméru R s osou (0,0, 2),
prochézejici poc¢atkem soufadnicového systému. Pocateéni bod drahy ptsobici sily mé
soutadnice (O, R, %b), koncovy bod mé soufradnice (0, —R, —%b). Je toto silové pole kon-
zervativni 7

W = —7mR?, pole neni konzervativni.

Vypocitejte praci, kterou vykond sila F = (3z —y,x, z), kterd pusobi v matematicky
kladném sméru po draze jednoho zavitu vélcové sroubovice o poloméru R s osou (0,0, z),
prochéazejici poc¢atkem soufadnicového systému. Pocateéni bod drahy pusobici sily mé
soutradnice (0, —R, —%b), koncovy bod ma souiadnice (O, —R, 37”1’), transformacni rovnice
Sroubovice jsou: x = Rcost, y = Rsint, z = bt. Je toto silové pole konzervativni 7

W=m (2R2 + ﬂb), pole neni konzervativni.

Vypocitejte praci, kterou vykona sila F= (:1:3, Y, 23), kterd pusobi nejprve v matematicky
kladném sméru po kiivce, dané predpisem x2 + (y — 3)2 = 4, z = 5, z bodu (0,1,5) do
bodu (2,3,5) a potom po tsecce do bodu (3,1,5). Je toto silové pole konzervativni ?

81
W = T pole je konzervativni.
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4.33 Vypoéitejte préaci, kterou vykond sfla F (z,y) = (x —y,z), kterd pusobi po nasledujici
uzaviené kiivce: nejprve po dsecce z bodu (1,1) do bodu (1,2), dale po ¢tvrtkruznici se
stfedem v bodeé (1, 1) v matematicky zaporném sméru do bodu (2, 1) a nakonec po tsecce
zpét do vychoziho bodu. Je toto silové pole konzervativni ?

7.(- ’ . z
W = —3 pole neni konzervativni.

4.34 Vypocitejte préci, kterou vykona sila ﬁ(x,y) = (—y,z), kterd pusobi po nésledujici
uzaviené kiivce: nejprve po tusecce z bodu (0,0) do bodu (2,1), dale po tsecce do bodu
(2,2) a nakonec po ¢tvrtkruznici se stiedem v bodé (2,0) v matematicky kladném sméru
zpét do vychoziho bodu. Jak se vykonand prace zméni, pokud pisobici sila F (z,y) =

(y, @) ?

W =2(m — 1), préce konzervativni sily po uzaviené kiivce by byla nulov.

4.35 Vypocitejte praci, kterou vykond sila F (x,y) = (—y,z), kterd pusobi po nésledujici
uzaviené kiivce: nejprve po tsecce z bodu (0,0) do bodu (1,0), ddle po tsecce do bodu
(1,1) a nakonec po ¢tvrtkruznici se stiedem v bodé (1,0) v matematicky kladném sméru
zpét do vychoziho bodu. Jak se vykonand prace zméni, pokud pisobici sila F (r,y) =

(y, @) ?

T
W = 5 konzervativni sila - prace by byla nulova.



Kapitola 5

Skalarni a vektorové funkce vice
promeénnych:

5.1 Parcialni a smérové derivace, uplny diferencial

Parcidlni derivace funkce vice nezdvislych proménnych f(x1,xo,...,x,) je derivace této funkce
podle jedné z téchto proménnych; je to dano tim, ze tuto funkci derivujeme pouze ve sméru
této proménné, takze ostatni nezdvisle proménné maji konstantni hodnotu (chovaji se jako
konstanty). Funkci vice proménnych tedy skutecné v této chvili derivujeme jako funkeci jedné
proménné. Prostorovou predstavu si muzeme udélat na piikladu funkce dvou proménnych
f(z,y), jejiz geometricky vyznam muzeme popsat jako plochu, danou predpisem z = f(z,y).
Parcialni derivace této funkce napiiklad podle proménné x, kterou zapisujeme

of (z,y)

o nebo pouze of nebo také f;, (5.1)
x

oz

vyjadfuje smérnici teény této plochy, kterd lezi v roviné rovnobézné s rovinou zz a ktera je
orientovana v kladném smyslu osy x. Hodnota druhé nezéavisle proménné y je tedy pro celou tuto
teénu konstantni. Zcela obdobné to plati i pro parcidlni derivace podle ostatnich nezavislych
proménnych.

Parcialni derivace muzeme samoziejmé zobecnit pro zcela libovolny smér, ne pouze pro
sméry soutadnicovych os. V tom piipadé je nazyvame smérové derivace (nebo derivace ve sméru).
Zvoleny smér muze byt definovany napiiklad vektorem ¢, smérovéa derivace potom (v piipadé
funkce dvou proménnych), analogicky k piikladu popsanému v piedchozim odstavci, vyjadiuje
smérnici teény této plochy, kterd lezi v roviné rovnobézné s rovinou vymezenou timto vekto-
rem a osou z a kterd je orientovana ve sméru zvoleného vektoru. Smérovou derivaci spojité
diferencovatelné skalarni funkce muzeme obecné definovat jako

o
- - U

Vaf(z1,xo, ... xn) =V f(r1,22,...,2p) - (5.2)

kde symbol v (tzv. Nabla operdtor) znaci vektor parcidlnich derivaci podle vSech nezévisle
proménnych. Rovnici (5.2) lze tedy rozepsat

- up Of ug Of up Of

V- =l oz, al oz. T Tall aw
af (@1, 22, ..., @) [l 01 ||| Oa ]| Oz,

(5.3)

We vysledcich piikladii s geometrickymi nebo fyzikalnimi veli¢inami nejsou uvadény pifslusné jednotky.

59
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Uplnym (totdlnim) diferencislem obecné skaldrnf funkce f(Z) = f(x1, 22, . .., xn) vice nezdvis-
lych proménnych nazyvame linedrni funkci
3} 0 0 -
af = qay v Y quy i+ e, S5 - am (5.4)
o0x AR L,

Pokud totalni diferenciél funkce f(Z) existuje v daném bodé, ikdme, ze funkce f(Z) je v tomto
bodé diferencovatelnd. Pokud totalni diferencidl funkce f(Z) existuje ve vSech bodech této
funkce, fikdme, ze funkce f(Z) je spojité diferencovatelnd (hladkd). Pokud totélni diferencidl
funkce f(Z) existuje v uré¢itych oblastech této funkce, fikdme, ze funkce f(Z) je po Castech
diferencovatelna.

Totalnim diferencidlem vyssiho (n-tého) fadu funkce f(z,y) dvou nezdvislych proménnych
x,y bude funkce, dand obecnym predpisem

n —~ (n\ Of .
d"f(z,y) = Z <k;> dek dy 5, (5.5)
k=0

kde vyraz v zdvorce za sumou je tzv. kombinacéni ¢islo (viz rovnice (11.1)). Zcela zobecnénym
totdlnim diferencidlem vyssiho (n-tého) fadu funkce f(x1,x2,x3, ..., Tm—1, Tm) obecného poctu
m nezavislych proménnych z1, zs, ..., x,, bude funkce, dané predpisem

n of ki 4k k
d"f (@1, 22, s Tm) = Z < ) k1o K % day! dzy?...dzyr, (5.6)
ki+kot...+km=n ki, ko, km 0x' 0xs”...0xnT"

kde vyraz v zavorce za sumou je tzv. multinomicky koeficient (viz rovnice (11.6)) a kde smysl
a uziti v8ech ostatnich vyrazu a symbolu odpovida tzv. multinomické vété (11.7).

e Priklady:

af o
5.1 Vypocitejte parcialni derivace a—f, a—f skalarni funkce f(z,y) = 2% +x — y.
T oy
20+ 1, —1
. e O’f 0 .
5.2 Vypocitejte parcidlni derivace 922’ 92 skalarni funkce f(z,y) =xIny + a¥.
Z Y

. ‘ x .
(yz — y) zy2, —— +a¥ In? 2

Yy
3
5.3 Vypocitejte smisenou parcidlni derivaci P skalarni funkce f(z,y) = xyz+a? sin(zy)+
x 2
yz. Y
1
4
5.4 Vypocitejte smiSenou parcidlni derivaci ———— skaldrni funkce f(x,y) = y?23 +
0x Oy 0z

p?sin(xz) +yz+x+y+ 2.

12yz
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5.5

5.6

5.7

5.8

5.9

5.10

5.11

5.12

5.13

5.14

5.15

Dokazte, ze ze stavové rovnice idedlniho plynu pV = nRT, kde p je tlak, V je objem,
T je termodynamické teplota, n je latkové mnozstvi, R je molarni plynova konstanta,

ovg: 9P oV oT
A\ VA ———— = —
YPIVE v ot ap
o 1 _(z=b)? ) . .. .
Ukazte, ze funkce u = ——=—=-e€ 4t | kde a, b jsou konstanty, vyhovuje rovnici vedeni
2av/ Tt
tenla ou , 0%u
— =a"—.
Pt = 02

1
Ukazte, ze funkce u = —, kde r = \/(x — a)2 + (y — b)2 + (2 — ¢), kde a, b, ¢ jsou kon-
r

stanty, vyhovuje Laplaceové rovnici Au = 0 pro r # 0.

Priklady 5.5, 5.6, 5.7 - pomoci parcidlnich derivaci funkci.

Vypocitejte derivaci funkce f(x,y) = Ty bods [4, —1] ve sméru vektoru @ = (—2, 3).
Yy

10

V13
Vypotitejte derivaci funkee f(z,vy,2) = cos(wy) + In 22 v bodé [r, 1, 1] ve sméru vektoru
@=(1,1,1).

2

V3

Vypocitejte derivaci funkce f(z,y) = 22 — y? v bodé [1, 1] ve sméru vektoru @ = (1, —1).
2v2

Vypocitejte derivaci funkce f(z,y) = = + 2y v bodé [2, 1] ve sméru vektoru @ = (1, 2).
V5

Vypoéitejte derivaci funkce f(z,y,2) = = + y? + 23 v bodé [0,1,2] ve sméru vektoru
@=(1,0,1).

13

V2
Vypocitejte derivaci funkce f(x,y) = 23 — y? + 2xy v bodé [2,3] ve sméru vektoru @ =
(—3,2).

58

V13
Naleznéte hodnotu derivace funkce f(z,y) = x

v bodeé [1, —3].
5V2

2 _ 2y — y? ve sméru nejvétstho rustu

Naleznéte prvni a druhy diferencidl funkce f(z) = x cosz, vycislete v bodé [r/4].
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\2 (1-%) de, —\}5 (2+£>dw2

5.16 Naleznéte prvnf a druhy diferencidl funkce f(z,y) = (z + y3)2, vycislete v bodeé [2, 3].
58 dx + 1566 dy, 2dz? 4+ 108 dz dy + 2502 dy?

5.17 Naleznéte prvni a druhy diferencidl funkce f(x,y) = zy + x cosy + y*, vycislete v bodé
[1,e].

(2e + cose)dx + (2 — sine) dy, edz? + (6 — 2sine) dzdy — (cose) dy?

5.18 Naleznéte prvni a druhy diferencidl funkce f(z,y) = In (z + y?), vyéislete v bodé [1, 1].
1d“—|—1 1d”2 1 d
5 dz +dy, —7 d2® —dedy

5.19 Uzitim prvniho diferencidlu priblizné vypocitejte hodnotu ¢isla 1,03 x 1,98 a porovnejte
s hodnotou uréenou kalkulackou.
2,04 (kalkulackou 2,0394)

)

2,01

3
5.20 Uzitim prvniho diferencidlu pfiblizné vypocitejte hodnotu ¢isla ( > a porovnejte

s hodnotou urcenou kalkulackou.

7,64 (kalkulackou 7,64711...)

,01
5.21 Uzitim prvniho diferencidlu ptiblizné vypocitejte hodnotu ¢&isla arctg <

0, 98) a porov-

nejte s hodnotou uréenou kalkulackou.

% + 0,015 ~ 0,8004 (kalkulackou 0,80047...)

5.2 Kmenova funkce

S kmenovou funkct jsme se jiz setkali v souvislosti s diferencialnimi rovnicemi exaktnimi v oddile
3.1.4. Pojem kmenové funkce tzce souvisi s pojmy totalniho diferencidlu a konzervativniho
vektorového pole. O obecném vektorovém poli /T(a‘:’) fikame Ze je konzervativni, pokud existuje
takovd skaldrni funkce (%), ze plati

A(Z) = Vo(Z), resp.  dp(Z) = A(Z) - di. (5.7)

Vyraz ﬁcp v levé ¢asti rovnice 5.7 znamend gradient funkce ¢ (viz oddil 5.3), vyraz v pravé ¢ésti
rovnice 5.7 je totalnim diferencidlem funkce ¢. Pokud rovnice (5.7) plati, funkci ¢ nazyvédme
kmenovou funkei (zdpornym skaldrnim potencidlem, kdy skaldrni potencidl ¢ = —¢) konzerva-
tivniho vektorového pole A. Intenzita E obecného konzervativniho pole potom bude E = —ﬁqb
a odpovidajici silové pole F = —ﬁEp, kde E, je potencidlni energie. O tom, jestli zadané
vektorové pole je konzervativni, se presvéd¢ime na zakladé Schwarzovy véty, tedy postupem
uvedenym v rovnici (3.16). Postup muzeme zobecnit na libovolny pocet proménnych, tedy

0Aj(x1,22,. .., Tj, .. Ty oy Tn)  OAR(T1, 22,0, Ty Ty e, )
8mk &’Ej ’

(5.8)
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kde A;, Ay znaci j—tou a k—tou slozku vektoru ff, volné indexy j, k nabyvaji postupné vsech
hodnot od 1 do n.
Kmenovou funkeci potom najdeme (napiiklad ve trojrozmérném piipadé) pomoci integralu

T y z
go(x,y,z):/ Ay(t,y, z)dt+/ Ay(zo,t, 2) dt—l—/ A, (o, yo,t) dt. (5.9)

o Yo 20

V piipadé jiného poc¢tu dimenzi bude predpis 5.9 odpovidajicim zpusobem zkracen nebo rozsiten.

o Piiklady:

Rozhodnéte, zda dany vyraz je totalnim diferencidlem, v kladném pripadé uréete odpovidajici
kmenovou funkci:

5.22 (sinz +y)dx + (mQ + cos y) dy Vyraz neni totalnim diferencidlem.
ZL'3 3 {L’S s
523 (2% +y)de + (z +9%) dy 3+$?J+%_<;+$oyo+?>
2,2 .3 2,2 o3
5.24 zy?dz + (y* + 2%y +4) dy & 2y + % Hdy— <J‘°2y° + %0 + 4y0)
2. x2
5.25 (x + 2zy)dz + (Cosy + 952) dy E+x2y+sin y— (20 + 22 yo + sin yo>
Inz 1 nz y?
526 Y [ — —y | = —, y(1) =2 9_ 7 7
y<y2 y) w,y() , 2
1 2 ‘ 1
5.27 <3x2—2xy+> — (w2+2+3> v, y(0)=1 w3—1:2y+§+72 1
Yy Yy Yy y vy
3,2 2 4 T 3 49 3 3m?
5.28 (62°y* + 32?) dw + (32'y + cosy) dy, y(1) = 5 ot atdsiny - —o- =2
2z 2y ) )
5.29 _xQ—i—yde_xZ—i—dey’ y(l) =1 In2 —In (22 + y?)
1 2x &€r -1
530 dr+ | —— +e¥)dy, y(0)=1 — te(ev 1)
Y Y Y
3z? 3y? —
53l == —_dy, y(1) =2 a3 +yP +3

da +
2 /133+y3 v 2 /x3_|_y3

Dokazte, ze dané silové pole je konzervativni, a uréete odpovidajici potencidlni energii V' (k je
konstanta, Q1 a Q2 jsou konstantni elektrické naboje):

= kr?  k
5.32 F = —ki (pruzn sila) V=7 =5 @ +y"+27)
5.33 F = legQQF (elektrostatickd sila) yopile e

r

r /5172+y2+22
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5.34

5.35

5.36

5.37

5.38

5.39

Naleznéte potencidl vektorového pole A= (2xy,x2). Je tento potencial uréeny jedno-
znacné ?

¢ =—a’y+C

- x x
Intenzita fyzikalniho pole je urcena vektorem A = [ln(aj —y) + ,— ,0]. Lze
x—y T—y
pro toto pole stanovit prislusny potencial ? Pokud ano, naleznéte jej. Bude tento potencial

urcen jednoznacné 7

¢p=—zln(zx—y)+C

Dokazte, ze dané centralni silové pole F=_—kir je konzervativni a urcete odpovidajici
potencidlni energii V' v bodé x,y,z = (Xo, Yo, Zy), pokud jeji hodnota v bodé z,y,z =
(0,0,0) je rovna Vj. Velicina k je konstanta, 7 je polohovy vektor, r je jeho velikost.

k ‘

V(Xo, Yo, Z0) = 5 (X3 + Y3 + 28)" + Vo

Dokazte, ze dané centralni silové pole F= ——T, definované pro r > 1, je konzervativni a
r

urcete odpovidajici potencidlni energii V' v bodé x,y, z = (X, Yo, Zo), pokud jeji hodnota

v minimélni definované vzdalenosti od bodu z,y,z = (0,0,0) je rovna Vj. Veli¢ina k je
konstanta, 7 je polohovy vektor, r je jeho velikost.

V(Xo, Yo, Z0) = k (VXF+ G+ 23— 1) + Vo

. . = r , . o
Dokazte, ze dané silové pole F = —k—, definované pro r > 1, je konzervativni a
r

urcete odpovidajici potencidlni energii V' v bodé Xy, Yy, Zp = (2,2,1), pokud hodnotu
potencidlni energie ve vzdalenosti r = 1 od bodu z,y, z = (0,0, 0) stanovime jako Ey = 0.
Velicina k = 1,5 je obecnd konstanta, 7 je velikost polohového vektoru 7= (z,y, z).

1
V(2,2,1)_k<1— >+E0_1

VX +HYF+ Z5

Dokazte, ze centralni silové pole F , definované pro r > 1, je konzervativni a urcete
potencialni energii V' pole v bodé z,y,z = (Xo, Yo, Zy), pokud stanovime jeji hodnotu v
minimalni definované vzdalenosti od bodu z,y,z = (0,0,0) je jako nulovou:

(a) F = —k7lnr,

(b) F = —k7nr?,

(¢) F = —k7lnr®.

Velic¢ina k je konstanta, 7 je polohovy vektor,  je jeho velikost.

; - - - 1 1
(@) Vo Yo Zo) = 5 [ (43 +75+ ) (m VREFTE+ B - 5 ) + ]

N |

(b) V(Xo, Yo, Zo) = (XG+Y7+28) In (XE+YE+23) — 1] +1}

3 3 3
(X2 4+ Y2 + 22) [1n(xg+y02+zg)3 - } i }

(NNl NN =l

e

> Xo.Y0.2p) =
(c) V(Xo, Yo, Zo) 5 5
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5.40 Dokazte, ze dané silové pole F = —k (2,9, 2)Inr~2, definované pro r > 1, je konzer-
vativni a urcete odpovidajici potencidlni energii V' v bodé z,y, z = (X, Yo, Zo), pokud
potencidlni energie ve vzdalenosti 7 = 1 od bodu z,y, z = (0,0,0) je rovna Ey. Veli¢ina
k je konstanta, r je velikost polohového vektoru 7= (z,y, 2).

V(Xo, Yo, Zo) = fg {(XG+Y5+25) In(X§+ Y5+ 25) —1] + 1} + Ep

5.41 Dokazte, ze dané centralni silové pole F=_—krer je konzervativni a urcete odpovidajici
potencidlni energii V' v bodé x,y, z = (Xo, Yo, Zo) pokud hodnota potencidlni energie v
bodé x,y,z = (0,0,0) je rovha —Vj = —k. Veli¢ina k je konstanta, 7 je polohovy vektor,
r je jeho velikost.

V(Xo, Yo, Zo) = VooV XeH15+4 ( XZ+YZ+ 23— 1)

5.3 Diferencialni operatory

Diferencidlni operdtory urcuji pusobeni operdtoru nabla (viz oddil 5.1) na skaldrni nebo vek-
torové (pripadné tenzorové) pole nékterym z nésledujicich zpusobu:

e gradient skalarn{ funkce f: grad f = V, vysledkem je vektor (5.10)
e divergence vektorového pole A divA=V- ff, vysledkem je skalar (5.11)
e rotace vektorového pole A: rot A =V x A, vysledkem je vektor (5.12)
e Laplaceuv operétor (Laplacidn): A = V-V, neméni puvodni pole (5.13)

Laplaceuv operdtor tzv. neméni fad tenzoru, tj. pokud pusobi na skaldr, vysledkem je skaldr,
pokud pusobi na vektor, vysledkem zustavé vektor, atd. (viz pfiloha A). Variantni forma zapisu
diferencidlnich operatoru pomoci volnych indexu (v Einsteinové konvenci) muze v kartézském
soufadnicovém systému vypadat nasledovné (vyznam funkce J;; a tenzoru g;j; je vysvétlen
v odstavci 2.3):

of

e gradient skalarni funkce f: grad f = é;%, (5.14)
. , > oo 0 0
e divergence vektorového pole A: div A = 8—14]- 0ij = a—Ai, (5.15)
s €I;
> - 0
e rotace vektorového pole A: rot A = g, é}-gAk, (5.16)
J
e Laplaceuv operator (Laplacidn): Af = aa aaf, AA = é'iaaaa i (5.17)
Ty OX; $j CL‘j

Gradient skalarni funkce reprezentuje vektorové pole, udéavajici velikost a smér nejvétsiho
narustu dané skaldrni funkce. Divergenci vektoru muzeme interpretovat napiiklad jako ,miru
expanze“ dané vektorové veli¢iny (respektive jejiho toku) v obecném bodé v prostoru, piipadné
jako jeji ,zridlovost“, tj. miru toho, jak mnoho se tok daného vektorového pole chova jako
wzdroj“ prislusné vektorové veliciny. Napiiklad, pokud vektorové pole zéroven ,vznika“ (zdroj)



Kapitola 5. Skaldrni a vektorové funkce vice proménngjch 66

i ,zanikd® (propad), je jeho divergence nulova (piipad magnetické indukee), rovnéz homogenni
vektorové pole (konstantni vektor) musi mit z definice nulovou divergenci, atd. Rotace vekto-
rového pole (jak vyplyvé z nédzvu) popisuje infinitesimalni rotaci daného pole v obecném bodé
v prostoru; pokud je rotace nulova, mluvime o ,nevirovém® toku dané vektorové veli¢iny.

Podrobny popis odvozeni jednotlivych diferencidlnich operdtoru v hlavnich soufadnicovych
soustavach véetné souvisejici matematiky je uveden v piiloze A. Zde je uveden pouze zakladni
prehled operdtoru (ve vélcové soustavé nyni zavddime pro odliseni p namisto r):

o Kartézskd souradnd soustava (z1, x9, 3 = ,¥, 2):

s = (2,2, 90), 19
divﬁ=8£m+8£y+a£2, (5.19)
o (LD 0404 0404 520

2 2
A:;ﬁ+§;+§% (5.21)
e Vilcové soutadnd soustava (z1, T2, T3 = p, ¢, 2):

s = (24,121 98 o
div A = ;gp (pA,) + ;%‘iﬁ’ + 8;;, (5.23)
ot 4= {100 Ode o0 212 (o -S|} (5.21)

e Kulové soutadné soustava (11, z2, 23 = r,0, ¢):

grad f = (gi’ igg’ rsin&?)fb) ’ (5.26)

divA = 7'1257’ (r?A,) + 7’811119889 (sinfAg) + Tsilnefgif, (5.27)
ot A= silnﬁ L{fg(me As)= 6@?} ’ % [Sir119 aa? N % (TA‘“] ’ % B(m@) N aaér]}’

(5.28)

A= %2% (rﬁi) +3 sline@% <sin0§9> + 7251120;;. (5.29)

e Priiklady:
Pro skalarni funkce f, g a vektory A, B dokazte:

542 V(fg) = (Vf)g + fVg

543 VxVf=0
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5.50

5.51

5.52

2.53

5.54

5.55

5.56

—

Dokazte platnost operatorové identity V x (6 X ff) =V (6 . A) AA.

Lo N 1o LN
Dokazte platnost operdtorové identity A x (V X A) = §VA2 — <A . V> A.
Piiklady 5.42 - 5.49 - pomoci vektorovych operaci v kartézskych soutradnicich.
Spocitejte div (rot ﬁ), F = [zyz,y (a® = 22) ,ay + 20 +y2]. 0
Spocitejte div (rot ﬁ), F= (:L"Qy,yz, 22 ) 0

Spoéitejte grad f, f(x,y,2) = 2zyz + 2%y + vz + 2°2.
2yz + 2wy + 22, 222 + 2% + 2yz, 22y + y? + 222

Sy

Stredové symetrické (izotropni) fyzikalni pole je uréeno vektorem A= , kde 7 je polo-

- o2
hovy vektor, r je jeho velikost. Dokazte, ze divergence tohoto pole, tedy V- A = —.
T

\/:1;2—1—:924-227 Va2 4 y? + 22 T

FoT_ @y g g_ 2 2
T

A
Hypotetické centralni fyzikalni pole je uréeno potencidlem ¢ = In () + B, kde A je
T
kladna konstanta, r je velikost polohového vektoru . Konstanta B nastavuje hodnotu
potencidlu ¢ ve vzdalenosti A od bodu z,y, z = (0,0, 0). Urcete vektor intenzity E tohoto

pole a dokazte, ze divergence tohoto pole, tedy V-E=—

r2’
- r , 2 S 1 1
ol @y e p 1 _ 1
7.2 11:2 + y2 + 2’2 7.2 xz +U2 + 22
Hypotetické centralni fyzikalni pole je urceno potencidlem ¢ = —Ar® + B, kde konstanta

A skaluje velikost r polohového vektoru 7, konstanta B nastavuje hodnotu potencidlu ¢
v bodé z,y,z = (0,0,0). Urcete vektor intenzity E tohoto pole a dokazte, ze divergence

tohoto pole, tedy V - E = 124+/22 + y2 + 22 = 12Ar.

E =3A7r =3A(z,y,2)\V/22 + 2 + 22, V- E = 124r = 12A\/2% + 32 + 22

Hypotetické centralni fyzikalni pole, definované pro vzdélenost » > 1, je uréeno po-
tencidlem ¢ = —Ar?Inr? + B, kde konstanta A skaluje velikost r polohového vektoru 7,
konstanta B nastavuje hodnotu potencidlu ¢ v minimalni definované vzdélenosti od bodu
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5.57

5.58

5.59

5.60

x,y,z = (0,0,0). Urcete vektor intenzity E tohoto pole a dokazte, ze divergence tohoto
pole, tedy V- E = A (6 Inr? 4 10).

E = 247 (Inr? + 1) = 24 (z,y,2) [In(z? + y* + 2%) + 1], V-E= A (6Inr? +10)

Ax
Hypotetické fyzikalni pole je uréeno nesymetrickym potencidlem ¢ = —, kde A je kladna
r

konstanta a 7 je velikost polohového vektoru 7. Uréete vektor intenzity E tohoto pole a

- o 2
dokazte, ze divergence tohoto pole, tedy V - E = —f
r
P —A Yy + z2),Amy,A.7:z’ o5 2Ax . 2AT
3 (22 + 2 + 22)3/2 73
Hypotetické centralni fyzikdlni pole je uréeno potencidlem ¢ = Ae™", kde A je kladna

konstanta, r je velikost polohového vektoru 7. Urcete vektor intenzity E tohoto pole a

- 2
dokazte, ze divergence tohoto pole, tedy V- FE = Ae™" ( — 1>.
r

Bederl —peVEii? Y2 gp_ Ve (2
r /x2+y2+22 /$2+y2+22
Hypotetické centralni fyzikdlni pole je urceno potencidlem ¢ = A™", kge A je kladnd

konstanta, r je velikost polohového vektoru . Urcete vektor intenzity E tohoto pole a

- o 2
dokazte, ze divergence tohoto pole, tedy V- E = A""In A ( —1In A).
r

» FoL - — 2
B=A"mAl V.E=A Vo +2pal—— 2 14
r z2 + y? + 22

Pomoci Kroneckerova delta a Levi-Civitova symbolu ovéite vektorové identity z piiklada
(5.42)-(5.49) v Einsteinové notaci.

Pomoci rovnic (2.48) a (5.14)-(5.17).



Kapitola 6
Dvojny a trojny integral

Na integral funkce f(z,y) dvou proménnych z,y (dvojny integrél), ktera je spojitd na dvou-
rozmeérné oblasti S = (a,b) x (¢,d), kde a <z < bac <y <d,jemozné aplikovat tzv. Fubiniho
vétu o vypoctu n-rozmérnych integralt pomoci n vypoctu jednoduchych integralu,

//Sf(x,y)dmdy—/ab (/cdf(m,y)dy> da:—/cd (/abf(g;,wdx) dy. 6.1)

Pokud je oblast S ohrani¢end zptusobem S = (a,b) x [p1(x), p2(x)], kde a < x < b a kde pro
spojité funkce ¢1(x), ¢2(x) proménné x na celém intervalu a,b plati ¢1(z) < y < ¢o(x), je
integral spojité funkce f(z,y) dvou proménnych definovan jako

//Sf(x,y) dzdy = /ab (/;(QS) f(z,y) dy) dz = /ab dz /it;r) f(z,y)dy. (6.2)

Analogickym zpusobem je na tfirozmérné oblasti V = (a, b) X [¢1(x), p2(z)] X [V1(z,y), Y2 (z,v)],
kde a < z < b, kde pro spojité funkce ¢;(x), ¢2(x) proménné x na celém intervalu a,b plati
od1(x) <y < ¢o(x) a kde pro spojité funkce 11 (z,y), ¥2(x,y) dvou proménnych z,y na celé
oblasti § = (a,b) X [¢1(x), p2(x)] plati Y1 (z,y) < z < a(x,y), integral spojité funkece f(z,y, z)
t¥{ proménnych (trojny integréal) definovan jako

b ¢2(x) ha(z,y)
// f(x,y,Z)dxdydzz/ / / f(z,y,2)dz | dy| dz
% a d)l(m) ﬁ’l(%y)
b

p2(x) P2(z,y)
= dx/ dy/ f(z,y,2)dz. (6.3)
1(z) )

1($,y

Transformaci soufadnic dvojného integralu lze definovat (viz obrazek 6.1) pomoci prostého
reguldrniho zobrazeni ® : Q — R?(xz,y), zadaného transformaénimi rovnicemi x = £(u,v), y =
n(u,v), kde Q@ C R?(u,v) je oteviend oblast. Pokud A C R?(x,y) a B C R?(u,v) jsou uzaviené
oblasti, kdy A C Q, B C , a pokud funkce f(z,y) dvou proménnych z a y je spojita v oblasti
A = ®(B), potom plati

//Af (z,y)dedy = //B £ 1€, v), n(u,v)] J(u,v) dudo. (6.4)

We vysledcich piikladii s geometrickymi nebo fyzikalnimi veli¢inami nejsou uvadény pifslusné jednotky.

69
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Vyraz
or 0
_ ou v
J(u,v) = |det| ay oy | (6.5)
ou Ov

v rovnici (6.4) je Jakobidn dvourozmérné soufadnicové transformace. V piipadé trojného in-
tegralu funkce f(z,y,z) tif proménnych x,y, z, spojité v uzaviené oblasti A C R3(z,y, 2),
s transformaénimi rovnicemi z = {(u,v,w),y = n(u,v,w), z = ((u,v,w), v oblasti B C
R3(u, v, w) analogicky k rovnici (6.4) plati,

//Af(m,y,z) dadydz = //Bf[5(%U,w),n(u,v,w),g“(u,v,w)] J(u,v,w)dudvdw.  (6.6)

Vyraz
ou Jv OJw
T(u,0,w) = |det| | 2 9% 90y | (6.7)
ou JOv Ow
ou Ov Ow

v rovnici (6.6) je Jakobidn trojrozmérné soufadnicové transformace. Vyznamné a casto pouziva-
né jsou Jakobidny souradnicovych transformaci (podrobny popis je v piiloze A) z kartézské do
vélcové souradné soustavy, kdy (u,v,w) = (p, ¢, z), s transformacnimi rovnicemi x = p cos ¢,
y = psin¢, z = z,kde J = p, a z kartézské do kulové souradné soustavy, kdy (u, v, w) = (1,6, ¢),
s transformac¢nimi rovnicemi x = rsinf cos ¢, y = rsinfsin ¢, z = rcosf, kde J = r?sin 6.

6.1 Plosny integral 1. druhu

Plosnym integralem 1. druhu nazyvame (analogicky ke kfivkovému integrélu 1. druhu v od-
stavcei 4.1) integral // f dS skalarni funkce f(z,y, 2), spojité diferencovatelné na tiseku (hladké,

tj. spojité diferencovgtelné) plochy S, kde dS je element plochy S. Stanovime-li napfiklad
soufadnice z a y jako nezavisle proménné a funkei z = z(x, y) jako zavisle proménnou, muzeme
tecné vektory iy, f;}, k plose S ve smérech souradnicovych os z,y ur¢it jako parcidlni derivace
funkce dané plochy (viz odstavec 5.1) podle piislusnych sméru, tedy

. oxr Oy 0z 0z - Ooxr Oy 0z 0z

te=—,=—,—|=(1,0,— ), t,=(=—,=—,— | =10,1,—|. 6.8

=(grorm)-(05) i=(Gae) -(org) ©9
Vektor ¥ normély plochy S (tj. vektor kolmy k ploge S) uréime jako vektorovy soucin teénych

vektort &, x t_;/ (jejichz poradi ve vektorovém soucinu zavisi na pozadované orientaci normaly),
jeho velikost (viz rovnice (2.1)) bude ||7]| = ||tz x ]|, tedy

I 0z 0z 5 o 92\ > 82\
J = £(t, =+ |- y 1, || = |tz = 1 : :

Samotny plo$ny element je vektorem, orientovanym ve sméru normalového vektoru, kde velikost
plosného elementu je uréena velikosti normalového vektoru. Ve zvolené kartézské parametrizaci
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v C2 y CQ(U(),V)
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Obrézek 6.1: Schéma transformace obecnych soufadnic, popsané rovnici (6.4), kde ® symbolizuje
vzajemné Jednoznacne zobrazeni. C1, Cy jsou souradnicové kiivky, pro které plati C; : = x(u, vo), Yy =
y(u,v9), Co : * = x(up,v),y = y(ug,v), ¢arkované cary, ohranic¢ujici zvyraznénou plochu, muzeme
oznacit jako: Cjf (u,vo 4+ Av), Cy (u,v9 — Av), Co (uo + Au,v), Cy (ug — Au,v). Teiné vektory t,, t,
k soufadnicovym kiivkdm v bodé ug, vy stanovime podle rovnice (6.12).

tedy muzeme psat

o 0z 0z . 02\ 2 02\ 2
dS=vdedy=+ (-5, ——,1) dedy, dS=|7||dedy=4/14+|(=—) + | =) dzdy.
oxr’ Oy ox Jy

(6.10)

Zjevné tedy plati ds = S =1dS, kde 7 je jednotkovy normalovy vektor. Explicitni zapis

77
plodného integralu 1. druhu v kartézské bazi, kde a < x < b, ¢1(x) < y < ¢a(x) (srovnej
rovnice (6.1), (6.2)) a z = z(z,y), tedy bude:

//fxy, )dsS = //{Mx (z,y, 2 \/1+(gi> +<gz>2dxdy. (6.11)

Nalezneme-li vhodné parametry u, v (napi. 6, ¢ na kulové plose), muzeme funkci f i plochu
S parametrizovat pomoci transformaénich rovnic z = &(u,v), y = n(u,v), z = ((u,v) (viz
rovnice (6.6)). Teéné vektory t, t, k dané plose S v soufadnicovych smérech u, v (viz obrézek
6.1) stanovime jako parcidlni derivace funkce dané plochy (viz odstavec 5.1) podle piislusnych

sméru, tedy
po_ (95 On O\ p _ (08 On OC
bu = <8u’ ou’ 8u>’ o = <8v’ v’ v )’ (6.12)

Normalovy vektor 77/ (ktery nebude totozny s vektorem o/ z rovnice (6.9), bude mit sice stejny
smér ale ruznou délku) uréime opét jako vektorovy souéin teénych vektort 7/ = +(t, x t,),
jeho velikost ||7'|| = ||ty X t||. Analogicky k rovnici (6.10) dostévéme:

dS =7'dudv, dS = 7’| dudv = ||t x T, dudv. (6.13)

Plosny integral 1. druhu v parametrickém vyjadieni bude mit explicitni tvar

/ / f&n,.¢ H<8£ n 6C> X <gi gz aC)Hd dv. (6.14)
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Vzéajemnd souvislost mezi rovnicemi (6.10) a (6.13) je ddna rovnici (6.4), z niz vyplyvéa: 7dz dy =
V' J(u,v)dudv a zdroven ||| dzdy = ||7'||J(u,v) dudv, kde J(u,v) je Jakobidn soufadnicové
transformace, dany rovnici (6.5).

Napiiklad pro kulovou plochu o poloméru R se stfedem v pocatku soutradnic, s kartézskou
rovnici z(x,y) = / R? — 22 — y2, s vnéjsi normélou, bude mit rovnice (6.10) konkrétni podobu

. dad
4§ = ° , i 1) dedy, as= B a0 e
VRZ =22 =2 \JR2 —a? — 2 RZ — 42 — 42

(6.15)

jejim zintegrovanim v mezich x € (—R, R),y € <—\/R2 — 22,V R? — 22) dostévame S = 27 R?,
coz je velikost ¢asti kulové plochy nad rovinou z = 0. Parametrizovand rovnice (6.13) bude mit
podobu

ds = (R2 sin? 0 cos ¢, R?sin® @ sin ¢, R? sin 0 cos 9)dode, dS = R%sin 0 do do, (6.16)

jejim zintegrovdnim v mezich § € (0,7), ¢ € (0,27) dostavame S = 47 R%. Vzhledem k tomu,
7ze Jakobidn, odpovidajici rovnici (6.5) bude v tomto pifpadé R?sin 6 cos 6, snadno se z rovnic
(6.15), (6.16) presvédéime o platnosti vztahu ||| dx dy = |[7'||J (0, ¢) A6 de.

Pomoci plosného integralu 1. druhu lze urcit geometrické a fyzikdlni charakteristiky dané
plochy: Polozime-li f = 1, vysledkem bude celkové velikost plochy S. Polozime-li f = o (plosnéd
hustota), dostavdme o dS = dm, tedy element hmotnosti plochy S, vysledkem integrace bude

celkova hmotnost m dané plochy,
m://dm://adS. (6.17)
S S

Pokud polozime naptiklad f = zo, dostavame tzv. staticky moment S, dané plochy vzhledem
k ose z, jeho vydélenim hmotnosti dostdvame z-ovou soufadnici stfedu hmotnosti zp plochy
(obdobné pro ostatni souradnicové sméry), tedy

1 1 1 1
aUT://:Udm://xadS, yT://ydm, zT://zdm. (6.18)
mJJjs mJJjs mJJjs mJJjs

Polozime-li f = r20, kde r je vzdélenost obecného bodu plochy od zvolené pifmky v pro-
storu (osy o), dostdvame moment setrvacnosti J, dané plochy vzhledem k této ose. Momenty
setrvacnosti plochy S napt. vzhledem k jednotlivym kartézskym soutradnicovym osam potom

budou

Jm://S(y2+22)dm://s(y2+22)ad5, Jy://S(ZQ—I—mQ)dm, JZ://S(:E2+y2)dm.
(

6.19)

e Priiklady:

V kartézskych soufadnicich i pomoci vhodné parametrizace vypocitejte obsah plochy S € R?,
ohranic¢ené nasledujicimi kiivkami:

4

y Yy =~ 1
X

6.1 3/233279:695273/:

S
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2v/2 16
623/—902y—16902,y—7\2[7y—72 8
x T
° 1 e (e—1)In3
63 y—ad y= o y= oy = e-md
Y=,y 3;:1/ x,y - 1
6.4 Y = 1’ y=e, y= eO72$’ y = e0,4a: 275

Pomoci vhodné parametrizace, pripadné v kartézskych soufadnicich, vypocitejte obsah plochy
S € R3:

6.5 S={z?+y?+22=R? 2*+y? < d? 2z >0, a < R}(kulovy vrchlik) 2R [R — VR? — a?

6.6 S:{x2+z2:a2,z20}

(a) |z| <[yl <a 2a°(m — 2)
(b) || > [yl 4a®
6.7S:{x2+z2:a2,$2+y2§a2,220} 4a?

6.8 Prostorova kiivka, dand prunikem kulové plochy S = {:Jc2 +y2+ 22 = R2} a valcové
plochy S" = {(z — a)® 4+ y* = a?}, kde a = R/2, vymezuje na povrchu kulové plochy
uzavienou plochu (tzv. Vivianiho okno). Vypocitejte obsah této plochy.

2R? (1 —2)

6.9 Vypocitejte obsah ¢asti zemského povrchu, ohraniceného v jednom sméru dvéma sou-
sednimi poledniky (napiiklad 15. a 16.) a ve druhém sméru dvéma sousednimi rov-
nobézkami:

(a) 0. (rovnikem) a 1.,
(b) 49. a 50.,
(c) 89. a90. (pélem).

Obsahy jednotlivych ploch udejte v km?. Polomér Zemé, R = 6371km, povazujte za
konstantu.

(a) cca 12364 km?
(b) cca 8030km?
(¢) cca 108 km?

V kartézskych soutadnicich i pomoci vhodné parametrizace vypocitejte plosné integraly 1. druhu:

6.10 //x2zds, kde S={2®+y*+2*=R? 2>0}. ”f
s
2 2 2 2 27 R
6.11 V22%2dS, kde S:{x +y*—z :0,ze(0,H)}. —, R=H
S 9]
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4
6.12 //(w2+y2)dS, kde §={a®+y*>+2*=R" 2>0}. SR
s
2
6.13 //nyQdS, kde S={2®+y*+2*=R? 2>0}. 1—57TR6
s
2 '
6.14 //w2z2dS, kde S:{x2+y2+22:R2,220}. F?TR()
s 5
9 H TR3
6.15 y°dS, kde S= z:H—E\/m2+y2,z€<0,H> ) e R? + O?
s
1
6.16 zdS, kde S={z+y+z=1,2€(0,1),y€(0,1—x)},. ——
Il o+ O yed1-n) S
6.17 //1d5 kde S={a?+y?+z=H, z>0} o [+ am)E - 1]
' sxl+y?+z 7 el 6H
R2
6.18 Vypocitejte hmotnost kulového vrchliku S = {z2 +12+ 22 =R? 22 +94% < 7 ? > 0}

s plosnou hustotou o(z,y, z) = |z| + |y| + |2|.
. (11
3
— 3
R <127T + f)

6.19 Vypocitejte polohu stfedu hmotnosti plochy S = {:c2 +y2+22=R? 2> 0}, jejiz plosna

hustota ¢ je déna funkci o = 22 + 22.

IR
.I'T:()?yT:O?ZT:TG

6.20 Vypocitejte polohu stfedu hmotnosti plochy S = {:1/:2 +1y2—22=0, z € <O,H>}, jejiz

plosné hustota o je dana funkci o = 2 + 22.

4H
xp =0, yr =0, zT:?

6.21 Spirdlova plocha s konstantni plosnou hustotou o je zadand parametricky ve tvaru x =
ucosv, y =usinv, z = v, u € (0,a), v € (0,27). Vypocitejte:

(a) hmotnost této plochy,
(b) polohu jejiho téziste,

(c) moment setrvacnosti vzhledem k jeji geometrické ose.

(a) mo [am +1In (a + m)}
(b) (0,0,7)
0 [l ) T o Vi)

6.22 Vypocitejte nasledujici parametry plochy z piikladu 6.15, pokud jeji plosna hustota bude
2
o=xz:
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6.23

6.24

6.25

6.26

6.27

(a) hmotnost této plochy,

(c) moment setrvacnosti vzhledem k jeji geometrické ose.
(a) 2101{33\/32 +H?

(b) T = g
(c) Z%1{}35\/32 ¥ H?

Vypocitejte nasledujici parametry plochy z ptikladu 6.16, pokud jeji plosna hustota bude
2 2
o=z +y°:

(a) hmotnost této plochy,

1
(a) 27\/3

o (22

Vypocitejte hmotnost plochy z piikladu 6.17, pokud jeji plosnd hustota bude o = x

™ s (4, 2 2
— |(4R2+1)> (ZR2 - =)+ =
16 [<R+) <5R 15>+15]

Vypocitejte celkovou tlakovou silu, kterou pusobi kapalina o konstantni hustoté p na
vS8echny stény uzaviené nadoby, tvorené plochou z ptikladu 6.15 a odpovidajici podstavou
(atmosféricky tlak zanedbejte).

2 -
wpgH <3R\/R2 + H? + Rz)

2.

Vypocitejte celkovou tlakovou silu, kterou pusobi kapalina o konstantni hustoté p na
vSechny stény uzaviené nadoby, tvofené plochou z ptikladu 6.17 a odpovidajici podstavou
(atmosféricky tlak zanedbejte).

T 3 /4 2 2
_ A4RZ +1)2 | ZR2 - = = 4
gPI [( R?+1) <5R 15>+15]+7rpgR

P15t vodojemu ve tvaru kuzele, stojiciho ,38pickou® dolii, o poloméru horni vodorovné
plochy R = 3m a vysce H = 4m je dimenzovan tak, aby odolal celkové tlakové sile 10° N.
Je dimenzovan dostateéné, nedostatecné, nebo je pfiblizné na hranici konstrukéni odol-
nosti ? Uvazujte hodnoty konstant p = 1000kgm ™3, g = 9,81 ms~2. Vliv atmosférického
tlaku zanedbejte.

F,~6,3 x 10° N. P14st vodojemu je dimenzovén dostatecné.
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6.28 Nadoba ve tvaru kuzele stojictho ,Spickou* doli je naplnéna specidlni kapalinou, v niz
tlak roste s hloubkou jako p = pogh?, kde py je hustota kapaliny na hladiné a h je
hloubka daného mista v nddobé. Polomér horni vodorovné plochy nddoby R = 0,5m a
vyska nddoby H = 1 m. Urcete tlakovou silu, které musi nadoba odolat. Uvazujte hodnoty
konstant pg = 1000kgm™3, g = 9,81 ms~2. Vliv atmosférického tlaku zanedbejte.

F, ~ 3000 N.

6.29 Plast kulového vodojemu o poloméru R = 2m je dimenzovan tak, aby odolal celkové
tlakové sile 106N. Je dimenzovan dostateéné, nedostateéné, nebo je zhruba na hranici
konstrukéni odolnosti ? Uvazujte hodnoty konstant p = 1000kgm™3, g = 9,81 ms™2.
Vliv atmosférického tlaku zanedbejte.

F, ~ 109 N. P14st vodojemu je dimenzovan zhruba na hranici konstrukéni odolnosti.

6.30 Misa ve tvaru polokoule o polongéru R = 1m je naplnéna specialni kapalinou, v niz tlak
roste s hloubkou jako p = pggh2, kde pg je hustota kapaliny na hladiné a h je hloubka
daného mista v nddobé. Urcete tlakovou silu, které musi nddoba odolat. Uvazujte hodnoty
konstant pg = 1000kgm ™3, g = 9,81 ms~2. Vliv atmosférického tlaku zanedbejte.

F, ~ 25000 N.

6.2 Plosny integral 2. druhu

Plosnym integralem 2. druhu nazyvame integral // F.dS = // F - i1dS obecného vekto-
S S

rového pole ﬁ(m,y, z), definovaného na orientované, po ¢astech diferencovatelné plose S, kde
7 = (Nz, Ny, n2) je jednotkovy vektor normély orientované plochy S. Explicitni zapis plosného
integralu 2. druhu v kartézské souiradné soustavé bude, v piipadé ze vSechny tfi souradnice
x, y, z jsou na dané plose (soustavé ploch) vzdjemné nezavislé, mit tvar

//a@m +//@mm’ +//EM@
yJz z=konst. 2 Jx y=Kkonst. zJy

kde F,, F,, F. jsou jednotlivé slozky vektoru F.V piipadé, Ze muzeme na dané plose stanovit
nékterou ze soufadnic jako zavislou na druhych dvou, bude mit (analogicky k rovnici (6.14))
parametrizovany plosny integral 2. druhu tvar

/u1 /ﬁU1 {Fx(&vnvg) [(81/ Ou) X <8’U’ 8’0):| +Fy(£’nv<) |:<6U7 8’LL> X (81)’ 8U):| +

o5 On o5 On
+ F.(&,n,Q) [((‘M’ 8u) X <8v’ avﬂ}dudv.
(6.21)

, (6.20)

z=Kkonst.

Poradi parametri v a v ve vektorovych soucinech je ddno pozadovanou orientaci normaly
plochy. Typickou fyzikalni aplikaci plosného integralu 2. druhu je vypocet toku ® vektorového
pole F' orientovanou plochou S.
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o Piiklady:

6.31

6.32

6.33

6.34

6.35

6.36

6.37

6.38

6.39

Pomoci plosného integralu 2. druhu uréete tok vektorového pole F= (562, Y2, 22) uzavienou

plochou S = {(z,y,2) |z € (A, 24), y € (B, 2B), z € (C, 2C)}.

o =3ABC(A+B+C)

Pomoci plosného integralu 2. druhu urcete tok vektorového pole F= (:cz, Y2, 22) uzavienou
plochou S = {(z,y,2)|2? + y* = R*, 2 € (0, H)}.

(I)F — 7TR2H2

Pomoci plosného integralu 2. druhu uréete tok vektorového pole F= (:c2, Y2, 22) uzavienou
plochou, tvofenou povrchem télesa z prikladu 6.17.

TR2H?
3

Op =

Pomoci plosného integralu 2. druhu urcete tok vektorového pole F= (m3 — 3,23 43, z)

2
povrchem télesa V = {(m,y,z) |2€ (0, H), 22 +y* < %(H - z)2}.

TR:H 9
Pr = —5— (9R* +10)

Pomoci plosného integralu 2. druhu uréete tok vektorového pole F= (23,3, 23) plochou,
danou predpisem S = {(z,y, 2) |z + y* + 2% = R?}.
12

dp = 7RO
F 57F

Je dano silové pole F = (23 — 22, y3 — 9%, 23 — 2%). Pomoci plogného integralu 2. druhu

vypoéitejte jeho tok povrchem télesa V = {(z,y,2) |z, y,2z € (0, R), 2? + y* + 2% < R*}.
B 3TR*
"7 a0

(4R —5)

Pomoci plogného integralu 2. druhu vypoéitejte tok vektorového pole F = (z,y,z) povr-
chem télesa z piikladu 7.35. Proc¢ je vyslednd hodnota trojnasobkem vysledné hodnoty
z uvedeného prikladu ?

3m2a’

(DF: 4

Pomoci plosného integralu 2. druhu vypocitejte tok vektorového pole F = (23,93, 23)
uzavienou plochou, tvofenou povrchem télesa z piikladu 7.35.

Pomoci plogného integralu 2. druhu vypoéitejte tok vektorového pole F = (22,22, %)

kruhovou plochou o poloméru R se stfedem v bodé x,y,z = A, B,C, lezici v roviné
z=C.
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RrR* o .
L4 + mB2R2

6.40 Pomoci plosného integralu 2. druhu vypocitejte tok vektorového pole F= (y, z,x) rovin-
nou plochou ve tvaru obdélnika s vrcholy v bodech (1,0,0), (3,0,1), (3,2,1), (1,2,0), ve
sméru normély U/ této plochy jejiz slozka v, je kladné orientovana.

—6
6.41 Pomoci plosného integralu 2. druhu vypocitejte tok vektorového pole F = (3,2,y) ro-
vinnou plochou ve tvaru obdélnika s vrcholy v bodech (0,0, 1), (0,1, 3), (2,1,3), (2,0,1),

ve sméru normdly 7 této plochy jejiz slozka v, je kladné orientovana.
7
6.42 Pomoc{ plogného integralu 2. druhu vypoéitejte tok vektorového pole F = (3,2,y), ro-

vinnou plochou ve tvaru obdélnika s vrcholy v bodech (0,0, 1), (0,2,2), (5,2,2), (5,0,1),
ve sméru normaly ¥/ této plochy jejiz slozka v, je kladné orientovana.

| ot

2

6.43 Pomoci plosného integralu 2. druhu vypocitejte tok vektorového pole F= (y, z,x) rovin-
nou plochou ve tvaru lichobéznika s vrcholy v bodech (1,1,1), (1,3,3), (2,4,5), (2,1,2),
ve sméru normaly 7 této plochy jejiz slozka vy, je kladné orientovana.

53

6

6.44 Pomoci plosného integralu 2. druhu vypocitejte tok vektorového pole F= (z,z,y) rovin-
nou plochou ve tvaru trojihelnika s vrcholy v bodech (3,0, 2), (1,2,0), (0,0,7), ve sméru
normaly ¥ této plochy jejiz slozka vy je kladné orientovana.

98
3

6.3 Objemovy integral

Objemovym integralem oznacujeme trojny integral skalarni funkce f(x,y, z) pres oblast (téleso)

T € R3 s objemem V:
// flx,y,2)dV = // flz,y,z)dxdydz. (6.22)
1% 1%

Pomoci objemového integralu lze urcit geometrické a fyzikalni charakteristiky téles: Polozime-
li f =1, vysledkem bude velikost objemu V télesa 7. Polozime-li f = p (objemové hustota
hmoty), dostdvame pdV = dm, tedy element hmotnosti télesa 7, vysledkem integrace bude

celkova hmotnost M télesa,
M:/// dm:/// pdV. (6.23)
T \%
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Pokud polozime napiiklad f = zp, dostavame tzv. staticky moment S, télesa vzhledem k ose z,
jeho vydélenim hmotnosti dostdvdme z-ovou soutadnici stfedu hmotnosti zp télesa (obdobné
pro ostatni souradnicové sméry), tedy

:UT:]\Z///Txdm:]\Z///prdV, yT:]\Z///Tydm, ZT:J\Z///Tde' (6.24)

Polozime-li f = r2p, kde r je vzdélenost obecného bodu télesa od zvolené pifmky v prostoru
(osy 0), dostavdme moment setrvacnosti J, télesa T vzhledem k této ose. Momenty setrvacnosti
télesa T napt. vzhledem k jednotlivym kartézskym soufadnicovym osdm potom budou

Jg;Z///T(y2+z2)dm:///v(y2+z2)pd‘/,J :///7_(z2+x2)dm, JZ:///7_(:1:2+y2)dm.
(

6.25)

Piiklady k problematice objemového integralu jsou soucasti nasledujictho odstavce 6.4.

6.4 Geometrické a fyzikalni charakteristiky utvaru

o Vypocitejte objem:

4
6.45 elipsoidu o polooséch a, b, c, V= gwabc
§ § . TR*H
6.46 kuzele o poloméru podstavy R a vySce H, V = 3
. 2.2 2 TR*H
6.47 telesa A = {(z,y,2) |z € (0, H—2* —y*)}, kde H = R?, V= 5
RQ
6.48 telesa A = {(z,y,2) |2 € (0, H—2?>—y>)}, 22 +y>* < R*, H > R*, V = 1RR* <H - 2>

6.49 anuloidu (toroidu) o poloméru osy toru R a poloméru trubice a,! V = 212 Ra?

2., .2 R3
6.50 télesa A = {(:U,y,z)]z€< a —:;-y ,\/RQ—:L'Q—y2>}, V:%

=

R ‘
6.51 télesaA:{(x,y,z)|zE<2, \/m>}, V="0rR3

24
6.52 télesa A, jehoz povrch vznikne rotaci asteroidy z pirikladu 4.4 okolo osy y,

32

V=105

6.53 télesa A, jehoz povrch vznikne rotaci kardioidy z pirikladu 4.13 okolo osy .

V = —ma?

3

! Podrobny popis anuloidu - viz odstavec A.6 v pifloze A.
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e Vypocitejte velikost plochy:

6.54 kulové slupky o poloméru R, S = 4w R?
6.55 plasté kuzele o poloméru podstavy R a vysce H, S =7nRVR?+ H?
6.56 plaste telesa z pifkladu 6.47, S = % (1+4R?)3 — 1

6.57 celého povrchu télesa z prikladu 6.48,

3
2

S=211+4R?)3 — 1| + 2rR(H — R?) + 7R?

6
s y V3 2
6.58 plasteé télesa z prikladu 6.50, S = > +1|7R
. 3y e [
6.59 celého povrchu télesa z piikladu 6.51, S = Zﬂ'R
6.60 plasté anuloidu (toroidu) o poloméru osy toru R a poloméru trubice a,
S =4n’Ra
o . - 3_ o
6.61 ohranicené asteroidou z piikladu 4.4, S = gﬂa
. . , . y 12,
6.62 kterd vznikne rotaci asteroidy z ptikladu 4.4 okolo osy v, S =——ma
9
e . o 3_ o
6.63 ohranicené kardioidou z piikladu 4.13, S = gma
. . , .. - 16
6.64 ktera vznikne rotaci kardioidy z pfikladu 4.13 okolo osy v, S = gwa

6.65 hyperbolického paraboloidu, daného piedpisem z = 22 — y2, 22 + y? < 4,
S = % (17% . 1) ~ 36,18
6.66 hyperbolického paraboloidu, daného piedpisem z = xy, 22 4+ y? < 4. Jaky by musel byt

polomér p viélce, jehoz plastém je hyperbolicky paraboloid ohrani¢en, aby jeho plocha
byla stejna jako v piikladu 6.657?

2
3 3 :
o2 [ 175 +3
§=" (58 -1) ~2132, p= < 2+> —1| ~244

4

e Ve vhodné zvolené soustavé souradnic vypocitejte polohu stfedu hmotnosti:

3
6.67 homogenni polokoule o poloméru R, 2y = gR



Kapitola 6. Dvojny a trojny integrdl 81

H
6.68 homogenniho kuzele o poloméru podstavy R a vysce H, ar =
6.69 homogenniho symetrického jehlanu o hrané podstavy A a vysce H,
H
T = Z
6.70 homogenniho télesa z piikladu 6.47, = )
R?(3H — 2R?
6.71 homogenniho télesa z piikladu 6.48, 2p = 6(H—3R2)
s - 9
6.72 homogenniho télesa z piikladu 6.50, 2r = ER

6.73 homogenni plochy z piikladu 6.64 a homogenniho télesa z piikladu 6.53,

25 4
yr = —=a

Ir=rTap® 5

6.74 homogenniho télesa, ohrani¢eného ,seshora® plochou z2? + y? + 22 = R? a ,zespoda“

plochou z = /22 + 12,

=———~0,64R

27
=R

6.75 télesa z prikladu 6.51, 2 = 0

6.76 poloviny homogenniho elipsoidu o polooséch a, b, ¢, s rovinou podstavy, vymezenou po-
loosami a, b.
3

Zr = =C
8

e Vypocitejte moment setrvacnosti vzhledem k ose symetrie:

2
6.77 homogenni koule o hmotnosti M a poloméru R, J = 5]\/1 R?
. _ . M R?
6.78 homogenniho valce o hmotnosti M a poloméru R, J = 5

6.79 homogenniho kuzele o hmotnosti M, poloméru podstavy R a vysce H,

3
J=-—-MR?
10
. 3 MR?
6.80 homogenniho télesa z piikladu 6.47, J = 3
3H —2R?
6.81 homogenniho télesa z piikladu 6.48, J = M R?

" 6H — 3R?
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6.82

6.83

6.84

6.85

6.86

6.87

6.88

6.89

6.90

6.91

MR?
homogenniho télesa z prikladu 6.50. J = 1
. - 53 9
télesa z piikladu 6.51, J=—MR
200
homogenniho elipsoidu o hmotnosti M a poloosach a, b, ¢, rotujicitho okolo poloosy c,

M . .
J = E((IZ + bz)

homogenniho télesa, jehoz povrch vznikne rotaci asteroidy z ptikladu 4.4 okolo osy y,

homogenniho télesa, jehoz povrch vznikne rotaci kardioidy z pfikladu 4.13 okolo osy v,

24

35
homogenniho télesa, ohrani¢eného seshora plochou z = H —2 (x2 + y2) a zespoda plochou
z = 0. Vysledek vyjadiete jako funkci hmotnosti daného télesa a délky R = /22 + y2 =
VH/2 v roviné z = 0,
~ MR?

J
3

prazdné uzaviené vélcové nddoby, tj. sestavajici z plasté a obou podstav, vytvorené z ma-
teridlu zanedbatelné tloustky s konstantni plosnou hustotou o, s polomérem R a vyskou
H = R. Vysledek vyjadiete v jednotkach celkové hmotnosti nadoby M a poloméru R,

3o
J ==MR?
4

prazdné uzaviené kuzelové nadoby, tj. sestavajici z plasté a podstavy, vytvorené z ma-
teridlu zanedbatelné tloustky s konstantni plosnou hustotou o, s polomérem R a vyskou
H. Vysledek vyjadiete v jednotkach celkové hmotnosti nadoby M a poloméru R,

_ MR?

7=

prazdné uzaviené nadoby, tvofené celym plastém télesa (tj. sestavajici z vlastniho plastée
i podstavy) z prikladu 6.47, vytvofené z materidlu zanedbatelné tloustky s konstantni
plosnou hustotou o. Vysledek vyjadiete v jednotkich celkové hmotnosti nddoby M a
poloméru podstavy R,

32 (3 1) 1
(1+4R?)*? <5R2 - 10) + 1 3R

J=M -
(1+4R2)*? -1+ 6R?

prazdné uzaviené nadoby, tvofené celym plastém télesa (tj. sestavajici z vlastniho plaste
i podstavy) z prikladu 6.50, vytvofené z materidlu zanedbatelné tloustky s konstantni
plosnou hustotou o. Vysledek vyjadiete v jednotkach celkové hmotnosti nadoby M a
poloméru podstavy R.
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(9v3 4 20) M R?
(V3+2)24

6.92 Odvod’te moment setrvaénosti homogenni polokruhové desky zanedbatelné tloustky s po-
lomérem R, rotujici

(a) okolo osy, prochazejici jejim stfedem, kolmé k roviné desky,
(b) okolo osy, lezici v roviné desky, prochédzejici jeji zékladnou (prumérem),

(c) okolo osy, lezici v roviné desky, prochazejici jejim stfedem hmotnosti rovnobézné
s jeji zakladnou.

Vysledek vyjadiete v jednotkdch hmotnosti desky M a poloméru R.

MR?
J =
(a) 5
MR?
b) J =
(b) 1
(c) { Stei &t L p MR 1 2MR2 T MR
> 1MOC1 1mner Uy = — I, = — S / ~ — Vi
c) pomocl Steinerovy vety: zp 3.1 1 3 100

6.93 Odvod'te moment setrvacnosti homogenni desky zanedbatelné tloustky, jejiz okraj méa
tvar asteroidy z piikladu 4.4, rotujici okolo osy prochazejici jejim stfedem kolmo k jeji
roviné. Vysledek vyjadiete v jednotkach hmotnosti desky M a délky poloosy a.

7
J = —Ma?

32

6.94 Odvod'te moment setrvacnosti J;, duté koule o poloméru R s kulovou koncentrickou duti-

nou o poloméru H, s konstantni hustotou p. Vysledek vyjadiete v jednotkach hmotnosti
M duté koule, jejtho poloméru R a poloméru dutiny H. Pomoci limitniho piechodu
(piipadné jinym zpusobem) ndsledné odvodte moment setrva¢nosti .JJ; homogenni kulové
slupky o poloméru R.

2 R°—H°

2
Jo=-M——— J, = “MR?
o= M s s = g ME

6.95 Odvod'te moment setrvac¢nosti homogenni krychle o hrané A, rotujici

(a) okolo osy, prochazejici jejim stfedem a stiedy dvou protilehlych stran,
(b) okolo osy, prochézejici jejim stfedem a stiedy dvou protilehlych hran,

(c) okolo osy, prochazejici hranou krychle (vypocitejte piimou integraci a ovéite pomoci
Steinerovy véty).

Vysledek vyjddiete v jednotkdch hmotnosti M krychle a délky jeji hrany A.

MA?
a) J =
(a) G
MA?
(b) J =
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(c) J = %MAZ



Kapitola 7

Integralni véty:

7.1 Greenova véta

Véta, nazvand podle matematika a fyzika George Greena (1793 - 1841), ddva do souvislosti
integral pies oblast D € R? a integral po uzaviené kiivce C, ohranicujici oblast D. Pro vektorové
pole F' = [Fi(x,y), Fa(z,y)], spojité diferencovatelné v D(z,y), plati nédsledujici formulace

Greenovy véty:
oF, O0F;
— — — |dady = Fidx + Fpd 1
//p((?:v ay>xy§é95(1fc+2y)7 (7.1)

kde dD znaé matematicky kladné orientovanou uzavienou hranici oblasti D (kiivku C). Sto-
kesova véta (viz odstavec 7.2) je zobecnénim Greenovy véty pro R™.

o Piiklady:

7.1 Pomoci Greenovy véty vypocitejte kiivkovy integral 75 e’ [(1 —cosy)dx — (y — siny) dy],

C
kde C je kladné orientovana uzaviena kiivka ohranicujici oblast D: 0 < z < 7w, 0 < y <
sin .

1
R (1—e")

7.2 Pomoci Greenovy véty vypocitejte kiivkovy integral §I§y2 dz + 22 dy, kde C je kladné
C

2
orientovand uzaviend krivka ohranic¢ujici oblast D: 0 <z < 3,0 <y <2 — gsc

2

7.3 Pomoci Greenovy véty vypocitejte obsah kruhu o poloméru R.

OF: OF F F -
Pomoci identity S = // & — Q ds = & — & =1;= gﬁ F.d5, S =7R?
Mg \ Oz dy ox dy Jos

7.4 Pomoci plosného integralu i pomoci Greenovy véty vypocitejte obsah elipsy s poloosami

a, b.

Stejnym zpusobem jako v predeslém piiklade, S = wab

We vysledcich piikladii s geometrickymi nebo fyzikalnimi veli¢inami nejsou uvadény piisluiné jednotky.

85
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7.5 Pomoci plosného integralu i pomoci Greenovy véty vypocitejte obsah trojihelnika s vr-
choly v bodech (0,0), (2,1), (1,2).

3
S5=3

Obrazek 7.1: Geronova (Huygensova) lemniskdta, poloosa a je vyznagena zelenou barvou.

7.6 Pomoci plosného integrdlu i pomoci Greenovy véty vypocitejte obsah plochy, uzaviené
kiivkou, danou obecnou rovnici 4 — a? (xQ — y2) = 0, kde a je konstanta, tzv. Geronovy
(Huygensovy) lemniskaty (viz obrazek 7.1, viz také piiklad 7.35).

4a?
S=—
3

7.7 Pomoci plodného integralu i pomoci Greenovy véty vypocitejte obsah plochy, uzaviené
asteroidou z piikladu 4.4.

Obréazek 7.2: Descartuv list. Délka konstanty a je vyznacena zelenou barvou.

7.8 Pomoci plosného integrdlu i pomoci Greenovy véty vypocitejte obsah plochy, uzaviené
smyckou kiivky, dané obecnou rovnici 23 + y® = 3 axy (tzv. Descartova listu, viz obréazek
7.2). Vhodnou parametrizaci je napiiklad: =z = x(t), y = tz(t), kde t = tg¢.
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7.2 Stokesova véta (Stokesuv-Kelvinuv teorém)

Stokesova véta srovnava tok vektoru rotace vektorového pole F plochou S, definovanou v troj-
rozmérném (obecné n-rozmérném) Eukleidovském prostoru a integral tohoto pole po uzaviené
kfivce s, ohranicujici tuto plochu. Matematicky zapis Stokesovy véty ma tvar

//Sﬁxﬁ)-ﬁdsz 8§ﬁ.£ds, (7.2)

kde F je obecné vektorové pole, 7 je jednotkovy vektor normaly plochy S, oS je orientovand
uzaviend hranice plochy S (kiivka s), t je teény vektor kiivky s.

o Piiklady:

7.9 Pomoci kiivkového integralu i pomocf Stokesovy véty uréete préci sily F (z,y) = (22 —y, )
ktera pusobi po celé kruznici o poloméru R se stfedem v bodé (0,0) v matematicky
kladném sméru a jejiz zacatek i konec jsou v bodé (R, 0). Zmeéni se velikost préce, pokud
sila bude pusobit v matematicky zdporném sméru ?

W = 27 R?, zméni: W = —21R?

7.10 Pomoci kiivkového integralu i pomoci Stokesovy véty uréete praci sily F (z,y) = (2®—y, )
ktera pusobi po obvodu ¢tverce postupné z bodu (0,0) do bodu (1,0), (1,1), (0,1) a zpét
do pocatku. Zmeéni se velikost prace, pokud sila bude pusobit v opatném sméru 7

W =2, zméni: W = —2

7.11 Pomoci kfivkového integralu i pomoci Stokesovy véty urcete praci sily ﬁ(x, y) = (23 —
x2,x — 1) kterd piisobi po obvodu trojiihelnika postupné z bodu (0,0) do bodu (2,0),
(0,1) a zpét do pocdtku. Zmeéni se velikost prace, pokud sila bude pusobit v opa¢ném
sméru 7

W =1, zméni: W = —1

7.12 Pomoci kiivkového integrdlu i pomoci Stokesovy véty urcete préaci sily .ﬁ(:ﬂ, y) = (23 —
22,2 — 1) kterd piisobi po obvodu trojiihelnika postupné z bodu (0,0) do bodt (2,0),
(0,1) a zpét do pocatku. Zmeéni se velikost prace, pokud sila bude pusobit v opa¢ném

sméru ?

W =1, zméni: W = —1

7.13 Pomoci Stokesovy véty ovéite vypocet préace sily z prikladu 4.33.

W= yﬂ rot F - iidS, rot F = (0,0,2), @ = (0,0, -1), S = —, W = —~
v 4 2
7.14 Pomoci Stokesovy véty ovéite vypocet préace sily z piikladu 4.34.
W =@ rotF-idS, rot F =(0,0,2),7=(0,0,1),S=7—1, W =2(r—1)

oV

7.15 Pomoci kiivkového integralu 2. druhu i pomoci Stokesovy véty urcete praci sily F (z,y) =
[yQ, (x + y)Q], pusobici po obvodé trojihelnika ve sméru vrcholu v bodech [3,0], [0, 3],
3.3].
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W = —18
7.16 Pomoci kiivkového integralu 2. druhu i pomoci Stokesovy véty urcete praci sily F (z,y) =
[y, (x + y)Q], plisobici v matematicky zaporném sméru po kiivce 22 + y% = 1.

W=mn

7.17 Pomoci kiivkového integralu i pomoci Stokesovy véty urcete préaci sily F (x,y,2) =
(y, —x, 2), pusobici nejprve po kiivce 4> = R?> — 22 z bodu (R,0,0) do bodu (0, R,0),
dale po kiivee 22 = R? — y? z bodu (0, R,0) do bodu (0,0, R) a nakonec po kiivce
22 = R? — 22 7z bodu (0,0, R) zpét do vychoziho bodu.

_nR?

W=—=

—

7.18 Pomoci kiivkového integrilu i pomoci Stokesovy véty urcete praci sily F(z,y,z) =
(y2, 22, x2), pusobici nejprve po kiivee y? = R2—1? z bodu (R, 0,0) do bodu (0, R,0), déle
po kiivee 22 = R?—y? z bodu (0, R, 0) do bodu (0,0, R) a nakonec po kiivce 72 = R? — 22
z bodu (0,0, R) zpét do vychoziho bodu.

W =—-2R?
7.19 Pomoci kiivkového integralu i pomoci Stokesovy véty urcete préaci sily F (z,y,2) =
(y, z, ), pusobici po povrchu télesa z piikladu 6.47

(a) nejprve po kiivce y? = R? — 22 z bodu (0, —R,0) v matematicky kladném sméru
do bodu (R, 0,0), dale po kiivce z = H — 2% z bodu (R,0,0) do bodu (0,0, H) a
nakonec po kiivce z = H — y? z bodu (0,0, H) zpét do vychoziho bodu,

(b) nejprve po kiivce y?> = R? — 22 z bodu (R,0,0) v matematicky kladném sméru
do bodu (0, R,0), déle po kiivce 2 = H — y? z bodu (0, R,0) do bodu (0,0, H) a
nakonec po kiivce z = H — 22 z bodu (0,0, H) zpét do vychoziho bodu,

(¢) nejprve po kiivce y? = R? — 22 z bodu (0, —R,0) v matematicky kladném sméru
do bodu (0, R,0), dale po kiivce z = H — y? z bodu (0, R,0) do bodu (0,0, H) a
nakonec po kiivce z = H — y? z bodu (0,0, H) zpét do vychoziho bodu.

2

;o TR

(a) W 1

TR 4

b ;g _ 7" Tp3
(b) W 1 3R
TR? 4
W=—-—"— —_R3
(c) 5 3l

7.20 Pomoci kfivkového integralu i pomoci Stokesovy véty urcete praci sily F (x,y,2) =
(y2, 22, z2), pusobici po povrchu télesa z piikladu 6.15

(a) nejprve po kiivce y?> = R? — 22 z bodu (R,0,0) v matematicky kladném sméru
do bodu (0, R,0), déle nejkratsim moznym zpusobem z bodu (0, R,0) do bodu
(0,0, H) a nakonec opét nejkratsim moznym zpusobem z bodu (0,0, H) zpét do vy-
choziho bodu,
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(b) nejprve po kiivce 3?2 = R? — 22 z bodu (0, —R,0) v matematicky kladném sméru
do bodu (0, R,0), dale nejkratsim moznym zpusobem z bodu (0, R,0) do bodu
(0,0, H) a nakonec opét nejkratsim moznym zpusobem z bodu (0,0, H) zpét do vy-
choziho bodu.

R

() W=—3 (2R*+ HR + H?)
2

(b) W =—ZHR

7.21 Pomoci kiivkového integralu i pomoci Stokesovy véty urcete praci sily ﬁ(x,y,z) =
(yQ, —22, xZ), pusobici po povrchu télesa z piikladu 6.47

(a) nejprve po kiivee y? = R? — 22 z bodu (0, —R,0) v matematicky kladném sméru
do bodu (R,0,0), dale po kiivce z = H — 22 z bodu (R,0,0) do bodu (0,0, H) a
nakonec po kiivce z = H — y? z bodu (0,0, H) zpét do vychoziho bodu,

(b) nejprve po kiivce y?> = R? — 22 z bodu (R,0,0) v matematicky kladném sméru
do bodu (0, R, 0), dale po kiivce z = H — y? z bodu (0, R,0) do bodu (0,0, H) a
nakonec po kiivce z = H — 22 z bodu (0,0, H) zpét do vychoziho bodu.

2 . R* 4 8 R* 2 .
= “R3Q2H+1)+— ——R'= — R+ — 4+ -3
(a) W 3R( +)+2 5R 15R+2+3R
2 . R* 4 8 R* 2 .
:752H_1_7_7 5 _ — pb_~ _ Zp3
(b) W 3R ( ) 2 SR 15R 2 BR
7.22 Pomoci kiivkového integralu i pomoci Stokesovy véty dokazte, ze prace sﬂyﬁ = (22,2%,9%)

piisobici v matematicky kladném sméru po kiivce dané prinikem ploch Sy = {z% + y? +
22 = R?} a Sy = {x — z = 0}, je nulova.

Ulohu Ize Fesit jak v kulovém tak v pootoceném valcovém souradném systému (transfor-
mace bézi).
7.23 Pomoci kiivkového integralu i pomoci Stokesovy véty urcete praci sily F = (23, 22,y)
pusobici po obvodu rovnobéznika z vychoziho bodu (0,0,0) ve sméru bodu (A4,0, A),
(A, A, A), (0,A,0) a zpét do vychoziho bodu.

W = A3 — A2

7.24 Pomoci kiivkového integralu i pomoci Stokesovy véty uréete praci sily F = (23,22, y)
pusobici po obvodu trojuhelnika z vychoziho bodu (0,0,0) ve sméru bodu (A,0,0),

(0, B,C) a zpét do vychoziho bodu.

w=22 2
3 4
7.25 Pomoci kiivkového integralu i Stokesovy véty urcete praci sily F = (y?, xz,y?) plsobici
po obvodu plochy dané predpisem S = {(a;, y,z)‘x2 +9y? < R? 7z = 6}, po vykonani 1
okruhu z bodu (R, 0,6) do stejného bodu, v matematicky zdporném sméru.

67 R2
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7.26

7.27

7.28

7.29

7.30

7.3

Pomoci kiivkového integralu i pomoci Stokesovy véty uréete praci sily F = (22, 22,1?)
plsobici po obvodu plochy dané predpisem S = {(z, y, z)‘w2+y2+(z—R)2 =R z,y,2 €
(0,R)}, ve sméru bodu (0,0,0), (R,0,R), (0, R, R) a zpé&t do bodu (0,0,0).

- (1 ™
V =2R3 (= — =
x R<3 4>

Pomoci kiivkového integralu i pomoci Stokesovy véty uréete praci sily F = (22, 22, y?)
pusobici po obvodu plochy dané predpisem S = {(x, Y, z)‘xQ +(y—R?2+22=R% 2z ¢
(—R,0), y,z € <O,R>}, ve sméru bodu (—R, R,0), (0,R,R), (0,0,0) a zpét do bodu
(—R,R,0).

. (1
:2 ,3 — —
w R <3+4>

Pomoci kiivkového integralu 2. druhu i pomoci Stokesovy véty urcete praci sily F =
(22,22, y*) pusobici po obvodu plochy dané predpisem: S = {(z,y, 2) }:cQ +(y+R)2+2% =
R? z€(-R,0),y € (—R,0),2z € <O,R>}, ve sméru bodu (—R, —R,0), (0, —R, R), (0,0,0)
a zpét do bodu (—R, —R,0).

. 1
— 2R3 Tt
w R<4 3>

Pomoci kiivkového integralu 2. druhu i pomoci Stokesovy véty urcete praci sily F =
(xz,—yz,0) pusobici po plasti valce o poloméru R, jehoz osa prochédzi bodem (—R,0,0) a
splyvéa s vektorem (0, 0, z). Sila pusobi po uzaviené trajektorii z po¢ateéniho bodu (0,0, 0)
ve sméru bodu (—R, R,0), (—R, R, H), (0,0, H) a zpét do bodu (0,0,0).

W =20

Pomoci kiivkového integralu 2. druhu i pomoci Stokesovy véty urcete praci sily F =
(22, 222, y2?) ptisobici po povrchu vélce o poloméru R, jehoz osa prochazi bodem (R, 0,0)
a splyvé s vektorem (0,0, z), z € (0, H). Sila pusobi po uzaviené trajektorii z poc¢ate¢niho
bodu (R, R, H) po hrané plasté vélce do bodu (0,0, H), ddle po usecce do bodu (2R, 0, H),
a opét po hrané plasté valce zpét do bodu (R, R, H).

W TR?H?
2
Gaussova (Gaussova-Ostrogradského) vétal

Gaussova véta, nazyvand také Gaussuv teorém nebo teorém divergence, fik4, Ze tok vektorového
pole uzavienou plochou S se rovnd integralu divergence tohoto pole pies objem V| ohranic¢eny
touto plochou (vétu lze zobecnit pro n-rozmérny Eukleidovsky prostor). Matematicky zapis

Gaussovy véty ma tvar

// 6-ﬁdv2# F-ids, (7.3)
\%4 oV

kde F je obecné vektorové pole, 7 je jednotkovy vektor vnéjsi normély plochy S, OV znaci
hrani¢éni oblast objemu V' (plochu S).

!Pokud neni uvedeno jinak, mysli se vzdy tok ve sméru vnéjsi normély uvedené uzaviené plochy.
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o Piiklady:

7.31

7.32

7.33

7.34

7.35

7.36

7.37

7.38

7.39

Pomoci Gaussovy véty odvodte vztah pro vypocet objemu vélce o poloméru R a vysce
H.

Pomoci identity V = /

div FdV (divF = 1) :55 F.7#dS, V =7R2H
14

ov
Pomoci Gaussovy véty odvod'te vztah pro vypoéet objemu koule o poloméru R.

: : . ) 4
Stejnym zpusobem jako v predeslém piiklade, V = §7rR3

Pomoci Gaussovy véty odvod'te vztah pro vypocet objemu kuzele o poloméru R a vysce
H.

R?*H
v="2
3
Pomoci Gaussovy véty odvodte vztah pro vypocet objemu anuloidu (toroidu) o poloméru

osy toru R a poloméru trubice a.

V = 212 Ra?

Pomoci Gaussovy véty odvod'te vztah pro vypocet objemu osové symetrického télesa M
s osou (0,0,2): M = {(z,y,2)| V2?2 +y? < asinb, z < asinfcosh, § € (0,7)}. Povrch
télesa je vytvoren rotaci rovinné kiivky, tzv. Geronovy (Huygensovy) lemniskéty, okolo
osy lezici v roviné kiivky a prochézejici jejim stfedem - viz obrazek 7.1 (kde osa y bude
nyni osou z), viz také priklad 7.6.

2,3

4

="

Pomoci Gaussovy véty ovérte vypocet objemu télesa z piikladu 6.52.
32 o

T
Pomoci Gaussovy véty odvod'te vztah pro vypocet objemu osové symetrického télesa M
vytvoreného rotaci uzaviené smycky Descartova listu z piikladu 7.8 okolo osy y, vyznacené
v obrdzku 7.2. Urcete rovnéz maximélni délku L smycky, tj. délku podél piimky, pulici
1. kvadrant v uvedeném obrazku a soufadnice horizontdlniho i vertikdlniho maxima, vse
jako funkci konstanty a.

B 4723 3

TR A

Pomoci Gaussovy véty urcete polohu stfedu hmotnosti homogenntho télesa z piikladu
7.37 ve sméru svislé osy, vyznacené v obrazku 7.2.

273

= a
167

Pomoci Gaussovy véty odvod'te moment setrvac¢nosti homogenniho télesa M z piikladu
7.35, rotujiciho okolo osy (0,0, z). Vysledek vyjadiete v jednotkdch hmotnosti télesa M
a poloméru a.
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7.40

7.41

7.42

7.43

7.44

7.45

7.46

7.47

7.48

Ma?
J =
2
Pomoci Gaussovy véty odvod'te moment setrvacénosti homogenniho télesa A z pifkladu

6.52, rotujictho okolo stejné osy y. Vysledek vyjadiete v jednotkdch hmotnosti télesa M
a poloosy a.

Pomoci Gaussovy véty uréete moment setrvacnosti homogenniho télesa z ptikladu 7.37,
rotujictho okolo svislé osy, vyznacené v obrazku 7.2. Vysledek vyjadiete v jednotkach
hmotnosti télesa M a maximéalniho rozméru R smycky v horizontalnim smeéru.

_ 81V3 MR?
~ 40m 24/3

Pomoci Gaussovy véty urcete tok vektorového pole F = (1'2, Y2, 22) uzavienou plochou,
urcenou predpisem S = {(z,y,2) |z € (A, 24), y € (B, 2B), z € (C, 2C)}.

®&p =3ABC(A+ B+ C)

Pomoci Gaussovy véty urcete tok vektorového pole F = (1‘2, Y2, z2) uzavienou plochou,
ur¢enou predpisem S = {(z,y,2) |2z* + y? = R?, z € (0, H)}.

Op =TR*H?

Pomoci Gaussovy véty uréete tok vektorového pole F = [(:1: —1)2, (y — 1) 22] povrchem
télesa, urceného predpisem V = {(z,y,2) |2? +y* < R* y >0, z € (0, H) }.

4 R*H? ,

SROH + S - amRH

Pomoci Gaussovy véty urcete tok vektorového pole F= (332, Y2, z2) uzavienou plochou,
tvofenou povrchem télesa z piikladu 6.47.

TR?H?

b —
r 3

Pomoci Gaussovy véty urcete tok vektorového pole F = (373 — 3 23 43, z) uzavienou
R2
plochou, tvofenou povrchem télesa V = {(m, y,2)| 2 € (0, H), 22 + > < W(H - z)2}
TR2H
O = 9R? + 10
r= gy (OR7410)
Pomoci Gaussovy véty urcete tok vektorového pole F = (23,13, 23) plochou, uréenou
predpisem S = {(z,y,2)|2* + y* + 2* = R?}.
12 .
bp = —7R’
=T

Je déno silové pole F= (23 — 22, y3 —y?, 22— 22). Pomoci Gaussovy véty urcete jeho tok

povrchem télesa, uréeného piedpisem V = {(z,y,2)|z,y,z € (0, R), 2% + y* + 2* < R?}.



Kapitola 7. Integrdlni véty 93

7.49

7.50

7.51

7.52

7.53

7.54

7.55

7.56

3rR*
(D =
70

(4R — 5)

Pomoci Gaussovy véty vypocitejte tok vektorového pole F = (z,y,z) uzavienou plo-
chou, tvofenou povrchem télesa z piikladu 7.35. Pro¢ je vysledna hodnota trojndsobkem
vysledné hodnoty z uvedeného piikladu 7

37T26LS
dp = 1

Pomoci Gaussovy véty vypocitejte tok vektorového pole F = (23,93, 23) uzavienou plo-
chou, tvorenou povrchem télesa z prikladu 7.35.

Pomoci Gaussovy véty vypocitejte tok @ vektorového pole F (z,y,2)

= (0,0, 22) uzavienou
plochou, tvorici povrch télesa: V = {(m, Y, 2) ‘ 22 +y? <4, 2<0,y>0,

z € (0,]z)}.
(I)F =T

Pomoci Gaussovy véty vypocitejte tok ® vektorového pole F (z,y,2) = (0,0, 2%) uzavienou
plochou, tvorici povrch télesa: V = {(x,y, 2) } 24y +22<4,2>0,y<0,z>0,

22 1
24+ y2+22 7 2
Ppr=m

Pomoci plosného integrdlu 2. druhu i pomoci Gaussovy véty vypocitejte tok ® vekto-
rového pole F(z,y,2) = (0,0, 2?) uzavienou plochou, tvoiici povrch télesa:
Y= {(x,y,z)|x2+y2+z < 9Nz —32% -3y > 0}.

9 2

Pomoci plogného integrélu 2. druhu i pomoci Gaussovy véty vypocitejte tok @ vekto-
rového pole F(z,y,2) = (22,0, 0) uzavienou plochou, tvotici povrch télesa:
V={(z,y,2) |2 +y*+2<5,2>0,y<0, 2> 1}.

56
q)F e E
Urcete kapacitu valcového kondenzatoru, ktery tvoii dvé souosé vodivé vélcové slupky
(elektrody) s poloméry Ry a Ry a délkou H, kde R; < Rp. Na vnitini elektrodu je piiveden
naboj +@), na vnéjsi elektrodu naboj —Q). Zanedbejte nepravidelnosti elektrického pole
na obou koncich elektrod.

_ 2meoH
~ In(Ra/Ry)

Urcete kapacitu kulového kondenzatoru, ktery tvoii dvé soustiedné vodivé kulové slupky
(elektrody) s polomeéry R; a Ra, kde R; < Ry. Na vnitin{ elektrodu je priveden néboj
4@, na vnéjsi elektrodu naboj —@Q).
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Kapitola 8

Tayloruv rozvoj

Moznost nahrazeni libovolné matematické funkce polynomem byla formulovana pocdtkem 18.
stolet{ matematiky Jamesem Gregorym a Brookem Taylorem. V pfipadé nekonecnékrat dife-
rencovatelné funkce plijde o nekonetnou mocninnou fadu. Rozvoj funkce do fady je jednim
z nejpouzivanéj$ich nastroju pro vyjadieni piiblizné hodnoty funkci, ktery tvoii zdklad mnoha
principti numerické matematiky, atd.

8.1 Rozvoj funkce jedné proménné

Obecny zapis Taylorova rozvoje nekone¢nékrat diferencovatelné funkce jedné proménné v obec-
ném bodé zq lze vyjadiit pomoci nekoneéné rady

2 3
f(:E)Zf(xo)ng'izo(x:L“o)+21!g;;mo( w0l + 5 Ll (@ o)
1 64 0 1 9"
1], et = L] @ e

kde fad derivace charakterizuje fad Taylorova rozvoje, stupen mocniny urcuje stupen ¢lenu
Taylorova polynomu (v pfipadé funkce jedné proménné se oboji shoduje). Polozime-li zy = 0,
dostavdme tzv. Maclaurinovu fadu (rozvoj) jako specidlni piipad Taylorova rozvoje.

o Piiklady:

8.1 Rozvinte néasledujici neurcité integraly do Taylorovy fady

(a) /e“Q(h 1n:1:+§: o +C
x = k2K
(b) / Siralzm dz, kio(_l)k (2k —1—?;?221]{ +1) e
(c) /Coimdxa lnzl:—i-kil(—l)k(mj)?!km{ +C
@ /W:UCOM de. kij:o (1)]\2%:(:11 ,nzk:() m! (2k —1m +1)! +C

8.2 Napiste rozvoj nasledujicich funkei do 4. stupné v bodé xg = 0 (Maclaurinav rozvoj):

95
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9 27
(a) f(x) = e, 143z + 5(1:2 +23) + gafl + O(29)
2 _ 9 9 =

(b) f(z) = x%f:l 1 — 32 + 72? — 142° + 282* + O(2%)

, ,
(¢) f(z) =In(1-sin’z), —z? — N + O(29)

3

(d) f(z) = e"sinz, v+ a?+ % +O(a)

sinh (:c2 + 2sin? a:)

2 4 .6
210 x° 4 2z* + O(z°)

(&) f(z) =

9

(f) f(z) = y/cos (3x + x3). 1-— ZIIZQ - SILA + O(29)

8.3 Pomoci Taylorova rozvoje urcete hodnoty uvedenych limit néasledujicich funkei:

e? —1—2x 1
a) lim ———— —
(2) lim —7fQ—, >

e’ —sinx — cosx

(b) lim ————— 1
T— o2

(¢) lim,/—— i
=0 \/ In (z 4+ 1)

V1—5x2 42t —1+22 9

d 1 2

(d) ili% 4 ’ by

(©) 1 sin Va2 — Va2 — Incos x 1

im

20 xrsinzx ' 3

) 1 In(1+ zarctgz) + 1 — e” 4

im , -

z—0 V1224 -1 3

cosz — 14 —xsinx 1

(&) 1im 2 ~51

=0 [In(1+az)" 2

1 1 1

(h) lim — . —

e—0 |[In(1+2) tgz 2

8.4 Vypoditejte piibliznou hodnotu nasledujicich integralii s chybou nepievysujici 1073

2 xT
(a) tzv. chybové funkce erfx = NG / e~ dt pro hornf mez z = 1, 0,842 714 222
T Jo

b) tzv. integralniho sinu Siz = sme dt pro horni mez x =1, 0,946 082 766
t
0

o0
t
(c) tzv. integralntho kosinu Ciz = —/ % dt (z > 0) pro spodni mez x = 1. Tento

x

T cost—1
integral lze prepsat do tvaru Ciz = v + Inx + / — dt, kde tzv. FEulerova
0
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8.5

8.6

8.7

8.8

no1
(Eulerova-Mascheroniho) konstanta v = lim (Z ——1In n) ~ 0,577215 665,

n—oo \ ;=1 k
0,337400 849
o] e—t x et
(d) tzv. exponencidlniho integralu Eixz = —/ e dt = / 7 dt pro x = —1. Tento

—T -0
e t—1

—T
integral lze prepsat do tvaru Eiz = v + In|z| + / dt, kde v je stejna
0

Fulerova konstanta jako v piikladu 8.4c,

—0,219386 753

(e) exponencidlniho integralu Eiz popsaného v piikladé 8.4d, kde hodnota meze z = 1
(tento piipad mé koneéné feseni, protoze integrovani funkce se singularitou lze za
ur¢itych podminek provést prirazenim tzv. hlavni hodnoty uré¢itého integralu),

1,894 854 554

€2

(f) tzv. integralniho logaritmu liz = / g Proe1= 2 a 9 = 10 (integrovanou funkci
n
1

lze rozvinout do vhodné fady pomoci substituce t = e).

5,073 622 569

Pomoci Taylorova rozvoje dokazte Eulerovu identitu pro y(x): C1 e +Cge™* = A cosz+
Bsinz. Jaky je vztah mezi jednotlivymi koeficienty a ¢emu se budou rovnat, pokud

y(0)=1,4'(0)=17
1—1 1+1
A=C+Cy B=i(C—Cy), O = —, Cy = 2“,A:1,B:1

Ovéite platnost klasického vztahu pro kinetickou energii T' = %va pro malé rychlosti,
v L c. Uplné relativistické vyjadieni kinetické energie ma tvar T' = E — Ey, kde F
predstavuje celkovou energii E = mc?, Ey je tzv. klidova energie, Ey = moc?. Veliciny m
a myg, tedy relativistickd a klidova hmotnost, jsou svazany vztahem m = v myg, kde tzv.
Lorentziv faktor v = (1 — v?/c?)1/? (viz také pifklad 2.41).

Pomoci Taylorova rozvoje relativistického vyjadieni do druhého radu.

Azx

B 1232’ kde A, B jsou konstanty, do tfetiho

Napiste Taylortuv rozvoj funkce f(z) =
radu. Dale napiste:
(a) Tayloruv polynom tietiho stupné funkce f(z) v okoli bodu z = 0,

(b) Tteti stupen tohoto polynomu v okoli bodu xz = 1.

A 3A
(a) T3(2)| 00 = —52 — —5a°
B2 2B2
A (3B* — 24B +38)

(b) Ti(a)| (z—1)?

,’I:():l -

2(B+1)2

Ukazte, ze
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(a) Planckuv zdkon B,(T') pro malé frekvence v piejde na Rayleighuv-Jeansuv zdkon,
znamy v radiové fyzice,

(b) Pieved'te Planckuv zdkon ve formé B, (T) na tvar B)(T) a dokazte piechod na
Rayleightv-Jeansuv zdkon pro velké vinové délky A.

2h3 1 202
e e

a) B,(T = kT

@) BAT) = =5 =
2hc? 1 2¢

b) B\(T) = S kT
( ) /\( ) A5 e/\}/lc%" 1 = 24

8.2 Rozvoj funkce vice proménnych

V piipadé nekoneénékrat diferencovatelné funkce dvou proménnych v obecném bodé (xg,yo)
Ize obecny tvar Taylorova rozvoje zapsat jako

0 0
F) = Fao o)+ | @zt 2| (y—w)
x Z0,Y0 Z0,Y0
1 [ o2y ,  20°f o2 f )
+5 | 52 (@ —x0)” + (—z0)(y —yo) + 55 (¥ — o)
[81‘2 Z0,Y0 Oz Oy Z0,Y0 y? Z0,Y0
1| 3°f 5, 30°f 2
+5 [81,3 o (@ —x0)” + 922y |, .. (x —x0)"(y — vo)
39°f ,  0f 3
- - —= — 2
8x8y2 oo (l‘ ."L'(])(y yO) + ayg o (y y(]) + ) (8 )

kde rad derivace opét charakterizuje fad Taylorova rozvoje, stupeii mocniny urcuje stupein ¢lenu
Taylorova polynomu. Obecné lze tedy Tayloruv rozvoj funkce vice proménnych zapsat:

X grittn f
flay,...,x Z Z Z (333”1. &UZIC)

ni= 0n2 0 TL_O

(X1 —x01)"™ - (2 — oK)
-] ‘

(201,--%0k)

(8.3)

o Priklady:

8.9 Spocitejte viechny nenulové éleny Taylorova rozvoje funkee f(x,y) = xy a pro jednotlivé
fady rozvoje vycislete vzdy hodnotu f (2,1; 2,9). Vysledky porovnejte s hodnotou, udanou
kalkulackou.

To =12, Ty =128, T, = 12,79, T5 = 12,789 (kalkulackou 12,789)
8.10 Pomoci Taylorova rozvoje funkce f(x,y) = /1 + 422 + y? do prvniho, druhého a tretiho

fadu vycislete vzdy piibliznou hodnotu f (1,1; 2,05). Vysledky porovnejte s hodnotou,
udanou kalkulackou.

T, = 3,166, Tb = 3,169 120, T3 = 3,168 984 (kalkulackou 3,168 990...)
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8.11 Spocitejte viechny nenulové cleny Taylorova rozvoje funkce f(x,y,2) = 3 4+ y3 + 23 —
3zyz a pro jednotlivé fady rozvoje vycislete vzdy hodnotu f(0,95; 1,05; 1,1). Vysledky
porovnejte s hodnotou, udanou kalkulackou.

To =0, T, =0, T = 0,0525, T = 0,054 25 (kalkulackou 0,054 25)

1
8.12 Pomoci Taylorova rozvoje funkce f(x,y,z) = —— do prvniho, druhého, tetiho a étvrtého
TYz

fadu vycislete vzdy pribliznou hodnotu f (0,9; 2,1; 3,1). Vysledky porovnejte s hodnotou,
udanou kalkulackou.

Ty = 0,169444, T, = 0,170602..., T3 = 0,170634..., Ty = 0,170648..., (kalkulackou
0,170678...)

8.13 Vypocitejte Tayloruv polynom druhého stupné funkce f(z,y) = e~ (@*+%*) v bodech
(a) P = (0,0),
(b) P, =(1,2).

(a) T1(0,0) = 1 — 2® — 3
(b) T(1,2) = e~ [z(x + 8y — 20) + y(Ty — 40) + 56]

8.14 Vypocitejte Tayloriuv polynom funkce z piikladu 8.10
(a) tfettho stupné v bodé (0,0),
(b) druhého stupné v bodé (1,2).
2

(a) T3(0,0) =1+ 222 + %

(b) To(1,2) = 5 o+~ 8(x — 1)y~ 2) ~ 5] + o |20z — 12+ 3y~ 2)?

a7

8.15 Vypocitejte Tayloruv polynom tfetiho stupné funkce z piikladu 8.12 v bodeé (1,1, 1).

T3(1,1,1) = —2% — 3 — 23 — 2%y — 2?2 —wy? — w2 —y?2 —y2® —wyz +6(2® + 2 + 22 +

xy+xz+yz)—15(x+y+ 2) + 20
8.16 Napiste Tayloruv polynom 2. stupné funkce f(z,y) = y/22 —y? — 2 v bodé (2, 1).
1
2r—y—2+ 3 [-3(z =2 +4(z - 2)(y — 1) — 2(y — 1)?]
8.17 Napiste Tayloruv polynom 2. stupné funkce f(z,y) = y/e?** —y?+1 v bodé (0, 1).
1
24z —y+y (2% +2z(y — 1) — 2(y — 1)?]

8.18 Napiste Tayloruv polynom 2. stupné funkce f(z,y) =, /f — 1 v bodé (2,1).
Y

x 1 1
14+ = — ~|—>(z—2)? —1)2
Tyt g | =27+ (y )}



Kapitola 8. Tayloruv rozvoj 100

y2

\/TT v bodé (0, 1)

8.19 Napiste Tayloruv polynom 2. stupné funkce f(z,y) =

1 f
L2y —1)+ 3 [—2? +2(y — 1)?]

8.20 Napiste Tayloruv polynom tfetiho stupné funkce f(x,y,z) = v bodeé (1,1,1).

x2yz

T3(1,1,1) = —4a3 — 3 — 23 — 322y — 3222 — 22y? — 2022 — 2%z — y2? — 22yz + T(322 +
22+ 22y + 222) + 8y? + 9yz — 2(21x + 112) — 23y + 36
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Fourierovy rady

Metoda rozkladu obecnych periodickych funkci na souc¢et nekoneéného poc¢tu sinovych a kosi-
novych vln byla pojmenovéana po francouzském matematiku Jean-Baptiste Josephu Fourierovi
(1768-1830). Fourierovy fady jsou v ruzné mire aplikovény ve vétsiné fyzikalnich oboru, napf.
v akustice, optice, kvantové fyzice, atd. Princip formulovany nejprve pro Fourierovy rady byl
pozdéji zobecnén v tzv. Fourierové analyze. Libovolna periodickd funkce f(x) s periodou T,
integrovatelnd v intervalu (zg,zo + T'), muze byt vyjadiena jako nédsledujici nekone¢nd suma
(Fourierova rada):

f(z) = % + 3 ay cos(kwa) + by sin(kw), (9.1)
k=1

kde w = 27 /T. Fourierovy koeficienty ax, by lze stanovit nasledujicim zpusobem:

zo+T
ag = ;/ f(z)dz, (9.2)
xo+T
ap = ;/ " f(x) cos(kwz) d, (9.3)
_ % / ) sin(hw) dar (9.4)

Fourierova transformace je zobecnénim komplexnich Fourierovych fad. Nahradime-li diskrétni
Fourierovy koeficienty ag, by spojitou funkcei F(§)d€, potom za predpokladu 1/T — £ (frek-
vence) piejde (zdménou sumy za integrél) diskrétni Fourierova fada do spojité podoby

— / - fx)e 2y, f(z) = /_ h F(£) ¥ e, (9.5)

Ve fyzice a v technickych aplikacich se Fourierova transformace zapisuje castéji pomoci @hlové
frekvence w = 27€. Fourierova transformace F(f) = f (kde f je tzv. Fourieruv obraz funkce f,
tj. vzoru) a zpétna Fourierova transformace F _1(]?) = f jsou potom (pfi jisté ztraté symetrie)
definovany jako:

:/Z fla)e “mdz,  f(z) = ;/Z Flw) e dw. (9.6)

Zavedeme déle pojem konvoluce dvou funkei f(z), g(z) (viz obrazek 9.1), kterd je definovéna
jako:

(f % g)( / f@) 9z — ) dy, (9.7)
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kde ovéem x a y neznamenaji dva ruzné soufadnicové sméry, ale pouze dvé ruzné proménné.
Fourieruv obraz konvoluce funkei f(z), g(x) potom bude:

Gi15@0=i[»(f*gx Mde—3/ /’ F@)g(s —y) e “r dody.  (9.8)
0

i@z

—_

Pomoci transformace {az I z}, jejiz Jakobian det gx gy = det
y=vy 9y %
or Oy

_1 ‘ =1, dostavame

@)

/'/ e wwzww—/ f@yerdy [ gl2)e 1 ds = Fw)gte). (99
Vysledny vztah muzeme tedy zapsat jednoduchym zpusobem,

(F+9) =13, (9.10)

Fourieruv obraz konvoluce dvou funkei f(x), g(x) se rovna soucinu jejich Fourierovych obrazu.
Ptiklad konvoluce dvou funkci f * g, které jsou puvodné zaddny napiiklad ve tvaru

fla) = { 3e_8 ig E(;f;’)?) (9.11)

0 z€(—00,0)
glx)=< 1 xz€/(0,2) (9.12)
0 xz€(2,00),

znézornuje obrazek 9.1. Funkce f, g transformujeme podle rovnice (9.7) nasledujicim zpusobem:

flz)=3e™" — f(y)=3e""Y, (9.13)
g@) — gl@-y = g(), (9.14)
kde potom pro funkci g(z) (konvoluéni jadro), plati g(z) = 1, pro z € (0,2) (atedy y €

(x,x —2)) a g(z) = 0pro z ¢ (0,2) (atedy y ¢ (v,z — 2)), zdroven také plati dz = —dy.
Protoze f(y) =0 pro y < 0, dostavame tak tii oblasti integrace rovnice (9.7):

r—2<0Az<0 (obrazek 9.1a), (9.15)
r—2<0Az>0 (obrazek 9.1b), (9.16)
r—2>0ANz>0 (obrazek 9.1c). (9.17)

Integrace rovnice (9.7) bude mit pro tyto tii oblasti podobu:

(0 pro z € (—o0,0)
(f*9) () = 3/0 eVdy=3(l-e)  proze(0,2), (9.18)
3/ e ¥dy=3e"(e?—1) proz € (2,00).
z—2

Vysledkem konvoluce dvou funkei f(z) a g(x) bude tedy funkce (f x g) (), jejiz hodnota se
pro kazdé x € (—o0, 00) bude rovnat velikosti zvyraznéné plochy na obrazku 9.1.
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f.g f.g f.g
) fly)  fre f(y) frg
gx—y) gx—y) g(x—y)
\ .
x—2 X X,y x—2 X X,y x—2 X Xy
Obrazek 9.1a Obrézek 9.1b Obrézek 9.1¢

Obrazek 9.1: Schéma konvoluce f * g funkel f(x), g(x), puivodné popsanych rovnicemi (9.11) a (9.12).
V obrazku 9.1a plati, Ze v rovnicich (9.13), (9.14) je z € (—0o0,0), v obrazku 9.1b je € (0, 2), v obrazku
9.1c je x € (2,00). Tvar vysledné funkce (f xg)(x) je zakreslen modrou barvou, funkce je popséna
v rovnici (9.18), jeji hodnota se pro kazdé x bude rovnat velikosti zvyraznéné plochy.

9.1 Diskrétni Fourierovy rady
o Priiklady:

Napiste Fourierovu fadu pro nasledujici periodické funkce s periodou T

2 T 4 2 (=1)F
1 - _ _ T,z (k
91 f(0) =L, e (~mm), T=2r 3 L g cos(ha)
22 Ar =1 1.
9.2 f(x) = — @ €(0,2m), T =27 3 + 4k§1 e cos(kz) — z s1n(kx)}
T 22 (=1)F-1
9.3 f(x)=|z|, x € (—m,m), T =2m —+—-> 5— cos(kx)
2 T k=1 k
2L% = (2 — n?k?)(—1)F — 2 k
9.4 f(x)==zlz|,z€ (-L,L), T =2L — 2 @-m >§ ) sin (W.L>
k=1 k L
3 2 X (2-mk)(-1)kF -2
9.5 f(:n)z‘i’,xé(—l,l),T:2 = > ( )§ ) sin (k)
k=1

0 z€(0,
1

0o _ (_1\k
rz—1 :p€<,;§ I'=2 31+Z[1(1)C08(kﬁ$)—1sin(kﬂx)

9.6 f(z) = { k272 km }

9.7 f(x) =e*, x € (—m, ), konstanta a # 0, T' = 27

— sinh(a) E + (1" (acos(kz) — ksin(kx))
2 \ sin(kax
134 22 c x s T

98 f(r)=(x—1)(z—-3),2z€(1,3),T=2 —-+ —

1 121 k
9.9 f(z)= % z€(0,2L), T = 2L 5~ =3 psin (2%;)
k=1"
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1 8 X Lk —6
9.10 f(z)=a* 2z € (-1,1), T =2 54—;1;::1(_1) Tcos(knm:)
x
9.11 f( )—sgn[sm(L)},mE(O,QL),T—QL
4 1 [@k+Dr
;gl o% 15111{ T l:|
[ -z ze(-1,0) B 14X ‘
9.12 f(x)—{ :  zel0) , T =2 2T, Z Rt 12 cos [(2k + 1)z
( T
1 $E< ,5)
m [e.e]
9.13 f(z)=<¢ -1 J;€<——, ), T=2r — 5 [1—005( )] sin(kx)
2 T k=1
0 J|z|e <E )
\ 2’
( 0 € 1 1
x .
11
9.14 f(z) = cos3mxr x€ —5 2), T=2
0 € 1 1
x 5

1 6cos(2m) COS(37T.T> 6 X km
. 2 M (k
37 T br > Tr k:2 3 ) costhm)
1 (—1,0)
< (—1)F—1 1
9.15 f(z) = % =0 , T =2 i—l—l;l(kgﬂzcos(kﬂm)—msin(kwx)
x (0,1)
4 T
-z x€(0, -
) & 22k -1
9.16 f(z) =4 ] < 73) T = 122608[(2]2 1)2):6]
_= _r k=1 -
e x€< 2’0)
z(l—2z) x€(0,1)
9.17 f(z) = T =2
xz € (—1,0)
5527 2 | (1 cosbm) cos(lmr) = o (1 = cos o) sin(knz)
5 12 cos k) cos(kmar) — —5— cos k) sin(kmrx
918 f(x) =|sinz, o € (~m,m), T =2 DS cos(2ke)
. = 111 — = —_ - — -
x sinz|, x ), s - Wk:1(4k2_1)cos x
2 42 (—1)F
9.19 f(z)=|cosz|, z € (—m,m), T =2m - — = (=1) cos(2kx)

9.20 f(z) =sinzcosz, z € (—1,1)

T o7z (k% —1)

k(=D )

5 sin(k7z)

7sin(2) §



Kapitola 9. Fourierovy tady

105

9.21 f(z)=|x|+a, z € (—L, L), kde a je konstanta.

SIS

9.2 Fourierova analyza

o Piiklady:

Urcete konvoluci funkei (f * g)(x):

9.23 f(z) = { g
g(x) = (1)

9.24 f(x) = { 623
g(x) = { 6_2

9.25 f(z) = { e_g
9(x) = { sing

9.26 f(z) = { sing(c)
g(z) =1

9.27 f(z) = sing

x € (—00,0)
z € (0,00)
x € (—00,0)

z € (0,00)

x € (—00,0)
z € (0,00)

x € (—00,0)
x € (0,00)

x € (—00,0)
x € (0,00)
x € (—00,0)
x € (0,00)

x € (—00,0)
x € (0,00)

x € (—00,0)
x € (0,00)
x € (—00,0)

xE<0,g>
)

:UG(—,

)

\]

, kde a je konstanta.

0
f*gz{ -

*g = 1
I*9 { §(e*I+sinJ;—COSJ;)

0
fxg= 1 —cosx

sinx —cosx
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9.28 f(x) = 0 we (zo0,0) 0 z€&(-00,0)
sinz € (0,00) fxg = 1 - - .
\ > [asinz —sin(az)]  x € (0,00)
g(x) =sin(az), a >0 a
0 z€(—00,0)
9.29 =
/(@) { sine  x € (0,00) 0 z€(—00,0)
0 T € (—00,0) frg = lfngrgsinxfcosx x€< ,E>
2 T 9 T us - 2
g(z) = 1_;33 T e <0’§> —(sinx 4+ cosx) —cosx  x € (5,00)
T
0 T € (g,oo)
9.30 Urcete Fourieriv obraz funkce:

(@ fa) = Lpros e (5.3 ). fla) = Oprow g (5.5,

(b) f(x) =e P pro x € (0,00), f(z) =0 pro x € (—00,0), b >0 = konst.,

(c) f(z) = el pro € (—o0, 00),

(d) f(z) = e pro x € (=o0,00),

(e) f(z) =1+ proz € (~1,0), f(x) =1 —z pro z € (0,1), f(z) =0 pro |z| > 1,

(f) f(x) =22 pro z € (=1,1), f(x) =0 pro |z| > 1.

() Fle) = =

© Fw) = s

(@ flw) =\ [Fe %

(€) Flw) = = (1~ cosw)

() Flw) = % [(@? — 2) sinw + 2w cosw]

9.31 Urcete Fourieruv obraz funkce:

—27iw

(a) f(xz)=sinx pro z € (0,27), f(x) =0 pro = ¢ (0,27), Flw) = iw (11 7(;2 )
(b) f(z) = cosz pro z € (0,2m), f(z) =0 pro z ¢ (0, 27), flw) = = w2e_2:iw
~ 1— e—27riw

(¢) f(z) =sinzcosz pro z € (0,27), f(z) =0 pro x ¢ (0,27), f(w)=—
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~

(d) f(x) =sin?zcos?z prox € (0,27), f(z) = 0prox ¢ (0,27), f(w)
(e) f(z)=AB® proz € (0,1), f(z) =0 pro = ¢ (0,1).

9.32 Na piikladech 9.23, 9.24, 9.25 a 9.26 ovéfte platnost rovnice (9.10):

flw) =

2i (1 — e ™)
w (w? — 16)
11— e iwAB
iw—BlnA

(a) (9.23): f(w) = —%, g(w) = —é, (F *9)(w) = —%

N 1 R 1 — 1
(b) (9-24): f(w) = 57 9W) = 7 (F*9)W) =55 =
(c) (9.25): f(w) = le gw) =7 _1w2» (F*a)lw) = (1+iw)1(1 — w?)
(@) 026 flw) = = 90 = . Tro)e) = oo






Kapitola 10

Uvod do komplexni analyzy

Algebraicky zdpis komplexniho ¢isla (komplexni proménné) z € C mé tvar
z=x+ly, (10.1)

kde = = Re(z) je redlnd ¢ast komplexniho éisla a y = Im(z) je imagindrni ¢ast komplexniho
¢isla. Cislo z* (znadf se také z) nazyvame ¢islem komplezné sdruzengm k ¢islu z, kdy z* = x—1iy.
Zapis stejného Cisla lze provést v goniometrickém, pripadné exponencidlnim tvaru,

z=r(cosp +ising) = re'?, (10.2)

kde r = |z| = /22 + y? je absolutni hodnota komplexniho ¢isla (norma, modul) a orientovany
thel ¢ = arccos(z/r) = arcsin(y/r) = arctg (y/z) je argument komplezniho ¢isla. Pro libo-
volnou mocninu komplexniho éisla 2, m € R, tedy plati (viz Eulerova identita v piikladu
8.5)

(2 +iy)™ = rm emletZhT) — pm {cos [m (¢ + 2km)]| +isin [m (¢ +2km)]|}, keZ. (10.3)

Piedpokladejme funkci jedné komplexni proménné f(z) = u(z,y) + iv(z,y) definovanou na
oblasti G : 1 < x < 9, y1 < y < yo, piipadné v polarnich soufadnicich f(z) = u(r,¢) +
iw(r,e), kdy G : 11 <r < rg, 1 < ¢ < pa. Derivaci funkce jedné komplexn{ proménné f/(z)
definujeme potom na této oblasti jako limitu

Af) _ o fe+ A2~ ()

/ j— j—
f) = dz  Az—0 Az
A Ay) +i A Ay) — —i
_ g W@ ATy 4 Ay) v+ Az y + Ay) —u(zy) —iv@y) (10.4)
ﬁ$38 Ax +iAy
Y

Rozvineme-li tento vyraz zvlast pro obé proménné z, y (postupné polozime Ay = 0 a Az = 0)
zpusobem popsanym v rovnicich (1.1) a (5.4), dostavame

ﬂ_@u L Ov ﬂ_ .O0u  Ov

dz_%—l_l%’ dz__1@+% (105)

Porovnanim redlnych a imaginarnich ¢asti obou rovnic dostavame tzv. Cauchyho-Riemannovy
podminky existence derivace komplexni funkce f(z),

ou  Ov ou ov
5= 5 9 = " 9a (10.6)

109
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Funkce f(z) komplexni proménné na oblasti G je tedy diferencovatelnd v bodé z = = + iy,
pokud pro redlné diferencovatelné funkce u(z,y) a v(x,y) plati podminka (10.6). Takovou
funkci potom nazyvame reguldrni v bodé z. Funkci f(z) kterd mé derivaci na oblasti G vsude,
nazyvame holomorfni nebo analytickou. Body z v nichz funkce f(z) hladké na oblasti G nenf
regularni nazyvame singuldrnimi body nebo singularitami. Provedeme-li také druhé derivace
rovnic (10.6), dostaneme pro obé funkce u, v tzv. Laplaceovu rovnici (viz rovnice (5.21) pro dveé
proménné) Au = Av = 0.

Pomoci rovnic (10.5), (10.6) 1ze odvodit tzv. Cauchyiv teorém (dukaz viz napt. Kvasnica
(2004)) pro libovolnou po ééastech hladkou uzavienou kfivku C a funkei f(z) holomorfni na ob-
lasti G,

515 f(2)dz =0 (10.7)
C

a také tzv. Cauchyovu formuli opét pro libovolnou po ¢astech hladkou uzavienou kiivku C a
funkci f(z) holomorfni uvnitt této kiivky a na této kfivce, kde ¢ je libovolny bod uvniti této
kiivky,
1 f(z)dz
Q) == (z)dz (10.8)

27 C Z—C

Cauchyova formule vyjadiuje tedy hodnotu holomorfni funkce f(z) v libovolném bodé ¢ uvnit#
kiivky C pomoci integralu zavislého pouze na hodnotéch této funkce v bodech lezicich na ktivce
C. Lze prokézat, ze integral (10.8) je rovnéz holomorfni funkei uvniti kiivky C i na této kiivce,
z toho vyplyvé, ze derivace libovolného tddu funkce f(z) holomorfni v oblasti G jsou také
holomorfnimi funkcemi v této oblasti. Navic plati, Zze pokud m4a funkce komplexni proménné
prvni derivaci ve vSech bodech oblasti G, pak je v této oblasti nekonecnékrat diferencovatelna
- tato vlastnost nemd obdobu u funkei redlné proménné (Kvasnica, 2004).

Pokud mé funkce f(z) v bodé z = ( singularitu (pokud je singularita kone¢ného Fadu, tedy
,dobfe se chovajici“, jde o tzv. izolovany pdl) m-tého Fddu, potom v okoli tohoto bodu plati
relace

(0779 aq
flz)= —" 4+ (), 10.9
) GO e ( (10.9)
kde a,, ... aj jsou koeficienty a g(z) je jednozna¢na holomorfni funkce v okoli bodu z = ¢ i
v tomto bodé. Koeficient a; = Res f(z) je tzv. reziduum funkce f(z) v bodé z = (. Funkce
f(2) muze mit ruzné izolované pély v bodech (1, (o, ... {,, v tom piipadé muzeme f(z) zapsat
ve tvaru
Res,, Reso Resy
z) = +...+ + + g(2). 10.10
f) = T o B () (10.10)

Zobecnénim téchto vztahl je tzv. reziduovd véta pro integral jednoznacéné komplexni funkce
f(2) kterd je holomorfni uvniti libovolné uzaviené kiivky C i na této kiivce, s vyjimkou izo-
lovanych polu této funkce. Integrél funkce f(z) uvnitt kiivky C je potom roven integrélu této
funkce po této kiivce

yﬁf(z) dz =271 ) Res;, (10.11)
¢ i

Vypocet rezidua pro izolovany pél m-tého fadu v bodé z = ( je ddn vztahem

m—1
fes = (m i 1)! ,ll_ﬂré { (i,m_l [(= - C)mf(z)]} , (10.12)
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v piipadeé ze funkce f(z) je podilem dvou komplexnich polynomu, f(z) = P(z)/Q(z), kdy P(z)
je vsude uvnitt kiivky C i na této kiivce holomorfni funkei a Q(z) ma v bodé z = ¢ jednoduchy
kofen, prejde vztah (10.12) do podstatné jednodussi podoby

P(¢)

Q'(¢)

Jako piiklad aplikace reziduové véty lze uvést napf. nésledujici jednoduchy integral realné
funkce f(z), kterd nemé zadné singularity (izolované pdly) na redlné ose:

> dx dz )
/ (14 2)3 - 9% 1+ 223 kde (i, G = =i, (10.14)
oo .

Res =

(10.13)

budeme-li integrovat podél uzaviené kiivky C; obsahujici ¢dst realné osy a napt. kladny izolo-
vany pdl (v tomto piipadé diky jeho tfeti mocniné jde o pdl tietiho fadu), bude podle vztahu
(10.12) jeho reziduum

1 d? -1 1P| 1 12 3i
Res; = - i — | = —lim =—— 10.15
i 2zl—>mi{dz2 [(z—i)(z—i—i)] } 2z1—>1(2:+1) 16 ( )
a dosazenim do rovnice (10.11) dostavame

o dx 3m

o Piiklady:

10.1 Zadana komplexni ¢isla napiste vzdy v ostatnich tvarech (algebraickém, goniometrickém
nebo exponencidlnim):

(a) 5v/3 + 5i 10 (COS% +isin g) 10e%
(b) 3v2 + 3V2i G(COS%JriSin%) 6@%i
() —12(1- L 83 (cos T +isin T 8v/3e’s
V3 6 6

61 12 5%3 %8 12 smi
d) —6+—7 — cos—i—isin) —e6
(@) V3 ﬁ( 6 6 /3

4 4 47i

(e) —2(1+ V3i) 4 (cos;r + isin g) 4eF

) ) 3 . 5ri
() 3<cosI+1st> _ﬁ(1+l> 3e1
(g) 12 (COS% —isin 7T) 6v/3 — 6i 12¢~%

(h) —2 (cos T tisins

6 —(\/§+i) 26725”

— \/51) 2e%

o)
57r>

(i) 3 <cos +icos 55

Do W
—
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(j) 27/10 sin3—7T —i—icosg—Tr (1+1)7/° 97/10 o 55
20 20
4 4 4
(k) 305 —g (1+ /30 3 (cos;r +isin ;)
. ) T .. m\7/3
) v2ete (14—1)7/d ﬂ(cosz +isin Z)
10.2 Napiste soucet, soucin a podil nasledujicich komplexnich ¢éisel:
11 + 23i
(0) 21 =243L, 22 =T—1 2142 =942  zizp—17+19 -2
Z9 50
2 23 4 14i
(b) 21 = 12414, 20 =631 21420 —18—2 21z —=75-30i L—=>r %
Z9 15
2 + i
(€) 21 =T+3i, 2=3—31 2 +2 =10 sz =30—12i L= J; '
22
-1+ 31i
21=2+4+12i, 29 =5—-1 z1+20=7T+11i 2129 =224 58i G
d 2412 ) 7411 22 + 58 3
22
8 — 3i
(€) 1=1—1i, 25 =1145i 2 +20 =12 6i 2120 =6 — 16i S -
Z9 73
2 2
(f) 21 =2 (cos% —l—isin%) , 72 =3 (cos%r +isin§>
- ' 1—+/3i
z1+ 22 = “LtovEl 5V z1z2 = —6 S Vi
2 29 3
5 )
(g) z1=3 (cos% —isin%) , 29 =2 (COS% — ising)

21+22=3\/§+1+<\/§3>i 2129 = 3(V/3 +1) ﬂ:\/g*@*?’\/g)i

2

2

10.3 Napiste ndsledujici mocniny (odmocniny) komplexnich éisel:

(a) (1+1)7

(b) (—v3+i)3
(0) VI

(d) §729

() V=253

) V1+V3i

8(1 —1i)
128(—1 + /3i)
1, —%(1 + /3i)

+3, ig(l + /3i)

3 3
V8 [cos <87T +l<:7r> +isin <;—+k‘77>:|, k=0,1

8

5 2 2
V2 [COS (ﬂ+k‘7r> +isin <W+5k7r>]7 k=0,1,2,3,4

15 5 15
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151 . 5 2 5 2
(g) ¢&/5— j?,l V10 [cos(ogﬁ+3k’7r) —|—iSi1]<097r+3]<37T>:|, k=0,1,2
51 /100 5 2 5) 2
(h) 3 —5+ 715 0 ? |:COS<178T+3]€7T> —|—1$1n<178r+3/€7r>:|, k= 0,1,2

. 61 12\’ (57 b
—6+ — el (2T isin (22 _
(1) 7 <\/§> [005 <12 +k:7r> +isin <12 +k:7r>} kE=0,1

10.4 Oveéite, jestli mohou byt nasledujici komplexni funkce f(z) = f(z + iy) holomorfni na
otevienych podmnozinach komplexni roviny:

(a) 3y — 3xi ano
(b) 322 + 3y + 6ayi ne

() 22+lnz+1 ano
(d) 23+ 52 —sinz ano
(©) |22 + ] ne

z—1

G ano
(8) Va+1+i ano
(h) exp (—iz?) ano
(i) exp [(z+11)2] ano

0w (=) ano

10.5 Naleznéte holomorfni funkce komplexni proménné f(z), pokud je zadana pouze Re[f(z)] =
u(z,y) nebo pouze Im[f(2)] = v(z,y):

(a) 4 = xed¥ holomorfni funkce f(z) neexistuje
(b) u=2%+3x—y?+5y f(z) =22+32—5iz+C

. ou
(¢) u=e"(cosy + 2siny) v=—-—+C

Ay

(d) u = sin(2z) cosh(2y) f(z) =sin2z+C
(e) u= a2 — y? +sin(z) cosh(y) f(z)=2%+sinz+C
(f) u=a3—3zy* + In|z| f(z)=234+Inz+C, 240

o T i B _1
(g) u== 22+ o2 f(z) =2 ;+C7Z750
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(h) v =y — sin(z) sinh(y)

(i) v =z + sinh(z) sin(y)

f(z)=z+4+cosz+C

f(z) =iz +cosiz) + C

10.6 Pomoci reziduové véty vypocitejte nasledujici integraly (kde C znaéi uzavienou kiivku
obsahujici vSechny singularity dané funkce f(z), C4 znaci uzavienou kiivku obsahujici

pouze jednu libovolnou singularitu dané funkce):

(a) yg 222_ 1 dz
(b) yg S de
o g
(d) }éz;—j—l dz

*©  dx
© /ooagz+1

> sin x
() /_oox2—|—2x+2dx

> CcoS T
—d
(&) /_oo 622+ 6z +3

b /OO dx
(h) o T2+ 3z +3

. *  4dz
o [ e

(viz piiklad 1.31)

27

i

_sinh /5
i
V5

27isin(1)




Kapitola 11

Kombinatorika

Kombinatorika je jednou z nejstarsich matematickych disciplin, ktera se zabyva vnitini struk-
turou tzv. konfiguraci diskrétnich prvku (napiiklad ¢isel nebo jinych objektu), jejich existenci,
hledanim poc¢tu ruznych typu téchto prvkua v zavislosti na danych podminkéch, atd. Typickymi
priklady takovych konfiguraci jsou kombinace, permutace a variace. Kombinatorické principy
tvori matematicky zaklad definice tzv. statistickych rozdélens, pouzivanych k popisu chovani
fyzikalnich systému napiiklad v kvantové mechanice, statistické fyzice, atd.

¢ Kombinace bez opakovani:

Pocet k-clennych kombinaci (kombinaci k-té tiidy) bez opakovani z n prvka (k,n € NUO0),
tj. kazdy prvek se v dané kombinaci muze vyskytovat pouze jednou, je dan vztahem

C(k,n) = M(n”'_k)' - (Z) , (11.1)

kdy posledni vyraz v zavorce, tzv. kombinacéni ¢islo, cteme ,n nad k“. Kombinacni ¢islo je také
urcujicim faktorem v tzv. binomické véte,

(z+y)" = En: <Z> 2" Ryk (11.2)

k=0

pomoci niz 1ze n-tou mocninu dvojélenu x + y rozlozit na soucet n + 1 ¢lent.

Kombinace bez opakovani je matematickym zakladem tzv. Fermiho-Diracovy statistiky, po-
pisujici systémy slozené z tzv. fermiond, tedy ze vzajemné nerozlisitelnych kvantovych castic
s antisymetrickou vinovou funkci a polociselngm spinem (napiiklad protonu, neutronu, elek-
tronu, neutrin, atd.). Typickym jednoduchym piikladem muze byt pocet ruznych dvojic, které
lze vytvotit z celkového poctu 30 lidi, kde podminka ,bez opakovani“ vyplyva z faktu, ze
kazdy urcity jedinec se v kazdé dvojici muze vyskytovat pouze jednou. Zaroven lze na kom-
binaci pohlizet jako na variaci kdy tzv. nezdlezi na potadi prvku, tj. dvojice A-B je totoznd
s dvojici B-A. Vysledkem je ¢islo 435.

o Kombinace s opakovanim:

Pocet k-clennych kombinaci s opakovanim z n prvki, tj. dany prvek se v dané kombinaci muze
vyskytovat vicekrat (pficemz opét nezalezi na poradi prvki), je ddn vztahem

C’(k,n) = m = (” +Z - 1) . (11.3)

115
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Kombinace s opakovanim je matematickym zakladem tzv. Boseho-FEinsteinovy statistiky, po-
pisujici systémy slozené z tzv. bosonu, tedy ze vzdjemné nerozliSitelnych kvantovych Géstic
se symetrickou vinovou funkci a celociselnym spinem (napiiklad fotonu, mezonu, gluont, jader
4He, atd.).

Typickym piikladem muze byt pocet ruznych zpusobu, kterymi lze koupit sadu osmi sazenic
saldtu, pokud maji v obchodé (v dostateéném mnozstvi) 6 ruznych druhu sazenic (v kazdé sadé
se muze kterykoli z Sesti druhu sazenic vyskytovat v libovolném poctu od 1 do 8). Vysledkem
je ¢islo 1287.

e Permutace bez opakovani:

Obecné definujeme permutaci jako usporadanou n-tici prvku, kdy celkovy pocéet prvki vybérové
mnoziny je rovnéz n. Pokud se tyto prvky v kazdé takové usporadané n-tici nemohou opakovat,
pocet ruznych takovych n-tic (permutaci bez opakovéni) je dén vztahem

P(n) =n! (11.4)

Priklad: kolik rtuznych uspoiaddni, obsahujicich vzdy vSechna pismena, existuje pro pétici
pismen a, b, ¢, d, e? Pocet takovych uspoirddanych pétic (n = 5) bez opakovéani je ddn vztahem
P(5) = 5!, celkovy pocet takovych uspordaddni (permutaci) je tedy 120.

e Permutace s opakovanim:
Pokud je mezi n prvky vybérové mnoziny k skupin, které maji postupné ny, ne, ..., ni stejnych

prvku, potom je pocet tzv. permutaci s opakovanim dan vztahem

k
n!
Pél’nz""’”’“(n) - nyl-nol - ...yl kdy n= Zn, (11.5)
i=1

Priklad: kolik ruznych permutaci existuje pro sedmiprvkovou mnozinu ¢tyf pismen s moznym
opakovanim a, a, a, b, b, ¢, d, kdy prvni pismeno se zde vyskytuje tiikrat a druhé pismeno
dvakrat? Celkovy pocet takovych permutaci bude 7!/(3!-2!- 1! 1!) = 420.

Vyraz (11.5) tvoif rovnéz matematicky zdklad zobecnéné binomické véty (11.2) pro libo-
volny pocet ¢lent x1 + x2 + ... + T, kdy pro tzv. multinomicky koeficient

n n!
e 11.
<l<:1,k:2, ,k:m> kil kol ... k! (11.6)

musi pro vSechna m € N a k;,n € NU O opét platit ky + ko + ... + k,,, = n. Takto rozsifenou
binomickou vétu (11.2) potom zapiSeme jako tzv. multinomickou vétu ve formé

n
(x1+ 22+ ... +20)" = Z <k: i i >xlfla:’2“2...:cfnm, (11.7)
ki+ko+..+km=n 12 om

kde soucin m prvku xlflxé”... xkm 1ze zapsat pomoci symbolu pro nasobeni jako I, $fl

e Variace bez opakovani:

Variaci definujeme obecné jako uspofadanou k-tici (tj. k-tici, ve které tzv. zdlezi na poradi
prvku), vybranou ze sady, obsahujici n prvku. Pokud se tyto prvky v kazdé takové uspotrddané
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k-tici nemohou opakovat, pocet ruznych takovych k-tic, k& < n (variaci bez opakovéni), je dédn
vztahem

n!

V(k,n) = ORI

(11.8)

Typickym piikladem muze byt nasledujici tloha: kolik barevnych trikolér lze vytvofit z cel-
kem Sesti barev? Variace bez opakovani v tomto piipadé vyplyva z definice trikoléry (pokud
by se nékterd ze tii barev opakovala, nepujde o trikoléru). Zaroven zilezi na poradi jednot-
livych prvku, tj. napiiklad trikoléra s poradim barev éervend-modrd-zelend je jind trikoléra nez
trikoléra s poradim barev zelend-modrd-céervend. Celkovy pocet trikolér tedy bude 6!/3! = 120.

e Variace s opakovanim:

Pocet usporadanych k-tic (kdy opét zalezi na potadi prvki) s opakovénim z n prvku, tj. kdy
se dany prvek v dané k-tici muze vyskytovat vicekrat, je dan vztahem

V'(k,n) =n*. (11.9)

Typicky piiklad: kolik dvojcifernych ¢isel lze vytvorit z éislic 1, 2, 3, 4, 57 Opét zde zédlezi na
poradi jednotlivych prvki, tj. naptiklad ¢islo 21 je jiné ¢islo nez ¢islo 12, zaroven ovsem musime
zahrnout i ¢isla 11, 22, atd., kde se ¢islice opakuji. Celkovy pocet takovych dvojcifernych ¢isel
bude 52 = 25.

e Piiklady:

11.1 Kolik kruznic je definovano 12 body, lezicimi v jedné roviné, pokud zadné 3 body nelezi
v jedné piimce?

220

11.2 Urcete, kolika zpusoby lze ze sedmi muzu a ¢tyt Zen vybrat Sesticlennou skupinu, v niz
jsou pravé dvé zeny.

210

11.3 V bedné je 54 vyrobku, z nichz 21 je prvni jakosti, 27 je druhé jakosti a zbytek je vadnych.
Kolika zptisoby lze vybrat skupinu 6 vyrobki tak, aby obsahovala 3 vyrobky prvni jakosti,
2 druhé jakosti a jeden vadny vyrobek?

147420

11.4 Hokejové muzstvo ma celkem 24 hract: 13 utocnikl, 8 obrancu a 3 brankare. Kolik
ruznych sestav miuze trenér vytvorit, jestlize sestava méd mit 3 utocniky, 2 obrance a 1

brankdare?

11.5 Kolik prvka budeme potiebovat, abychom vytvofili Sestkrat vice kombinaci étvrté tiidy
(bez opakovéni prvki) nez kombinaci druhé tiidy?

11
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11.6 Trenér curlingu m4 k dispozici sedm hrict: AleSe, Bedficha, Cyrila, Davida, Emila, Filipa
a Gustava. M4 sestavit ¢tyfélenné druzstvo.
(a) kolik druzstev muze sestavit,
(b) kolik druzstev muze sestavit, pokud z trojice Ales, Bedfich a Cyril hraje jen jeden,

(c) kolik druzstev muze sestavit, pokud z trojice Ales, Bedfich a Cyril hraji nejvyse dva
a z dvojice David a Emil jeden nehraje,

(d) kolik druzstev muze sestavit, pokud z trojice Ales, Bedfich a Cyril hraji nejvyse dva
a nehraje soucasné Filip a Gustav.

(a) 35
(b)
(c) 18
(d) 21

12

11.7 Kolik existuje péticifernych ¢isel?
90 000

11.8 Kolik ¢isel lze vytvorit ze sady neopakujicich se ¢islic 7, 3, 5, 2, 4, 8, 1, 9 tak, aby cisla
obsahovala letopocet objeveni Ameriky?

1680

11.9 Na Kypru se poznavaci znacky na autech sklddaji z bloku 3 pismen, za kterym néasleduje
¢tytciferné ¢islo. Prvni ¢ést se vybird pouze ze étrnécti pismen A, B, E, H, I, J, K, M, N,
P, T XY, Z

(a) Kolik existuje takovych poznédvacich znacek?

(b) Kolik znacek ma kazdé pismeno jiné?

(c) V kolika znackédch je na prvnim misté samohldska?
)

(d) V kolika znackéch je samohldska pouze na 1. a 3. pozici?

143 -9-10% = 24696 000

(a)
(b) 14-13-12-9-10% = 19656 000
(c) 4-14%2-9-10% = 7056 000
(d) 4%2-10-9-10% = 1440000

11.10 Kolika zptisoby muzeme sestavit z patnacti lidi libovolné velkou pracovni skupinu? Ve sku-
piné muze byt 1 az 15 lidi.

32767
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11.11 V nédobé se nachazi 10° ¢stic idedlntho plynu. Jaka je pravdépodobnost, Ze se vechny
zcela ndhodné se pohybujici ¢éstice ocitnou v levé poloviné nadoby, pokud ¢asticemi
budou

(a) molekuly NHj3?
(b) jadra*He?

(a) 27105
(b) (10° + 1)1

11.12 Uvazujme k = 3 mince, kdy kazdd muze nabyvat dvou ,hodnot“, tj. panna nebo orel. Je
ziejmé, ze pokud hodime vSemi mincemi zaroven, muze nastat celkem n = 8 moznych
vysledku: PPP, PPO, POP, OPP, OOP, OPO, POO, O0OO. Kazdy jednotlivy vysledek
nazveme mikrostavem, ktery zohlednuje stav kazdé mince (nebo Eastice, pokud pujde
o obecny fyzikdlni systém). Pokud budeme rozlisovat pouze pocet hozenych panen nebo
orlu, specifikujeme tzv. makrostav (oznac¢me ho napiiklad E;), v tomto pripadé tedy mame
4 mozné makrostavy: 3P, 2P+10, 1P+20, 30. Pocet mikrostavu, tvoiicich makrostav,
nazyvame statistickd viha (ndsobnost mikrostavu) W (E;). Pro 4 makrostavy dostavdme
v naSem pripadé Wy = 1, W; = 3, Wy = 3, W3 = 1, kde poradova ¢isla jednot-
livych makrostavi odpovidaji po¢tu nap¥. panen v daném makrostavu. Pravdépodobnost
vyskytu urc¢itého makrostavu P(E;) je ddna podilem jeho statistické vahy W (E;) a cel-
kového poc¢tu mikrostavii n. Entropie S uréitého makrostavu F; bude S = In W. Vypiste
pocet moznych mikrostavi a pravdépodobnosti jednotlivych makrostava v pripadé, ze
hézime

a) Ctyfmi mincemi

b

~ o~

dvaceti mincemi, ktery makrostav je nejpravdépodobnéjsi?

—
o

jaka je pravdépodobnost makrostavu s 12 pannami a 8 orly?

sto mincemi, ktery makrostav je nejpravdépodobnéjsi?

—
o
~— ~— ~—

napiSte entropii makrostava Ey, F1, Emnax

(a) n=16, Py=1/16, P, = 1/4, P, =3/8, Py =1/4, P, = 1/16

20!
b) n=2% Py =1/2%, P =20/2%, P, =190/2%°, .., P(E;) = s, ...
( ) n , 470 / ) 1 / ) 2 / ) ’ ( Z) Z'(20*Z)'22O, )
PQO - 1/2207 Pmax - PlO
(c) priblizné 0,12
100!

(d) n =210 Py =1/219 P =100/2'°, P, = 4950/2'° ... P(E;)
ooy Prog = 1/21%°, Prax = Pso
(e) 0,1n100 ~ 4,6, In 100! — 2In 50! ~ 66,78 - nejpravdépodobnéjsi makrostav ma tedy

cvvs

nejvyssi entropii, nejméné pravdépodobny nejnizsi (nulovou)

~ 41(100 — 7)1 2100°

11.13 Méjme 3 castice idealniho plynu a 5 ,pfihradek“ - kvantovych ,krabic“, oznacme je
napiiklad a, b, ¢, d, e. Castice mohou byt do jednotlivych pfihradek rozmistény libo-
volnym zpusobem, odpovidajicim ovSem jejich typu (napiiklad neni mozné aby vice
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fermionu bylo v jedné ptihrédce). Kazdou jednotlivou variaci, pfipadné kombinaci, systému
¢astic oznaéme jako mikrostav. Jako ,makrostav® oznaéme soubor mikrostavii, kdy jsou
bud’ vSechny tfi ¢dstice v jedné prihrddce (oznacme jej jako ,makrostav* ,3“), nebo jsou
dvé ¢éstice v jedné piihrddce a tieti v jiné (oznacme jej jako ,makrostav® ,2/1%), nebo
je kazdé ¢astice v jedné samostatné prihrddce (ozna¢me jej jako ,makrostav* ,1/1/1%).
V uvedeném systému se tedy mohou vyskytovat nejvyse 3 ,makrostavy*.

(a) kolik mikrostavii miize nastat postupné pro molekuly NHs, jadra *He, protony?

(b) kolik ,makrostavu“ muze nastat postupné pro molekuly NHs, jadra 4He, protony?

(c) jaka je pravdépodobnost vyskytu mikrostavu, kdy vSechny tii ¢astice budou v jedné
urcité piihrddce (napiiklad a), postupné pro molekuly NHs, jadra 4He, protony?

(d) jaka je pravdépodobnost vyskytu mikrostavu, kdy kazda ze tii ¢dstic bude samo-
statné v piihradkéch a, ¢, e, postupné pro molekuly NHs, jadra*He, protony?

(e) jaka je pravdépodobnost vyskytu jednotlivych ,makrostavu“ postupné pro molekuly
NHs, jadra *He, protony?

) 125, 35, 10

) 3,3, 1

) 1/125, 1/35, 0
) 6/125, 1/35,1/10
)

,makrostav® 3% 1/25,1/7,0
smakrostav* [2/1¢:  12/25,4/7, 0
,makrostav* [1/1/1“:12/25,2/7, 1
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Pocet pravdépodobnosti

Rozdéleni pravdépodobnosti diskrétni ndhodné veliciny X vyjadiuje tzv. pravdépodobnostni
funkce P(X) s hodnotami pravdépodobnosti p(x;) = p;, kde Y . p; = 1. Rozdéleni pravde-
podobnosti spojité nahodné veliciny X udava funkce hustoty rozdéleni pravdépodobnosti (hus-
toty pravdépodobnosti) f(z), pro kterou plati [, f(x)dz =1, kde Q je definiéni obor veli¢iny
X. Pro hodnoty x ¢ Q plati f(z) = 0. Vyznamnd rozdéleni pravdépodobnosti jsou:

o Rovnomeérné rozdéleni pravdépodobnosti diskréini i spojité ndhodné veliciny X, které
prifazuje vSem jejim hodnotdm stejnou pravdépodobnost. Rovnomérné rozdéleni mé ve
vSech bodech daného intervalu (a, b), konstantni hustotu pravdépodobnosti

1
_ [3= proze(ab) 121
/(@) {0 pro z ¢ (a,b) (12.1)
e Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti diskrétni ndhodné veliciny X, které lze vyjadrit
pomoci zvoleného parametru A > 0 jako

A%
pi = A

(12.2)

e Normdalni (Gaussovo) rozdéleni pravdépodobnosti spojité ndhodné veliciny X, které je
definovdno hustotou pravdépodobnosti ve tvaru tzv. Gaussovy funkce

1 _(@—p)?
f@)= e (12.3)

kde parametr p znamend stfedni hodnotu veli¢iny X, parametr o jeho smérodatnou
odchylku (viz dale).

Ve statistické fyzice se také stiedni pocet rozlisitelnych ¢astic (napf. molekul) ve stavu s energii
FE urcuje pomoci tzv. Maxwellovy-Boltzmannovy rozdélovaci funkce. Pro nerozlisitelné ¢astice
plati tzv. Fermiho-Diracovo rozdéleni pro fermiony (elektrony, protony, neutrina, atd.) a Boseho-
FEinsteinovo rozdéleni pro bosony (napf. fotony). V matematické statistice se ¢asto pouziva tzv.
Studentovo rozdéleni (viz napf. Panek, 2001), atd. V ndvaznosti na rozdéleni pravdépodobnosti
muzeme urcit celou fadu statistickijch nastroju, pomoci nichz muzeme analyzovat ndhodnou

patii:

1V této kapitole jsou pouzité pifklady z knihy: Musilovad & Musilové (2006).
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e Viha - v pripadé diskrétni ndhodné veli¢iny X s jednotlivymi hodnotami z; zavadime
tzv. vahu w;, kterou muzeme zpravidla stanovit na zdkladé tzv. vnitinich nejistot (chyb)
0x; hodnot z; (napiiklad chyby méfeni, atd.), tedy na zékladé relace

1
5£El'2 '

(12.4)

w; ~

Dale zavedeme tzv. sumu vah S,, a tzv. stfedni vahu wy,

N 1 Y S
Sw = Zwi, Wy = — Zwi =2 (12.5)
=1 N i=1 N

kde N je celkovy pocet diskrétnich hodnot ;. Mezi vahami a hodnotami pravdépodobnosti
existuje tedy volnd relace - pokud suma vah S,, = 1, potom w; = p;. Obdobnym zpusobem
muzeme v piipadé spojité ndhodné veli¢iny zavést tzv. vdhovou funkci w(x), jejiz ,suma“
bude dana jako fQ w(z)dx. Je tedy opét zjevné, ze pokud tento integral bude normovan
(bude roven jedné) bude platit w(z) = f(x), vdhova funkce se takto stdva hustotou
pravdépodobnosti.

e Stredni hodnota (aritmeticky prumér), ktera se obvykle znaci z, (x) nebo také p. V pripadé
diskrétni ndhodné veliciny X bude stfedni hodnota definovana jako suma vSech hodnot
x; veliciny X délena jejich poc¢tem nebo jako suma nasobku vSech hodnot veli¢iny X s
prislusnymi hodnotami pravdépodobnostni funkce, tedy

1 N N
(x) = N Z:cl = z:u’clpZ (12.6)
=1 =1

V piipadé pouziti druhého vztahu mluvime také o tzv. otekavané hodnoté, znacené F(X),
resp. o vazeném aritmetickém pruméru. Jemny rozdil mezi témito pojmy zavisi na definici
prvku z; veli¢iny X, pfipadné na zpusobu volby tzv. statistické vahy. Tzv. vdhovanou
stfedni hodnotu (vdhovany aritmeticky prumér) stanovime jako

1 N
(x) = 5 ; Tiw;. (12.7)
Sttedni hodnotu (nevéhovanou a vahovanou) spojité ndhodné veliciny X stanovime jako
Jorw(z)de
:E:EX:/xfxdm, T) = S 12.8
(r) = BE(X) ; (z) (z) [ o) de (12.8)

V ptipadé dale uvadénych statistickych nastroju je stanoveni jejich vahovanych podob
zcela obdobné.

e Rozptyl a smérodatnd odchylka jsou nejcastéji oznacované jako D(X), var(X), piipadné
0%(X) (rozptyl) a o(X) (smérodatnd odchylka). Rozptyl (disperze) je definovan jako
stfedni hodnota druhych mocnin odchylek od stfedni hodnoty (aritmetického pruméru)
veliciny X, smérodatnd odchylka je odmocninou z rozptylu. Pro diskrétni nahodnou
velicinu X se stejnou véhou (pravdépodobnosti) vsech hodnot z; je rozptyl definovén
jako

1 N

D(X) =+ Z(wz‘ — (@) = (2%) — (2)*. (12.9)
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V piipadé ruznych pravdépodobnosti diskrétnich hodnot ndhodné veli¢iny X bude rozptyl
uréen vztahem

N N
DX) =3 "pi(wi— (2))* = —(@)*+ Y a7 -pi. (12.10)
i=1 i=1
Pro spojitou ndhodnou veli¢inu X je rozptyl definovan vztahem
D(X) =/(1’— () f(z)da = —(x>2+/x2f(a:) dz. (12.11)
Q Q

Pro smérodatnou odchylku obecné plati o(X) = \/D(X).

e Nejpravdépodobnéjsi hodnotu Ppax(X) pro diskrétni ndhodnou veli¢inu X stanovime
jako hodnotu x; s nejvyssi hodnotou pravdépodobnostni funkce p;, tedy Ppax(X) =
(i, max (p;)). V piipadé spojité ndhodné veliciny X urc¢ime nejpravdépodobnéjsi hod-
notu Ppax(X) jako maximum funkce hustoty pravdépodobnosti f(x) v definiénim oboru
Q veliciny X, tedy Ppax(X) = max (f(z)) pro x € Q.

o Medidn (Zo5) a cturtkvantily (Zos2s, Zo,75, také nazyvané dolni a horni kvartil) jsou
hodnoty x;, v nichz je monoténné uspoiddany statisticky soubor rozdélen na piislusné
mnozstvi stejné pocetnych ¢asti. Median tedy déli statisticky soubor na dvé stejné pocetné
poloviny. Vyhodou medidnu oproti stfedni hodnoté je jeho neovlivnitelnost extrémné
vychylenymi hodnotami. Napiiklad u souboru {1, 2, 2, 3, 27} medidn Zo5 = 2, stfedni
hodnota (x) = 7. V piipadé spojité ndhodné veliciny X uré¢ime medidn a ¢tvrtkvantily
(pfipadné jakkoli jinak definované kvantily) z integralnich rovnic

/; f(z)de = % / f(z)de = i / F(z)dz = % (12.12)

—0o0 —0o0

e Distribuéni funkce F(x) vyjadiuje pravdépodobnost, Ze hodnota ndhodné veliciny X
s danym rozdélenim pravdépodobnosti bude mensi nebo rovna x. V piipadé diskréini
ndhodné veli¢ciny X bude distribuéni funkce F'(z) dand predpisem

Fz)=P(X<z)=) pi, (12.13)

x; <x

bude tedy v bodech z; nespojitd a mezi body x; konstantni. Pro spojitou ndhodnou
velicinu X muzeme distribu¢ni funkci F(z) zapsat jako integral funkce hustoty pravde-
podobnosti,

Flz) = /_ . (12.14)

Kazda distribuéni funkce F'(z) je neklesajici a zprava spojitd, jeji asymptotické vlastnosti
lze vyjadiit jako lim F(x) = 1, lim F(z) = 0, pro libovolnou dvojici x1,x2 plati
T—r+00 T——00

P(z1 < x <x2) = F(x2) — F(x1).
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e Priklady:

12.1 Stielec provedl N = 150 vystielu na terc, ktery je tvofen soustavou n = 5 mezikruzi
MK;,i=1,...,5. Mezikruzi M K; pfitom zasahl N;-krat, kde N; = 15, Ny = 20, N3 =
35, Ny = 45, N5 = 35. Za zésah mezikruzi M K; ziskal i bodi. Ndhodnou veli¢inu X
s diskrétnim rozdélenim definujeme jako pocet bodu, ziskanych pro jeden ndhodny vystiel.
Urcete:

pravdépodobnost, ze pro nahodny vystiel ziska stielec alespon I bodu, I = 1,2, 3,4, 5,

)
)
c¢) stfedni hodnotu veli¢iny X,
) smérodatnou odchylku veli¢iny X,
)

pravdépodobnost, ze pii vystielu ziska stielec pocet bodu v intervalu ¢ € (2,4).

0 {(0).02)(2)(+2). ()

9 23 8 7
b) Pb=1,Py= — Py= = Py= —, Py = —
(b) P 27007 300 YT 15 30
(c) 3,43
(d) 1,26

9
(e)g

12.2 Na letistnich zachodech jsou ¢tyfi kabinky. Je ddna distribu¢ni funkce obsazeni kabinek:
F(0)=0,1, F(1) =0,35, F(2) = 0,6, F(3) = 0,95, F(4) = 1. Urcete:

(a) rozdéleni ndhodné veliciny X, odpovidajici poétu obsazenych kabinek,
(b) stfedni hodnotu veli¢iny X a jeji rozptyl,

(¢) pravdépodobnost, ze budou obsazeny alespon dvé kabinky.

(a) {(0; 0,1),(1; 0,25),(2; 0,25), (3; 0,35), (4; 0,05)}
(b) 2; 1,2
(c) 0,65

12.3 Je déna funkce f(z) =k -z pro 0 <z <2 a f(x) = 0 v ostatnich pfipadech. Urcete:

konstantu k tak, aby funkce byla hustotou pravdépodobnosti,

b) stiedni hodnotu a rozptyl,

(a
(

(d
(e

median a ¢tvrtkvantily Zg 25, Zo 75,

)
)
(¢) nejpravdépodobnéjsi hodnotu,
)
) distribuéni funkci.
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(o) F(x):()Vx<0,F(x):ix2V0§m§2,F(x):1V:z:>2

12.4 Je déna funkce f(z) = 5 prox > 0a f(z) =0 pro x < 0. Urcete:

(x+1)
(a) konstantu k tak, aby funkce byla hustotou pravdépodobnosti,
(b) distribuéni funkei,

(c) nejpravdépodobnéjsi hodnotu, medidn a ¢tvrtkvantily Zg 25, Zo,75-

(a) k=1
.
b) F(x) =0V 2 <0, F(z) = Vao>0
(b) F(x) <0, F(x) 17>
_ - 1 .
(c) 0, Tos =1, Toos = 571‘0,75:3

k
12.5 Jsou dény funkce f(z) = 3 bro 1 <z <2 f(x) =0 v ostatnich pfipadech, g(z) =
c(ac - x2) pro 0 <z <1, g(x) = 0 v ostatnich ptipadech. Urcete:
(a) konstanty k a c tak, aby funkce byly hustotami pravdépodobnosti,
(b) piislusné distribuéni funkce,

(¢) nejpravdépodobnéjsi hodnotu, stfedni hodnotu, rozptyl a median pro kazdé z rozdéleni.

(a) k=2,¢c=6

/;_1
(b) F1($)20V37<1,F1(,7}):2LV1§J}§2,F1(.7}):1V(E>2, Fy(z)=0V
. x
<0, Fp(r) =322 223V 0<z <1 F(z)=1Vax>1

N =

1
720‘/

| =

4 1
@)f:L2m12—4m2Z§,g:?

12.6 H&zime dvéma kostkami. Ndhodnou veliéinou X oznac¢me soucet bodu na obou kostkach
pfi jednom hodu. Urcete:

(a) rozdéleni veliciny X,

(b

) distribuéni funkei,
(c) stfedni hodnotu, rozptyl a nejpravdépodobnéjsi hodnotu,
)

(d) pravdépodobnost, ze sou¢et bodu na kostkéach bude lezet v intervalu (5,7).

0 10 (1) () () (2 (02) () (2 ()

1 1 1
10,— ), (11, — ), (12, —
12 18 36
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(b) Flz) =0V z < 2, F()f%v € (2,3), F()f%VxEB,éL),F(:c):%V

€ (4.5), F(z) = TVm€<5 F(m):%Vaze<6,7),F(:c):%V9:€<7,8),

\_/

13 5 11
1;(:6) EV$E<8 9), F(z) = 6 x € (9,10), F(x) = EVwe(lO,ll),F(:v):
%Vxe<1112) Fl)=1Vz>1
(¢) 7;5,83; 7

(d) T2



Priloha A
Krivocaré souradnice

Vétsina jevu v piirodé (a tedy i fyzikdlnich déju) neprobihd piisné pravoihle a neni vhodné a
¢asto ani schudné je jednoduSe popisovat pomoci kartézské metriky. V tom pfipadé je vyhodné
zvolit takovou souradnou soustavu (zpravidla kiivoc¢arou), ktera co nejlépe odpovidd geometrii
popisovaného déje. Nejcastéji pouzivanymi kiivocarymi souradnymi soustavami jsou soustava
vdlcova (cylindrickd) a soustava kulovd (sférickd). Déle existuje fada specidlnich kiivocarych
soufadnych soustav, napft. eliptickd, parabolickd, kénickd, atd., véetné soustav neortogonélnich,
tj. takovych, kdy jednotlivé soufadnicové sméry nesviraji pravy thel. Zvladnuti matematického
aparatu, popisujiciho kfivocaré souradnice, jejich vztahy a vzdjemné pfevody, je pro fyzikdlni
praxi nezbytné. V nasledujicich poznamkach si ukazeme zakladni principy a praktické postupy
pri pocitani v kartézskych, valcovych a kulovych soufadnych soustavach.

A.1 Kartézska soustava

Ackoli kartézska soustava vlastné nepatif mezi kiivocaré soustavy, uvadime ji zde jako zakladni
a nejjednodussi ortogondlni souradnou soustavou, na niz si nazorné ukazeme zékladni vztahy

......

pouze analogicky upfesnime a aplikujeme. Jeji zdsadni prednosti je, ze (jednotkové) vektory
kartézské baze,

& =%= (1,00, &=9=1(0,1,0), & =2=(0,0,1), (A.1)

jsou konstantni (maji stale stejnou velikost a stdle stejny smér), derivace téchto vektoru jsou
tedy nulové.! Pro druhou mocninu vzdalenosti dvou bodi v diferencidlnim tvaru plati

ds? = da? + dy? + d2?,  coz lze zobecnit tzv. metrickou formou, ds® = Gij detdz’, (A.2)
kde indexy i, j znaci jednotlivé souradnicové sméry (i,j = x,y, z) a zaroven tak urcuji jednot-
livé slozky 3 x 3 metrického tenzoru. Kovariantni metricky tenzor g;; kartézské soustavy mé

tedy elementarni tvar jednotkové matice. Vyznam kontravariantniho metrického tenzoru g;;
kartézské soustavy je formalné uréen druhou mocninou velikosti vektoru

o\ .0 0 d\? d\? \?
) = 4 B il -
(35) g Ox; Oz (83:) +(8y> +<8z> ‘ (A.3)

1V dalsim textu budeme jednotkové vektory zapisovat ve ,stifskovém¢® tvaru, tedy napf. X misto &,.

127
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Zaroven musi pro kazdou metriku obecné platit g;; g = 1, kovariantni a kontravariantni met-
ricky tenzor tak budou vzdy tvofit vzdjemné inverzni matice. V kartézské soustavé budou mit
tedy tvar

100 /100
gij = 010 s g” = 010 . (A4)
0 01 0 01

A.1.1 Diferencialni operatory

e Gradient skalarni funkce f = f(x, y, z) je v kartézské soustavé definovén jako vektor
ve tvaru

V= gradf =% Ox’ Oy’ 0z

+y - tE =

of of o _(9f of of
o ( > (A.5)

Gradient vyjadiuje v kazdém bodé skalarniho pole smér nejvétsiho rustu tohoto pole.

—

Gradient vektoru (vektorového pole) A (z, y, z) je definovan jako tenzor 2. fadu ve tvaru

- - .0 9 .0 . . .
VA=grad A = (x(‘):c + y% + Z(?z) (Azx+ Ay +A.2). (A.6)

Protoze se jednd o tzv. tenzorovy soucin, kdy se jednotlivé vektory béaze nédsobi jako
matice, z nichz prvni je sloupcovéd a druhd Fadkovd, je tieba pro uréeni prvku tenzoru

zachovat jejich pofadi. Pomoci maticového formalismu mtzeme tenzor gradientu vekto-
rového pole zapsat jako

X y Z

. [ 0A, 0A, O0A,
VA= 9y 8yy 9y (A.7)

.| 04, 04, O0A,

z 0z 0z 0z

e Divergence vektoru (vektorového pole) A (z, y, z) je definovéna jako skalar (skaldrni pole)
0

. 04,

V- A=divA=%-% 0A. DA,  0A,  0A,

o +y'y—y+z-zaz = o + By + P (A.8)

Divergenci vektoru lze v ortogondlnich soustavach rovnéz chapat jako stopu tenzoru gradi-
entu vektorového pole. V obecnych ortogondlnich soufadnicich muze byt zapsédna ve formeé

W o o o .o ,
A= | ——(WFAF) + TR AN 6 = — (W A7) + T, n AL A
v [axjm )+ Tt o 5 (WA + Db (4.9

S vyuzitim rovnice (2.53) lze tento vyraz piepsat rovnéz do tvaru

. o) 9
J J
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Cleny h; jsou tzv. Laméovy koeficienty (¢asto také nazyvané skdlovact faktory, nezaménovat
se stejnojmennymi Laméovymi koeficienty v mechanice kontinua), pojmenované po fran-
couzském matematikovi Gabrieli Lamé, kde v pfislusném metrickém tenzoru plati

hihi = Gii, hihi = gii (A.ll)

(proto nyni uvazujeme jen ortogondalni soustavy, jejichz metrické tenzory maji nenulové
prvky pouze na hlavni diagonéle). Vyraz Fék je tzv. Christoffeluv symbol (pojmenovany
po némeckém matematikovi a fyzikovi Elwin Bruno Christoffelovi), definujici tzv. ¢leny
krivosti v kiivocarych souradnych soustavach,

L1 (Ogkm | Ogim  Ogjk

kde indexy [, m jsou tzv. volné indexy, které mohou kdykoli nabyvat kterékoli z hodnot
1,2, 3. Explicitni vyraz pro divergenci vektoru v obecné ortogonalni soustavé lze zapsat
formou

- o 1 0 0 0
A= D A + - (hhiAy) + -2 (b Ay)| Al
VA= s (0l )+ o (i) + 5 by ] (A.13)

Ta je zcela ekvivalentni kompaktnéjsi formé zapisu,

1 0 1 9
— 9 (h;h A .
\@am,-( sl Ai) i#i#k (/g 0x;

=

VA=

(VgAY (A.14)

Slozky h'A’ (v literatufe se vétsinou zkrdcené uvadi pouze A’) vektoru A odpovidaji (viz
rovnice (2.53)) h'A’ = ¢g"/(h;A;) a g je determinant metrického tenzoru, ktery je identicky
s druhou mocninou piislusného Jakobidnu souradnicové transformace. Plati tedy

\/Idet gij| = J, \/|detgid| = J 1. (A.15)

Obecné také plati, ze divergenci tenzoru fadu n je tenzor fadu n — 1, divergenci tenzoru
druhého fadu tak bude vektor. Kompaktni forma zapisu divergence tenzoru 2. rddu bude
mit tvar

V;AY = A, (A.16)

jeji explicitni zapis v kartézském systému (prakticky se jedna o maticové ndsobeni vektoru
s transponovanou matici; pfi skaldrnim souc¢inu dvou vektort se také jedna o maticové
nasobeni dvou vektoru, kdy druhy z vektoru je transponovany, tedy sloupcovy) bude

vypadat
Xy 2
X AI$ Am AJ?Z T
o (g0 o0 DY v B A
Vodig=$g. 495, T2 ) 9| A Ay Ay | = (A17)
Z Aza: Azy Azz
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e Rotaci vektoru (vektorového pole) A (z, y, z) v kartézské soustavé nazjvame vektor

6szx<mh—a%>+y<w%—a@>+z<&%—&%>. (A.18)

0y 9z 0z or Oz oy

Obecny vyraz pro vektor rotace V x A vektoru A v libovolné ortogondlni souradné sou-
stavé lze definovat zpusobem

! [V (hpAg)] X B (hiAy) — Th b Ay (A.19)
€iik —— |V X = €5 - I X;. .
ijk h]hk J\ItkAE ) ijk hjhk 858]' kK G )

VxA=
V rovnici (A.19) vyraz €, (kde vSechny tii indexy 4, j, k mohou odpovidat postupné
vSem tfem soufadnicovym smérum) odpovidd antisymetrickému, (tzv. Levi-Civitovu, viz
rovnice (2.44)) symbolu, ktery nabyvéa hodnoty 1 pro sudé permutace indexi, —1 pro
liché permutace index.

Diky symetrii indext ve slozkach vektoru rotace a diky uplné antisymetri¢nosti Levi-
Civitova e-symbolu, se vyrazy Fé.kAl v rovnici (A.19) vyrusi, cely vyraz se tak zjednodusi
do podoby

VxA=e

1 0
i —(hiAg) | X;. A.20
ijk h]hk [6903( k k):| X ( )
V kartézské soustave, kde hy, ha, hs = 1, bude rovnice (A.20) odpovidat rovnici (A.18).
ZapiSeme-li vektor rotace znovu po slozkach, dostaneme

- 0A, 0Ay 0A, 0A; 04y 8Ax>

VA= < oy 0z 0z Oxr ' Ox oy (A-21)

e Laplacidn (Laplaceuv operator) je definovén jako divergence gradientu, tedy VAV, (pouziva
se pro n¢j symbol A), jednd se tedy o skaldrni operator, ktery muze pusobit na skaldrni
funkce, vektory (po jednotlivych slozkéch), tenzory (po jednotlivych prvcich), aniz by
meénil jejich 7dd (t.j. skaldr zustavéa skaldarem, vektor vektorem, atd.). V kartézské sou-
stavé m4 laplacidn zcela jednoduchy tvar: analogicky k rovnici (A.8), kde slozky vektoru
A nahradfme slozkami vektoru gradientu, muzeme psat

S 0 0 0 0 0 0
A = . = di =X - — X — V.o — N —— 7. — A —
V-V =divgrad = X o <X6x> +¥y By <y8y> + Z 9, (Z82>
0? 0? 0?
S Tap Tar AP

A.1.2 Plochy, objemy

Ozna¢me Sy, plochu s konstantni hodnotou souradnice zj, ohrani¢enou souradnicovymi kfivkami
x, T + Axy, x4, x5 + Axj;. V kartézské soustavé pujde napi. o plochu s konstantni hodnotou
z = Zp, ohranic¢enou piimkami x = xg,z = o + Az,y = Yo,y = yo + Ay. Vypocet velikosti
takové plochy je zde samoziejmé zcela trividlni, pujde o obdélnik (¢tverec) s obsahem AxAy.
Obecny vztah pro vypocet velikosti takové plochy bude mit ovsem tvar

zoi+Az; Toj+AT;
Sk = / / Jidaiday, (A.23)

Z0s Zoj
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kde J{j je druhd odmocnina absolutni hodnoty determinantu piislusné submatice metrického
tenzoru. V uvedeném ptipadé by se jednalo o determinant Ji’j = /19955 — 9ij9;5i| (v piipadé
ortogondlniho souradného systému bude determinant uvedenych submatic sim o sobé kladny,
pokud pouzijeme sudé permutace indexu a nediagonalni ¢leny dané submatice budou nulové).
Integrand rovnice (A.23) definujeme jako elementdrni plochu dSy = Ji’j dx;dx;. V kartézské
soustavé budou zjevné determinanty vSech ti{ submatic Ji’j = 1. Déle, ozna¢ime-li V' objem
prostoru, vymezeného plochami s konstantnimi soufadnicemi x;, ; +Ax;, x;, v+ Axj, 2, T +
Axy, obecny vztah pro vypocet velikosti takového objemu bude mit tvar

20i+Az; 0 +AT; Top+Azy,
V= / / / Jdl‘i dl’j dl’k, (A.24)
i Toj Tok
kde J je druhd odmocnina absolutni hodnoty determinantu metrického tenzoru (Jakobidn - viz
rovnice (A.15)). Integrand rovnice (A.24) vyjadiuje elementdrni objem dV = Jdx;dx; dxy.

V kartézské soustavé opét J = 1, vymezeny prostor bude mit tvar pravoihlého kvadru o
objemu AxAyAz.

A.1.3 Vektory polohy, rychlosti a zrychleni

V kartézské soustavé je zapis vektoru velmi jednoduchy, polohovy vektor 7, vektor rychlosti ¢
a vektor zrychleni @ budou mit postupné tvar,

F=zX+yy + 22 = (x,y, 2), (A.25)
Loodr . . .
U= = IR+ YY + 22 = 0 X + 0§ + 0.2 = (Vg, Uy, V2), (A.26)
L odv . . .
Q= =% + ¥ + 22 = a,X + ay¥ + a.2 = (az, ay, az), (A.27)

kde & = dz/dt, y = dy/dt a z = dz/dt.

A.2 Vailcova soustava

Vilcova soustava muze byt vhodnd pro popis celé fady osové symetrickych a rotaénich jev,
napi. elektrického a magnetického pole okolo piimych vodic¢u, vira v tekutinach, galaxii, hvézd-
nych disku, atd. Souradnicové sméry jsou: p - vzdélenost od osy valcové symetrie, ¢ - azimutalni
thel, z - vyska. Pfevod z vélcové do kartézské soustavy je dan vztahy?

x=pcosp, y=psing, z=z. (A.28)

Pro zpétnou transformaci z kartézské do valcové soustavy plati®

p=+Vr2+y% ¢ =arctg Yy prox # 0, piipadné ¢ = arccos z, z=z. (A.29)
x p

2y dalsfm popisu budeme rozlisovat p pro radidlni vélcovou soufadnici, r pro radidlni kulovou soufadnici.
V ptipadé jednotkovych bazovych vektoru budeme rozlisovat p pro valcovou soufadnici, # pro kulovou soufadnici.
Nekonstantnost jednotkovych vektoru valcové i kulové bédze je rovnéz zvyraznéna sklonénym pismem, konstantn{
bézové vektory jsou zapsany stojatymi pismeny.

3Pro vycerpévajici popis vztahu pro azimutalni thel ¢ doporucuji napf.: Musilovd & Musilova (2006).
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Obrazek A.1: Schéma vzajemné transformace jednotkovych bézovych vektoru kartézské a valcové
soufadné soustavy (viz rovnice (A.30) a (A.33)).

Vztah pro azimutélni thel ¢ je strukturovanéjsi, vyraz uvedeny v rovnici (A.29) plati jed-

noznacné pouze pro 1. kvadrant, ¢ € (0,7/2). Pro ostatni kvadranty je tfeba vzdy zvazit

znaménka soufadnic x a y, pokud napi. x < 0 Ay > 0, jednd se o 2. kvadrant, atd.
Jednotkové vektory vélcové baze budou mit v kartézské soustave tvar (viz séitani vektoru)

~

p=%cosp+ysinp=(cosp,sinp,0), ¢=—Xsin¢p+y cos¢p=(—sin¢,cos®,0), z=(0,0,1).
(

Jedinym konstantnim bazovym vektorem bude vektor Z, ostatni bazové vektory méni smér
v zavislosti na thlu ¢. Nenulové derivace bazovych vektori ve sméru soufadnicovych os a
nenulové ¢asové derivace bazovych vektoru budou (z rovnice (A.30))

o _ . . . op _ Opdp 4
%—(*Sll’lﬁb,COSgb,O)—(ﬁ, ot = 8@5 ot —¢¢,
0¢ . . op 0pds .
g~ (T cosdmsing, 0) =, o " agar - P (A3

Pokud budeme derivovat jednotkové vektory valcové baze ve sméru kartézskych souradnicovych
0s, potom napi. ve sméru osy x dostaneme

@_B(COSgb,sinaﬁ, 0) 0 T Yy 0 __qAbsinaﬁ

or ox ~ Ox V2 + 2 Va2 + 2 o p

o O(—sing,cos ¢, 0) _ sing

— = = . A.32
ox ox p 1) (A-32)

Obdobné ziskame derivace ve vSech ostatnich smérech. Zpétna transformace jednotkovych
bazovych vektoru (viz rovnice (A.30)) bude

X=pcos¢— psing, §=psing+ pcosd, z=2. (A.33)

Metrickou formu pro vélcovou soustavu snadno odvodime, uvédomime-li si, ze vzdalenost dvou

bodii v prostoru musi byt nezdvisld na volbé soufadného systému, tedy ds? z rovnice (A.2)
se musi pro vSechny soufadné soustavy rovnat. Z rovnice (A.28) dostaneme,

dz =dpcos¢p — psingpde, dy=dpsing+ pcosgpdep, dz=dz, (A.34)

dosazenim do rovnice (A.2) dostdvame vélcovou metrickou formu

ds? = dp? + p*d¢? + d2?, (A.35)



Priloha A. Ktivocaré soutadnice 133

miizeme tedy napsat kovariantni (g;;) i kontravariantni (¢%) metricky tenzor a také (viz rov-
nice (A.11)) piislusné Laméovy koeficienty vélcové souradné soustavy,

1 0 0 ot
gs=10 p* 0], ¢g?=10 = 0|, hy=1hy=p, h.=1 (A.36)
P
0 0 1 00 1

Nenulové Christoffelovy symboly vélcové metriky z rovnice (A.12) budou

1
P _ ] ¢\ _
F¢¢—*Par¢p(rp¢)—;' (A.37)

A.2.1 Diferencialni operatory

e Gradient skalarni funkce f = f(p, ¢, z) ve vélcové soustavé odvodime z rovnice (A.5),
kam za jednotkové bazové vektory dosadime vyrazy z rovnice (A.33) a jednotlivé slozky
gradientu rozvineme fetézovym pravidlem pro derivace. Po rozepséni dostdvame

L - afdp  0f0¢  Of 0z
vf_(pcos¢—¢81n¢) <8 a$+8¢8x+323$>

Of0p  O0f0¢  Of 0z LOf
—i—(psmgb—i—¢cos¢) <8 ay +8¢8y+828y +Z€)z' (A.38)
Jednotlivé parcidlni derivace vypocitame z rovnice (A.29),
op x ¢ Y sin ¢
_— = —— = COS ¢, _—= - = — y
ox ,/1'2_|_y2 ox 1‘2+y2 P
dp Y ) d¢p x cos ¢
oF _ B , — = = ) A.39
Oy /22442 o dy a*+y?  p (4.39)
Po dosazeni a upravé dostaneme vyslednou podobu gradientu
a f Lof  ,of _ (0f 10f of
— - — —_, -, = ]. A4
Vi=bg, 9056 T 25, <ap’ 006’ D2 (A.40)

Nyni jiz za jednotkové vektory valcové baze nedosazujeme jejich slozky z rovnice (A.30),
kde jsme je ,videéli“ ze soustavy kartézské. Analogicky k rovnici (A.6) (tenzorovy souéin)
a s pouzitim rovnice (A.40) je potom gradient vektorového pole ff(p, ¢, z) ve valcové
soustaveé definovan jako tenzor 2. fadu ve tvaru

VA= ( —+¢ d) 8) (Apz)+A¢§5+Azz). (A.41)

Na rozdil od kartézské soustavy zde jiz jednotkové bazové vektory p a o nejsou konstantni,
operator gradientu tedy fakticky pusobi i na né (jejich derivace - viz rovnice (A.31)).
Pomoci maticového formalismu muzeme tenzor gradientu vektorového pole ve valcové
soustave zapsat

~

P [ z
X 94, 0A, OA,
p Bp ap ap
VA= g 194, Ay 104 4, 104; | (A.42)
pOd6 p pdp  p p 0P
0A, 0A, OA,

N>

0z 0z 0z
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Stejného vysledku docilime v tomto pfipadé i jinym postupem, napf. s pouzitim forma-
lismu Christoffeloviich symbolii (viz rovnice (A.37)), kde, na rozdil od rovnice (A.19),
zapiSeme

1 1 0

VA = hiAp)]) %%
v hjhk [V ( F k)]x X = hjhk 81']

—— (hiAg) — T Ay | %%y, (A.43)
Postup podle rovnice (A.43) lze ovSem pouZzit pouze pro ortogondlni souradné soustavy,
postup podle rovnice (A.41) plati zcela obecné.

e Divergence vektoru (vektorového pole) A (p, ¢, z) je ve vélcovych souradnicich ve smyslu
rovnice (A.41), analogicky k rovnici (A.8), definovana jako skalar (skalarni pole)

Lo oo (A 104\ 0.
Vid=pbg e ¢’( pa¢>+Z‘Zaz -
10 18A¢ 8A

= —— A.44

Porovnanim s rovnici (A.42) opét vidime, ze divergence je stopou tenzoru gradientu vek-
torového pole. Divergenci tenzoru 2. 7ddu, popsaného matici 3 x 3, bude vektor (tenzor
1. tddu). Explicitni formu zapisu divergence tenzoru 2. radu ve vélcovych souradnicich
(srovnej s rovnici (A.17) zde jiz uvddét nebudu, zdjemce odkazuji na literaturu, napf.
Abramowitz & Stegun (1972), Young (1993), Arfken & Weber (2005), atd.

e Rotaci vektoru (vektorového pole) g(p, ¢, z) ve vélcové soustave, kde h, = 1, hy =
p, h. =1, odvodime podle jiz uvedeného vztahu (A.20). Dostdvame

- - o ]_ 8AZ 8A¢ ~ 8Ap 8AZ -~ 1 a 8Ap ~
$ed= (5 ) o () d s g e -] e

e Laplacidn odvodime (viz rovnice (A.22)), nahradime-li v rovnici divergence (A.44) slozky
vektoru A odpovidajicimi slozkami vektoru gradientu z rovnice (A.40). Dostavéame

. - 18 o .10 o (.0
A: . = D _— 0— _—— _— _— 7 — =
vy pop <pp0,0> e p 0o (¢ 5¢>> 0z <Z32)

10 0 1 02 0?
=-— ( ) T 29 o (A.46)

A.2.2 Plochy, objemy

Stejné jako v kartézské soustavé oznaé¢me Sy plochu s konstantni hodnotou souradnice zy,
ohrani¢enou soufadnicovymi kiivkami z;,x; + Awx;,z;,x; + Axj. Ve valcové soustavé pujde
napf. o plochu s konstantni hodnotou z = zy, ohrani¢enou polopiimkami ¢ = ¢1,¢ = ¢o
a kiivkami (kruznicemi) p = p1,p = pa2. Vypocet velikosti takové plochy jiz neni tak zcela
trividlni, jako v kartézské soustavé, pujde o prunik kruhové vysece s plochou mezi dvéma
soustfednymi kruznicemi. Pokud budeme uvazovat jinou plochu, napft. s konstantni souradnici
p = po, ohrani¢enou soufadnicovymi plochami ¢ = ¢1,¢ = ¢9,2 = 21,2 = 23, pujde o Cast
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véalcové plochy. Pfi vypoctech velikosti téchto ploch vyjdeme z rovnic (A.23) a (A.36), tedy,

b2 2o P2 22
So= [ [ vamgzdods = [ [ pdods = paon.

1 21 ¢1 21

22 P2 z2 P2
S¢://mdzdp://dzdp:AzAp, (A.4T)

Z21 p1 21 pP1

p2 92 p2 92

5 — Pt

s.= [ [Vamgwapas = [ [ papao =25 ag,

P $1 P11

Ve vélcovém souradném systému budou nediagonalni ¢leny submatic Jj; (viz rovnice (A.23))
nulové. Oznacime-li V' objem prostoru, vymezeného souradnicovymi plochami s konstantnimi
soufadnicemi p1, p2, @1, P2, 21, 22, vypocet velikosti tohoto objemu bude mit dle rovnice (A.24)
tvar

p2 P2 22

V= ///pdpdqbdz: pg;p%mmz (A.48)

p1 ¢1 21

V ortogonalnim valcovém soufadném systému muzeme Jakobidn J stanovit jako /9, Ges 922 =
p. Obdobnym zpisobem muzeme pii odpovidajicim stanoveni integraCnich mezi vypocitat

vvvvvv

A.2.3 Vektory polohy, rychlosti a zrychleni

Pii popisu vektort ve valcové soustavé vyjdeme z jejich popisu v soustavé kartézské, zahrneme
vSechny rovnice pro derivace jednotkovych vektort i vektorovych slozek (rovnice (A.28)-(A.33)).
Polohovy vektor a vektor rychlosti ve valcové soustavé budou

dr  d(pp+22) .. s A
dt=(dt)=pp+pp+ZZ=pp+p¢¢+ZZ-

(A.49)

r=axX+yy+zz2=pp+2z, U=

Tento tvar lze ocekavat, uvédomime-li si, ze polohovy vektor vzdy vychézi z po¢atku soufadnic.
Vektory rychlosti a zrychleni jsou zaroven definovany jako

—

S . 4 . o du . 4 "
T=v,p+v40p+v.2, d= 3 = P +ayp + a.z. (A.50)

Derivovanim rovnice (A.49) podle ¢asu dostdvame jednotlivé slozky vektoru zrychleni

. dv
) , = 3= —=. A.51

dve
dt

ap=p—p¢2=d7"—p¢2, ap = pd + 2pp =
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Protoze d/dt = 8/9t + - V (Fetézové pravidlo pro derivovani, v tomto pifpadé pro parcidln
derivace U = U(t, p, ¢, z)), potom zrychleni, vyjddFené pomoci slozek vektoru rychlosti bude

B v, ov, Uﬁ% ov, _’U¢2>

=_Fr £ -, A.52
U= ot MG op p O0¢ Y5, ) (A-52)
(ﬁ-ﬁ)vn
vy Ovy vy Ovg Ovg vy
= QX - — QA z2 o ) A.
ap = —, +vp8p+pa¢+v az+ ; (A.53)
(17-6)1)(75
ov, Ov, vy Ov, v,
- Y . A.54
“T 5 T 96 B) (A.54)
(17~§)v2

A.3 Kulova soustava

Kulova soustava je vhodna pro popis jevi s centralni symetrii, jako jsou napfi. fyzikalni pole,
tvofend hmotnymi body, astronomickymi télesy, atd. Mimo jiné se implicitné pouziva také
v kartografii, kde soustava polednik a rovnobézek je vlastné soustava azimutalnich a sférickych
uhlovych soufadnic (viz déle). Zde je ovsem sféricky thel poc¢itan jinym zpusobem, v ,mate-
matické konvenci“ roste od 0 do 7, v ,kartografické konvenci“ roste od —m/2 do /2, navic
v opa¢ném smyslu vuci sméru narustu azimutalni souradnice.

Soutadnicové smeéry jsou: r - vzdalenost od stiedu kulové symetrie, 6 - sféricky thel, ¢ -
azimutalni thel. Pfevod z kulové do kartézské soustavy je dan vztahy

x=rsinfcos¢p, y=rsinfsing, z=rcosb. (A.55)

Pro zpétnou transformaci z kartézské do kulové soustavy plati?

r=+z2+y2+22, 0= arccos;, o= arctgg. (A.56)
Vaz4y?+ 22 x

Analogicky k rovnici (A.30) budou mit jednotkové vektory kulové baze v kartézské soustave
tvar (viz pravidla pro séitani vektorn)

7 = Xsinf cos ¢ + ysinfsin ¢ + zcos = (sin b cos ¢, sin O sin ¢, cos §),
6 = X cosfcosd +§ cosfsing — zsinh = (cos b cos ¢, cos O sin ¢, — sin §), (A.57)
¢ =—%sing+ ycosgp = (—sin ¢, cos ¢, 0).

V kulové soustavé neni zadny z vektort baze konstantni. Derivace bazovych vektori ve sméru
jednotlivych soufadnicovych os budou (z rovnice (A.57))

or or . or 4 .

ar =0 a6~ % g~ ?om0

00 00 00

3= 0, 0= 96 ¢ cosb, (A.58)
0p ¢ o6 .. 4

B =0, 50 =0, 9 #sinf — O cos .

4Uvedené vztahy pro 6 a ¢ neuvadi jednoznaéné vyrazy pro viechny kvadranty, viz rovnice (A.29). Pro exaktni
popis doporucuji napf.: Musilovd & Musilovd (2006).
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Obréazek A.2: Vzijemnda poloha jednotkovych bazovych vektoru kartézské a kulové souradné soustavy
(viz rovnice (A.57) a (A.60).

Casové derivace bazovych vektori budou

or  0ro0  0rdp L. 4.
a—%a+%a—99+¢¢81n9,
96 0000 00 d¢ S
b AT it AR A.
5 898t+8¢8t 70 + P cos b, (A.59)
ob  opop . . .
ot = 9o ot T¢sinf — @¢cosb.

Zpétnou transformaci jednotkovych bézovych vektoru (viz rovnice (A.57)) dostdvame

X ?sin@cos¢+9cos€cos¢—(Absingb,
7 sin 0'sin ¢ + 0 cos Osin ¢ + ¢ cos ¢, (A.60)

7 cos@ — Osinb.

y

z

Metrickou formu pro kulovou soustavu dostaneme diferencovanim rovnice (A.55),

dx = drsinf cos ¢ + rcosf cos ¢ df — rsin @ sin ¢ dg,
dy = drsinfsin ¢ + r cos 0 sin ¢ df 4 rsin 6 cos ¢ do, (A.61)
dz =drcosf — rsinfdé,

dosazenim do rovnice (A.2) dostavame kulovou metrickou formu
ds? = dr? + 72 d#* + r%sin? 0 d¢?. (A.62)

Kovariantn{ (g;;) i kontravariantn{ (¢g*) metricky tenzor a také (viz rovnice (A.11)) pifslusné
Laméovy koeficienty kulové soutadné soustavy budou,

1 0 0
1 0 0 - 1
gl]: 0 '{’2 0 , 971]: 0 ﬁ 0 , hr:]_,hG:T,h(z):rsine'
0 0 r2sin?4 1
0 0 ———=
r2sin” 0

(A.63)
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Podle rovnice (A.12) odvodime nenulové Christoffelovy symboly kulové metriky,

1
0 0 : 0 :
by = —r, T4, (Ty) =T, (T7,) = = Ty = —rsin®0, T, = —sinf cos 0, [0 (Tay) =

A.3.1 Diferencialni operatory

cotg 6.
(A.64)

e Gradient skalarni funkce f = f (p, ¢, z) v kulové soustavé odvodime podle rovnice (A.5),

kam za jednotkové bazové vektory dosadime vyrazy z rovnice (A.60) a jednotlivé slozky
gradientu rozvineme fetézovym pravidlem pro derivace. Po rozepsani dostavame

= . A - of or O0f 00 Of 0¢
= ] — S e’ B
Vf (rsm@cosng— cos 6 cos ¢ qbsmgb) <8r8x 900 06 ox +
+ (?’sianinqﬁ—F 6 cos O sin ¢ + q?)cosgb) <g£g; gggz g;’;gj) + (A.65)
. o of or 0f 06
—i—(rcos@—@sm&) <8r82 8982:)
Jednotlivé parcidlni derivace vypoc¢itdme z rovnice (A.56),
g_ T — sinfcosd @_ Tz _ cosfcos
ox /22 + 42 + 22 " Ox /22 + 42 (a2 + 42 + 22) r ’
[ Y — sinfsiné [ Yz _ cosfsing
Oy /224 y2 4 22 0y 22+ 2 (a2 42+ 22) r ’
or z — cosd 90 Ja*+y?  sind
0z 2+t 2 ’ 92 t+gi+2 1)
@ Y _ sin ¢
or  x224y%2  rsinf’
¢ x cos ¢
dy x?2+y?> rsinf (A.66)
Po dosazeni a tupravé dostaneme vyslednou podobu gradientu
- Of  ~10f - 1 0Of af 10f 1 of
=r—+0-—= — ==, -= — . A.
Vi r8r+ r@9+¢rsin90¢ <87" r 00’ rsinf 0¢ (A.67)

Opét zde za jednotkové vektory kulové baze nedosazujeme jejich slozky z rovnice (A.57),
kde jsme je ,,vidéli“ ze soustavy kartézské. Analogicky k rovnici (A.6) (tenzorovy soucin) a
s pouzitim rovnice (A.67) je potom gradient vektorového pole ff(r, 0, ¢) v kulové soustavé
definovan jako tenzor 2. fadu ve tvaru

- o L0 ~10 - 1 0
VA= <T(‘9T+07"80+¢rsin08q5

) (A,ﬁ +AgD+ A¢&>) . (A.68)

Na rozdil od véalcové soustavy zde operator gradientu jiz pusobi na vSechny jednotkové
bazové vektory (jejich derivace - viz rovnice (A.58)). Pomoci maticového formalismu
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muzeme tenzor gradientu vektorového pole v kulové soustavé zapsat

-~ ~

7 (7] 10)

P 0A, % 044

or or or
VA= § 1(9/1,:_@ 18A9+£ }%
r 00 r r 00 r r 00

>

L 0A Ay 1 9Ag Ay o 1 0Ay A Ay

t
rsinf J¢ r  rsinf 0¢ T foler

Stejného vysledku docilime i v tomto piipadé napi. s pouzitim formalismu Christoffe-
lovjch symboli (viz rovnice (A.37)) dle obecného vztahu (A.43), tento postup lze ovsem
pouzit pouze pro ortogonalni soufadné soustavy, zatimco postup podle rovnice (A.68)
plati zcela obecné.

—

e Divergence vektoru (vektorového pole) A (r, 6, ¢) je v kulovych soufadnicich ve smyslu
rovnice (A.68), analogicky k rovnici (A.8), definovana jako skalar (skalarni pole)

- - . 0A, . 10Ag 1 8A¢ A, Ag
CA=P- o=ty — + —cotg¥
v T or < * ) <'rsm9 8¢ * cote
10 1 0 1 04,
—— (r*A ———— (sindA —_.
r2or (r )+rsin900 (sin 9)+rsin9 1J0)
(A.70)

Porovnénim s rovnici (A.69) opét vidime, ze divergence je stopou tenzoru gradientu vek-
torového pole.

—

e Rotaci vektoru (vektorového pole) A (r, 0, ¢) v kulové soustave, kde h, =1, hg =1, hy =
rsinf, odvodime podle rovnice (A.20), v tomto pripadé dostaneme

r

L. 1 o 94,7 . 1[ 1 94, 8 X
VA= 5n g B0 As) - ags}” [sin98¢_87“(rA¢)]0

110 0A, | 4

— | = (rdy) — . A.T1

+T[8r(r 2 ae]"b (A.11)

e Laplacian odvodime (viz rovnice (A.22)), nahradime-li v rovnici divergence (A.70) slozky

vektoru A odpovidajicimi slozkami vektoru gradientu z rovnice (A.67), vysledny tvar,
zapsany v kompaktni formé bude

- = 10 0 1 9 0 1 9
A=V-V= 7"267‘( 87‘>+r251n969(8m989>+7“28in29&¢2' (A.72)

A.3.2 Plochy, objemy

Stejné jako v predchozich soustavach oznatme S plochu s konstantni hodnotou soufadnice
x), ohranicenou souradnicovymi kiivkami x;, z; + Az;, zj,2; + Ax;. V kulové soustaveé pujde
napt. o plochu s konstantni hodnotou r = ¢, ohrani¢enou dvojicemi kiivek (kruznicemi)
se soufadnicemi 6 = 61,0 = 03 a ¢ = ¢1,¢ = ¢2. Vypocet velikosti takové plochy jiz zde
neni vubec trivialni, pujde o ¢ast plochy s dvoji kiivosti, ohrani¢enou dvéma rozbihajicimi
se soufadnicovymi plochami (v nichz lezi kiivky se soufadnicemi ¢ = ¢1, ¢ = ¢2) a dvéma
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kruznicemi se stfedy na spolectné ose, avSak lezicimi v riznych rovindch, kolmych na tuto osu
(kfivky se soufadnicemi 6 = 61,0 = 63). Pokud budeme uvazovat jinou plochu, napf. s kon-
stantni soutadnici ¢ = ¢g, ohrani¢enou souradnicovymi plochami 8 = 01,60 = 6y, r = r1,r = ro,
pujde o ¢ast kruhové vysece, omezené dvéma soustiednymi kruznicemi. Pfi vypoctech velikosti
téchto ploch vyjdeme opét z rovnice (A.23) a z rovnice (A.63), tedy

02 ¢2 b2 o2
SrZ//\/Mded¢=//r281n9d9d¢:r2(00891—00892)A¢7

01 ¢1 01 &1

$2 T2 b2 T2 2 2
59://\/Wd¢dr://rsin9d¢dr: P sin A, (A.73)

$1 T1 ¢1 T1

ro 0y ro O3

,,,,2_,,,,2

S¢://\/Mdrd9://rdrd9: 2,

1 64 r1 0

V kulovém, tedy opét ortogondlnim soufadném systému, budou vSechny nediagondlni ¢leny
submatic Jj; (viz rovnice (A.23)) nulové. Oznacme tradicné V' objem prostoru, vymezeného
soufadnicovymi plochami s konstantnimi souradnicemi r1, 19, 01, 02, @1, ¢2, tvar takového itvaru
odpovida v tomto pfipadé pruniku jehlanu s koncentrickou sférickou mezivrstvou (mezikoulim),
vztah pro vypocet velikosti takového objemu bude mit dle rovnice (A.24) tvar

ro O2 @2
3 .3
V= ///r2 sin@dr dg dg = 2 . "1 (cos 01 — cos ba) Ag. (A.74)
1 61 ¢1

V ortogondlnim kulovém souradném systému obdobné jako ve valcovém systému muzeme Ja-
kobidn J stanovit jako ,/Grr Go6 Gp = r2sin §. Popsand metoda umozni pii odpovidajicim sta-

vvvvvv

utvaru.

A.3.3 Vektory polohy, rychlosti a zrychleni

Pii popisu vektoru v kulové soustavé vyjdeme z jejich zékladniho popisu v soustavé kartézské,
zahrneme vsechny rovnice pro derivace jednotkovych vektort i slozek vektoru (rovnice (A.55)-
(A.60)). Polohovy vektor a vektor rychlosti v kulové soustavé budou

P L ()
F=zX 2 =rF, T=-—=
vy : a - de

— i b= (éé Ty sine) . (AT5)

Tento zaveér lze opét ocekavat, uvédomime-li si, ze polohovy vektor vychazi z po¢atku souradnic.
Vektory rychlosti a zrychleni jsou zaroven definovany jako

—

~ N d “ ~
U =07+ 090 + vy, d= dit} = a,7 + apl + ayP. (A.76)
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Derivovanim rovnice (A.75) podle ¢asu dostavdme jednotlivé slozky vektoru zrychleni v kulové
soufadné soustaveé,

. : dv, . :

ap = i —rf* — r¢? sin® 6 = di —rf% — r¢?sin? 6, (A.TT)
. . . d .

ag =10 + 270 — r$*sin 0 cos 0 = % + 70 — r¢? sin 6 cos 0, (A.78)

ap = rPsin€ + 2r¢sinf + 2r6¢ cos 6 = % + r¢sind + rfg cos 6. (A.79)

Protoze d/dt = 9/0t + v - v (Fetézové pravidlo pro derivovani, v tomto piipadé pro parcidlni
derivace v = U(t,r, 0, ¢)), potom zrychleni, vyjadiené v kulové souradné soustavé pomoci slozek
vektoru rychlosti bude

ov, ov.  vg Ovy vy Ovy Us + Ug
r = r o T . - ) A.
“ ot v or + r 00 +7"Slr16? 1910 r (A.80)
(ﬁ-ﬁ)vr
Ovg Ovg v Ovg vy Ovg g Ugs cotg 6
e R e A i i — , A.81
4= 5t v or r 00 +rsin9 0 r r (A.81)
(17-6)1}9
Ovg Ovy v Ovg vy Ovy  VpUy VeV cotgl
_ . 20 @ . A.82
= ot v or r 00  rsinf J0¢ r + r (A-82)

(17~6)v¢

Bylo by jisté mozné popsat mnohem vice podrobnosti, napf. operace s vektory a tenzory v ramci
popisovanych soustav, atd., zde jsou ukazany alespon nékteré postupy spiSe z praktického po-
hledu. V dalsich odstavcich ukadzeme struéné alespon jednu neortogonalni souradnou soustavu,
jejiz popis byl do jisté miry vyvolan tvorbou numerické vypocetni sité pro hydrodynamické
modelovani konkrétniho fyzikalniho jevu.

A.4 Elipticka soustava

Daéle struc¢né uvedeme tri specifické ortogonalni soustavy, které mohou souviset s predchozi
tématikou nebo s uvedenymi piiklady (pfipadné mohou mit zajimavé fyzikalni uplatnéni)
- eliptickou, parabolickou, a ,anuloidovou“. Dvourozmérnd eliptickd soufadnd soustava (viz
obrézek A.3) je definovdna dvéma tiidami soufadnicovych kiivek s konstantnimi parametry
o € (0,00) a1 € (0,2m) (toto znaeni neni zcela ustélené, v ruznych literaturdch muze byt
ruzné), se dvéma spoleénymi ohnisky v bodech (—a, 0), (a, 0). V trojrozmérné verzi piibude
jesté (valcova symetrie vzhledem k ose z) azimutalni tihlovy parametr ¢.
Transformaéni rovnice z kartézské do eliptické soustavy v trojrozmérném piipadé budou

x =acoshocosTcosp, y=acoshocosTsing, z=asinhosinT. (A.83)
Z definice hyperbolického sinu a kosinu (1.15),(1.16) a z exponencidlniho vyjadfeni sinu a

kosinu (viz Eulerovy vztahy v piikladu 8.5) snadno odvodime zpétné transformacni vztahy,
které ovSéem budou mit (v pravoto¢ivém poradi proménnych o, ¢, 7) komplexni tvar (rovinu
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Obrézek A.3: Schéma dvourozmérné eliptické soustavy v roviné z,y, spoleénd ohniska jsou v bodech
(—a, 0), (a, 0). Modfe vyznacené jsou eliptické kiivky s konstantnim parametrem o, s posloupnosti

.....

stantnim parametrem 7, s posloupnost{ (zprava do leva) od 7 = 0 do 7 = 7 s intervalem 7/12. V troj-
rozmérné verzi (viz popis) potom vyobrazenému sméru y odpovidd smeér z.

p-z, kde p = y/22 + y2, si muzeme predstavit jako Gaussovu rovinu),

o= [argcosh priz + argcosh P 12] , ¢ = arctg g,
a a x

N

1 . .
T=— [argcosh priz argcosh P 12] : (A.84)
2i a a

Metricka forma takové eliptické soustavy bude mit tvar

ds? = a? [(cosh2 o sin? 7 + sinh? o cos? 7') (da2 + d7'2) + cosh? o cos® 1 d¢2] =
=a? [(sinh2 o + sin? 7') (d02 + de) + cosh? o cos® T dngQ] =
= a? [(cosh2 o — cos® 7) (dU2 + dTQ) + cosh? o cos® 7 dng] . (A.85)

Kovariantni metricky tenzor g;; a piislusné Laméovy koeficienty eliptické soufadné soustavy
v poradi sméru o, ¢, 7 budou,

a? (simh2 o + sin? T) 0 0
Gij = 0 a? cosh? o cos® 7 0 , (A.86)
0 0 a? (sinh2 o + sin? 7')
he = a\/sinh2 o +sin?T, hg =acoshocost, h; = a\/sinh2 o+ sin? 7. (A.87)

Kontravariantni metricky tenzor ¢“ diagonalni metriky bude tenzor s pievricenymi hodno-
tami prvku na hlavni diagondle. Jakobian soufadnicové transformace z kartézské do eliptické
soustavy bude

J = a* (sinh® o + sin® 7) cosh o cos 7 = a® (cosh® o — cos® 7) cosh o cos T, (A.88)
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jakobidgnem zpétné transformace bude vyraz J~!. Nenulové Christoffelovy symboly eliptické
metriky (viz rovnice A.12) budou,

sinh 20 sin 27
, 1"’7— — 1"0' 1"0' —
2 (Sinh2 o + sin? 7') rr=Tor (%) 2 (sinhQU + sin? T)
. 2 .
- sinh 20 cos? T - cosh” o sin 27 b 1o
—_ 7, = TY (%) =—tar. A.89
¢ 2 (simh2 o + sin? 7') P9 (sinh2 o + sin? 7') ¢T( T¢) & ( )

rg,=T7,(I7,)=

, Fib(I‘iU) =tanh o,

Diferencialni operatory gradientu skaldrni funkce, divergence a rotace vektoru a laplacidnu
budou mit (s pouzitim formalismu Laméovych koeficientu pro ortogonalni soustavy a také
rovnic A.14 a A.20) v této eliptické souradné soustavé postupné tvar,

- of or of
Vf= ( do 9¢ ot ) ’ (AQO)

) b}
a\/ sinh?¢g + sin? 7 acoshocosT a\/ sinh? o + sin? 7

L % (\/SiIthO' —|—Sin2TCOShO'AU)
V- A= — —

a (smh o + sin 7') cosho
A S D) -2
qu 5 (\/smh o + sin TCOSTA.,->
acoshocosTt a (sinh2 o + sin? 7') COST

+

(A.91)

0A;
o¢

cosh O'%(COS TAy) — V/sinh? o + sin? 7

x A=

<l

6+

a\/sinh2 o + sin® 7 cosh o cos T
% <\/sinh2 o+ sin? 7 AT) — % (\/sinh2 o+ sin® T AU>

a (Simh2 o + sin? 7')

~

+ d+

T ¢

Vsinh? o 4 sin? 7 242 — cos T%(cosh gAy)
+ 7, (A.92)

a\/sinh2 o +sin® 7 cosh o cos T

2
6% (cosha%) + 8% (cos 7'8%) 3872

— . A.93
a? (simh2 o + sin? T) coshocosT  a2cosh?ocos? T ( )

Ostatni operatorové identity a geometrické parametry odvodime analogickym zpusobem jako
v piipadé valcové nebo sférické souradné soustavy.

A.5 Parabolicka soustava

Parabolickd souradnd soustava je ve dvourozmérné verzi (viz obrézek A.4) definovédna dvéma
tFidami parabolickych souradnicovych kiivek s konstantnimi parametry u a v (toto znaceni
opét nenf zcela ustdlené, v ruznych literaturdch muze byt ruzné) a se spoleénym ohniskem v
bodé (0,0). V trojrozmérné verzi pribude jesté (véalcova symetrie vzhledem k ose z) azimutalni
thlovy parametr ¢.
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x

Obrézek A.4: Schéma dvourozmérné parabolické soustavy v roviné x,y. Modie vyznacené jsou kiivky s

.....

stejnou posloupnosti konstantnich parametru v. V trojrozmérném piipadé (viz popis) potom vyobra-
zenému sméru y odpovidd smér z.

Transformaéni rovnice v trojrozmérném piipadé budou

T=uvcosp, y=uvsing, z= — (A.94)

Zpétné transformacni vztahy v pravoto¢ivém poradi proménnych u, v, ¢ budou mit tvar

u:\/ 22 +y2 + 22 + 2, v:\/\/x2+y2+22—2, (b:arctgg. (A.95)
x

Metricka forma parabolické soustavy bude mit tvar

ds? = (u2 + v2) (du2 + va) + u?0? d¢?. (A.96)

Kovariantni metricky tenzor g;; a piislusné Laméovy koeficienty parabolické soufadné soustavy
v poradi sméru u, v, ¢ budou,

2, .2
u® + v 0 0
gij = 0 w02 0 |, hy=VuR+02 hy = Vu? + 02, hy = w. (A.97)
0 0 u?v?

Kontravariantni metricky tenzor ¢”/ diagonalnf metriky bude tenzor s prevracenymi hodnotami
prvkl na hlavni diagondle. Jakobidn soufadnicové transformace z kartézské do parabolické
soustavy bude

J =uv (v +v?), (A.98)

jakobidnem zpétné transformace bude vyraz J~!. Nenulové Christoffelovy symboly parabolické
metriky (viz rovnice A.12) budou,

U v 2u — v 20— u
u2+v2argv:1—‘5v(rgu): ug_l_vgaFZu: u2+v2arff5v:u2+v2'
(A.99)

Loy = Ty (Ty) =



Priloha A. Ktivocaré soutadnice 145

Diferencialni operatory gradientu skalarni funkce, divergence a rotace vektoru a laplacianu
budou mit (s pouzitim formalismu Laméovych koeficientu pro ortogonalni soustavy a také
rovnic A.14 a A.20) v parabolické souradné soustavé postupné tvar,

< o B 1of
Vf= CR— v — ], A.100
I VuZ + 02V + 02" w 0¢ ( )

8% (u\/m/lu) a% (U\/mAv) 1 0Ay

A= - A.101
v u(u? + v?) * v(u? + v?) T d¢p ( )
0 0Ay 0Ay 0
O fo ov WA — VUG VuRH ot — g (uvds)
uvvu? + v2 wvvVu? + v?
% <\/u2 + 02 AU> — a% (\/u2 + 02 Au> .
+ o &, (A.102)
10 0 10 0
A woa gg) + 38 (vay) 1 & (A.103)
N (u? + v?) u2v? O¢? '

Ostatni operatorové identity a geometrické parametry odvodime obdobné jako v pripadé valcové
nebo sférické souradné soustavy.

A.6 ,,Anuloidova“ soustava

V tomto piipadé také nebudeme uvadét uplny popis vSech vztahu a operdtoru, i s ohledem na to,
ze dand soustava je pfili§ ,,specificka”, resp. tyka se pouze jednoho typu geometrického télesa,
tzv. anuloidu (toroidu) - viz obrazek A.5 (popis soustavy rovnéz odkazuje k prikladum 6.49 a
6.60). Ukdzeme pouze, jak je mozné flexibilné adaptovat principy, odvozené pro piedchozi ,,uni-
verzalni“ geometrické systémy na (v podstaté jakykoli) specidlni pfipad. Anuloidem nazyvame

z

*{|
... 0sa anuloidu

Obrazek A.5: Pfiény fez anuloidem v roviné p-z, jednotlivé sméry odpovidaji valcové soustaveé.
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téleso, které vznikne rotaci kruznice okolo osy, kterd lezi v roviné této kruznice a nemé s ni
spoleény bod (vznikne tak vélcové symetrickd trubice - torus, pfipominajici ,dusi pneuma-
tiky“).

Oznaé¢ime-li R polomér osy toru, a polomér trubice (toru), r radidlni vzdalenost uvniti
trubice vzhledem k ose trubice, ¢ tihlovou soufadnici vnitiku trubice a znaceni ostatnich sméru
bude odpovidat standardni cylindrické notaci, tj. p bude odpovidat radidlni vzdalenosti od osy
celého anuloidu, ¢ bude azimutalni thel anuloidu a z vertikalni souradnice (vse je vyznacené v
obrazku A.5), muzeme za anuloidové (proménné) souradnice povazovat r, ¢, ¢ (v pravotoc¢ivém
smyslu). Transformacni vztahy muzeme zapsat néasledovné,

x=(R+rcost)cosp, y=(R+rcost)sing, z=rsint. (A.104)

Vztahy pro zpétnou transformaci budou mit v tomto piipadé tvar
2
r= \/(x/azQ—FyQ—R) + 22, gb:arctgg, t = arcsin : - . (A.105)
x
\/(\/LUQ +y2 - R) + 22

Kovariantni metricky tenzor g;; a pifslusné Laméovy koeficienty anuloidové soufadné soustavy
budou,

1 0 0
gij= [0 (R+rcost)> 0|, h.=1,hy=R+rcost, hy=r. (A.106)
0 0 r?

Vzhledem k tomu, ze jde o diagonalni metriku, bude kontravariantnim metrickym tenzorem
g% zpétné transformace rovnéz tenzor s prevracenymi hodnotami prvka na hlavni diagonéle.
Jakobian soufadnicové transformace z kartézské do anuloidové soustavy tedy bude

J =r(R+ rcost), (A.107)

jakobidnem zpétné transformace bude opét vyraz J~!. Ostatni parametry lze snadno odvodit
analogickym zpusobem jako v pfredchozich soustavach.

A.7 Priklad neortogonalni soustavy

Podivejme se nyni na jiny mozny geometricky piipad, ktery muze vyzadovat zavedeni neor-
togondalni soufadné soustavy. Jednéd se o geometricky popis rozsahlého plynného disku, roz-
prostirajiciho se okolo velmi rychle rotujici a tudiz silné zplostélé hvézdy, ktery je v blizkosti
hvézdy velmi tenky a ve velkych vzdéalenostech od hvézdy se vyrazné vertikalné rozsituje.
Zaroven je samoziejmé rotacné (vélcové) symetricky. Obrézek A.6 schématicky znézornuje
tuto soustavu ve vertikalni roviné p-0 (¢ = konst.), soufadnicové sméry zde jsou: p - radidln{
cylindrickd soufadnice, ¢ - azimutalni thel, 8 - sféricky thel, ktery je ovSem pocitan v kladném a
zaporném sméru od rovnikové roviny. Volné parametry (kromé zvoleného rovnikového poloméru
hvézdy Req) jsou maximalni cylindrickd radidlni vzdalenost p = Rpax a maximalni sféricky 1hel,
oznaceny jako Opmax (zrcadlové k nému je O, ). Soustava je valcové symetrickd, osa symetrie
je kolma k roviné disku (z =0 A 6 = 0) a prochézi sttedem hvézdy (p = 0). Muzeme ji tedy
nazyvat napiiklad cylindricko-kénickou soustavou® (standardni, tzv. kénickd souradna sou-
stava znamend néco ponékud jiného - jde o ortogonalni soustavu, definovanou soustfednymi

5Jako zkréceny pracovni nizev budeme v dal3fm textu pouzivat vyraz diskovd soustava. Radidlni a azimutéln{
soufadnice jsou shodné se soustavou vélcovou, jednotlivé soufadnicové sméry tedy znaéime p, ¢, 6, jednotkové
bézové vektory znacime p, ¢, 6.
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/

osa soustavy

Obrazek A.6: Schématicky obrazek cylindricko-kénické souradné soustavy v roviné p-6 (¢ = konst.).

kulovymi plochami a dvéma tfidami vzajemné ortogonalnich obecné eliptickych kuzelovych
ploch s osami x a z, s vrcholy v pocatku souradného systému).

Transformacni rovnice z této cylindricko-kénické do kartézské souradné soustavy jsou (pro
lepsi grafickou prehlednost budeme v rovnicich této soufadné soustavy pro tangens pouzivat v
anglické literatufe zavedené oznaceni tan, namisto v ¢eské literatuie bézného tg)

x=pcoso, y=psing, z=ptand. (A.108)

Pro zpétnou transformaci z kartézské do diskové soustavy dostdvame®

p=+r2+y% ¢ =arctg %, 6 = arctg (A.109)

z

Analogicky k rovnicim (A.30) a (A.57) budou mit jednotkové vektory diskové baze v kartézské
soustavé tvar (viz pravidla pro s¢itani vektoru)

p=%Xcos¢p+ ysing, é& = —Xsin ¢ + ¥ cos ¢,
6 = —(Xcos ¢ + ysin¢)sinf + zcos 6. (A.110)

5V tomto misté plati totéz, co v piipadé vélcovych a kulovych soufadnic.
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Zpétnou transformaci jednotkovych bazovych vektoru (viz rovnice (A.110)) dostdvame
; N psind + @
% =pcosg— psing, § = psind + G cos o, zz%. (A.111)
cos

V diskové soustavé neni zadny z vektoru béaze konstantni. Derivace bazovych vektoru ve sméru

jednotlivych soufadnicovych os budou (z rovnice (A.110))

o b -
87[)_0’ a¢_¢)

2 _, 26 _

ap Y 8¢ p?
00 00
87p_0’ 8—¢——d)sm9,

Casové derivace bazovych vektort budou

p _0pId _

E_agb@t_qbd)’
%_@@_;4)
ot oot P

0 _oboo obon __ pf
ot 0p ot 90 ot cos 6

op
00
0
20
8@7 p+0sind
90— cos

=0, (A.112)

(A.113)

— ¢gsinh — B0 tanb.

Metrickou formu pro diskovou soustavu odvodime diferencovanim rovnice (A.108),

dz =cos¢dp — psingdpdg, dy =singdp+ pcospde,

dz =tanfdp + P dg, (A.114)

cos2 6

dosazenim do rovnice (A.2) dostdvdme nediagonélni diskovou metrickou formu ve tvaru

9 dp? 2psinf

§° = + dpdf + p° | do” + . (A.115)

cos2 6 cos3 6

cost @

Kovariantni a kontravariantni metrické tenzory soustavy se soufadnicemi v pofadi p, ¢,  budou

1 psinf
cos? 0 0 cos3 6
gi=1 0 0 |, gV=
psinf 0 p?
cos3 0 cos? 0 N

0
L
p

0

sin @ cos 0
p
0 . (A.116)

cos? 6
2

)

Jacobiho matice transformace z kartézské soustavy a matice inverzni transformace budou

cos¢ —psing 0 sin¢ 0
Jij = | sin ¢ pcoso 0 : ng — P CO; ¢ 0 :
tan b 0 cosp2 . _cos¢gsinflcosf  singsinfcosf cos? 0
p p

(A.117)
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prislusné jakobiany tedy budou,

2 29
J = |det Jij| = +/|det gi;| = cozTe’ Jl = ‘det Jigl‘ = \/|det gii| = Co; . (A118)

Nenulové Christoffelovy symboly diskové metriky jsou

1 .
0o, (1) =T%(r§,) = > %, =—p, T%; = sin 0 cosf. (A.119)

Protoze se nejednd o ortogonalni metriku (vyjadienou diagondlnim metrickym tenzorem), ne-
definujeme zde zadné Laméovy koeficienty.

A.7.1 Diferencialni operatory

e Gradient skalarni funkce f = f(p, ¢,0) v diskové soustavé odvodime stejnym zpusobem,
jako v predchozich soustavach. Jednotlivé nenulové parcidlni derivace pro diskovou sou-
stavu z rovnice (A.109) budou

op x foler Yy sin ¢
o = a0 T
ap Y ) ol x cos ¢
o VEeg T EE T o
a0 xz _ cos¢sinfcosd

Or [+ (a2 +22) p ’

00 Yz sin ¢ sin 6 cos 6

Iy Va2 (@ P+ 22) p ’
a0 VaZ+y?  cos?d
0z  x?4y?+22 p
Stejné jako v predchozich soufadnych soustavach dostavame gradient skalarni funkce,

0f | 10f  peos00f _(0f 10f cosdOf
dp  Tpog p 00  \op pdd p 09)°
Stejnym postupem jako v predchozich soufadnych soustavach muzeme také ziskat ten-
zor gradientu wvektorového pole, ktery muzeme pomoci maticového formalismu v diskové

soustave zapsat,

Vi=p (A.120)

~ -~

p (o) 0
N 04, 04,
P ap op ap
S 1oa, Ay 104, A Agsinf 1oa
R B Y L R b
cos % B @ cos 0A, cosf 0Ay B Apsin
p 00 P p 00 p 00 P

(A.121)

e Divergence vektoru (vektorového pole) A (p, @, 0) je v diskovjch soutadnicich opét defi-
novana jako skalarni soucin vektoru gradientu s obecnym vektorem, tedy

- 0 ~1 0 ~cosf O - A
A= (pZL 4 -L 40 ) (A p+ A+ A A122
v ( PR 89> (pp+ o+ 99), (A.122)
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kde ovSem, na rozdil od ortogonalnich systémt, nejsou obecné skaldrni souciny rozdilnych
vektor baze nulové, tedy neplati e;e/ = §/. Jmenovité v tomto systému bude nenulovy
soucin

eie) =p-0=—sind. (A.123)
i#]

Pfimym vypoctem a po tpravach dostavame

- 10 104, cosf0Ap sinf [ 0
VA= (pA,)+ -2y - =
(vdy) p 9¢ p 90  p |9p

(pAg) + cos 988149 (A.124)

Na rozdil od ortogondalnich soustav neni v tomto ptipadé divergence jednoduchou sto-
pou tenzoru gradientu vektorového pole (A.121), nybrz je tfeba jesté piicist prvky na
vedlejsi diagonéle (respektive ty, které odpovidaji nenulovym prvkum metrického ten-
zoru (A.116)), ndsobené skalarnim souc¢inem piislusnych jednotkovych vektoru, v tomto
piipadé rovnici (A.123).

e Rotaci vektoru (vektorového pole) A (p, @, 0) v diskovijch souradnicich nemuzeme odvo-
dit podle rovnice (A.20) (soustava neni ortogondlni), v tomto piipadé musime provést
piimy vypocet z definice rotace vektoru,

»COSQa . - "
( Lot (% ; ae) (450 + A9+ 490) . (A.125)

—

V x A=

kde musime nejprve provést vSechny (nenulové) derivace jednotkovych bazovych vektoru
(viz rovnice (A.112)), potom vektorové souciny. Ponechdme-li pouze nenulové kompo-
nenty, tj. vypustime-li nulové derivace jednotkovych béazovych vektoru a také ¢leny se
stejnymi bazovymi vektory a tedy s nulovym vektorovym souc¢inem, dostavame explicitni
vyraz

0Ay Ay 16Ap> - <1 0Ap 00508A¢>
+ 2 2P ) 1 hxb
op  p p 09 p 0 p 00
~  (cosB DA 0Ay Ap
6 P -2,
" X”( o~ p p>

(A.126)

Vektorové souciny bazovych vektort zde ovéem nebudou tak jednoduché, jako v piipadé
ortogonélnich soustav, na zakladé rovnice (A.110) pro sudé permutace dostaneme

psind + 6
cos

bx &= L dxp=PEOMO G deosh. (A.127)

cosf

Po dosazeni a upravach dostaneme vyslednou podobu rotace vektoru v diskové soustavé,
- o tané [ 0 0A 1 1 04y 0Ay
V X A =p — (pAy) — =L - —
. { p [f%(p 2 0¢}+p<0080 d¢ 59>}+
cos 6 04, 0
sO—L — — (pA
{ p [ 0 dp (o 9)] } i

(1 [0 0A,] sinf [ 1 04y 0A,
H{pcosﬁ [8 (p4s) - 8¢]+ p (cos@ op 00 ' (A.128)

A}

AN
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e Laplacidn odvodime z rovnice divergence (A.122), ve které nahradime slozky vektoru A
odpovidajicimi slozkami vektoru gradientu z rovnice (A.120), vysledny tvar (neni nutné
zde opakovat podrobny vektorovy zapis, postup je zcela obdobny, jako v predchozich
piipadech), zapsany v kompaktni formé bude

- = 10 0 1 0% cosf O 0 sin20 92

A=V -V=——|p=— S ==+ — = 0— )| ————

pOp <p80> p2og T T a0 <COS )

A.7.2 Plochy, objemy

Stejné jako v pfedchozich soustavich odvodime velikosti zakladnich ploch a zdkladniho objemu
prostorové buriky, tj. plochy a objem, ohrani¢ené jednotlivymi souradnicovymi rovinami (véetné
stejného zpusobu znaceni, dalsi znaceni viz také obr. A.6). Objem jedné buiky souradnicové
sité bude

P2 ®2 02
/p dp/d¢/c0829 p3 '01 (62 — ¢1) (Jtan o] — [tan 6, ]). (A.130)
p1 #1 61

Determinanty submatic metrického tenzoru, odpovidajici jednotlivym plocham prostorové buniky
(zpusob znaceni je popsan v rdmci popisu valcové a kulové soustavy) budou

2

p p p

Jy= =52, Jy=—=7, Jg= A.131
P cos20 T cos20’ 7T cosh ( )
a plochy jednotlivych bunék sité budou mit velikost
®2 22
S, = / <Z5/ 02l <752 — ¢1) (\tan 02| — |tan 61\), (A.132)
1
02 P2
do p3— 0t
N = =5 ([tanf[— Al
Se / o2 0 pdp 5 (|tan o] — [tan 91|), (A.133)
01 p1
1 7 “ 2 2 (¢ ¢ )
P2 —pP1 (P2 — @1
N dp | do = : A.134
S0 cosQ/p p/ ¢ 2 cos 0 (A.134)
P1 b1

A.7.3 Vektory polohy, rychlosti a zrychleni

Pii popisu vektort v diskové soustavé vyjdeme jako obvykle z jejich zdkladniho popisu v sou-
stavé kartézské, zahrneme vSechny rovnice pro derivace jednotkovych vektoru i vektorovych
slozek (rovnice (A.108)-(A.113)). Polohovy vektor v diskové soustavé bude

pp~+ 0psin

Nl
cos? 6 (A-135)

F=aX+yy + 22 =

Tento zavér jiz neni tak nazorny a snadno predstavitelny, jako v pfripadé predchozich typu
soufadnic. Vektor rychlosti ¥ bude

. 9 . ) . 9 :
az,a(p“’ tan9>+¢p¢+a<ptan P ) (A.136)

cos2 0 cos 9 cos3 6
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Vektory rychlosti a zrychleni musi byt zaroven definovany jako

—

. . - ~  _ du . - -
T=v,p+ vy + 190, d= T a,p + agd + agh. (A.137)

Derivovanim rovnice (A.136) podle ¢asu dostdvame jednotlivé slozky vektoru zrychleni v dis-
kové souradné soustaveé

p+ tan 0[p6 + 260(p + pb tan 0)] o dy, ‘9 9 ) P

- =S g2 tanf + 2

@ cos2 6 po dt po coszg /P + cos26 |’
Y
ag = pb+ 20 = L + o, (A.138)
. p0 + 20 (p + pftan ) dvg  tan66 [ . 00

= tan @ = — tan 6 .

4= s |1 + cos2 0 dt cosf \ PP + cos2 0

7 uvedenych rovnic snadno zjistime, ze pro hlavni ¢leny slozek rychlosti plati

vg — vpsinf) cos O
; .

. v .
p=vp—vpsing, d="2 §=!

(A.139)

Protoze dv/dt = 0v/ot + v - V¥, mizeme napsat zrychleni, vyjadiené v diskové souradné
soustave, pomoci slozek vektoru rychlosti

ov, Ov, g 0v, cos 0 Ov, vé + v% v, Vg sin 0
_ 9y Ov U0 9 _ A.140
o T e T pae Ty o8 p p ( )
(17-@)1};,
vy Ovy vy Ovg cosf Ovy  v,vs  Vyvgsind
_ Y% Y _ A.141
W=t Ty T e T o o p ( )
(17-6)1)(15
Ovg Ovg vy Ovg cos 0 Ovy vg sinf  w,vg sin” @
_ v Y  VyOup 9 _ : A.142
W=t Ty T o ae T, o0 p p ( )
(iﬁ)vg

Cleny na pravych stranich rovnic (A.140)-(A.142), spojené svorkou, vyjadiuji (nelinedrni) ad-
vekel, zbyvajici ¢leny reprezentujici tzv. fiktivni (setrvacné) sily - odstiedivd sila, Coriolisova
sila, Eulerova sila.

Porovnanim rovnic (A.108) a (A.139) muzeme zapsat slozky vektoru rychlosti v,, vy, vg
v diskové soustavé pomoci slozek vektoru rychlosti v, cy1, Vg, cyl, V2 Ve standardni valcové
soufadné soustavé (odstavec A.2). Dostavame tak vzajemny vztah mezi velikostmi slozek rych-
losti v obou soustavach,

z Vp?E+ 22 v
Vp = Vp,cyl T ; Uz = Up,cyl + U tan 0, Vp = Vg, cyl, Vo = P P Uy = COSZG. (A143)

Vezmeme-li dale v ivahu vertikalni hydrostatickou rovnovahu v takovém disku, v, = 0, pohy-
bové rovnice (A.140)-(A.142) budou identické s odpovidajicimi pohybovymi rovnicemi (A.52)-
(A.54) ve standardni valcové geometrii.



Priloha B

Struény uvod do parcialnich
diferencialnich rovnic

Parciélni diferencidlni rovnice jsou, na rozdil od oby¢ejnych diferencidlnich rovnic (viz kapi-
tola 3), diferencidlni rovnice, obsahujici parcidlni derivace funkei vice proménnych. Jednd se
napiiklad o rovnice vyvojové (transportni - viz piiloha C), které jsou jednosmérné v ¢ase a zpra-
vidla sméfuji k néjakému ustalenému stavu - rovnice 1. fddu (napf. tzv. Burgersova rovnice)
nebo o rovnice 2. fadu, tedy tzv. parabolické parcidlni diferencidlni rovnice, nebo o parcidlni
diferencialni rovnice, popisujici periodické déje (vlnova rovnice) - tzv. hyperbolické parcidlni
diferencidlni rovnice, nebo se jednd o tzv. eliptické parcidlni diferencidlni rovnice (Poissonova
rovnice, Laplaceova rovnice), atd. Déleni parcidlnich diferencidlnich rovnic na jednotlivé typy
je 1z praktického hlediska podstatné, ponévadz kazdy z nich se zpravidla fesi jinym zpusobem.

B.1 Parcialni diferencialni rovnice 1. radu

B.1.1 Homogenni parcialni diferencialni rovnice 1. fadu

Nejjednodussimi parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi jsou linedrni homogenni rovnice 1. fadu
dvou nezévisle proménnych z, y, vyskytuji se zde tedy pouze prvni (parcidlni) derivace v linear-
nim vyrazu

ou(z,y)

a(z,y) oy

+b(z,y) =0. (B.1)

Ou(z,y)
ox
Resenfm takové rovnice bude funkce u(z,y). Funkci dvou proménnych, reprezentovanou plo-
chou, muzeme charakterizovat pomoci vrstevnic x = z(s), y = y(s), kde s je parametr. Funkce
U [1:(5), y(s)} je tedy na vrstevnicich konstantni, muzeme ji povazovat za funkci jedné proménné

(parametru s),

du|z(s), y(s Oudxr Oud

Mzii_kiiyzoj (B.2)
ds Ords Oyds

kdy hleddame feSeni systému obycejnych diferencidlnich rovnic (tzv. charakteristické soustavy)

dz dy

— =al(z,y), = =b(z,y), B.3
& = o), o =0(z,y) (B.3)
které oznacujeme jako charakteristiky (také 1. integral). Obecnou rovnici charakteristik potom
definujeme jako ¢(z,y) = C a obecné feSeni rovnice dvou proménnych lze zapsat jako u(z,y) =

153
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(ID[gp(x,y)], kdy funkci ® lze povazovat za libovolnou funkci jedné proménné ¢. V piipadé
rovnice n nezavisle proménnych bude mit obecné feseni tvar

w(xy, ..., xy) = @[cpl(xl, R oS L ¢ 2 P ,.CUn)} (B.4)

e Piiklady feSeni linedrnich homogennich parcialnich diferencidlnich rovnic:

1. Mégjme zadanou jednoduchou homogenni rovnici dvou nezavisle proménnych,

ou ou

2 2

¢ — — =0, B.5
o Yoy (B.5)
charakteristickd soustava tedy bude dz/ds = 2%, dy/ds = %2, jejim fesenim budou cha-
rakteristiky —1/z = s 4+ C1, —1/y = s + Ca a po vylouceni parametru s dostdvdme
1)y —1/x = C = ¢(x,y). Vysledné obecné feseni tedy bude

u(z,y) = q><1 - 1). (B.6)

y
2. Jiny jednoduchy piiklad muze pfedstavovat naptiklad homogenni rovnice

@ = GxQ@,

Oz oy
jejiz charakteristickd soustava bude dz/ds = 1, dy/ds = —6x2, kdy Fesenim prvni rov-
nice soustavy bude charakteristika z = s + C; a protoze dy = —6 (s + C1)2ds, druha
charakteristika bude y = —2s3 — 65> C; — 65 C? + Cy. Vyjadifme-li z prvni charakte-
ristiky s = x — C a tento vyraz dosadime do druhé charakteristiky, dostavame rovnici
y+ 223 =203 + Cy = C = ¢(x,y). Vysledné obecné fesen{ tedy bude

u(z,y) = ¢(y + 2$3). (B.8)

K tomuto vysledku Ize ovSem dospét mnohem rychleji, uvédomime-li si, ze v piipadé
homogenni rovnice dostaneme vydélenim rovnic charakteristické soustavy obyc¢ejnou di-
ferencidlnf rovnici 1. fadu, tedy (dy/ds)/(dz/ds) = dy/dx = —622 a tedy y = —223+ C.

(B.7)

3. Mgjme zaddnu homogenni rovnici t#{ proménnych x,y, z,

(z—y)gh;—i-(a:—z)%%—(y—x)gzo, (B.9)
s okrajovou podminkou u(0,y, z) = yz. Charakteristickd soustava v tomto piipadé bude
dz/ds = (z —y), dy/ds = (x — z), dz/ds = (y — x), po jejim secteni dostdvame dz/ds +
dy/ds + dz/ds = 0 a po integraci podle s dostavame = + y + z = C1. Protoze zadana
rovnice obsahuje tfi proménné, potiebujeme jesté jednu obecnou rovnici charakteristik,
napiiklad vynasobenim kazdé charakteristiky odpovidajici proménnou dostaneme vyrazy
zdx/ds = (z — y)z, ydy/ds = (z — 2)y, zdz/ds = (y — z)z. Po jejim seCteni (opét
s nulovym sou¢tem), po jeji integraci podle s a po vyndsobeni dvéma (kdy 2’ = dz/ds,
atd.) dostavame 2z’ + 2yy’ + 222’ = 0 a tedy 22 + y? + 22 = C. Obecné feseni bude

u(z,y,2) = @(z+y+ 2,2° + y* + 2%). (B.10)

Po dosazeni okrajové podminky dostaneme <I>(y +z,9% + z2) = yz, oznac¢ime-li y + z =

¢, y? + 2% = 1, mizeme psit <I>(§, 7)) = (£2 — ) /2. Explicitnim Fe§enfm okrajové tilohy

bude funkce

(z4+y+2)%— (2% +y?+ 22)
2

u(z,y,2) = =y +rz + yz. (B.11)
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o Nelinedarni homogenni parcidlni diferenciidlni rovnice - neviskézni Burgersova
rovnice:

Jednd se o nelinedrni rovnici (nazyvanou také transportni rovnice) funkce u(t, x) dvou nezavisle
proménnych ¢,z (kdy v prostorovém ¢lenu je tato funkce ndsobkem, tj. vy$si mocninou), kterd
popisuje nelinearni postupnou vinu. V jednorozmérném piipadé ma podobu

ou ou

o Tz =0. (B.12)

Charakteristické rovnice vzhledem k rovnici (B.12) budou

dt dz du

— =1, — =u, ataké — =0. B.13
ds " ds ’ dt ( )
Z prvni rovnice vyplyva t = s, jako parametr muzeme tedy zvolit ptimo t. Tfeti rovnice Fika,
ze u je konstantni podél charakteristik, ze druhé rovnice potom vyplyva, ze charakteristiky
budou piimkami v roviné z,t. ReSeni druhé a tieti charakteristické rovnice je jednoduché:

x=ut+Cq, u=Cs. (B.14)

Uveédomime-li si, ze Cy musi byt funkei C1, tedy Cy = C3(C}), substituci x —ut za C; dostdvame
obecné TeSeni parcialni diferencialni rovnice:

u(z,t) = Co(x — ut) = &(z — ut). (B.15)

Pro jednozna¢né urceni obecné funkce ® zavedeme pocatecni (okrajovou) podminku, napiiklad
u(z,0) = z. Potom miizeme psat u(z,0) = Co[z—u(z,0) - 0] = z a tedy Ca(z) = z. Dostdvdme
rovnici u = x — ut, vysledné jednoznacéné feSeni v tomto piipadé bude

s
14+t

u(z,t) = (B.16)

B.1.2 Nehomogenni parcialni diferencialni rovnice 1. fadu

Nehomogenni parcialni diferencidlni rovnici 1. fddu dvou nezavisle proménnych muzeme obecné
zapsat ve tvaru

o) P b0, ) P oy, (B.17)

Obdobné jako v ptipadé homogenni rovnice muzeme psat

du(z(s),y(s)] _ Oudz  Oudy _

ds - %ds @ds - f(x7y>7 (B18)

kde potom hleddme feSeni systému charakteristickych rovnic

dx

d d
= =al@y), 32 =b.y), T = fla.y), (B.19)
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e Priiklady feSeni linearnich nehomogennich parciialnich diferencialnich rovnic:

1. Uvazujme jednoduchou nehomogenni parcidlni diferencialni rovnici dvou nezéavisle promén-
nych

Ou + u _ x s okrajovou podminkou u(z,a) = 1, (B.20)

8z ' Ay

kde a je konstanta. Ze systému rovnic (B.19) vyplyva charakteristickd soustava dz/ds =
1, dy/ds =1, du/ds = x. Vydélenim prvnich dvou charakteristickych rovnic a napiiklad
tfeti a prvni, dostdvdme charakteristiky C; = y — x, Co = u — x2/2. Dostdvame tedy
obecné feSeni parcidlni diferencidlni rovnice ve tvaru:

Oy —x,u—2?/2) =0, (B.21)

kde @ je libovolna funkce charakteristik. PfepiSeme nyni rovnici pomoci okrajové podmin-
ky jako funkci charakteristik a konstant, tj. ®(a — z,1 — 22/2) = ®(C4,Cy) = 0, z prvni
charakteristiky potom vyplyvd x = a — (4, z druhé charakteristiky dostavame Co =
1—(a—C1)?/2. Posledn{ vyraz miizeme piepsat jako 1 —(a—C1)?/2—Cy = ®(Cy,Cy) = 0,
po dosazen{ do charakteristik dostaneme explicitn{ vyraz 1— [a? —2a(y—z)+ (y—x)?] /2—
u + 22 /2 = 0. Vysledné feseni okrajové tilohy pro zadanou rovnici potom bude

y2+a2

u(z,y) =zy+aly —z) — + 1. (B.22)

2. Nehomogenni parcidlni diferencidlni rovnice dvou nezavisle proménnych ma tvar
y— — x— = y*> — x%, s okrajovou podminkou u(zx,a) = 2% — a?, (B.23)

kde a je konstanta. Ze systému rovnic (B.19) vyplyva charakteristickd soustava dz/ds =
y, dy/ds = —x, du/ds = y?—22. Viimnéme si, ze v tom pifpadé plati y dz/ds+x dy/ds =
du/ds. Rovnice dy/dz = —x/y, jeji integrace déva prvni charakteristiku z? 4 y? =
Ci. Rovnici ydz/ds + xdy/ds = du/ds muzeme zapsat jako d(zy)/ds = du/ds, po
jeji integraci dostavame druhou charakteristiku u — xzy = Cs. Obecné FeSeni parcialni
diferencialni rovnice bude mit tvar:

d(2® 4+ y*,u—xy) =0, (B.24)

kde @ je libovolna funkce charakteristik. PfepiSeme nyni opét rovnici pomoci okrajové
podminky jako funkci charakteristik a konstant, tj. ®(z?+a? 22 —a?—ax) = ®(Cy,Cs) =
0. Z prvni charakteristiky vyplyvd x = ++/C} — a?, z druhé charakteristiky potom vy-
plyne rovnice pro obé charakteristiky ve tvaru C; — 2a? T ay/C; —a2 — Co = 0. Po
dosazeni ptivodnich vyrazii do charakteristik dostaneme explicitni vyraz =2 4+ y? — 2a% F
a(+£v/2?+y? —a?) —u+ ay = 0. Vysledné feseni okrajové tlohy pro zadanou rovnici
bude

u(z,y) = 2+ y? + 2y — ay/a? + y2 — a? — 2a°, (B.25)
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o Piiklady feSeni nelinearnich nehomogennich parcidlnich diferencialnich rovnic:

1. Nehomogenni nelinearni parcidlni diferencidlni rovnice dvou nezavisle proménnych ma
tvar

2
xu@ + yu@ = —xy, s okrajovou podminkou u (:U, a) =h, (B.26)
Oz oy x

kde a, h jsou konstanty. Ze systému rovnic (B.19) vyplyva charakteristickd soustava
dz/ds = zu, dy/ds = yu, du/ds = —zy. Integrace rovnice dy/dx = y/x davd prvni
charakteristiku y/z = C7. Vsimnéme si, ze v tomto piipadé plati ydz/ds + x dy/ds =
2uzy, tuto rovnici mizeme tedy zapsat jako d(zy)/ds = —2udu/ds = —du?/ds, po
jeji integraci dostavame druhou charakteristiku u? 4+ zy = Co. Obecné feseni parcialni
diferencialni rovnice bude mit tvar:

o (%,u2 + xy) =0, (B.27)

kde @ je libovolna funkce charakteristik. PfepiSeme nyni opét rovnici pomoci okrajové
podminky jako funkci charakteristik a konstant, tj. ®(a?/x2 h? 4 a2?) = ®&(Cy,Cs) = 0.
Z prvni charakteristiky vyplyvd x = 4++/a?/C4, z druhé charakteristiky potom vyplyne
rovnice pro obé charakteristiky ve tvaru h? +a? — Cy = 0. Po dosazeni ptivodnich vyrazi
do charakteristik dostaneme explicitni vyraz h? + a? — u? — zy = 0. Vysledné feseni

okrajové tlohy pro zadanou rovnici bude

u(z,y) = \/h? + a2 — xy. (B.28)

2. Nehomogenni nelinedrni parcidlni diferencidlni rovnice dvou nezavisle proménnych ma
tvar

yu% - xu% =z —y, s okrajovou podminkou u(z,z) = h, (B.29)
ox Jy
kde h je konstanta. Ze systému rovnic (B.19) vyplyva charakteristickd soustava dz/ds =
yu, dy/ds = —zu, du/ds = x — y. Opét zde integrace rovnice dy/dz = —x/y davéd prvni
charakteristiku 22 + 32 = C;. Rovnici dz/ds + dy/ds = d(x + y)/ds mzeme zapsat jako
d(z +y)/ds = u(z — y) = udu/ds, po jeji integraci dostavame druhou charakteristiku
u? + 2z 4 2y = Cy. Obecné feseni parcidlni diferencidlni rovnice bude mit tvar:

(2 + % u? + 22 +2y) =0, (B.30)

kde @ je libovolnd funkce charakteristik. PfepiSeme nyni opét rovnici pomoci okrajové
podminky jako funkci charakteristik a konstant, tj. ®(222, h? 4+ 4z) = ®(Cy,Cy) = 0.
Z prvni charakteristiky vyplyva x = +/C1/2, z druhé charakteristiky potom vyplyne
rovnice pro obé charakteristiky ve tvaru h? + 4,/C; /2 — Cy = 0. Po dosazeni puvodnich
vyrazu do charakteristik dostaneme explicitni vyraz h?42v/2/22 + y2 —u? —22—2y = 0.
Vysledné fesSeni okrajové tdlohy pro zadanou rovnici bude

u(z,y) = \/2\/2(a:2+y2) — 2z — 2y + h?. (B.31)

Analogickym zpusobem lze fesit (témér) jakoukoli parcidlni diferencidlni rovnici 1. fadu. Pod-
statné je vzdy nalezeni jisté symetrie v zadani rovnice, kterd umozni sestaveni charakteris-
tickych rovnic a nalezeni piislusnych charakteristik. Zajemce o hlubsi porozuméni této proble-
matice odkazuji napiiklad na skripta Arsenin (1977); Pospisil (2006); Franct (2011).
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B.2 Parcialni diferencialni rovnice 2. fradu

B.2.1 Klasifikace parcialnich diferencialnich rovnic 2. fadu

Obecnd parcidlni diferencidlni rovnice 2. fadu funkce u(z,y) (pro jednoduchost se omezime
pouze na funkce dvou proménnych) ma tvar:

9%u 9%u 9%u

a1 (z, y)@ + a1a(z, y)c‘)T8y + aga(, 9)872+
ou

ou
+ bi(z,y) — + ba(x,
1(z,y) 2 y)ay

+ c(z,y)u +d(z,y) = 0. (B.32)
oz
nebo, ve zjednodusené notaci, pouzivané v dalsim textu (u, = Ou/0x, Uz, = 0%u/0x?, atd.) :

a11(z, Y)uzz + a12(, Y)uzy + a22(T, y)uyy+
+ b1 (z, y)ug + ba(z, y)uy + c(z, y)u + d(z,y) = 0. (B.33)

Typ rovnice (v pfipadé funkce dvou proménnych) je ur¢en nasledujicimi podminkami:

a1age — a3y =0 rovnice parabolicka, (B.34)
a11a9 — a%Q <0 rovnice hyperbolické, (B.35)
a11ass — a3y >0 rovnice elipticka. (B.36)

Upravou obecného tvaru rovnice transformaci do novych proménnych prostfednictvim kvadra-
tické formy lze ziskat kanonicky tvar rovnic:

a11(z,y)uy — ag2(T,y)uyy + ... =0 rovnice parabolicka,
a11(x, Y)Ugy — a22(T, Y)Uyy + ... =0 rovnice hyperbolick, (B.37)
a11(x, Y)Ugg + a22(T, Y)Uyy + ... =0 rovnice elipticka.

V ptipadé rovnice vice proménnych je situace komplikovanéjsi, typ rovnice je jednoznaéné urcen
tzv. matici kvadratické formy, resp. druhem jeji definitnosti. Piikladem transformace obecného
polynomu druhého stupné na kvadratickou formu muze byt:

1\%2 1 2
<x+3y> —fy2+72

3 3
x—i—l 2—|—§2
3Y 9Y

5
} dostavame 3 £2 + 3 €2, coz lze zapsat jako:

2 2
3x2+2xy+2y2—3<x2+my+y2> =3 5 3

=3

1\? 5
=3 = 242 B.38
<x+ 3y> + 3y (B.38)

T+ 3y=~&

Substituci {
y=2E&

3 0
&
(& &) 0 g <€2>. (B.39)

Obdobnym zptisobem muzeme transformovat obecnou parcidlni diferencialni rovnici 2. fadu:
pokud je diagonélni matice kvadratické formy pozitivné nebo negativné definitni, tj. jeji vlastni
hodnoty (viz rovnice (2.17)-(2.19)) jsou bud vSechny kladné nebo vSechny zaporné, potom
se jedna o rovnici eliptickou. Pokud je diagonélni matice kvadratické formy indefinitni (tj. kdy



Priloha B. Struény dvod do parcidlnich diferencidlnich rovnic 159

nékteré vlastni hodnoty jsou kladné, nékteré zaporné), potom se jedna bud o rovnici hyperbo-
lickou (odlisuje se znaménko pouze jedné vlastni hodnoty) nebo ultrahyperbolickou. Pokud je
diagonalni matice kvadratické formy semidefinitni (nékteré vlastni hodnoty jsou nulové), potom
se jednd se o rovnici parabolickou (jedna vlastni hodnota je nulovd), pfipadné tzv. parabolickou
v SirSim smyslu.

Kanonicky tvar jednotlivych typu rovnic, napiiklad pro obecnou funkci ¢ty proménnych
u = u(x1, T2, 3, 24), vypadd potom schématicky nasledovné:

Pu  %u  0%u  Ou
—t+t—+=—=F+t—+...... =0 bolicka B.40
895% + ax% + 8I§ B + parabolicka, ( )
0? 0? 0 0
81‘? + &”Bg + 87;3 + 87;4 +oo =0 parabolickd v §ir§im smyslu, (B.41)
Pu  *u  0Pu  u
—t—+t=——"=—=+...... =0 h; bolicka B.42
o0x? * Ox3 * Oox3 O3 * YPErbOueEa, (B42)
Pu u Pu O*u L
875% + aixg - 871‘?)) - 671‘[21 + .o =0 ultrahyperbohcka, (B43)
Pu  0u  0u  O0*u
—t+t—+t——=+=——+...... =0 lipticka. B.44
ox? Oz 032 * Ox? * cHphicEa ( )
V dalsim vykladu ukazeme feSeni nékterych vybranych parcidlnich diferencidlnich rovnic pa-
rabolickych, hyperbolickych a eliptickych.

o Fyzikalni podoba parabolickych parcidlnich diferencialnich rovnic

Nejobvyklejsi tvar parabolické parcidlni diferencidlni rovnice (napi. rovnice vedeni tepla) je:
wp = k(Ugz + Uyy + .. .), (B.45)

kde ,konstanta“ k (coz nemusi byt doslova konstanta, ¢len k pouze neobsahuje funkci promén-
nych z,y,...) ma vyznam: k = \/(cpp), kde X znamend soucinitel tepelné vodivosti, ¢, tepelnou
kapacitu (pfi stdlém tlaku) a p hustotu.

B.2.2 Metoda fundamentilniho feSeni (metoda Greenovy funkce)

Reseni rovnic pomoci formalismu Fourierovy transformace a konvoluce funkei, zavedenych
v odstavci 9.2, si detailnéji ukdzeme na nédsledujicich fesenych piikladech (v dalsim textu bu-
deme vzdy uvddét zkratkami LS levou stranu rovnice a PS jeji pravou stranu) parabolickych
parcidlnich diferencialnich rovnic:

e Homogenni rovnice, nehomogenni obecna pocatecni podminka:

Homogenni tilohou rozumime rovnici bez bez zdroje tepla, tj. bez pravé strany, nehomogenni
prava strana znamend dodateény zdroj tepla. V piipadé homogennich pocatecnich respektive
okrajovych podminek je piislusnd funkce v case t = 0, piipadné na definovanych okrajich,
nulova.

ug = a*Ugy, t > 0, x € R, s nehomogenni pocateéni podminkou u(0, ) = ¢(x). (B.46)
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LS: u(t,§) = /OO us(t, z) e da = Uy (t, ). (B.47)

—0o0

o0

PS: Gn(t9) = [

—0o0

U (t, ) e 728 d = [uw efi‘rg] - +i¢ / Uug (t,2) e 7% do = —£270(€).
—

0
(B.48)

Dostavame tedy obyc¢ejnou diferencidlni rovnici 1. fddu s jednodusSe separovatelnymi promén-
nymi: u(£) = —a?£20(€), jejiz feseni snadno uréime jako u(€) = C ="t respektive u(t, &) =
C(€) e=9°€"t Funkei C(€) uréime z poéétecni podminky (B.46): (0, €) = §(£) = C(€), U(t, €) =
C(£) et Zavedeme funkei G(t,z) (Greenovu funkei) jako zpétny Fouriertiv obraz (vzor)
funkee G (t, ) = =€, dostavame tedy G(t, &) = 3(€)-G(t,€) = (p * G)(£,€), a tedy u(t,z) =
(p* G)(t,x):

G(t,z) / G(t, &) e de = — / e gibT q¢ — 1 / e~ (@*€¥—itw) qe —
2m —00 —00

2m
0 iz 22 Q \/ = z?
- 1/ o VLA o iem de = { M 77} L eum = Gt (BAY)
21 avtdg = dn 2av/mt

Vysledné feseni zadané parabolické parcidlni diferencidlni rovnice potom bude
o0 1 o0 (z y)2

u(t.a) = (¢ G)(t.) = [ o0) Gt —y)dy = —— Wy (B0

V obecném piipadé, kdy u(7, x) = ¢(z) dostdvame vyslednou funkei ve tvaru:

(z—y)?

u(t, x) Je 12(t-7) dy. (B.51)

= ot L

e Nehomogenni rovnice s homogenni poc¢atec¢ni podminkou:

Uy = a*uge + f, t >0, 2 € R, s homogenn{ poéatecni podminkou u(0,z) = 0.
t

Piedpokladdme Feseni ve tvaru: u(t, x) w(t,z,0)do, kdy

Wy (t, 2, 0) do, potom plati

y
/

t
u(t,x) = w(t, x,t) +/ we(t, z,0) do, ug(t,x) =
0

t
w(t, z,t) +/ we(t,x,0)do = a2/ Wy (t,x,0)do + f(t,z), to odpovida
0 0

t
/ [wt(t,m,o) — Wy (t, a)] do = f(t,x) —w(t,z,t), z toho vyplyva
0 — 2
pfedpoklad =0 predpoklad =0

wy(t, T, 0) = a®wey(t, ,0), s pocateéni podminkou w(eo, z,0) = f(o,z), tedy

(z—y)®
w(t,z,0) = e 1a%(t=0) dy. (B.52)

2a\/7rt—a/ fey)

Vysledné feSeni bude

_ _(z=y)?
u(t, 4a2(t-0) do dy. B.53
a: 2a/ /oo t—U o ( )
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o Nehomogenni rovnice s nehomogenni pocatecni podminkou:

Uy = a*ugy + f, t > 0, z € R, s nehomogenni pocatecéni podminkou u(0,z) = ¢(x). (B.54)

Z linearity vyplyva, ze funkci lze rozdélit nasledujicim zpisobem:

u(t,z) = v(t,z) + w(t, x), (B.55)
v(t, ) = a*vgy + f, v(0,2) =0 1. funkce, (B.56)
Wy = a* Wy, w(0,x) = p(z) 2. funkce. (B.57)

Z pocatecni podminky ¢(z) = v(0,2) + w(0,z) = w(0, x), kde ovsem v(0, z) = 0, dostdvame:

) t (o)
ult, ) = / o(y) Gz, y,t) dy + /0 / F(0.9) Clay.t — o) dody =

—00

1 o0 _(@-p)? 1 [t [ flo,y) —te—w®
— e %t d +/ / D o 4a2(-o) do dy. B.58
2a+/t /_oo(p(y) YT 2 0 J-coVt—0 Y (8B.58)

B.2.3 ReSeni parabolickych parcidlnich diferencidlnich rovnic Fourierovou
metodou (metodou separace proménnych)

Metodu, ktera se velmi ¢asto pouziva pii feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic 2. fadu, si opét

detailnéji ukazeme na fesenych prikladech parabolickych parcidlnich diferencidlnich rovnic.

e Homogenni jednorozmeérna tloha, homogenni okrajové podminky, obecna poca-
tecni podminka:

Ut = a* Uy, t > 0, 2 € (0,0), u(0,2) =p(x), u(t,0)=0=u(t?). (B.59)

Predpokladame, ze funkci u(t, z) 1ze vyjadiit jako soucin dvou separovanych funkei, kdy kazd4
je funkei jen jedné z obou proménnych: u(t,z) = T'(t)X(z). Obé strany rovnice (B.59) lze
potom vyjadfit nasledujicim zptusobem:

Tl X/l .
T'X = a*TX", separujeme do podoby 2T x —\. Reseni PS potom bude  (B.60)
a
X"+ AX =0, z toho vyplyvé X (z) = v(z) = Asin V Az + B cos VAz. (B.61)

Zahrnutim okrajové podminky ziskdme prislusné koeficienty PS:

km

X(0)=B=0, X(¢) = Asin VM = 0, a tedy VA = R (B.62)

kde konstanta A muze nabyvat libovolné hodnoty (napf. 1). PS muzeme tedy zapsat jako
k
Xj = v =sin (Zz) . (B.63)

LS fesime jako obyc¢ejnou diferencidlni rovnici 1. fadu,

T’ 2 o4 —a?Apt —(akm)*
T ="a A, z toho vyplyva T = Cr e R =Cre Ve )Y (B.64)
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Obé takto nalezené separatni funkce potom zapiseme jako soucin:
e akm 2t kﬂ'
u(t,z) = ch e (“7) T sin <£ l’) . (B.65)
Fourieruv koeficient C} ziskdme pomoci poc¢atetni podminky:
= km = 1 ¢
x) = ch sin (Z :r:) = ZO"‘ vk, atedy Cf = Hka2/ w(&) v (&) dE. (B.66)
k=1 k=1 0

Normu ||vg|| funkece vy fesime jako normu spojité definovaného vektoru (viz rovnice (2.1)), tedy

Hvkw:/vk £)de = /sm ()ds—g kzﬁfoégo@)sm(k 5)d§ (B.67)

Vyslednou funkci mizeme potom zapsat ve tvaru

u(t, z) EZ/ [ sm< g) d{] ~(4) "t in <sza:) (B.68)

e Homogenni dvourozmérna dloha, homogenni okrajové podminky, obecna poca-
te¢ni podminka:

Veden{ tepla v pravouhlych smérech:
U = CL2 (uazx + uyy) , 1>0, z € (Oagl)a Y€ (Oa£2)7 u(O,x,y) = Qo(xay)a
u(t,0,y) =0=u(t,l1,y), u(t,z,0) =0=u(t,z,¥l2). (B.69)

Piedpokladame tii funkce, které 1ze separovat (srovnej rovnici (B.60)), takze kazd4 je funkei jen
jedné ze ti{ proménnych: v = TXY . Obé strany rovnice (B.2.3) lze potom vyjadfit ndsledujicim
zpusobem:

T/ X// Yl/

T'XY =a*(TX"Y + TXY"), tedy —5 = = + — = —(A\1 + o). B.70
a ( + )7 edy 2T X + % ( 1+ 2) ( )
Dale predpokladame:

X/l Y/l
T\ =) B.71
X 1, Y 25 ( )
coz si muzeme dovolit vzhledem k néslednym tpravam LS rovnice. Dostdvame tak feseni PS,
X, = sin LU , Y, =sin njy . (B.72)

€1 52

LS opét fesime jako obycejnou diferencidlni rovnici 1. fadu,

T—Cpe " () "+ ()] " (B.73)

Vsechny tfi nalezené separatni funkce potom zapiSeme jako soucin

u(z, y, ) Z Come " {<%>2+<%>2} "« sin <”er> sin <727Ty> . (B.74)

m,n=1 2
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Fouriertiv koeficient ziskdme pomoci poéateéni podminky:

1 bl . mm . nm
Cm:“7WA(A¢@mm«£f%m<évMM, (B.75)

Norma ||vpy,|| funkce vy, je analogicky k rovnici (B.67) déna jako

bl 1 1 124
|vmn\|2 / / sin <m7r§> sin? <n;r277> dédn = B [ﬁ]gl X B [77]62 = % (B.76)

Vyslednou funkci mizeme zapsat ve tvaru:

b e mnré\ . [(n
€1£2 2 / / [ (& sm< )sn<£2>d§dn}

Xeaﬂoﬁ>+(gdthmn<?fx>$n<£: > (B.77)

u(z,y,t) =

V ptipadé nehomogennich okrajovych podminek bude nalezeni partikuldrniho feSeni kompli-
kovanéjsi:

¢ Homogenni jednorozmérna tiloha, nehomogenni okrajové podminky, homogenni
pocateéni podminka:

Chladnuti tyce:
Up = a*Ugy, t >0, x € (0,0), u(0,2) =0, u(t,0) =T, u(t,l) =T, (B.78)

Funkei linearizujeme: u(t, x) = v(t, ) +w(t, z), kdy funkce w(t, x) prejde na staciondrni funkci
w(z) a bude splhovat okrajové podminky nésledujicim zpusobem:

w(t,0) =Ty, w(t,l) =Ts, v(t,0) =wv(t, ) =0. (B.79)

Pro stacionarni funkce dale plati,

Ty — T T =Ty
x

w(z) =T+ , v(0,2) =-T1 + 7 (B.80)
v(0,2) + w(0,z) = 0 a tedy v(0,z) = —w(0, z). (B.81)

Rovnice (B.78), rozdélena pro obé funkce v a w bude mit tvar
— 42 _ 2
Vp = A Vgg, Wi = A Wey, (B.82)

kdy ovSem prostorové derivace funkce w budou

BT

Wy = 7 Wep = 0, Uy = aVgp, v = XT, (t,0) =0 =w(t,0), (B.83)
X(z) = AsinVz + Beos VAz a tedy X = sin (lZTx) , (B.84)

§ = io o (45) iy (’1) | (B.85)
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Obrézek B.1: Schématické zndzornéni{ prubéhu funkce w(x).

7 pocatecni podminky dale vyplyva

> (k7w T — 1> .
x) = Z C sin 7= =T1 + 7 L E toho vyplyva:
k=1

L) e U
- o (7 e ()
= e 2R [ (k;gﬂ it [l (i) ac) -

M -] - 2B e o (B2) - (B1) e

Vyslednd funkce bude mit tvar:

g () (e (r) e

e Nehomogenni jednorozmeérna uloha s konstantnim zdrojem tepla 7, s homo-
gennimi podminkami:

u(t,x) =Ty +

Uy = a®ugy + T, t >0, z € (0,£), u(0,z) =0, u(t,0) =0 =u(t,£). (B.88)

u(t,z) = TX, X(z) = Asin Vx4 BcosVAz, Xp(z) = vp(x) = sin (kgrx> : (B.89)
Zvolime rovnici ve tvaru

ch sm< > (B.90)

a pomoci dalsi podminky ziskdme nehomogenni obycejnou diferencialni rovnici

CL(t) + a* O (t) = Fy(t), kde Fi(t) je Fourieriiv koeficient nehomogenity. (B.91)
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Tuto rovnici ddle fesime:

Ft2) = i Fi(t) sin <k€7rx> a tedy Fi(t) = % j F(t,€) sin (’“Zg) dé =

k=1

0

2 [t ke 2Ty ¢ ke 18 2Ty )
== Tysin [ — =—— |= — =—|1—-(—1)"|. B.92
z/o Osm<65>d§ Klwr[cosﬂg]o L D] (B.92)

Nejdiive fesime homogenni rovnici
/ o (k7 ? — (k)% -
Ci(t) = —a A Cr(t) atedy Ci(t) = K(t)e"\ ¢/ ") z toho vyplyva (B.93)
, akm\* L (skm)2 g (skm)?

Ci(t) =— 7 Kt)e Ve ) "+ K'(t)e Ve ) % (B.94)

Dosazenim do nehomogenni rovnice dostavame

. <W>QK@) (B4 gy e () 4 (a’“f)QK(t) ()

¢ ‘
- % [1 - (-1)@ , 2 toho vyplyvd K'(t) = 2% [1 - (—1)k} o(25)’t, (B.95)
K(t) = (aliwf 2?? [1 - (—1)’f} (*F)t 4 K. (B.96)

Z pocateéni podminky Cx(0) = 0 vyplyva:

¢ \? 21 alen \2
Cult) = <m> /T; [1 . (—1)’?} + Kye ()t kde C4(0) = 0, tedy

Ky = — (alir)Q % 1- (1] = (alirf % (1 —1]. (B.97)

Vysledna funkce bude mit tvar:

[e.o]

ut,z) =Y (1 - e*(“’“T”)Qt) % <a£7r)2 [1 - (-1)’“} sin <k;:n> . (B.98)

k=1

Ci(t)

e Nehomogenni jednorozmérna tloha s nekonstantnim zdrojem tepla, homogenni
podminky:

U = a*Ugy +tx, t >0, x € (0,£), u(0,2) =0, u(t,0) =0=u(t?l), (B.99)

u(t,z) = TX, X(z) = Asin VAz 4+ Bcos V Az, Xp(z) = v(z) = sin (kgrx) . (B.100)

Opét feSime rovnici ve tvaru:

u(t,x) = Z Ci(t) sin (k;x) , tedy CL(t) + a? \pCi(t) = Fi(t). (B.101)
k=1
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Tuto rovnici déale fesime:

0
2 [t km 2t l km ¢ A km
== [ tsin| —¢)dé=="< |—— — — —-&)dE =
e (e (5 o & fon ()]
2t (2 20t
=S — (D)) == ()" = FR() (B.102)
{ krm km
Homogenni obycejna diferencialni rovnice:
/ o (k7 ? —(M)Qt fos
Cip(t)+a Vi Cr(t) =0 tedy Ci(t) = K(t)e "\ 2 ) ") z toho vyplyva
, akm\? —(2kx)? 1) o (21) %
Crp(t) = — 7 K(t)e \'¢ +K'(t)e Ve )" (B.103)

Opét dosadime do nehomogenni rovnice, dostavame:

_ (m>2K(t) e (F)V Kty e (F) 1 4 <m>2K(t) e () = 2L tedy

l l ke
K'(t) = % (—1)Fe(557) (B.104)
K(t) = ;fr(—l)kﬂ/te(a’f)% dt = %(—1)“1 [t (a:ﬂ>2 e(akf)Qt] - (aliﬂ>2/ ()
K(t) = %(—1)“1 [t (alir>2 e("‘“e”)2t] - <a:7r>4 (E)t 4 Ky, (B.105)
Ch(t) = Ky ()t ¢ %(—1)’“+1 [t <alir)2 - <afm>4] . (B.106)

Cr(0) =0, tedy Ky = %_(—1)“1 <a£7r>4 a tedy
Ch(t) = %(—1)“1 <a£w)4 le-<“’2”)2t i <“’Z”>2 - 1] . (B.107)

Vyslednd funkce ma tvar:
(t,z) = i 276(_1)“1 - 4 em(=)"t +1 akm : — 1] sin ke (B.108)
ut,r) = T CLkIT[' f 1 f X | . .

e Nehomogenni jednorozmérnd rovnice s nehomogennimi podminkami (néstin
feseni) :

w = aPtgg +t, t> 0, z € (0,0), u(0,2) = (), u(t,0) = ui(t), u(t,l) = us(t). (B.109)
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Funkci u(t, z) opét rozlozime: u(t, x) = v(t, x)+w(t, x), kde w bude spliiovat okrajové podminky.

V4 Wy = a®Vgy 4+ P Way + f atedy vy = vy + f+ AWy — W . (B.110)
—_—
nehomogenita

o(x) =v(0,2) + w(0,x) a tedy v(0,x) = p(z) — w(0, z). (B.111)

Pomoci funkci v a w feSime tlohu v principu stejné jako v predchozich pfipadech.

B.2.4 Jednoduché priklady prostorovych tloh

e Teplota v nekoneéném rota¢nim valci (pouziti Besselovych funkei) :

1
up = a’ <upp + up) , radidlni ¢ast laplacianu ve vélcovych soufadnicich (A.46), (B.112)
P
t >0, pe€(0,c) kde ¢ je polomér vélce, u(0,p) = f(p), u(t,0) =0 = u(t,c). (B.113)
Separaci proménnych:
T’ R"” 1R’
= R(p)T(t) a tedy —— = — —\? B.114
w= ROIT(O) o tedy 3= G+ - = A (B.114)
po upravé dostiavame
PS: pR" + R' + A\?pR = 0,
LS: T' 4 a?\*T = 0. (B.115)
Substituci A\p = z dostavame tzv. Besselovu rovnici s indexem v = 0,

d dRrR a2 d? d? d
r_\dn i _ == il z toho vyplyvé zd—;j + £ + 2R =0, (B.116)

dp T dz dp? dz2’

kdy obecnd Besselova rovnice ma tvar 22y” + zy’ + (22 — v?)y = 0. Jejim fesenim je funkce

@) =(3) Z;Ml),jﬂ)( )%’ z niz vyplyva Jo(x):i(@!l))zk (9% (B.117)

k=0

o
kde vyraz I'(v+k—+1) je tzv. I" funkce, definovand jako I'(z) = / e t*~1 dt. V nasem piipadé
0

dostavame reSeni PS ve tvaru
R(z) = Jo(2), a tedy R(p) = Jo(Ap), a tedy Jo(Anp) = Ru(p), (B.118)

s okrajovou podminkou Jg(A,c) = 0, kde ), je kofenem této rovnice. Resenfm LS bude funkce

202t

To(t) =e™@ (B.119)

Pomoci tzv. Fourierova-Besselova rozvoje, definovaného jako > 72 ; CpJy, (Apz) = f(z) v kazdém
bodé spojitosti funkce f(x), ziskdme koeficient C,, (Fourieruv-Besseluv koeficient), kdy obecné
plati:

Cp = / EJL (MG f(EdAE, n=1,2,3..., v naSem piipadé tedy  (B.120)
cQJVH nC)

62J
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Vysledend funkce bude mit podobu
2\2
P =5 [€ Jo(An€) f(€) dg] e, (B.122)
c? ot J2(\nc) "
e Chladnuti koule (homogenni rovnice) :
ur = a’Au, t >0, 22 4+ y% + 22 < R? kde R je polomér koule ,
u(0,2,y.2) = (Va2 + 12+ 22) = () a tedy u(0,7) = f(r), v € (0, R),
u(t,x,y,z) = u(t,r), u(t,0) =T, u(t,R) = (B.123)
Jednotlivé parcialni derivace budou:
Up = UrTy + UpPe + Uy, 2 toho vyplyva u, = urg, (B.124)
~—_——— r
0
2 z 2 2 2
x r—axZ T re—z
Ugpr :urrr—2+ur 2 r :urrr—2—|—urT, (B125)
Ay = ur,nglj + y2 tz + u, ! (w 3 yore ) = Upp + — Uy, 2 toho vyplyva (B.126)
r r r
2
uy = a’ (uw + ur> (sféricka radidlni ¢ast Laplacidnu - viz rovnice (A.72)). (B.127)
T
Pomoci substituce v(r) = ru(r) a tedy u = v/r dostdvame:
1 1 1 2 1 1 1 2 2 1
up = ;vt, Uy = —T—Qv + ;vr, Upy = T—31) — g~ T—er + ;vrr = T—Sv — ﬁvr + ;vrr, (B.128)
2 1 2 2 1 2 2
up = a’ <um« + ur> , tedy —v; = a’ <3v — U~V — 30+ 21},«) , atedy (B.129)
r r r r r r r
ve = a*vp, kde v(0,7) = rf(r) v(t,0) = T}, v(t,R) =0 (B.130)
Pomoci linearizace u = z + w dale dostavame:
w(0,7) = f(r), tedy z(0,7) = u(0,7) — w(r), (B.131)
T T -
w(r) =T — Elr, z2(0,r) = f(r)—T1 + Elr, z(0,7) = rz(0,r). (B.132)
~ T
v(0,7) =rf(r), tedy z(0,7) =r [f(r) -1+ er] dava: (B.133)
v=ru=r(z+w), z =a’z,, 2(t,0)=z(t,R) =0, z=TX, a tedy (B.134)
k
ZCke (“¥) " gin <7TT’> . (B.135)
R
Fourieruv koeficient bude mit tvar:
2 (R T k
Cr = R/o r [f(?“) -1+ er] sin <£r> dr. (B.136)
Vyslednd funkce bude mit tvar:
> akm km
u(t,r) = T1 - —r—i— / [ —-T1 + r} X Z e (“%) tsin (RT> dr. (B.137)

k=1
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AT

Ty

0 R r

Obrazek B.2: Schématické zndzornéni prubéhu funkce w(r).

B.2.5 Reseni hyperbolickych parcidlnich diferencidlnich rovnic Fourierovou
metodou

Nasledujici dva jednoduché feSsené priklady ilustruji princip pouziti této metody v pripadé
hyperbolickych PDR:

¢ Homogenni vlnova rovnice :

Ugt = a%Ugy, t >0, x € (0,0), (B.138)
s Cauchyho pocateénimi podminkami (viz odstavec 3.1.1)
u(0,7) = (), w(0,2) = (x) (B.139)

a s Newtonovymi okrajovymi podminkami (viz odstavec 3.2.1), kde «, 8 # 0,

au(t,0) + Bug(t,0) =0, au(t,l)+ Bug(t,f) =0. (B.140)
Separaci proménnych:
u(t,x) =T (t) X (z) a tedy 3;; = );/ = —\2, (B.141)
po upravé dostavame
LS: T" 4+ a*\*T =0, PS: X" + \2X = 0. (B.142)
Z rovnice (B.142) dostavame
Ti(t) = ag cos (Agat) + b sin (Agat), Xi(z) = cx cos (A x) + disin (A, x), (B.143)

Obdobnym zpusobem jako v rovnici (B.62) dostdvame z Newtonovych okrajovych podminek
(B.140)

k
a+pBAr=0, B—a)X=p*+a*+#0, z toho vyplyva sin (\yz) = 0, a tedy A\, = TF (B.144)

Pro prostorovou funkci tedy dostdvédme feseni (viz rovnice (B.63))

k
X} = ¢ cos (Tx) + dj, sin (;x> . (B.145)
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Obecné feSeni lze tedy zapsat ve tvaru

e =3 oo (52) (42 o (452) 40 (22)] - o

Z Cauchyho pocateéni podminky (B.139) dostdvame

=5 s (852) #m ()] ot B

a z podminky (B.139) dostdvame

>, akm km . km >
= Z TBk [cos <£x> + sin < 7 )] ;:: 7 By, vg. (B.148)

k=1

Fourierovy koeficienty A, By najdeme z rovnic (B.147) a (B.148) (viz také rovnice (B.66)),

l 4
A= o [P©u©de Bi= i [vOn©de B
0

oI
0

Normu ||vg|| funkce vy, fesime jako normu spojité definovaného vektoru (viz rovnice (2.1)), tedy

\uku2=/ £)de = /[ < >+sm(kgr§>]2d§:/0[d§:£. (B.150)

Po dosazeni dostavame rovnici (B.146) ve tvaru

) =32 o (822 o (422

k=1

« z/ego(f)vk(f)cos<lz >d5+/w on(€ sm<§t> de| . (B.151)

0

e Nehomogenni vinova rovnice s homogennimi pocateénimi podminkami :

Uty = a*uge + f (kde f je zdroj energie vlnéni), t > 0, x € (0, ), (B.152)
s homogennimi Cauchyho po¢éteénimi podminkami (viz odstavec 3.1.1)
u(0,2) =0, u(0,2) =0 (B.153)
a s Newtonovymi okrajovymi podminkami (viz odstavec 3.2.1), kde «, 8 # 0,
au(t,0) + Bug(t,0) =0, au(t,l)+ Suy(t,f) =0. (B.154)

Obdobné jako v pfedchozim piikladu:

u(t,z) =TX, X(x) = Asin(A\x) + Bcos (Ax), Xi(x) = vg(x) = sin <lmx) . (B.155)
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Zvolime rovnici ve tvaru:

ch op(x ch sm( ) (B.156)

Pomoci dalsi podminky ziskdme nehomogenni oby¢ejnou diferencialni rovnici:

Cl(t) + a*XiCh(t) = Fi(t) kde Fi(t) je tzv. Fourieriv koeficient nehomogenity, — (B.157)
ZFk sm< a:) a tedy Fj(t =7 /f (t, ) sm( f) d¢. (B.158)

Déle bychom museli Fesit nehomogenni diferencidlni rovnici 2. fadu (B.157) (napfiklad metodou
variace konstant - viz oddil 3.2.1) pro konkrétni funkei Fj(t). Zahrnutim pocate¢nich podminek
(B.153) dostdvame feseni rovnice (B.157) alespon v obecné integrabilni podobé:

t

¢ /Fk sm[ W(t—a)} do. (B.159)

akm
0

Jejim dosazenim do rovnice obecného feseni (B.156) dostaneme (viz FeSeni rovnice obdobného
typu v piipadé parabolickych parcidlnich diferencidlnich rovnic v oddile B.2.3):

u(t,z) = il % sin (l‘?x) Oj Fi.(c) sin [‘”Z” (t - U)} do. (B.160)

B.2.6 Ukazka moznych zpusobu feseni jednoduchych eliptickych parcialnich
diferencialnich rovnic

Nésledujici fesené priklady demonstruji nékteré zakladni zpusoby pocitani eliptickych PDR:

e Laplaceova rovnice :
Laplaceova rovnice je v kartézskych souradnicich v nejjednodussi formé definovana ve tvaru

s (2, 9) + 1ty (2, ) = 0. (B.161)

V tomto piikladu budeme feSit Laplaceovu rovnici na obdélnikové oblasti s rozméry a,b,
se smiSenymi Dirichletovymi a Neumannovymi podminkami (viz odstavec 3.2.1), v podobé

u(z,0) =0, u(0,y) =0, uz(a,y) =0 (y #0), uy(z,b) = ugsin <21:c) (x #0). (B.162)
a
Separaci proménnych u(z,y) = X (2)Y (y) dostdvdme rovnici

X// Y//

X"Y +XY"=0atedy — = ——
+ aeyX v

=\ (B.163)

kde konstanta A muze nabyvat hodnot A =0, A >0, A <0.
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1. XA = 0: Budeme ptedpoklddat separované funkce X (z) a Y (y) ve tvaru polynomu, vzhle-
dem k okrajovym podminkdm budou dostatetné polynomy 1. stupné, tedy X(z) =
Az + B, Y(y) = Cx+ D. Z okrajové podminky u(0,y) = 0 vyplyvda B=0V C =D =0,
pokud ovéem C' = D = 0, potom Y (y) = 0 a tedy u(z,y) = 0 vSude. Pokrac¢ujeme-li
s B = 0, dostavame Ax(Cy + D) = 0 a tedy, zahrneme-li dalsi okrajovou podminku
u(z,0) = 0, musi byt AzD = 0. Piipad A = 0 davd X(z) = 0, tedy u(z,y) = 0
vsude. Uvazujeme-li také D = 0, potom u(x,y) = AzCy = 0, z dalsi okrajové podminky
uz(a,y) = 0 vyplyva ACy = 0, tedy A =0V C = 0, v obou piipadech ovsem u(z,y) = 0.
Piipad A = 0 dava tedy pouze trividlni feSeni.

2. XA > 0: Z rovnice (B.163) dostdvame obecné feseni ve tvaru

u(z,y) = [A cosh(V\z) + B sinh(\r)\x)} [C’ cos(VAy) + D sin(\r)\y)] . (B.164)

Z okrajové podminky u(0,y) = 0 vyplyva A[C cos(v/Ay) + Dsin(vAy)] = 0, tedy C =
D = 0, potom ovéem Y (y) = 0 a tedy u(z,y) = 0 vSude. Pokracujeme-li s A = 0,
dostévame u(z,y) = Bsinh(v/Az)[C cos(v/Ay)+D sin(v/Ay)]. Zahrneme-li dalsf okrajovou
podminku u(z,0) = 0, musi byt BCsinh(v/Az) = 0. Pifpad B = 0 davé X (z) = 0, tedy
u(z,y) = 0 véude. Pokracujeme-li s C' = 0, potom u(z,y) = BDsinh(v/Az)sin(v/Ay) a
z dalsf okrajové podminky uz(a,y) = 0 vyplyva v ABD cosh(v/Aa)sin(v/Ay) = 0, tedy
B =0V D =0, v obou ptipadech ovsem u(x,y) = 0. Piipad X\ > 0 davé tedy také pouze
trivialni feSeni.

3. A < 0: Z rovnice (B.163) dostavame obecné feseni ve tvaru
u(z,y) = [A cos(VAz) + Bsin(\f)\x)} [C cosh(V\y) + Dsinh(\[\y)] : (B.165)

7 okrajové podminky u(0,y) = 0 vyplyva A[C cosh(v/Ay) + Dsinh(v/Ay)] = 0, tedy
C =D = 0, potom Y(y) = 0 a tedy u(zx,y) = 0 vSude. Pokracujeme s A = 0,
dostéavame u(z,y) = Bsin(v/Az)[C cosh(v/Ay) + Dsinh(v/\y)]. Zahrneme-li dalsf okra-
jovou podminku u(z,0) = 0, musi byt BC'sin(v/Az) = 0. Pifpad B = 0 ddva X (z) = 0,
tedy u(z,y) = 0 véude. Pokraéujeme-li s C' = 0, potom u(z,y) = BD sin(v/Az) sinh(v/\y)
a z daldf okrajové podminky wu,(a,y) = 0 vyplyva vV ABD cos(v/Aa) sinh(v/Ay) = 0, tedy
B =0V D=0 (v obou piipadech oviem u(z,y) = 0) V cos(v/Aa) = 0. Posledni pifpad
dava feseni
2k — 1)
cos(Vha) = 0, tedy VX = a8 tedy

s 2k — 1 2k — 1
u(z,y) =Y Kisin [(m)” x] sinh [(M)” y] , kde K, = BD.  (B.166)
k=1

Uplatnime-li také ¢tvrtou okrajovou podminku, dostavame

LT C[@k=D7x 7 . [@Qk—1Dx
U sin - = ;Kk sin { 5 x] sinh [ a b| . (B.167)

Z argumentu funkce sinus vyplyva feSeni pouze pro k = 1, tedy K; = wug /sinh[rb/(2a)].
Vysledné feseni se zahrnutim vSech okrajovych podminek bude

u(z,y) = ug [sinh (;ﬁ)] in <72%) sinh <%) . (B.168)
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Dalsi typickou eliptickou parcidlni diferencidlni rovnici muze byt naptiklad tzv. Poissonova rov-
nice typu Au(z,y) = f(x,y), tedy nehomogenni eliptickd rovnice, nej¢astéji pouzivana ve formeé
gravita¢ni Poissonovy rovnice, A® = 47Gp, kde @ je gravitaéni potencidl, p je hustota hmoty a
G je gravitaéni konstanta, nebo Poissonovy rovnice elektrostatického potencidlu, A® = —p/e,
kde p je hustota elektrického ndboje a € je permitivita. Reenf vicerozmérné Poissonovy rovnice
je analogické k teSeni Laplaceovy rovnice a také napiiklad k feSeni nehomogenni hyperbolické
parcialni diferencidlni rovnice:

e Poissonova rovnice s konstantni pravou stranou:

Resme jednoduchou rovnici, definovanou na oblasti z > 2, tj. na oblasti ohrani¢ené parabolou
x = y? s vrcholem v bodé (0, 0), jejiz osu tvoii kladnd ¢ast osy z,
Uae (2, Y) + Uyy(7,y) = 2, (B.169)

s Dirichletovou podminkou na hranici oblasti, u(y?,y) = 0. Pfedpoklddejme feseni ve formé
vSech ¢lenu polynomu 2. stupné s neurcitymi koeficienty,

u(z,y) = A+ Bz + Cy + Dx* + Exy + Fy?, (B.170)

kdy po jeho parcidlnim derivovani ve smyslu rovnice (B.169) snadno zjistime: F' =1 — D. Po
dosazeni okrajové podminky, tedy z rovnice

A+Cy+(B-D+1)y?+ Ey>+ Dy* =0, (B.171)
dostavame nenulové hodnoty koeficientii pouze pro B = —1, F' = 1. Hledand rovnice tedy bude
u(z,y) = y* — . (B.172)

¢ Poissonova rovnice s konstantni pravou stranou na kruhové oblasti, s nehomo-
genni okrajovou podminkou:

Uvniti kruhové oblasti s polomérem R plati nasledujici rovnice,
U (T,Y) + uyy(2,y) = 4, (B.173)

kdy na hranici oblasti plati Dirichletova podminka u(z,y1) = 1, z niz vyplyvéa y; = £V R? — 22
Analogicky k parabolickym rovnicim s nehomogennimi okrajovymi podminkami rozdélime hle-
danou funkei u(z,y) na soucet dvou funkei, napiiklad U(z,y) a v(z,y), pro které bude platit:

u(z,y) = U(z,y) +v(z,y), Upe + Uyy =4, U(z,y1) =0, vge + Vyy =0, v(w,y1) = 1. (B.174)

Obdobné jako v pfedchozim piipadé predpoklddame pro kazdou funkci iplny polynom 2. stupné
s neurc¢itymi koeficienty,

U(z,y) = A+ Bx + Cy + Da* + Exy + Fy?, (B.175)

v(z,y) = a+ bz + cy + da® + exy + fy?, (B.176)

coz ddva F' = 2 — D, f = —d. Po dosazeni okrajové podminky muzeme rovnice (B.175) a
(B.176) prepsat ve tvaru

A+ Bz +(C+ Ez)VR?—224+2(D—1)2*+ (2— D) R* =0, (B.177)

a—l—bz:l:(c—l—e:n)\/m+2dm2—dR2 =1, (B.178)

jednotlivé nenulové koeficienty budou: A = —R?>, D = 1, F = 1, a = 1. Po se¢teni rovnic

(B.177) a (B.178) dostavame hledanou vyslednou funkci
u(z,y) =1— R*+ 2% + 42 (B.179)
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e Poissonova rovnice s obecnou pravou stranou, Newtonovy okrajové podminky:

Resme obdobnym zptisobem Poissonovu rovnici ve tvaru
Une (T,Y) + duyy(2,y) = 2, (B.180)

s okrajovymi podminkami u(0,y) = 2, uz(0,5) = 0. Abychom po derivovani dostali ¢leny
potfebného stupné, musime nyni ovS§em predpokladat feseni ve tvaru iplného polynomu 4. stupné
s neurcitymi koeficienty,

u(z,y) = A+ Bz + Cy + Da* + Exy + Fy? + Ga® + Hay + Ivy® + Jy>+
+Kat + Lady + Maz?y? + Nxy® + Qut. (B.181)

Prislusné druhé derivace tedy v tomto piipadé budou

Upe = 2D + 6Gx + 2Hy + 12K 2 + 6 Lzy + 2My?, (B.182)
Uyy = 2F + 612 + 6Jy + 2M2? + 6 Nzy + 12Qy>. (B.183)

Pro jednotlivé koeficienty dostdavame

D:—4F,G:—§I,H:—12J,K:—§M,L:$,M

= —24Q. (B.184)
Dosazenim Dirichletovy okrajové podminky dostdvame A =0,C =0, F =1,J=0,Q =0,
z relaci (B.184) ihned vyplyvda D = —4, H = 0, K = 0, M = 0. Dosazenim Neumannovy
okrajové podminky dostdvame B =0, E =0, [ =0, N =0, z relaci (B.184) nasledné vyplyvé
G = 0, L = 1/6. Dosazenim nenulovych koeficientu do rovnice (B.181) dostdvdme hledanou
vyslednou funkci,

1
u(z,y) = —4x* +y* + 6x3y. (B.185)

Podrobné je tato problematika popséna napi. v uéebnici Francu (2011).



Priloha C

Praktické zaklady numerickych
vypoctu

Smyslem této kapitoly neni podavat systematicky popis zédkladnich metod numerické matema-
tiky, v tomto sméru odkazuji zdjemce napiiklad na skriptum Humlicek (2009) nebo odpovidajici
ucebnice (napiiklad Prikryl, 1985; Vitdsek, 1987; Cermék & Hlavicka, 2006, atd), ale pouze
struéné a nazorné ilustrovat nékteré principy a mozné postupy pii praktickém numerickém mo-
delovéni nejcastéji se v praxi vyskytujicich (a vySe popsanych) analytickych okruhu. Vybrané
priklady jednoduchého modelovani jsou také doprovazeny ukazkami programovacich skriptu
pro dany konkrétni problém, piipadné obrazky a grafy vyslednych modelu.

Rozsédhlé vyuzivani numerické matematiky ve vétsiné piirodovédnych a technickych dis-
ciplin pfineslo také tvorbu celé fady hotovych knihoven, rozepsanych do hlavnich programovych
jazyku; jejich prehledné tlozisté se nachazi napiiklad na strankdch GAMS (Guide to Available
Mathematical Software) http://gams.nist.gov/. Nékteré z nich jsou komercni (a pomérné
komplexni), napiiklad NAG (Numerical Algorithmus Group) https://www.nag.com/content/
nag-library nebo IMSL (International Mathematics and Statistics Library) http://www.
roguewave.com/products-services/imsl-numerical-libraries, jiné jsou volné dostupné
a byvaji zpravidla zaméfené na specifickou oblast, naptiklad FFTPACK http://www.netlib.
org/fftpack/ - (rychld) Fourierova transformace, LAPACK (viz odstavec C.1) - linedrni al-
gebra, MINPACK http://www.netlib.org/minpack/ - nelinedrni rovnice, atd. Jejich uplna
nebo i ¢dstecnd implementace do vlastnich algoritmi muZe vyrazné urychlit a usnadnit jejich
tvorbu i kvalitu.

C.1 Numerické metody linearni algebry

V tomto oddile nebudeme probirat jednotlivé metody numerickych FeSeni linearni algebry,
k zdkladum tohoto tématu existuje rozsahla literatura (napt. Humlicek (2009)), popisujici jak
vlastni numerické rovnice tak jejich stabilitu a podminénost (tj. zejména stanoveni presnosti
numerickych maticovych algoritmt), odhady chyb, atd. V soucasnosti existuje fada hotovych
balicku (procedur), sestavajicich z jednotlivych podprogramu (knihoven), uréenych pro feseni
dil¢ich nebo i kombinovanych algebraickych tloh (napiiklad Feseni soustav linedrnich rovnic,
feseni tzv. tridiagondlnich matic (tj. matic s nenulovymi prvky pouze na hlavni a obou sou-
sednich diagondldch), hleddni determinantt, inverznich matic, vlastnich hodnot a vlastnich
vektor, atd. Jednim z nejvykonnéjsich takovych balicki, ktery zde podrobnéji predstavime, je
programovy balicek LAPACK (Linear Algebra PACKage, Anderson et al. (1999)), ktery se vy-
vinul ze starich balicku EISPACK a LINPACK a je urcen pro fortran 77, fortran 90, existuji
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také C++ verze. Existuji rozsifené verze tohoto balicku nebo dal$i knihovny na ném posta-
vené, se zabudovanymi podprogramy pro paralelizaci na vykonnych poéitacovych clusterech
(viz odstavec C.5), napiiklad ScaLAPACK, MAGMA, MORSE, CHAMELEON;, atd.

Programovy balicek LAPACK je volné dostupné softwarova knihovna, jeji instalaci prove-
deme bud ze softwarového centra pouzivané systémové distribuce, nebo z adresy http://www.
netlib.org/lapack. Pfi prekladu (kompilaci) pouzivaného programového souboru zaddme
odkaz na LAPACK, napiiklad: gfortran nazev_souboru.f95 —-1lapack. Popis jednot-
livych podprogramu a jejich vyuziti (napf. knihovna DGBSV pro feseni soustav redlnych
linedrnich rovnic o libovolném poc¢tu proménnych nebo DGTSV, vhodna pro feSeni tridia-
gonalnich matic, atd.) jsou dostupné v uzivatelskych piiruckdch, napiiklad v Anderson et al.
(1999).

e Ukédzka schématu podprogramu DGBSV, urceného pro feseni soustavy linearnich
rovnic (preklad):

N (vstup, INTEGER) = pocet rovnic = fad ¢tvercové matice A, N > 0.

KL (vstup, INTEGER) = pocet spodnich diagondl matice A, KL > 0.

KU (vstup, INTEGER) = pocet hornich diagonal matice A, KU > 0.

NRHS (vstup, INTEGER) = pocet sloupcu pravé strany (tj. matice B), NRHS > 0.

AB (vstup/vystup, DOUBLE PRECISION) = pole dimenze (LDAB,N).

Na vstupu: matice A v pasovém ulozeni, v fadcich od KL+1 do 2*KL+KU+1;
rfadky 1 az KL pole nemusi byt vypsany. j-ty sloupec pole A je ulozen jako j-ty
sloupec pole AB nésledovné: AB(KL+KU+1+i-j, j) = A(i,j) pro max(1, j-KU) <
i < min(N, j+KL).

Na vystupu: detaily faktorizace - matice U je ulozena jako horni trojihelnikova
pasova matice s KL+KU hornimi diagonalami v fadcich od 1 do KL4+KU+1, mul-
tiplikdtory M, pouzité béhem faktorizace jsou uchovany v fadcich od KL+KU+2
do 2*KL+KU+1 (viz schéma nize).

LDAB (vstup, INTEGER) = ur¢ujici dimenze pole AB. LDAB > 2*KL+KU+1.

IPIV  (vystup, INTEGER) = pole dimenze (N), indexy pivotu, které definuji permutaéni
matici; i-ty fddek matice byl zaménén za fadek IPIV(i).

B (vstup/vystup, DOUBLE PRECISION) = pole dimenze (LDB,NRHS), na vstupu
je N : NRHS matice pravé strany B. Na vystupu, pokud INFO = 0, je N : NRHS
feSeni matice X.

LDB (vstup, INTEGER) = ur¢ujici dimenze pole B. LDB > max(1,N).
INFO (vystup, INTEGER) = 0: dspésny vystup, < 0: pokud INFO = -i, pak i-ty argu-
ment mé nepovolenou hodnotu, > 0: pokud INFO = i, U(i,i) je pfesné 0. Faktori-

zace je ukoncena, ale faktor U je pfesné singularni, feSeni nemohlo byt vypocteno.

DALSI DETAILY:


http://www.netlib.org/lapack
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Schéma pasového ulozeni je ilustrovano na nasledujicim prikladu, kdy M = N =
6, KL =2, KU = 1:

Na vstupu: Na vystupu:
* * * + + + * * * uld u25 u36
* * +  + 4+ o+ * * uld u24 u3b u46

x* al2 a23 a34 a4b abb * ul2 u23 u34 udd ubdb6
all a22 a33 ad44 abb abb6 ull uv22 w33 wud4d udbd ub6
a2l a3d32 a43 abd abbh m21 m32 m43 mbdd mb65 x
a3l a42 ab3 abd x * m31 m42 mb3 mb64d  x *

Prvky pole oznacené * nejsou pouzivané ve vypocéetnim procesu; prvky oznacené

+ nemusi byt uvedeny na vstupu, ale jsou nutné ve vypocetnim procesu pro
ulozeni prvku pole U z duvodu nedostatku mista, vyplyvajicitho z vymény fadku.

e Ukézka schématu podprogramu DGTSV, urc¢eného pro reseni tridiagonalnich matic:

N (vstup, INTEGER) = pocet rovnic = tad ¢tvercové tridiagondlni matice A, N >
0.
NRHS (vstup, INTEGER) = pocet sloupct pravé strany (tj. matice B), NRHS > 0.

DL (vstup/vystup, DOUBLE PRECISION) = na vstupu pole prvku spodni (sub)
diagondly matice A, dimenze N-1, na vystupu je toto pole prepsano N-2 prvky
druhé horni diagonaly horni trojihelnikové matice U, dané LU faktorizaci.

D (vstup/vystup, DOUBLE PRECISION) = pole dimenze N, na vstupu obsahuje
diagondlni prvky matice A, na vystupu je toto pole prepsano diagonalnimi prvky
matice U.

DU (vstup/vystup, DOUBLE PRECISION) = pole dimenze N-1, na vstupu obsahuje
N-1 prvku horni (super) diagonédly matice A, na vystupu je toto pole piepsino
N-1 prvky prvni horni diagonaly horni trojihelnikové matice U.

B (vstup/vystup, DOUBLE PRECISION) = pole dimenze (LDB,NRHS), na vstupu
je N : NRHS matice pravé strany B. Na vystupu, pokud INFO = 0, je N : NRHS
feSeni matice X.

LDB (vstup, INTEGER) = ur¢ujici dimenze pole B. LDB > max(1,N).

INFO (vystup, INTEGER) = 0: dspésny vystup, < 0: pokud INFO = -i, pak i-ty argu-
ment ma nepovolenou hodnotu, > 0: pokud INFO = i, U(i,i) je ptesné 0. Faktori-
zace je ukoncena, ale faktor U je ptresné singularni, feSeni nemohlo byt vypocteno.

Obdobnym zpusobem jsou sestaveny i ostatni knihovny. Piiklady feSeni a programovych skriptii
s odkazem na LAPACK uvddime v dalsich odstavcich C.2.1, C.2.2, C.2.3, C.2.4, C.4.1, C.4.7,
atd.

C.2 Interpolace a regrese

vvvvvv

mace dané funkce jinou vhodnou funkci. Interpolaéni aproximaci rozumime interpolaci diskrétni
funkece, tj. funkce, dané koneé¢nym souborem bodu definiéniho oboru a jim pfifazenych funkénich
hodnot (reprezentovanych zpravidla tabulkou), pomoci funkce, nabyvajici v téchto bodech
stejnych hodnot jako puvodni zadand funkce. Nejvhodnéjsimi interpola¢nimi funkcemi jsou
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polynomy, napi. tzv. Lagrangeuv a Newtonuv interpolaéni polynom (Humlicek, 2009; Vitédsek,
1987) nebo tzv. splajny. V nésledujicim odstavei C.2.1 je struéné ukdzan casto pouzivany
tzv. kubicky interpolacni splajn.

Regresi (regresni analjzou) nazyvame hledani takové funkce (tzv. regresni funkce), kterd
nejlépe vystihuje vztah mezi dvéma skupinami proménnych, napi. zavislost nadhodnych veli¢in
(naméfenych hodnot) na case, atd. Piedem je ddno, kterd proménnd je nezavisla (vysvétlujici
nebo také regresor) a kterd je zavisla (vysvétlovand nebo také odezva). Jednoduchd regrese
popisuje zavislost odezvy na jednom regresoru, naproti tomu vicendsobné regrese popisuje si-
tuaci, kdy odezva zavisi na vice regresorech. Podle charakteru a prubéhu zkoumané zavislosti
volime typ regresniho modelu, napiiklad linedrni regresi (prolozeni zévisle proménnych hodnot
piimkou), regresi polynomem n-tého stupné, atd., a také nejvhodnéjsi statistickou metodu,
naptiklad metodu nejmensich ctvercid nebo tzv. robustni regresi, kterd eliminuje extrémné
vychylené hodnoty, atd. (viz také pojmy a statistické metody, uvedené v kapitole 12 nebo
napiiklad na strankach http://physics.muni.cz/~mikulas/zvc.html.

C.2.1 Kubicky interpolaéni splajn

(z anglického spline) je jednou z nejcastéji pouzivanych interpolacnich funkei Jednd se o tzv.
po cdstech (piecewise) interpola¢ni polynom 3. stupné s; ve tvaru

S(z) = s1(z)prox; < x < x9, sa(x)proze <z < x3,...,5-1(x) prox,—1 <z <xz,, (C.1)
definovany jako
si(x) = ai(x — ) + bi(x — ) + ci(x — x) + ds, (C.2)

jehoz druhé derivace oznacime jako M;. Je to tedy soustava kubickych funkci, které na sebe
v zadanych bodech [z;, ;] navazuji jak funkéni hodnotou, tak prvni a druhou derivaci. Podle
okrajovych podminek rozliSujeme ruzné typy téchto splajnt, napiiklad tzv. prirozeny splajn je
urcen okrajovymi podminkami M; = M, = 0, parabolicky ukonceny splajn je uréen okrajovymi
podminkami M; = My, M, = M,_1 (extrapolace nultého tadu), kubicky ukonceny splajn je
urc¢en okrajovymi podminkami M; = 2My — M3, M,, = 2M,,_1 — M,,_5 (extrapolace 1. fadu
nebo také linedrni extrapolace), atd.

Z podminek spojitosti funkénich hodnot i prvnich a druhych derivaci v bodech x;, vyplyva
proi =0, ... ,n — 1 nasledujici:

si(xi) = yi, 5i(Tit1) = Yiv1, (C.3)
iy (xi) = si(@) = ¢, si 1 (xi) = 87 (z;) = My = 2b;, (C.4)

tyto vnitini podminky jsou déle doplnény dvéma uvedenymi okrajovymi podminkami, danymi
typem splajnu. Porovndnim vsech uvedenych podminek ve vsech uzlovych bodech [z;, y;] dosté-
vame soustavu linedrnich rovnic pro neznamé druhé derivace M; ve vnitinich uzlovych bodech:

(ig1 — i) Miv1 + 2 (i1 — xim1) My + (2 — xi—1) Mi—1 =6 <yi+l — Y Vi b ) .

LTi+1 — L4 Tj — Ti—1

(C.5)

Tuto soustavu rovnic lze zapsat pomoci tzv. tridiagondlni matice ve tvaru (kde zavedeme Az; =
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Tip1 — wiy AT = xipy — 2o, Ay = yipr — yi, A = Ay /Azj, Af = Ay;/ Az — Ay;/Axy):

20w,—1 Azp_q M, AV
Azp_1 20Tz, 1 Azy_o M, 1 AZ:%
Azp_g 287, 5 Az, My —2 6 An3
Azy  2A1Txy  Axy My A%
Az 2Ax M, Ay

(C.6)

kterou fesime napiiklad pomoci vhodné knihovny balicku LAPACK (odstavec C.1). Jednotlivé
koeficienty rovnice (C.2) potom snadno dopoéitame:

N et
di =y, o= 2TV (A on) THLT Ty, =
Tig1 — T4 6

M; - Mg —M;
; (C.7)

—_— a; = .
6 (g — )

V piipadé konstantniho kroku nezédvisle proménné z;1 — x; = h = konst. se rovnice (C.5)
zjednodusi do podoby

6
M1 +4M; + M,y = 72 (Yit1 — 2yi +vi—1) , (C.8)

matice (C.6) bude mit potom tvar

2 1 M, —Ayn_1
1 4 1 Mnfl Aynfl - Ayn72
1 4 1 Mn—2 6 Ayn—Z - Ayn—S
1 4 1 M, Ayz — Ay
2 M, Ay,
e Piiklad programového skriptu pro prirozeny kubicky interpolaéni splajn (fortran
95):
program nat3_splajn !deklarace nazvu programu
implicit none Iptikaz, ktery rusi automatické prifazovani

Ipismen i, j, k, 1, m, n pro celociselné
Iproménné a ostatnich pismen pro redlné
Iproménné (tj. proménné s desetinnym roz-
Ivojem)

ltabulka hodnot [z;, y;]:

n1,1], [2,3], [3,4], [4;1,5], [5;1,5], [6,5], [7,7], [8,5], [9,2], [10,0]

integer :: i, j, np !deklarace celo¢iselnych proménnych: i =
Iporadové ¢islo nezavisle proménné, j =
Iporfadové ¢islo linedrni rovnice, np = cel-
kovy pocet diskrétnich hodnot.

parameter (np=10) Izadani fixni hodnoty np, kterou nelze
v programu déle ménit!
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integer :: INFO, KL, KU,LDAB,LDB,N,RHS !deklarace celoéiselnych proménnych pro-

lcedury LAPACK - viz sekce C.1.

parameter(KL=np-3,KU=np-3,N=np-2 KUKL=KL+KU+1,LDAB=2*KL+KU+1,&

LDB=N,RHS=1)

integer :: IPIV(N)

double precision, dimension(np) :: x, y

lzadani fixnich hodnot celo¢iselnych para-
Imetru
Izadani parametru jako pole o N prvcich

ldeklarace realnych veli¢in x, y jako pole
!(vektoru) o mnp prvcich s tzv. dvojitou
Ipfesnosti, umoznujici vypocet ¢isla na 16
!desetinnych mist a do mocniny cca 103%°
I(v zdvislosti na parametrech pocitace).

double precision, dimension(np) :: M(N,N),AB(LDAB,N),B(LDB,RHS)

lzadani parametru jako dvojrozmérnych
Ipoli

double precision :: f(np), res(np), a(np), b(np), c(np), d(np)

double precision :: h

parameter (h=1.d0)

x=(/(1.d0%}, i=1,np)/)

ljiny zpusob deklarace realnych veli¢in jako
Ipole (vektoru) o np prvcich s dvojitou
Ipfesnosti.

ldeklarace redlnych skaldrnich velic¢in.

Izadani fixni hodnoty intervalu nezavisle
Iproménné, kterou nelze v programu déle
lménit!

lvektor hodnot nezdvisle proménné.

y=(/1.d0, 3.d0, 4.d0, 1.5d0, 1.5d0, 5.d0, 7.d0, 5.d0, 2.d0, 0.d0/)

do i=1,N
do j=1,N
if(j.eq.i)then
M(i,j)=4.d0
elseif(j.eq.i-1)then
M(i,j)=1.d0
elseif(j.eq.i+1)then
M(i,j)=1.d0
else
M(i,j)=0.d0
endif
end do
end do
do i=1,N
do j=1,N
AB(KUKL+i-j, j)=M(i,j)
end do
end do
do i=1,N

ly-ové (namétfené) hodnoty, np =
Inamérenych hodnot

pocet

leyklus vypocétu druhych derivaci M, zapis
ltridiagonalni matice

lvypocetni cyklus procedury LAPACK

lvypocet pravé strany

B(i,1)=6.d0/0**2.d0* (y(1)-2.d0%y (i-+1)+y(i+2))
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cubic natural spline

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Obrézek C.1: Graf kubického pfirozeného interpola¢niho splajnu, popsaného v oddile C.2.1.

end do

Ivoldni podprogramu DGBSV (viz oddil C.1):

call DGBSV(N,KL,KU,1,AB,LDAB.IPIV,B,N,INFO)
if(INFO.ne.0) write(*;*) “INFO=",INFO,“!!l”

a(1)=B(1,1)/6.d0/h lvypocet koeficientu a,b,c,d v 1. poli splajnu
b(1)=0.d0

c(1)=(y(2)-y(1))/h-B(1,1)/6.d0*h

d(1)=y(1)

do i=2,np-2 leyklus  vypoctu  koeficienta  a,b,c,d

v prostiednich polich splajnu
i)=(B(i,1)-B(i-1,1))/6.d0/h
i)=B(i-1,1)/2.d0
i)= (y(i—l—l)—y(i))/h—(B(i,1)+2.(10*B(i—1,1))/6.(10*h

-1)=-B(N,1)/6.d0/h lvypocet koeficientu v poslednim poli
b(np-1)=B(N,1)/2.d0

)=(y(np)-y(np-1))/h-2.d0*B(N,1)/6.d0*h

)=y(

—~

do i=1,np-1 Izépis koeficientu do souboru fort.1

C.2.2 Linearni regrese metodou nejmensich ¢tverca

Souborem n diskrétnich hodnot odezvy (vysvétlované proménné) y;, i = 1, ... , n, ktery je urcen
vyétem uspoiddanych dvojic [z;,y;], prolozime pifmku (polynom 1. stupné) fl(z) = ka + ¢
tak, aby sou¢et S druhych mocnin tzv. rezidui, tj. vzdalenosti bodu y; od funkénich hodnot
f(z;) v bodech z; byl minimélni (2. mocniny se zde pouzivaji kvili nezdvislosti na znaménku
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odchylky). Dostdvame tedy rovnici

S = Z — X (zi)]” = Z [yi — (kx; 4+ ¢)]* = min, (C.10)

%

pro dvé nezndmé hodnoty k a ¢. Minimalizaci této funkce provedeme polozenim 0S/0k = 0 a
zaroven 05/0q = 0, vysledek muzeme zapsat pomoci maticového formalismu jako

DY K _ > Tl (C.11)
Soon )\, T\ S
Snadno tak nalezneme vyrazy pro oba hledané parametry v zavislosti na uspofddané n-tici
[, ¥;] (napf. na naméfenych hodnotéch v zévislosti na ¢ase nebo poloze),

o i T ) Zgy’ = 20T Yi = 2 212 Y (C.12)

Metodu navrhl a poprvé pouzil Karl Friedrich Gauss pro vypocet geodetickych chyb.

e Piiklad skriptu pro linearni regresi metodou nejmensich ¢tverctu, program fortran
95:

program linearni_regrese ldeklarace nazvu programu

implicit none

ltabulka hodnot [z;, y;]:

11,2, [2,1], [3,4], [4,12], [5,7], [6,8], [7,10], [8,14], [9,19], [10,17]

integer :: i, np ldeklarace celociselnych proménnych: i =
Ipotadové cislo dvojice proménnych, np =
lcelkovy pocet diskrétnich hodnot

parameter (np=10) lzadani fixni hodnoty np

double precision, dimension(np) :: x, y !deklarace redlnych veli¢in x, y jako pole
!(vektoru) o np prvcich

double precision :: f(np), res(np) ljiny zpusob deklarace redlnych veliéin f, res
ljako pole (vektoru) o np prveich

double precision :: k, q, sumres ldeklarace redlnych skaldrnich veli¢in

x=(/(1.d0*i, i=1,np)/) Ivektor hodnot regresoru

=(/2.d0, 1.d0, 4.d0, 12.d0, 7.d0, 8.d0, 10.d0, 14.d0, 19.d0, 17.d0/)
lvektor hodnot odezvy

1. moznost - pfimé pouziti vzorce (C.12):

hledané koeficienty linearni funkce:
k=(np*SUM (x*y)-SUM(x)*SUM(y))/(np*SUM(x**2.d0)-(SUM(x))**2.d0)
q=(SUM (x**2.d0)*SUM(y)-SUM(x)*SUM (x*y))/ (np*SUM (x**2.d0)-(SUM (x) ) **2.d0)
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2. moznost - pouziti soustavy rovnic (C.11) a procedury LAPACK - viz sekce
C.1:

v zéhlavi programu je nutné navic deklarovat tyto proménné:
integer :: j, INFO, KL, KU, LDAB, LDB, N, RHS
parameter(KL=1,KU=1,N=2 KUKL=KL+KU+1,LDAB=2*KL+KU+1,LDB=N,RHS=1)
integer :: IPIV(N)
double precision :: M(N,N),AB(LDAB,N),B(LDB,RHS)
double precision :: max
M(1,1)=SUM(x**2.d0) Imatice levé strany, M(N,N)
M(1,2)=SUM(x)
M(2,1)=SUM(x)
M(2,2)=np
do i=1,N lvypocetni cyklus procedury LAPACK

do j=1,N

AB(KUKL+4i-j, j)=M(, j)

end do
end do
B(1,1)=SUM(x*y) lvypocet pravé strany procedurou LAPACK
B(2,1)=SUM(y)
lvolani podprogramu DGBSV:
call DGBSV(N,KL,KU,1,AB,LDAB,IPIV,B,N,INFO)
if INFO.ne.0) write(*,*) “INFO="INFO,“!ll”

k=B(1,1)

q=B(2,1)

Ispoleéné pokracovani:

write(1,*) k, q Itisk vypoéitanych hodnot do souboru ,fort.1*

write(1,%) loddélujici fadek

do i=1,np lvypocetni cyklus
f(i)=k*x(i)+q Ivypocet hodnot linearni funkce
res(i)=(f(i)-y(i))**2.d0 Ilvypocet reziduf
sumres=SUM(res) lvypocet sumy reziduf

end do

do i=1,np Izépis cyklu do souboru
write(1,%) x(i), y(i), £(), res(i)

end do

write(1,%)

write(1,*) sumres lzépis sumy rezidui do souboru

end program linearni_regrese lukonéeni programu

C.2.3 Polynomialni regrese metodou nejmensich ctverca

Postup uvedeny v predchozim odstavci C.2.2 1ze zobecnit pro polynom libovolného (m-tého)
stupné, kdy analogii rovnice (C.10) muzeme piepsat do tvaru (horni indexy zde vzdy znamenaji
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Obrézek C.2: Vykresleni piikladu linedrni regrese, tj. prolozeni uvedenych 10 bodu pifimkou s parametry
vypocitanymi metodou nejmensich ¢tvercu.

mocniny)

S = i (yZ — ipjxgy = min, (C.13)
i=1 =0

kde koeficienty p; jsou koeficienty j-tého stupné polynomu, u linedrni regrese tak plati pp = g,
p1 = k (viz rovnice (C.11)). Zdroven je jasné, ze pocet rovnic N v proceduie LAPACK odpovida
m + 1. Minimum rovnice (C.13) nalezneme, polozime-li 05/dp; = 0, ziskdme tak soustavu
m + 1 = N linearnich rovnic, které muzeme vyjadiit pomoci maticového zapisu ve tvaru

Pm

1
: A : : = : . (C.14)
> l";nﬂ SR YP 1‘12 > i Ti Pl Yo Tili
dart > i Ti n Do Yi

Po

Vypocetni cyklus procedury LAPACK (viz programovy skript v kapitole C.2.2) muzeme takto
zobecnit do néasledujici podoby (fortran 95):

do i=1,N-1 Imatice levé strany, M(N,N)
do j=1,N
M(i,j)=SUM (x**(2*N-i-j))
end do
end do
i=N
do j=1,N-1
M(Nj)=SUM(x**(N-j))
end do
M(N,N)=np



Priloha C. Praktické zdklady numerickyjch vgpocéti 185

do i=1,N lvypocetni cyklus procedury LAPACK
do j=1,N
AB(KUKL+i-j, j)=M(, j)
end do
end do

do i=1,N lvypocet pravé strany procedurou LAPACK
B(i,1)=SUM(x**(N-i)*y)
end do

V ostatnich bodech zustava programové procedura popsana v odstavcei C.2.2 prakticky nezménéna.

C.2.4 Robustni regrese

V piipadé, ze chceme eliminovat vliv velmi vychylenych (,ustfelenych“) hodnot, zvolime tzv.
vdZenou nebo také robustni regresi. Robustnich regresnich modelu existuje celd fada (viz
napiiklad Huber & Ronchetti (2009)), za v8echny zde uvedeme jednoduchou tzv. Tukeyho
metodu M-odhadu (Tukey’s bisquare method), zalozenou na vézen{ rezidui pomoci dvoji druhé
mocniny. Nejprve spocitdme nevézend rezidua res_i = y; — f(z;) (stejné jako napf. v odstavcich
C.2.2, C.2.3), potom pouzijeme nasledujici véhovou funkci:

w;(res i) = [1 _ ( 61”2;2)2]2 (C.15)

kde med je median absolutni odchylky rezidui, kterou muzeme zvolit jako samotné reziduum,
nebo odchylku kazdého rezidua od jejich vlastnitho medidnu. Vaha w; = 0, pokud absolutni
hodnota rezidua |res_i| > 6 med. Extrémné odchylené hodnoty jsou takto zcela vyfazeny, méné
vychylené hodnoty jsou ponechany, avsak se snizenou vahou.

Naprogramovani tohoto robustniho (vézeného) regresniho modelu je snadné, do pravé
strany rovnice (C.14) vlozime vypocitané vahy:

Pm
2 +1

Zixzmﬂ 21%2 > Ti Pl B Do TiwiYi
durlt e X n D Wil

Do

(C.16)

Pro vypocet medidnu existuji v kazdém programovacim jazyce hotové moduly, jako ptiklad lze
pouzit nésledujici podprogram, vysledek je zahrnut do rovnice (C.15) (fortran 95):

subroutine median(i, j, k, np, res, med)
implicit none

integer :: i, j, k, np

double precision :: res(np)

double precision, intent(out) :: med
double precision :: temp

ISetazeni ¢isel ve vzestupném potadi:
do j=1np-1
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Obrézek C.3: Porovnani kvadratické regrese, tj. prolozeni polynomem 2. stupné s parametry
vypocitanymi metodou nejmensich ¢tverci podle odstavee C.2.3 (Cervend ¢éra) a robustni Tukeyho
metodou podle odstavce C.2.4 (modré ¢dra). Soubor 10 bodu o soufadnicich [1;3,5], [2;3,6], [3;4,2],
[4;17], [5;7,4], [6;8,7], [7;10,3], [8;12,8], [9;19], [10;17,1] obsahuje silné odchylené hodnoty (hrubé chyby),
na které robustni kiivka reaguje slabé nebo viubec.

do k=j+1,np
if(res(j)>res(k))then
temp=res(k)
res(k)=res(j)
res(j)=temp
endif
end do
end do

I'Vypocet medianu v piipadé sudého nebo lichého poctu cisel:
if(mod(np,2)==0)then
med=(res(np/2)+res(np/2+1))/2.d0
else
med=res(np/2+1)
endif

end subroutine median
INésleduje vypocet vah: w(y(i))=(1.d0-(y(i)/6.d0*med)**2.d0)**2.d0, atd.

C.3 Numerické metody vypocta funkci jedné proménné

C.3.1 Hledani kotrene funkce jedné proménné - Newtonova metoda

Kofeny obecné nelinedrni funkce (rovnice) f(z) = 0 ¢asto nelze vyjadiit formou explicitniho
analytického vzorce. k nalezeni feseni takové rovnice musime potom pouzit nékterou z nu-
merickych (itera¢nich) metod, kdy pomoci urc¢itého poctu pocédteénich aproximaci hledaného
kofene xg generujeme posloupnost z1, xa, 3, ... , kterd ke kofenu x¢ konverguje. V nékterych
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pripadech je treba zadat interval a, b, ktery podle predbézného predpokladu obsahuje hle-
dany kofen, ¢im lépe se k nému na pocatku pfiblizime, tim rychleji dand metoda konver-
guje. V nésledujicich piikladech pfedpokladejme redlnou spojitou funkei f(x) s odpovidajicim
poctem spojitych derivaci na vymezeném intervalu, s hledanym kofenem f(xg) = 0.

Pocéteéni odhad intervalu (intervali) kde se kofen (kofeny) mohou nalézat provedeme
napfiiklad grafickou metodou: pomoci vhodného vypocetniho programu nebo vypisovanim funk-
¢nich hodnot do tabulky vykreslime funkci f(x) a vyhleddme jeji pfiblizné pruseciky s osou x.
Napriiklad u funkce, dané predpisem

f(z)=2®—-32+2x—3 (C.17)

snadno zjistime Ze existuje jeden realny kotren, ktery musi s urcitosti lezet uvnit intervalu
To € (2, 3).

Existuje celd fada moznych numerickych postupu (napiiklad metoda secen, atd.), asi nej-
o a postupné pocitame x1, xo9, T3, ... . Zname-li uréitou aproximaci xj a chceme urcit lepsi
aproximaci zg41, prolozime bodem [z, f(xy)] teénu ke kiivce y = f(z), prusecik této tecny
s osou x povazujeme potom za hodnotu xy, 1. Dostdvame tak rovnici popsané te¢ny ve tvaru

f(zy) = {322 — 62y + 2} = ) , (C.18)
Ll — Thk+1
z niz odvodime vztah pro vypocet kazdého nasledujiciho kroku (iterace),
f(zg)
Thal = Tl — . C.19
! [ (@) (C.19)

Ukonéeni vypoctu s tim, ze hodnota posledni iterace x;y1 je prohlasena za hledany kofen xg
s pozadovanou presnosti, nastane (podle velikosti malého ¢isla € které stanovuje pozadovanou
presnost) napiiklad v téchto piipadech:

|zpr1 — x| <€ nebo |f(zp11)| <e. (C.20)

e Piiklad mozného zpusobu naprogramovani rovnice (C.17) - program fortran 95:

program newton !deklarace ndzvu programu
implicit none

integer :: i !deklarace celo¢iselnych proménnych v zahlavi pro-
lgramu: i = potadové ¢islo prostorového kroku

double precision :: x, dx, f, df !deklarace realnych veli¢in, kde vyrazy x = xp, dx
= 2p — xpa1, £ = f(ag), df = f(x), s dvojitou
Iptesnosti

x=3.d0 lodhad vstupni hodnoty xp

do lvypocetni cyklus

i=1i+1

f = x**3 - 3.d0*x**2 + 2.d0*x - 3.d0 !vlastni rovnice (C.17)

df = 3.d0*x**2 - 6.d0*x + 2.d0 !derivace funkce (C.17)

dx = f/df Irovnice (C.19)

x = x-dx Inova hodnota zy,

if (dabs(dx).1t.1.d-12) exit Istop kritérium: |x), — zp 1| < 10712
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end do

write (100,*) x Izapis kotene funkce f do souboru fort.100
stop Izastaveni celého procesu

end program newton konec programu

e Tabulka vysledki programu vypoctu korene funkce f(xy) pro jednotlivé iterace k:

T, f(zg) Tl — Thq1
3.0000000000000000 3.0000000000000000 0.27272727272727271
2.7272727272727275 0.42599549211119836 5.3581553581554045E-002
2.6736911736911733 1.4723079585858834E-002 1.9886039436713345E-003
2.6717025697475019  1.9848200396133109E-005 2.6880854327577796E-006
2.6716998816620690 3.6242120415863610E-011 4.9083680000275664E-012
2.6716998816571604 1.7763568394002505E-015 2.4057679206275180E-016

U W N~ O

C.3.2 Numerické derivovani

Nejjednodussi numerickd aproximace 1. derivace ma podobu tzv. dopredné diference,

Py~ 1EE hi)L — @) (C.21)

kde h = Az > 0, s chybou aproximace 0 f'(z) vyjddienou pomoci Taylorova rozvoje x, tj.
of'(x) = —(h/2)f"(£), kde € € (z,x + h). Podobné jednoduchd je i tzv. zpétnd diference,

)~ L8 = z(x —h) (C.22)

s chybou stejného fadu. Aproximaci s vyssi presnosti je tzv. centrdlni diference,

oy~ f@+h) = fle—h)
s chybou aproximace §f/(x) = —(h?/6)f"(€), kde & € (z — h,z + h), zabfrajici ovéem dva
prostorové kroky (bunky) vypocetni sité. Analogickym zpusobem muzeme odvodit i 2. derivaci
ve tvaru

(C.23)

flz+h) = 2f(x) + f(x—h)
h? ’
s chybou aproximace 6 f”(z) = —(h%/12)f®(€), kde £ € (z — h,z + h).
Existuji i presnéjsi a propracovanéjsi diferenéni schémata (viz napiiklad van Leer, 1977,
1982; Vitasek, 1987; LeVeque, 2002), napiiklad jednostrannéd aproximace 1. derivace, kterd je
2. fadu presnosti,

f(z) ~ (C.24)

=3f(x)+4f(x+h) — f(z + 2h)
2h ’

J(@) = (C.25)

s chybou aproximace §f/(z) = (h?/3) " (€), kde & € (x,z + 2h), nebo aproximace 1. derivace,
ktera je 4. fadu pfesnosti, ve tvaru

o —f(@+2h) +8f(x+h)—8f(x—h) + f(x - 2h)

e L ,

(C.26)
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tedy s chybou, kterd je fadu h?, atd. Jejich nevyhodou ovéem je, Ze zabiraji nékolik prostorovych
intervali (bunék) vypocetni sité a také pii slozitych a objemnych vypoctech diky nim mohou
narustat naroky na dobu vypocétu. Je proto vzdy nutné zvazit vypocetni schéma, adekvatni
dané uloze a jeji pozadované piesnosti, odpovidajici ale redlnym moznostem pouzivaného
vypocetniho zarizeni.

C.3.3 Numerické integrovani

je vzdy zalozené na nahrazeni slozité ohrani¢eného geometrického ttvaru (plochy pod kfivkou
dané funkce v piipadé jedné proménné) jednodussim dtvarem, nebo souc¢tem takovych dtvaru.
Pouzivd se také nazev numerickd kvadratura, ve smyslu konstrukce plosnych (tedy dvou-
rozmérnych, kvadraturnich) utvaru. Ukdzeme zde piiklady pouze nejbéznéjsich (vétsinou ovsem
zcela dostacujicich) zpusobu numerické integrace funkce jedné proménné pomoci tzv. Newton-
Cotesovyjch vzorcu, existuje samoziejmé celd fada jinych metod numerické integrace, napiiklad
Gaussovy kvadraturnid vzorce, Rombergova kvadratura, atd. Nebudeme zde uvadét ani presnosti
a zpusob stanoveni chyb, atd., vSe je standardné dostupné v literature.

e Newton-Cotesovy (kvadraturni) vzorce

Obdélnikovd metoda: Tato metoda se formalné nepocitd mezi tzv. Newton-Cotesovy vzorce,
predstavuje sice nejjednodussi ale zaroven nejméné pfesnou numerickou integracni me-
todu, kdy se urcity integral dané funkce (tj. velikost plochy pod kiivkou grafu funkénich
hodnot funkce f(x) v rdmci intervalu (a, b)) aproximuje obdélnikem. Tuto aproximaci
muzeme zpfesnit, rozdélime-1i napiiklad interval (a,b) na zvoleny pocet n dil¢ich stejnych
intervalli, vypo¢itdme obdélnikovou aproximaci pro kazdy interval zvlast a vysledky
secteme, tedy

/b b—anil b—a
f(x)dangf(aJrk - > (C.27)
a k=0

Lichobéznikovd metoda: predstavuje presnéjsi numerickou integra¢ni metodu, kdy se urcity
integral dané funkce aproximuje lichobézniky (body funkce se spoji iseckami). Rozdélime-
li interval (a, b) na zvoleny pocet n dil¢ich stejnych intervalu, vypocitame lichobéznikovou
aproximaci opét pro kazdy interval zvlast a vysledky secteme, tedy

b b—a
/a f(z)dz = 5

n—1

[f(Tht1) + flzp)] (C.28)
k=0

kde z = a+ k(b —a)/n.

Simpsonovo pravidlo: zalozené na kvadratické (parabolické) interpolaci diléich inter-
valll integrované funkce. V piipadé integrace polynomu davé tato metoda velmi piesné
vysledky. Slozend aproximace Simpsonovym pravidlem, kdy interval (a, b) je rozdélen na
sudy pocet n diléich intervalu, mé tvar (kdy zx = a + k(b —a)/n)

n/2

D [f(wor-2) +4f (w2r-1) + f(war)] - (C.29)

k=1

b =
/a f(x)de =~ ™

a
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Simpsonovo 3/8 pravidlo (nebo také druhé Simpsonovo pravidlo): zalozené na kubické
interpolaci diléich intervalu integrované funkce. Slozend aproximace Simpsonovym 3/8
pravidlem, kdy interval (a,b) je rozdélen na n dil¢ich intervali, kde n je délitelné tiemi,
mé tvar (kdy opét zp = a+ k(b —a)/n)

b 3(b — a)
/ f(z)dz ~ < Z [f(z3k—3) + 3f (z3k—2) + 3f(w3k—1) + f(31)] - (C.30)
a k=1

Obdobnym zptisobem lze sestrojit Newton-Cotesovy formule libovolné vyssich fadu, vyssi
fady nez 4 (Booleovo pravidlo) se nicméné pouzivaji malo, jejich nevyhodou je velmi rychle
(az exponencidlné) narustajici chyba integrace.

C.3.4 Jednoduché numerické metody reSeni obycejnych diferencialnich rov-
nic

Existuje opét celd fada zpusobu numerického feseni obycéejnych diferencidlnich rovnic, naptiklad

feseni rovnic Eulerovou metodou nebo tzv. Runge-Kuttovou metodou (metodami), atd., viz

napiiklad (Humlicek, 2009). Ukézeme zde pouze ¢asto pouzivanou jednoduchou tzv. metodu

strelby a také piiklad feSeni obycejné diferencidlni rovnice 2. fadu pomoci tridiagonalni matice

(viz odstavec C.2.1):

e Metoda stielby

je jednoducha metoda, zalozend na ,,vystireleni“ dané funkce v zavislosti na okrajovych podmin-
kach z pevného bodu danym smérem. Hleddme potom takové koeficienty funkce, které zajisti
n,2dopadnuti“ funkce do pozadovaného bodu. Metodu si ukdzeme na ptikladu feseni tzv. Lane-
Emdenovy rovnice, coz je obycejnd diferencialni rovnice 2. fadu, obvykle zapsana v implicitnim
tvaru

1 d d
(-2

2
— n=0 ted "4 2y 4yt =0 C.31
ol dx>+y atedy y'+ -y +y : (C.31)

kde x je nezavisle proménnad, y je zavisle proménnd a n je konstanta. Tato rovnice je feSitelna
analyticky pouze pro n = 0, 1, 5, pro vSechna ostatni n musi byt feSena numericky. Pro n =0
ziskdme feSeni primou integraci se zahrnutim uvedenych okrajovych podminek, pro n = 1
fesime sférickou Besselovu diferencidlni rovnici (viz rovnice (B.117)), Pro n = 5 dostavdme
feSeni prostiednictvim tzv. Emdenovy transformace, kde y = Ar“s, kde r, s jsou nové proménné
aw=2/(n—1).

Budeme pocitat rovnici (C.31) pro n = 1,5 a s Newtonovymi okrajovymi podminkami
y(0) =1, ¥/(0) = 0. Algoritmus je tedy ,vystielen“ z bodu [0,1] vodorovné, novd hodnota y je
v kazdém prostorovém kroku vypocitdna jako y = y 4+ (Ay/Ax)Az. Druhd derivace y” je ro-
zepsdna jako (y')', tedy (Ay/Ax)/Az a kazdd nova hodnota y” je v kazdém prostorovém kroku
pocitdna jako (Ay/Ax)/Ax = (Ay/Az)/Ax—[(2/x)(Ay/Azx)+y"], coz muzeme po vyndsobeni
celé rovnice Ax piepsat jako (Ay/Az) = (Ay/Az) — [(2/z)(Ay/Az) + y"|Az. Numericky al-
goritmus rovnice (C.31) lze tedy zapsat napiiklad takto (fortran 95):

e program Emden !deklarace nazvu programu
implicit none
double precision :: x, y, dydx, n, dx ldeklarace redlnych veli¢in x, y, dydx, n, dx
Is dvojitou presnosti, kde dydx = ¢/ = Ay/Ax
ladx = Az
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x=0.d0 !deklarace parametri a okrajovych podminek
y=1.d0

dydx=0.d0

dx=1.d-3

n=1.5d0

do lvypocetni cyklus
x=x+dx
y=y+dydx*dx
dydx=dydx-(2.d0*dydx/x+y**n)*dx

if(x>15.d0)exit Istop kritérium, dané predbéznym odhadem
write(1,*) x,y,dydx 'zépis do souboru fort.1
end do konec cyklu

end program Emden

e Priiklad feSeni obycejné diferencialni rovnice 2. fadu pomoci tridiagonalni matice

Resen{ okrajové tilohy obyéejné diferencidlni rovnice 2. fadu p(z)y” (z) +q(z)y' (z) +r(2)y(z) =
f(z), na intervalu a,b, s Dirichletovymi okrajovymi podminkami y(a) = A, y(b) = B, lze
snadno fesit pomoci tridiagonalni matice (viz odstavec C.2.1). Jako piiklad feseni uvedeme
jednoduchou rovnici s konstantnimi koeficienty y” + 3y’ 42y = (202 +29) e3* (snadno fesitelnou
i analyticky), na intervalu (0, 1), s Dirichletovymi okrajovymi podminkami y(0) = 0, y(1) = 1.

Po prepsani dané rovnice do diferené¢niho schématu s n 4+ 2 body prostorové sité, kdy
jednotlivé derivace levé strany rozepiSeme podle rovnic (C.23) a (C.24), dostdvdme rovnici
ve tvaru

h h
<p - 2(1) Yi—1 + (h27" - 2P) Yi + <p =+ 2(1) Yir1 = W fi, (C.32)
kde i = 0,1, ... ,n,n+ 1, s koeficienty p = 1, ¢ = 3, r = 2 a s konstantnim prostorovym
krokem h = (zp41 — z0)/(n + 1) = [z(1) — x(0)]/(n + 1), pii n = 99 tak bude h = 0,01.

Oznac¢ime-li jednotlivé zavorky na levé strané rovnice (C.32) postupné P, Q, R, dostdvame
rovnici s tridiagonalni matici na levé strané ve tvaru

QR R (7 h2f1 — Pyo
P Q R Y2 h f
. . : = : . (C.33)
P Q R| |y h? fn
P Q Un h2f n — Rynt1
Numericky algoritmus zapiseme nasledujicim zpusobem (fortran 95):
e program tridiag !deklarace nazvu programu
implicit none
integer :: i, ni, N, LDB, NRHS, INFO !deklarace celociselnych proménnych: i =

Iporadové ¢islo nezdvisle proménné, ni =
Icelkovy pocet diskrétnich hodnot, ostatni
ljsou parametry podpropgramu DGTSV
balicku LAPACK - viz odstavec C.1
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parameter(ni=99,N=ni,LDB=N,NRHS=1) 'hodnoty celoc¢iselnych proménnych

double precision :: x(ni) ,y(ni), h(ni), p(ni), q(ni), r(ni), f(ni), B(LDB,NRHS),
DL(N-1), DU(N-1), D(N)
ldeklarace redlnych proménnych jako pole
Is dvojitou presnosti

double precision, parameter :: x0=0.d0, xn=1.d0, y0=0.d0, yn=1.d0
ldeklarace redlnych konstant s dvojitou

Ipresnosti
do i=1,N lvypocetni cyklus prostorového kroku
x(1)=x04(xn-x0)*i/dfloat(ni+1) Ipiikaz dfloat méni celo¢iselnou proménnou
Ina realnou
end do
do i=1,N thlavni vypocetni cyklus
h(i)=x(i)-x(i-1) 'konstantni krok h je zde zapsdn obecné
p(i)=1.d0 konstantni koeficienty jsou zapsany obecné
q(i)=3.d0
r(i)=2.d0
f(1)=(20.d0*x(i)+29.d0)*dexp(3.d0*x(1))
if(i.eq.1) then Ispodni okrajovd podminka
B(i,1)=h(i)**2.d0*f(i)-(p(i)-q(i)*h(i) /2.d0)*y0
elseif((i.gt.1).and.(i.1t.N)) then !hlavni pole
B(i,1)=h(i)**2.d0*{(i)
else thorni okrajové podminka
B(i,1)=h(i)**2.d0*f(i)-(p(i)+q(i)*h(i) /2.d0)*yn
endif
end do
do i=1,N-1 lIzadani spodni diagonaly
DL(i)=p(i)-q(i)*h(i)/2.d0
end do
do i=1,N lzadéni hlavni diagondly
D(i)=r(i)*h(i)**2.d0-2.d0*p(i)
end do
do i=2N Izadani horni diagondly
DU(i)=p(i)+q(i)*h(i)/2.d0
end do

Ivoléani podprogramu DGTSV balicku LAPACK (viz oddil C.1):
call DGTSV(N, NRHS, DL, D, DU, B, LDB, INFO)
if(INFO.ne.0) write(*,*) “INFO=",INFO, “I!I”

write(1,*) x0, y0
do i=1,N
y()=B(,1)
write(1,*) x(i), y(i) Izépis do souboru fort.1
end do
write(1,*) xn, yn

end program tridiag
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C.4 Numerické metody vypocta funkci vice proménnych - feseni
parcialnich diferencialnich rovnic

C.4.1 Hledani kotfenu soustavy funkci vice proménnych
Newtonova-Raphsonova metoda

Newtonova (Newtonova-Raphsonova) metoda predstavuje velmi ucinny néstroj také pro reseni
obecné soustavy (nelinearnich) rovnic. Soustavu P, obsahujici n rovnic muzeme obecné zapsat
jako

Py (#) =0, (C.34)
kde i =1, ... ,n a kde & je vektor proménnych z;. Pomoci Taylorova rozvoje rovnice (C.34)

do prvniho fadu dostdvame obecny vyraz pro k-tou iteraci (k-ty iterativni krok) feseni systému
rovnic P;, ktery muzeme zapsat kompaktni formou

JEAZ R = PRIz R, (C.35)

kde vektor A& predstavuje korekei feSeni pro kazdou proménnou x; vzhledem k pfedchozimu
iterativnimu kroku. Explicitn{ zapis vektoru AZ ¥ bude mit tvar

AZF = (af —2h=t ek T (C.36)

Vyraz P* v rovnici (C.35) predstavuje vektor k-té iterace vsech systémovych rovnic P,
zatimco vyraz J* znaéf odpovidajici Jacobiho matici, jejiz kazdy prvek J Z muzeme snadno
analyticky vyjadrit ze systému rovnic Pf , polozime-li

oP*¥
k _
i = 81:’; . (C.37)
J
Resfme-li napifklad (jako jednoduchy modelovy pifklad) soustavu rovnic:
zt +6y> —122z = 16,
5z3 —3y +22 = 9, (C.38)
ZU3 + 7y2 -z = 07
muzeme explicitni podobu rovnice (C.35) zapsat jako
43 12yy —12\ [z — o Tl +6y3 — 1229 — 16
22 -3 22| |y-—w|=-| 523 -3w+22-9 |, (C.39)
3:6% 14y -1 zZ— 2 x%+7y8720

kterou déle fesime iterativné napiiklad pomoci balicku LAPACK (viz odstavec C.1) jako sou-
stavu tii linedrnich rovnic pro tii nezndmé Ax = x — xg, Ay = y — yo a Az = z — 2y, 2
nichz potom v kazdém kroku ziskdme nové hodnoty z, y a z jako © = Ax + xg, y = Ay + yo,
z = Az + z.

e Piiklad mozného zpusobu naprogramovani soustavy rovnic (C.38) - program for-
tran 95:

program eqgsystem !deklarace nazvu programu
implicit none
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!deklarace celo¢iselnych proménnych v zahlavi programu, viz odstavec C.1:

integer :: 1,j, K,INFO,KL,KU,LDAB,LDB,N,NRHS
parameter(N=3,KL=2 KU=2 K=KU+KL+1,LDAB=2*KL+KU+1,LDB=N,NRHS=1)
integer :: IPIV(N)

ldeklarace realnych veli¢in s dvojitou presnosti:

double precision :: AB(LDAB,N),B(LDB,NRHS),DER(N,N),C(N),x0,y0,z0
Ipresmérovani konecného zapisu vysledku do souboru “solve.dat”:
open(10,file=“solve.dat” ,status=“unknown”)

x0=-4.0d0 lodhad vstupni hodnoty xj
y0=-3.0d0 lodhad vstupni hodnoty ¥
z0=14.0d0 lodhad vstupni hodnoty zp
do lvypocetni cyklus

Imatice derivaci levych stran:
DER(1,1)=4.d0*x0**3.d0

DER(1,2)=12.d0*y0
DER(1,3)=-12.d0
DER(2,1)=15.d0*x0**2.d0
DER(2,2)=-3.0
DER(2,3)=2.d0¥z0
DER(3,1)=3.d0*x0**2.d0
DER(3,2)=14.d0*y0

DER(3,3)=-1.d0

ltransformovand pasova matice AB podle schematu LAPACK, viz odstavec C.1:
do j=1,N
do i=max(1,j-KU),min(N,j+KL)
AB(K+i-j,j)=DER(i,j)
end do
end do

Imatice pravych stran:
B(1,1)=-(x0**4.d0+6.d0*y0**2.d0-12.d0*z0-16.d0)
B(2,1)=-(5.d0*x0**3.d0-3.d0*y0+2z0**2.d0-9.d0)
B(3,1)=-(x0**3.d0+7.d0*y0**2.d0-20)

lvlastni vypocet pomoci podprogramu DGBSV, viz odstavec C.1::
call DGBSV(N,KL,KU,1,AB,LDAB,IPIV,B,N,INFO)
if (INFO.ne.0) write(*,*) “INFO="INFO,“!!!”

C=(/(dabs(B(i,1)),i=1,N)/)

if (maxval(C).1t.1.d-15) exit Istop kritérium: max|Ax, Ay, Az| < 10717

x0=B(1,1)+x0
y0=B(2,1)+y0
20=B(3,1)+20

Izapis vyslednych hodnot x,y, z, Az, Ay, Az z jednotlivych iteraci do souboru:
write(10,%)x0,y0,z0,(B(i,1),i=1,N)
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end do
stop lzastaveni celého procesu
end program eqgsystem lkonec programu

e Tabulka vypoctenych hodnot x, yi, 2k, Axk, Ayr, Azg ze vSech provedenych iteraci :

k Tk Yk 2k

1 | -3.5568659855769229 -2.8660523504273505 14.644631410256411
2 | -3.4484177335542667 -2.8088357894123277 14.321062859837509
3 | -3.4422190042021756 -2.8052747443938260 14.300861993036721
4 | -3.4421993029036972 -2.8052630869488695 14.300795971729505
5 | -3.4421993027044500 -2.8052630868291244 14.300795971052235
6 | -3.4421993027044500 -2.8052630868291244 14.300795971052233

Az, Ay Az
0.44313401442307693 0.13394764957264957 0.64463141025641035

0.10844825202265625 9.7216561015022732E-002 -0.32356855041890148
6.1987293520911584E-003  3.5610450185016187E-003 -2.0200866800787826E-002
1.9701298478486783E-005 1.1657444956463351E-005 -6.6021307216049201E-005
1.9924720437988766E-010 1.1974503494876664E-010 -6.7726957780015056E-010
6.2835370146182566E-017  1.8208999862070576E-016 -1.3650720993330078E-015

S T W N |

Pocéteéni odhad (pokud nezndme, jako v piipadé standardnich fyzikélnich déju, néjaké ,predem
otekavané“ hodnoty) muze byt pomérné obtizny - na nasem piikladé muzete vyzkouset, ze po-
kud zvolime napf. vSechny poc¢atecni hodnoty rovny 1, vypocet zkonverguje rovnéz, ovSem bude
zapotiebi 24 325 iteraci (namisto 6 iteraci pro uvedené blizké celociselné pocateéni odhady).

C.4.2 Principy konecnych diferenci

Jednoduchy piiklad - jednorozmérna rovnice se dvéma proménnymi: ¢-cas, x-délka - Burgersova
(transportni) parcidlni diferencidlni rovnice
of (t,x) n u@f(t, x)
ot Ox
kde u je konstanta (rychlost). Numericky tvar funkce f(¢, x) je reprezentovan na jednorozmeérné
siti, tvofené M prostorovymi body,

=0, (C.40)

oy T1y ooy xpr (o < w1 < T2 < oo < Tpp). (C.41)
Vypocet probéhne opakované béhem N ¢asovych kroku,
t =to+ At to = t1 + At = 1o+ 2AL, ..., tx = to + NAL (C.42)
Numerické feseni veliciny f(t,z) v obecném j-tém prostorovém a n-tém Casovém (z = z;j,
t = t,) kroku oznacime f7'. Tayloriv rozvoj funkce f(¢,x) md tvar

Of(x,t)  h?0*f(x,t
floth,t) = fa ) n 2100 O
b

15)
Of (x,t)  h*0*f(x,t)
f(ﬂf—h,t):f(xat)—hTJrgw

+ 03 + ... (C.43)

—OR®) + ..., (C.44)
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kde h = Az je pfirustek prostorové proménné z (viz rovnice (1.1)) a symbol O znaéi zanedba-
telny, dédle nezapocitavany piispévek ¢lent vyssich fadta. V numerické matematice jsou derivace
nahrazeny tzv. diferencemi (viz odstavec C.3.2):

of(@,t)  fla+ht)—fla,t) [ia—F

Era Y = Az apod. (C.45)
Typy diferenci pro aproximace derivaci 1. fadu:
of " n n B
32 ~ ( T — I ) / Az dopfedné diference,
Tl

n

% . ~ <f]” — ]7‘71> /Az zpétné diference, (C.46)
J

of " e

L~ — x ntralni diference.

o .N(f]”Jrl fi 1)/(2A ) centralni diference
J

Piiklad numerického diferenéniho schématu pro aproximace derivaci 2. radu:

n

0% f 2
~ (ff = 267 + fii1) /(Ax)® (C.47)

ox?

J

Numerické diferenéni schéma uvedené transportni (advekéni) rovnice (C.40) mé tvar

n+1
—<fj ) _ —u< SR (C.48)
At 2Ax ’ ’
kde ¢asovy krok je pocitan jako doprednd diference a prostorovy krok je pocitdn jako centralni
diference. Po jednoduché tpravé dostdvame diferenéni rovnici (C.48) v programovatelném
tvaru:

ult

f;%+1 — - A ( T - }1_1) ) (C.49)

e Piiklad mozného zpusobu naprogramovéani rovnice (C.49) - program fortran 95:

program explicit ldeklarace nazvu programu

implicit none

integer :: j, n, t ldeklarace celociselnych proménnych v zahlavi pro-
lgramu: j = poradové &islo prostorového kroku, n =
Ipotadové ¢islo ¢asového kroku

integer :: nj, nn ldeklarace celo¢iselnych proménnych v zahlavi pro-
lgramu: nj = celkovy pocet prostorovych kroku j, nn
1= celkovy pocet ¢asovych kroku n

parameter (nj=100, nn=200) lzadani ¢iselnych hodnot pro nj, nn

double precision :: x(nj), f(nj), u(nj) !deklarace redlnych veli¢in x, f a u jako pole (vek-

Itoru) o nj prvcich s dvojitou presnosti
double precision :: dt ldeklarace redlné veliciny dt (¢asového kroku)

parameter (dt = 1.d0, u = 1.2d0) !deklarace pevné zadanych hodnot konstantnich
Iredlnych velic¢in
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Obrézek C.4: Graf (¢asovy snimek) postupné hustotni viny, popsané Burgersovou rovnici (C.40), mo-
delované metodou explicitniho Eulerova schématu na principu koneénych diferenci (rovnice (C.49), viz
také programovy skript, uvedeny v tomto odstavci). V grafu je zfetelnd nestabilni vinova poruha, jejiz

oblast i amplituda neustéle narustd (viz sekce C.4.3).

do j=1,nj
x(j) = dfloat(j)

if (j.le.nj/2) then
£(G) = 1.d0

else
f(j) = 0.1d0

endif
end do

t=0.d0

do
t = t+dt
do j=2,nj-1

f(G) = £0)-u()*dt*(FG+1)-£(-1)) / (x(+1)-x(-1))

end do

f(1) = £(1)

f(nj) = f(nj-1)

do j=1n]

write (100,*) x(j), £(j)

end do

write (100,*)

write (100,%)

if (t.gt.200.d0) exit

leyklus pocdteéni podminky (pocatecni funkce)
Ipitkaz dfloat méni celoéiselnou proménnou na
Iredlnou

ltzv. logickd podminka (kde .le. znamend <)

Izadand pocateéni funkce: pro z < 0.5nj — f = 1.0,
Ipro x > 0.5nj — f = 0.1

lkonec cyklu

lIzména typu proménné t na real s dvojitou presnosti
lvnéjsi (casovy) cyklus

lvnitini (prostorovy) cyklus

Ivlastni rovnice (C.49)

konec vnitiniho cyklu

lvnitini tzv. pevnd okrajova podminka
lvnéjsi tzv. volna okrajové podminka
leyklus zapisu do souboru s nédzvem fort.100
lzapis spocitanych hodnot

ldvouradkova mezera, nutnd pro animaci ¢asovych
leykla
lvystoupeni z ¢asového cyklu, pokud t > 200
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end do lukonéeni ¢asového cyklu
stop lzastaveni celého procesu pii t > 200
end program explicit konec programu

Toto tzv. explicitni Eulerovo numerické schéma je sice jednoduché, prehledné a nazorné, je ale
vZdy numericky nestabilni (viz obrazek C.4 a odstavec C.4.3):

C.4.3 von Neumannova analyza stability

Jednoducha analytickd metoda, zalozena na predpokladu periodické numerické poruchy, tedy
na Fourierovské dekompozici (rozkladu) numerické chyby. Metoda byla publikovdna v roce
1947 matematiky Johnem Crankem a Phyllis Nicolsonovou, za spoluautorstvi vyznamného
matematika, fyzika a prikopnika digitalnich poc¢ita¢i Johna von Neumanna.

Predpokladejme obecné poruchy stability (periodické perturbace, vibrace) vinového cha-
rakteru ve tvaru

gneiija:7 (0‘50)

kde £(k) je amplituda vlny, k je vlnové éislo libovolné hodnoty. Pokud |£| > 1, pro n — o0
bude

[§1" — oo, (C.51)
porucha se neustale zvétsuje, numerické schéma je nestabilni. Pokud
&l <1, (C.52)

numerické schéma je stabilni. Po dosazeni poruchové vlnové funkce do explicitniho feseni (C.49)
dostdvame

(6741 — gn) gikide _ _;ﬁ; ¢n {eiko’ﬂ)m _ ez‘k(j—mw] (C.53)

a po vydéleni celé rovnice (C.53) vyrazem £"e¢**74% dostdvame

£=1- % (ei’m - e—i’m) —1- i% sin(kAx). (C.54)

Protoze |a + ib| = v/a? + b2, bude druh4 mocnina rovnice (C.54) rovna vyrazu
At
€2 =1+ <UA$> sin?(kAx), (C.55)

kde pravé strana zjevné bude téméf vzdy vétsi nez 1 (vyjimeéné se bude rovnat 1). Je tedy
ziejmé, ze v piipadé explicitnitho numerického schématu musi vzdy platit, ze |{| > 1, toto
schéma je tedy vzdy nestabilni.

C.4.4 Laxova metoda

Numericka varianta explicitniho schématu, které podstatné stabilizuje, je pojmenovana podle
matematika Petera Davida Laxe. Zakladem je jednoduchd zména ve struktuie ¢asového ¢lenu.
Clen f7' v explicitnim Fesenf je zde nahrazen aritmetickym prumérem sousednich hodnot,

[u—y

n n n UAt n n
fi = B} (fir + foa) = Az (s = fim1) (C.56)
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Obrézek C.5: Casovy snimek postupné hustotni vlny, popsané Burgersovou rovnici (C.40), modelované
Laxovou metodou (rovnice (C.56)). Kfivka hustoty je na rozdil od explicitniho schématu stabilni, je
zde vsak piilis velkd tzv. numerickd difizivita, projevujici se znaénym rozmytim (rozostienim) puvodni
viny ostie schodovitého tvaru (srovnej s grafem C.9 v odstavci C.4.8), zpusobend priddnim vyrazu,
odpovidajicimu druhé derivaci advekéniho ¢lenu, tj. kdy vyraz (f;11+ fj—1)/2 v rovnici (C.56) mizeme
chapat jako f; + (fj+1 —2f; + fj71)/2.

von Neumannova analyza stability v tomto ptipadé dava

2
¢ = cos(kAx) — ZZ—A; sin(kAz), atedy [£> = cos®(kAz) + (ﬁ) sin?(kAz). (C.57)

Schéma je zjevné stabilni, pokud pro tzv. Courant-Friedrichs-Lewyho ¢islo uAt/Ax (zkrécené
Courantovo ¢islo, cfl) plati

At
Z— <1 Courantuv teorém stability. (C.58)

X

Stejnd rovnice (C.40), modelovana Laxovou metodou (C.56) je zobrazena v grafu C.5.

C.4.5 Metoda zpétného kroku (Upwind method)

Metoda zpétného kroku pouzivd v prostorovém (advekénim) ¢lenu zpétnou diferenci,

A
frt = =SSt - ), (C.59)

von Neumannova analyza stability v tomto piipadé davé (cfl = «):
€ =1—a+ acos(kAx) — iasin(kAzx), a tedy,
€12 = [1 — a + acos(kAz)]? + o sin?(kAx). (C.60)
Z pozadavku [£|? < 1 vyplyvé nerovnost
2a(1 — a)[1 — cos(kAz)] > 0. (C.61)

Protoze pokud a > 0 potom cos(kAx) < 1, schéma bude stabilni, pokud obdobné jako v od-
stavci C.4.4 Courantovo ¢&islo a < 1.
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Obrézek C.6: Casovy snfmek postupné hustotni viny (C.40), modelované metodou implicitniho schématu
(rovnice (C.65)). Kiivka hustoty je stabilni a na rozdil od Laxova schématu nenf zdaleka tak rozsifen4.
Amplituda postupného klubka vinové poruchy v levé ¢asti grafu se v ¢ase snizuje, jeho rozsah se neméni.

C.4.6 Laxova-Wendroffova metoda

Dvoukrokova metoda, pojmenovand podle jiz zminéného Petera Laxe (viz odstavec (C.4.4))
a dalstho matematika Burta Wendroffa, kombinuje vyhody Laxova a explicitniho schématu
nésledujicim zpusobem:

1. krok (Laxuv) a 2. krok (explicitni):

1 uAt uAt

S =St ) e (=), =gt () o)
gty 2 VLT g A VI T i A vy i ) T
von Neumannova analyza stability v tomto piipadé davé (cfl = a):
A A A
£=1-2asin (T) [a sin (ka> + i cos (k:;cﬂ , a tedy, (C.63)
kA kA kA
€]? = 1 — 40 sin® (256) [1 — a?sin® (;) — cos? <2:c)] . (C.64)

7 pozadavku [£|? < 1 opét vyplyvéa podminka stability o < 1.

C.4.7 Implicitni schéma

Princip tzv. implicitniho schématu je zalozen na tom, ze hodnoty veli¢iny f v prostorovém
(advekénim) ¢lenu na pravé strané rovnice (C.49) jsou zadany v ¢ase t" !, tedy de facto v bu-
doucnu, tj. po provedeni aktualniho vypoctu,

n+1l _ rn uAt n+1 n+1
5 =55, (fjfl - j—l)‘ (C.65)
von Neumannova analyza stability v tomto piipadé déava (cfl = «):
1 1 —iasin(kA 1
3 _ Lodasin(kAz) gy (e = (C.66)

T 1+ia sin(kAz) 14 a?sin’(kAz)’ 1+ a2sin?(kAz)’
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Z rovnice (C.66) je tedy zcela ziejmé, ze implicitni schéma musi spliovat podminku stability
€] <1, je tedy vZdy numericky stabilni. Nevyhodou je komplikovanost vypoétu f;‘“ v kazdém
¢asovém kroku, kdy tuto pfedem neznamou hodnotu poc¢itdme pomoci tzv. tridiagondlni matice
(viz odstavce C.1, C.2.1.)

o 1 1@ 1

S S o (C.67)
nekterou z metod nebo knihoven numerické linedrni algebry (viz odstavec C.1). Stejnd rov-
nice (C.40), modelovand implicitni metodou (C.65)-(C.67) je zobrazena v grafu C.6.
C.4.8 Priklad pokrocilejstho numerického schématu

e V soucasnosti existuje celd fada modernégjsich, pfesnéjsich a stabilnéjsich numerickych
metod (viz napt. Thompson, 2006):

e Pouziti tzv. oddélengch siti (staggered mesh), umoznujici oddéleni toku ruznych velic¢in
(flux splitting), napiiklad vektorovych a skaldrnich poli, atd.

e Postupné ptidavani jednotlivych ¢lenu pravych stran fyzikalnich rovnic, reprezentujicich
ruzné silova pole (operator splitting):
(f' = f2)/At = Li(f°)
(f? = fh/At Lo(f")

(C.68)

(fm = fmh/At = Lpn(f™1),

kde L; predstavuje jednotlivé aproximace ¢lenti pravé strany rovnice pomoci principu
kone¢énych diferenci, m je celkovy pocet ¢lentt na pravé strané rovnice a horni indexy
udavaji poradové ¢islo diléiho ¢asového kroku.

e Princip oddélengch siti (staggered mesh): na A-siti ,sedi“ vektorové veli¢iny, na B-siti
wsedi skalarni veli¢iny (viz obrazek (C.7).

e Piiklad dvoukrokové metody (tj. kdy vypocéet nésledujiciho ¢asového kroku je rozdélen
na dva mezikroky: explicitné vypocitany tzv. prediktorovy krok, nasledovany implicitnim
tzv. korektorovym krokem) pro vypocet transportni rovnice (C.40) skalarni veliciny f:

fB— B1 B1—fB

AN =S S AR =S S (C.69)
xs — I T2 — Xk
J Jj—1 Jj+1 J

kde A_, A jsou symboly pro zpétnou a doptednou diferenci. Pro vypocet prediktorového
kroku pouzijeme napiiklad tzv. van Leerovu derivaci (van Leer, 1982), definovanou jako:

9A_A,
AN =225 0 ALAL >0

dB, — A-B4)=3—TA, " (C.70)
0, if  A_AL<O.

van Leerova derivace je tedy nenulova, pokud je funkce f monoténni a je nulova v téch
polich prostorové sité, kde funkce f prochdzi extrémy. Dulezitou vlastnosti van Leerovy
derivace je, ze zachovava monoténnost derivaci a zabranuje vzniku lokalnich extrému:
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Obrézek C.7: Schéma uspofddani tzv. oddélenych siti (staggered mesh). A-sit, uréend pro pocitani vek-
torli, je zobrazena Eerné, B-sit, uréend pro poéitani skaldrnich veli¢in, je zobrazena ¢ervené. Dvojitou
¢arou je ohranicena vnitini vypocetni doména ('int’), symbolem b’ je oznacena zéna pro pocitani okra-
jovych podminek, symbolem ’g’ je oznacena tzv. ghost zone, coz je dal§i pfidand zéna pro okrajové
podminky, nutnd pro pocitani diferencialnich rovnic 2. fadu nebo v piipadé symetrickych podminek,
napifklad vuci ose sité (periodické okrajové podminky), stfedu sité, atd. Presné usporadani zén pro
okrajové podminky se muze v detailech ligit pravé podle typu okrajovych podminek (pevné, reflexni,
periodické, atd.).

z rovnice (C.70) vyplyvé, ze pokud A_ ~ Ay =~ A, potom (A_A;) ~ A a pokud
A_ < A; nebo A_ > A, potom (A_Ay) ~ min (A_,A}). To zarucuje, ze hodnoty
derivované funkce f na hranicich vypocetni bunky lokalné ,nepfestieli“ stfedni hodnoty
funkce f v sousednich bunkach (viz obrazek C.8).

Vysledkem prediktorového kroku bude veli¢ina I (nazveme ji napiiklad interpolant), ktera
je béhem prediktorového kroku advektovana na rozhrani druhé sité, tj. z puvodni B-sité
na A-sit a naopak. Prediktorovy krok bude mit v tomto piipadé tvar

u?’ nraAg

JAhnte _ 7
2

J

Bn , B [.A B
[i2i +dop | @5 — 25

: (C.71)

kde u je advekéni rychlost (srovnej rovnici (C.49)) a horni index n + a oznacuje diléi
posun v ramci casového kroku n.

e Nasledujici korektorovy krok bude dan rovnici ve tvaru
B,n+1 _ ¢B,n At A, n+a_ A, n+a A n+a A ,n+a
Rl P p— <Ij+1 ulynte - gty ) (C.72)
j J

Po provedeni korektorového kroku se tedy skaldrni veli¢ina f opét vraci na B-sit, tj.
uprostied mezi polohy A(j+ 1), A(j). Rovnice (C.72) je zaroven numerickou formou jed-
norozmérné divergence. Obdobné schéma ve dvoj a trojrozmérné verzi se nazyva metoda
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Obrézek C.8: Schématické vyobrazeni podminky monoténnosti van Leerovy derivace (rovnice (C.70))
je na obrazku C.8a: sklon linedrn{ distribuce veli¢iny f v prostiedni vypocetn{ buiice (¢drkovand ¢dra)
je diky van Leerové derivaci (plnd ¢dra oznacend jako d]SL) redukovan, takze hodnoty linearné inter-
polované, advektované skalarni veli¢iny f na rozhrani bunky musi po celé sifce této buinky ,padnout
mezi hodnoty této veli¢iny, zprimérované pies objemy sousednich vypocetnich bunék. Obrézek C.8b
zndzoriuje prediktorovy krok advekce skaldrni veli¢iny f (rovnice (C.71)). Veli¢ina je linedrné inter-
polovéna (plnéd Cervend Cdra, oznacend dS’L, znézornuje sklon van Leerovy derivace) a advektovédna
na rozhrani buiikky v poloviénim casovém kroku ¢ + At/2. Hranice buiky, vyznacené plnou carou, sym-
bolizuji objem latky, advektovany v Case, zatimco ,Carkovana“ buiika je pevné fixovana v prostoru.
Poloha linedrniho interpolantu I je oznacena IJA’"+G. Nésledujici korektorovy krok (rovnice (C.72))
advektuje veli¢inu na stied B-sité v case t + At.

konecngjch objemi (finite volume method - viz napf. LeVeque (2002)). Vicerozmeérnd po-
doba rovnice (C.72) (poc¢itand v souradnicovém sméru j, index k zde symbolizuje vSechny
ostatni souradnicové sméry, v zavislosti na dimenzi vypocetni sité) by tedy vypadala:

B,n+1 B, At A, nta A,n+ A+A+
f "= -y (I]Jrlnka ]+111kaSj+1k ]kn ‘ ! QS ) (C73)

7 VE
kde veli¢ina V]B}C znamend objem jedné tzv. buniky vypocetni sité (grid cell), stfedovany
na siti B, veli¢ina Sﬁk znamend potom plochu této bunky (nachazejici se na siti A),
pres niz prochdzi tok veli¢iny f ve sméru j (viz odstavce A.1.2, A.2.2) A.3.2, A.7.2,
popisujici vztahy mezi témito veliéinami v rtiznych soufadnicovych soustavach - viz
také obrazek C.8). Pokud bychom modelovali transportni rovnici (C.40) pro vektorovou
veli¢inu, bude postup zcela obdobny, pouze namisto ze sité B budeme vychdazet ze sité A,
prediktorovy krok transportuje tuto veli¢inu na sif B a ndsledny korektorovy krok opét
na sit A.

e Stejnd rovnice (C.49), modelovand uvedenou metodou prediktor-korektor je uvedend
na obrazku C.9. Courantovo ¢islo cfl = 0.5.

o Numerické schéma, uvedené v tomto odstavci, neni zdaleka jediné mozné, predstavuje
pouze ukazku tzv. po castech linedrni metody (Piecewise Linear Method), kdy nume-
rické diference jsou prokladdny tuseckami. Je mozné pouzit i presnéjsi tzv. po dédstech
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Obrézek C.9: Casovy snimek postupné hustotni vlny, popsané Burgersovou rovnici (C.40), modelované
metodou prediktor-korektor (pomoci rovnic (C.71) a (C.72)). Kfivka hustoty je na rozdil od predchozich
schématu stabilnf{ a ostrd, maly sklon ¢ela viny je ddn hustotou vypocetni sité (vzdédlenost{ sousednich
prostorovych bodu). Tvar viny lze korigovat priddnim stfihové tzv. Nawvier-Stokesovy viskozity nebo
objemové, tj. v praktickych vypoctech pouzivané tzv. numerické viskozity (viz napiiklad, LeVeque,
2002, a dalsi).

parabolickou metodu (Piecewise Parabolic Method - PPM, viz napf. Colella & Wood-
ward (1984)), nevyhodou je ovsem zcela zakonité vyssi vypocetni naro¢nost, tj. naroky
na vykon pocitacu, atd. Kromé toho existuje celd fada jinych metod, zalozend na jinych
principech numerického derivovani, jinych typech prostorovych siti (napiiklad tzv. adap-
tivnd sité, které se v prubéhu casu samy méni), nebo k vypocétum viubec prostorové sité
nevyuzivaji - napft. tzv. SPH metoda (Smooth Particle Hydrodynamics), atd.

C.4.9 Priklady modelovani realnych fyzikalnich procesa
Riemannova-Sodova razova trubice:

Zakladni testovaci tloha pro vétsinu numerickych kodu se snadno ovéfitelnymi vysledky. Jedna
se o uzavienou trubici, respektive box, rozdéleny na dvé ¢ésti pevnou prepazkou, nazyvanou téz
diafragma ( latinsky nazev pro brénici), kde obé oddéleni jsou naplnéné plynem s rozdilnymi
hustotami a tlaky. Nahle pfepazka zmizi coz vyvold pohyb plynu pfedchazeny razovou vlnou
§ifici se kolmo k roviné puvodni pfepdzky ve sméru fidstho plynu. Obréazek (C.10) ukazuje
snimek prubéhu hustoty, kdy pocdteéni stav plynu (kde index L oznacuje levou stranu trubice
s vySSi pocatetni hustotou a tlakem ,index R oznacuje pravou stranu trubice s nizsi poc¢atecni
hustotou a tlakem) je zvolen nasledovné: py, = 1.0, pr = 0.125, P, = 1.0, P = 0.1, vy = 5/3
kde p je hustota, P je tlak a + je adiabatickd konstanta. Obrazek C.11 ukazuje obdobnou
testovaci tilohu s po¢ateénimi pribéhy veli¢in proménnymi v obou smérech x, y, s nasledujicimi
parametry: pr, = e_yQ, pr = 0.125 e_yz, Pr = e_yQ, Pr=0.1 e_yQ, ~v = 5/3. Profily hustoty a
tlaku v pri¢ném smeéru y jsou tedy ,,Gaussovské“. V tomto modelu je jesté pridana ,,porucha‘,
zpusobend malou pocatecni slozkou rychlosti V;, = 0.05.
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Obrézek C.10: Vysledek simulace hustoty p v Riemannové-Sodové razové trubici v piipadé neviskézniho
toku v case t = 0.28 (v jednotkdch odpovidajicich popisu v odstavci C.4.9). Poéateéni stav plynu je
staticky a je fixovdn pevnou piepdzkou (nazyvanou také diafragma), situovanou v 1/3 délky trubice.
Hodnoty hustoty p a tlaku P na levé strané prepazky jsou pr, = 1.0, P, = 1.0, hodnoty na pravé strané
prepazky jsou pr = 0.125, Pr = 0.1. Celkova délka x sitka trubice (boxu) je 4.0 x 2.0 v libovolnych
jednotkéch a je zde pouzita vypocetni sit s poctem 300 x 100 zén, okrajové podminky jsou ,,pevné stény*.
Tii charakteristické ,schody® v hustoté jsou (zprava doleva) vlastn{ rdzovd vlna (jejiz rychlost sifenf
muze az ¢tyiikrat prevysovat skuteénou rychlost pohybujiciho se plynu), déle tzv. kontaktni nespojitost,
coZ je misto ptvodni piepazky, &fici se vliastni rychlosti pohybujiciho se plynu a koneéné tzv. zied ujici
vlna, $iFici se opatnym smérem (viz grafy stejné testovaci dlohy naptiklad v Stone & Norman, 1992).

t=5.32

0.8

0.6

0.4

0.2

Obrézek C.11: Barevny graf prubéhu hustoty ve stejné Riemannové-Sodové razové trubici v case
t = 5.32, s piidanou malou pocdte¢ni y-ovou slozkou rychlosti, V,, = 0.05. Tato ,porucha“ zptisobi
urcitou pri¢nou deformaci toku kde jsou rovnéz viditelné Kelvinovy-Helmholtzovy a Rayleigh-Taylorovy
nestability.
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t=18.0

X

Obrézek C.12: Barevny graf prubéhu hustoty v Kelvinové-Helmholtzové nestabilité (viz odstavec C.4.9).
Snimek ukazuje tok v pokrocilém case, kdy je nestabilita jiz zcela nelinearni, tj. s plné rozvinutymi
turbulencemi.

Kelvinova-Helmholtzova nestabilita

Dalsim oblibenym testovacim problémem je modelovani Kelvinovy-Helmholtzovy nestability
(viz napf. Chandrasekhar, 1961, viz také obrazek C.12). Pravoihld oblast (box) je naplnénd
plynem se dvéma opa¢né sméfujicimi toky, oddélenymi linedrni pomyslnou diskontinuitou.
Okrajové podminky jsou periodické na ¢elnich okrajich tokt, tj. v obrazku C.12 na stranédch
se soufadnicemi x = 0 a z = 1, zatimco na zbyvajicich dvou stranich jsou zvoleny opét jako
»,pevné stény“. Pocatetni podminky k tdloze jsou prevzaty z parametra, uvedenych v instrukcich
ke k6du ATHENA (Stone et al., 2008; Springel, 2013): pro y > 0.5 je podélna rychlost toku
Vz,1 = 0.3 a hustota plynu p; = 1, pro y < 0.5 je podélnd rychlost toku V, » = —0.3 a hustota
plynu ps = 2. Pocatecni tlak P = 1.0 v celé vypocetni oblasti a adiabaticky exponent v = 5/3.
Abychom se vyhnuli naprosto ostrému rozhrani mezi obéma toky, definujeme piechodovou
oblast kterd propoji oba toky, popsanou rovnicemi (Springel, 2013):

y—0.5

-1
p(z,y) = p1+ (p2 — p1) (1 + eT) ; (C.74)

ktera charakterizuje pocateéni poruchu hustoty ve sméru y, podobné

o5 —1
Va(z,y) = Vo1 + (Veo — Vi) (1 +e" 005> , (C.75)

kterad charakterizuje pocateéni poruchu z-ové slozky rychlostniho pole ve sméru y, kde stfedni
kvadraticka odchylka rychlosti ¢ = 0.01. Do téchto poc¢ateénich podminek vlozime periodickou
poruchu y-ové slozky rychlosti ve tvaru

V,(z,y) = Acos(kx)e™" ly=05], (C.76)

s vlnovym é&islem k = 2 x (2r/L) a amplitudou poruchy A = 0.05. Vyznam tohoto testu
spociva také ve snadném ovéreni linearity narustu poruchy v rané fazi prubéhu tlohy, zatimco
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pozdéji je prubéh vyvoje poruchy zjevné nelinearni, coz vylu¢uje provedeni analytickych kvan-
titativnich vypoctu. Navic, ,ostrost* rozhrani mezi obéma protismérnymi toky muze slouzit
jako indikator tzv. numerické difuzivity (tj. stabilizace algoritmu advekéniho schématu pomoci
druhych derivaci toku) vypocetniho schématu (Stone et al., 2008).

C.5 Paralelizace vypocetnich algoritmu

Pro urychleni a c¢asto dokonce i pro samotné umoznéni vypoctu velmi rozsdhlych (jedno-
rozmérnych nebo vicerozmérnych) algoritmu (kédu) je nezbytné tyto algoritmy paralelizovat, tj.
rozdélit je na vice oddilu (procesi) soubézné (paralelné) pocitatelnych na odpovidajicim poctu
strojovych procesort. Principem paralelizace je tedy rozdélit celkovou prostorovou vypocetni
oblast (viz napiiklad obrazek C.7) na mnozstvi separatnich vypocetnich oblasti, ranku (ranks).
Tyto ranky lze, v zavislosti na povaze problému, pocitat bud zcela samostatné, nebo, po-
kud je nutnd vzajemnd ,komunikace“ na styku téchto ranku (napiiklad pi hydrodynamickych
vypoctech, kde je nutnd navaznost na okrajové podminky na hranicich celé vypocetni oblasti,
jsou na hranicich ranku pfeddvény informace o hodnotach vypoétu v sousednim ranku). Tato
,mezirankovd komunikace* pritom neptsobi zadné zasadni zpomaleni vypoctu.

Existuje fada specializovanych knihoven pro tvorbu paralelnich algoritm, asi nejrozsirenéjsi
z nich je knihovna MPI (Message-Passing Interface), véetné nékolika podtypu, vytvorend skupi-
nou vyzkumnych a vyvojovych pracovniku z akademické a primyslové sféry pro Siroké vyuziti
na paralelné fazenych pocitac¢ich. Oficidlni zdroj knihovny véetné programovacich manuala
je na webové strance http://www.mpi-forum.org/, pro uvodni seznameni se s knihovnou i
s technikami paralelniho programovani doporucuji skripta Lisal (2007), pro podrobngjsi stu-
dium manuél Pacheco (1998). Knihovna je naprogramovana pro piesun dat z jednoho pro-
cesu do jiného procesu pomoci kooperativnich operaci v kazdém procesu (tzv. point-to-point
komunikace mezi dvéma procesy). Hlavnim smyslem pouzivdni metod paralelnitho progra-
movani je vyznamné urychleni vypocta jak v pfipadé zcela samostatné pracujicich ranku,
tak v piipadech, kdy je nutnd vzéjemnd hranicéni ,send and receive“ komunikace. Casto je
vypocet na jednom procesoru dokonce neproveditelny, v ptipadé, Ze binarni soubor indikuje
neumeérné rozsahly vypocetni proces, nelze zdrojovy soubor vibec zkompilovat. Knihovna MPI
je vyvinuta pro ruzné programovaci jazyky, jako jsou Fortran, C, C++, Python a Java, mohou
zde byt ovsem velké diléi rozdily v organizaci vypoctu (napiiklad rozdilné poradi zahrnovani
prostorovych bunék pfi dvourozmérném paralelnim vypoctu v piipadé jazyka Fortran, kdy
vypocet ,bézi“ v rdmci kazdého ranku nejprve ve ,vertikdlnim“ sméru, zatimco v ptripadé ja-
zyka C vypocet ,bézi“ vzdy nejprve ,horizontalné“). Protoze se v soucasnosti jednd jiz o velmi
rozsahlou a specializovanou disciplinu, nebudeme zde detailnéji popisovat techniky paralelniho
programovani.

V rdmci poéitacovych volné vazanych seskupeni (poé¢itacovych clustern), pracujicich v Ceské
republice, 1ze standardné docilit soucasné zapojeni az nékolik stovek procesu. Dostupnymi a
vykonnymi poc¢itacovymi clustery napiiklad jsou:

¢ METACENTRUM, coz je virtudlni organizace, kterd tidi a distribuuje vypocetni in-
frastrukturu spolupracujicich akademickych a univerzitnich center. Vypocetn{ a pamétova
zafizeni jsou spravovana v ramci projektu ,,Czech National Grid Infrastructure®, ktery je
soucasti projektu ,,Projects of Large Infrastructure for Research, Development, and Inno-
vations® (LM2010005). Soucasti poc¢itacového clusteru METACENTRUM jsou: vypocetni
centrum Masarykovy univerzity v Brné (centrum CERIT-SC, Loschmidt Laboratories -
pracoviste Ustavu experimentalni biologie PfF MU a NCBR - Narodni centrum pro vyz-
kum biomolekul, PTF MU), vypocetni centrum Zépadoceské univerzity v Plzni (KIV
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- Katedra informatiky a vypocetni techniky FAV ZCU, KMA a KKY - Katedra ma-
tematiky a Katedra kybernetiky FAV ZCU), vypocetni centrum Jihoceské univerzity
v Ceskych Budéjovicich (Pifrodovédecks fakulta JU), vypocetni centrum Akademie véd
CR, vypocetni centrum Katedry telekomunikaéni techniky FEL CVUT v Praze, atd.,
zastfeSujici organizaci je e-infrastruktura pro védu, vyzkum a vzdélavani CESNET z.s.p.o.
Celkové parametry a vykon clusteru prevysuji 10000 CPU pocitacovych jader (desitky
TB operacni paméti RAM) a s pamétovou kapacitou cca 1 PB (1063 TB) pro opera¢ni
data a cca 19 PB (19000 TB) prostoru pro uklddani dat. Oficidlni webovou strankou je
http://metavo.metacentrum.cz/.

e Pocitacovy cluster ANSELM (narodni superpocitacové centrum, VSB - Technickd uni-
verzita Ostrava), ktery sestavd z celkem 3344 pocitacovych jader CPU (15 TB operaé¢ni
paméti RAM). Oficidlni webovou strénkou je http://www.it4i.cz/

e V soucasnosti je jiz k dispozici uzivatelum novy pocitacovy cluster SALOMON (narodni
superpoéitacové centrum, VSB - Technickd univerzita Ostrava), ktery je dle zebficku
TOP 500 oficialné 40. nejvykonnéjsim superpocitatem na svété! Soucasné parametry:
24192 jader CPU Intel Xeon (Haswell-EP), 129 TB operacni paméti RAM, 52704 ja-
der akceleracnich koprocesoru Intel Xeon Phi s 13,8 TB RAM, 2 PFLOP/s maximéaln{
vypocetni vykon, 2 PB diskové kapacity a 3 PB zalohovaci paskové kapacity. Oficidlni
webovou strankou je http://www.it4i.cz/.
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