462 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

II. 4. Urcity a nevlastni integral
Urcity integral

Véta 32 (Newtonova-Leibnizova formule). Necht f je integrovatelnd funkce na intervalu (a,b)

a necht F je jeji primitivni funkce. Pak plati, Ze

Zakladni vzorce pro integrovani (k € R):

b b b
J (f(x) £ g(x)) dx J f(x) dxij g(x) dx,
x=Xk-

)
ka-f(x)d

a

Jb f(x) dx,

a

Jb f(x)dx = JC f(x)dx + Jb f(x) dx.

a a C
Véta 33 (Metoda per-partes pro urcit] integral). Necht funkce w a v maji na intervalu {(a,b)
derivace u' a V', které jsou na tomto intervalu integrovatelné. Pak plati
b b
J u(x) v/ (x) dx = [u(x) v(x)° —J u'(x) v(x) dx.
a a
Véta 34 (Substituéni metoda pro urdit( integral). Necht funkce f(x) je spojitd na intervalu (a,b).
Necht funkce @ md derivaci ¢’ na intervalu {«, 3), kterd je na tomto intervalu integrovatelnd.
Ddle necht plati a < @ < b pro x € (&, 3) (tzn., Ze funkce @(x) zobrazuje interval (x,) do
intervalu {(a,b)). Potom plati (pfesnéji ,z existence integrdlu nalevo plyne existence integrdlu

napravo a jejich rovnost”)

B @(B)
J flo(x)] ¢'(x) dx :j f(t) dt.

o ¢(x)

Nevlastni integral

Definice 35. Urcity integrél fz f(x) dx se nazgvé nevlastni pokud alespon jedno z ¢isel a,b je
rovho +oo, nebo je funkce f neomezend na uzavieném intervalu (a,b) (tedy alespori v jednom
bodé intervalu (a,b) ma funkce f sinquldrni bod — nemust jit nutné o krajni bod a nebo b, ale

singularni bod maze lezet i uvnitf intervalu (a, b)).

Definice 36. Necht existuje lim._,o F(c) = I, I € R. Pak fekneme, Ze nevlastni integrdl

f:oo f(x) dx konverguje a jeho hodnota je 1. Tedy

+o00 c
J f(x)dx = lim Jf(x)dx: lim F(c),

a c—+00 a c—+00
kde F(c) := [ f(x)dx. V opatném piipadé, tj. kdyz lim._,; F(c) je nevlastni nebo neexistuje,

fekneme, ze nevlastni integral f:oo f(x) dx diverguje.
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(405) Vypoctéte

Resent:
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(406) Vypoctéte

1
J x (x* —1)3dx.
0

Regenti:
1 t=x—1 , .
2_ 3 dtZZXdX _1J 3 _1 i _1 _1 __l
Lx(x 1)° dx 0w-1 | =3 _1t dt_2 i 0 1) =%
1~~0
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465
(407) Vypoctéte
3 2
J tg” x dx.
%
Regeni:
tgx
3 3 sin’x dt = COSZX dx
H t
tg? x dx = dx | SINX = 773
n x COS2X +
3 3 % ~ V3
V3
Rty

V3 ) V3 V3 1
_ t _ _
5 5 5
2
= [t — arctg t]g = §\/§_ g
3
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J] e + ] dx
o \e+3  cos?x '
Reseni:

Vyuzijeme aditivity integrdlu a pro prehlednost zadany integrdl rozdélime na dvé casti.

(408) Vypoctéte

t=1¢e*
ot e dt =e*dx |
T e 3 Tee
0~ 1
_t
ds_17§d
e 1 (€ 1 § = —xadt
:Jt2+3dt:§J Tt L | =
1 1 (_t +1 \@
(ﬂ> 1W7§
7o 3 -
= J] o ds = —[arctgs]é =

Celkem tedy

] e~ 1 V3 eVv3 m
dx =1 == — — = .
Jo <e2’< 3 + coszx) x=hL+1 3 arctg 3 c +tgl
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(409) Vypoctéte
b
J sgnxdx, a,beR,a<0,b>0.

a

Resent:

b 0 b
Jsgnxdx:J(—1)dx+J1 dx =[x + [x]§ = a +b.
a a 0
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(410) Vypoctéte

o0 1
dx.
JO (x—3p "
Regeni:
t=x—3
Jm 1 dt=dx |
o (x—=3) 00~ o00 |
0~ =3
<1 T 400
-—Jsgdt——zh 1% =
= (im0t = (-3)) = -
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(411) Vypoctéte

o0 1
dx.
L vx+2
Regeni:
t=x+2

Jm 1 dx dt = dx
0 Vx+2 00 ~> 00

0~ 2
1 o
- |, roe-avie -
zzignVF—V?y:ﬂm—wﬁﬁzw.
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(412) Vypoctéte

ResSeni:

t=+/x
00 L—v/X 1
J efd dt=glzdx | _
VX 00 ~» 00

1 ~~1
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(413) Vypoctéte

J"o dx
0 x2 +1
Reseni:
Jo " _T_ 7= larctgx]y” = Xan;Oarc‘[gx— arctg0 = g —0= g
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(414) Vypoctéte

Reseni:

J dx =[lnx]7"= lim lnx—InT=00 = integrdl diverguije.
1 X X—00
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(415) Vypoctéte
J sinx dx.

Reseni:

(o9}
J sinx dx = [~ cosx];” = — lim cosx + cosO limita neexistuje = integral diverguje.
0 X—00
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(416) Vypoctéte
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(417) Rozhodnéte o konvergenci nasledujictho integralu vzhledem k ¢islu o« € R
J x* dx.

1

Resent:
Bud o« = —1, potom

1
J —dx = [Inx]{" = 0.
1 X

Nyni uvazujme « # —1, potom

* o4 X(XH > 1 H o1
L x dx_{ocHL _oc—H<le”JoX _1>'

Pro o« > —1, tj. o« + 1 > 0, plati lim,_,o x**! = 00. Déle pro o« < —1, tj. «+ 1 < 0, plati
limy oo X*tT = 0. To znamen4, e

o0 {dlverguje, x> —1,
J x*dx =

1 1 o< —1.

T a1
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(418) Rozhodnéte o konvergenci nasledujictho integra

J e™ dx.
0
Reseni:
Bud o = 0, potom
J Tdx = [xI3° =
1

[e.e]

Nyni uvazujme « # 0, potom

l !

Pro o > 0 platt limy_, €% = 00. Déle pro « <

e™ dx = {

1
—e
[od

1

x

e dx = {

o0

|

diverguje,
1

o)

(

lu vzhledem k ¢islu &« € R

Q.

0 platt limy_, €* = 0. To znamena, ze

x>0,
o < 0.

lim e®™ —1
X—00
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(419) Rozhodnéte o konvergenci nasledujictho integralu vzhledem k ¢islu o« € R

[e%s) l o
J (Inx) dx.
. X
Regeni:
t=1Ilnx
Joo (lnx)* i dt = J—(dx B Joo = PE (417) diverguje, o > —1,
e X 00~ 00 1 — o<1,
e~ 1
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(420) Vypoctéte
r" dx
;X X2

Reseni:

[l il (3t
] X4+X2— ] XZ(X2+1)_ ] x2 1+X2 -

17 ~ T T s
:[—;]] — [arctg x]; _0+]_(___>_]_Z'
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479

(421) Vypoctéte
J x? e ™ dx.

Reseni:

u=x u = 2x
v=—e X v =e*

o0

/
[e'e) - - ]
— [—xz e’x}o +2J xe * dx u=x L,L

v=—e* v =e"

XZ o)
=l S 2e 2| e o

Xx—o0o @ 0
. X —x700 __ . —x _ 1) —
=02 lim = —2[e™; =2(lime™—1) =2.
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(422) Vypoctéte

°° arctgx
dx.
L 21
ReSeni:
arctgx =t
S 1 = 2 212 g § ’
J arctgx | e dx 71dt Jztdt: t ™ ﬁ_zgi_
1~z

4
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(423) Vypoctéte

J‘x’ dx
oo €T

Regeni:
t =e*
Jm n Jm & gy fdtmeraxf T dt gy =T
= X = = [arc = —.
oo €t e oo €41 00 ~ 00 o 241 9o 2
—00 ~ 0
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(424) Vypoctéte

(e} XZ
J_oo w1 dx.
Re&eni:
t=x3
< X2 dt = 3x2dx 1 (> dt 1 w 1ym 7 7
wam I [ o —gjootm dt=3lretgt™, =3 (5-(-3)) = 5
—00 v —00
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(425) Vypoctéte

Resent:

2
d
J & _ [ln x]g =Iln2—limlnx =00 = integrdl diverquje.

0o X x—0
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(426) Rozhodnéte o konvergenci nasledujictho integralu vzhledem k ¢islu o« € R

1
J x*dx.
0

Reseni:
Rozdélme problém na tfi pripady.
() x>0
V tomto pfipadé nent integrdl nevlastni a mGzeme snadno spocitat, ze
1 1
J x*dx = ——.
0 o+ 1
(i) x=—1
Pocitejme

1
J x Tdx = [lnx]é =InT— lim lnx=0— (—00) = 0.
0 x—0t

(i) o < 0,00 # —1
Pocitejme
1

1 o+1
J x"‘dx:{x 1 =
0 0(+1 0

] 1 lim x*" = {OCLH’ o>,

T a1 ot 1x—0r 00, a<-—1.

Celkem tedy

1 1
wax: w >
0 o0, 0(§—1
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485

(427) Vypoctéte

Resent:

1 0
J In|x|dx = J In(—x) dx +
-1 -1

!/

= u=x
! 1

X

v=lnx v

:2(1ln1—llm alna)—1—|—0>

a—0

=—2—lim Ina
a—0

- | =1
1 o0
a

1
J (n |x| dx.
-1

1
lnx dx

[

=2 ([xlnx](') —

lnxdx:ZJ

J(

=—2—lim(alna) [0- 00| =

a—0

1dx) =2 ([xIn Xl — X13)

P lim (—a) =-2.

a—0
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(428) Vypoctéte

Resent:

1—x2=t

—2xdx = dt
1~0
0~ 1

dx
32
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(429) Vypoctéte

Resent:

1
dx 1T ™
J] — = larcsinx] ; = = — <——> = TI.
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(430) Vypoctéte

2.2
Jﬂdx.

o x—1
Resent:
2.2 2 1 2
Judx:J x—l—L dx:J x—l—L dx-l—J x-l—L dx =
x—1 0 x—1 0 x—1 1 x—1

0
2

X T 2
:[——Hnlx—]l} —|—[——|—ln|x—1l] =
0 2 1

2
(X 4 e
—Xlgp_ (j—i—lnlx—]I) +O+§—|—O—Xlg}1+ (7+lnlx—1|> =
1 1
=5+ (—o0) +2— 7 (—oo) = integrdl diverguije.
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(431) Vypoctéte

Resent:

J] dx_JO dx+J]dx_ 7’ R b
X2 o x| x|, x]y

1 1
=—lim-——1—-1T+ lim — =00+4+00—2 = integrdl diverguje.

x—0— X x—0t X

Rozdélent na dva integrdly je nutné, neboft jinak

1 1
1 X X]_4

tedy zaporny vysledek pro integrdl z kladné funkce, coz je spor.
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(432) Vypoctéte

2 dx
; xlnx’
Reseni:

t=1Ilnx

2 d _1 and
J _dx |dt=ldx :J at _ g2 =
;xlnx | 1~0 o t

2~1n2
=1In(ln2) — tlmg) Int=1In(ln2)+00 = integrdl diverquje.
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(433) Vypoctéte

491
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(434) Vypoctéte
b dx
W VX2 — a2 )

Resent:

t=x+vx?—a?

J" dx dt:<1+%> dx

a VX2 —a? a~a

b~ b+ Vb2 —a?
> N )
= [lnltl}bJr 7 <b+\/b2—a2>—lna=lnw.

a

b+m]

a
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(435) Vypoctéte
J X e dx, n € N.

Regeni:
t=x2
*° = ] oo — [— n—1
J 20 0 gy dt = 2x dx :_J metgr | Y t,t u ,ntt _
) 0~ 0 2 J, v=—e vi=e
00 ~> 00
‘l o0
:—([ the ™|, +nJ t" et dt) =
2 0
_E Ootn—1 e—t dt u:tnq u/_(n_”tnfz B
2 v=—e" v =et -
n n—1 _—t]® * n-2 .-t
:_([ t" e ]o +(n—1)J t" e dt)z =
2 0
nm—1)---2 = =
= 2) Jtetdt vi—z‘t \L)L’:ca]t -
0
n!
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