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I. 5. VySetfovani prubéhu funkce

Monotonie a lokalni extrémy

Duasledek 12. Necht md funkce f(x) konecnou derivaci na intervalu 1.

o Je-li f'(x) > 0 pro kazdé x € 1, pak je f rostouci na I.
o Je-li f'(x) < O pro kazdé x € 1, pak je f klesajici na 1.

Definice 13. Necht xo € D(f). Tento bod se nazgva staciondrni, pokud f’(xq) = 0.

Poznamka 14. Lokalni extrém miZze nastat bud ve staciondrnim bodé nebo v bodé, kde '(xo)

neexistuje.

Véta 15. Necht je funkce f(x) spojitd v bodé xo a mad vlastni derivaci v néjakém ryzim okoli
Ofxo}\ xo. JestliZe pro vSechna x € O(xy), x < Xo, je f(xo) > 0 (f(x0) < 0) a jestlize pro vsechna
x € Ofxo}, x > xo, je f(xo) <0 (f(xo) > 0), pak md funkce f(x) v bodé xy ostré lokdlni maximum

(minimum).

Véta 16. Necht f'(xo) = 0. Je-li f"(xo) > O, pak md funkce f(x) v bodé x, ostré lokdlni minimum.

Je-li t"(xo) < 0, pak ma funkce f(x) v bodé x, ostré lokdlni maximum.

Konvexnost, konkavnost a inflexni body

Dasledek 17. Necht je otevieny interval a funkce f(x) md vlastni druhou derivaci na intervalu 1.

o Je-li f"(x) > 0 pro kazdé x € 1, pak je f ostre konvexni na 1.

o Je-li f"(x) < 0 pro kazdé x € 1, pak je f ostre konkdvni na 1.
Definice 18. Necht x, € D(f). Tento bod se nazyva kriticky, pokud f”(x,) = 0.

Véta 19.
e Necht xq je inflexni bod a necht existuje f"(xo). Potom f"(x,) = 0.
o Necht f"(xy) = 0 a existuje okoli Os(xy) takové, Ze plati f"(xy) < O pro kazdé x €
(xo — 8,%0) a f"(xo) > O pro kazdé x € (xo,xo + 8), nebo naopak. Pak je xq inflexnim
bodem funkce f(x).
o Necht f"(xo) =0 a f"(xo) # 0. Pak je xo inflexnim bodem funkce f(x).

Poznamka 20. Inflexnim bodem mtze mize byt bud kritick( bod nebo bod, kde f”(x¢) neexistuje.
Zde je potfeba dat pozor na definici inflexntho bodu. V nékterjch publikacich bgva inflexni bod
definovan jako kritickg bod, v némz druhd derivace méni znaménko, coz znamen4, Ze v inflexnim
bodé must existovat vlastni druha derivace, jejiz hodnota je rovna nule. Inflexni body byvaji nékdy
jesté rozdélovany do dvou kategoril podle chovani f'(xq). Pokud x, je inflexnt bod a soucasné
f'(x0) = 0, nazgva se bod xo sedlovgm bode (téz stacionarni inflexni bod), a pokud x, je inflexni

bod s f'(x0) # O, hovofime o nestaciondrnim inflexnim bodé.
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Asymptoty

Definice 21. Bud %, € R. Pfimka x = x¢ se nazgva asymptotou bez smérnice funkce f, jestlize

ma f v xo alespon jednu limitu nevlastni, tj.

lim f(x) ==+oc0 nebo lim f(x) = *oco.

X—Xo+ X—X0—

Véta 22. Primkay = ax+b je asymptotou se smérnicl funkce f pro x — +oco prdveé tehdy, kdyz

existuji konecné limity

lim — =aq, lim (f(x) —ax) =b.
x—+oco X X—-+00

Analogické tvrzen( plati pro x — —ooc.

Vysetirovani priibéhu funkce — postup
i) Defini¢nt obor;
i) spojitost, charakterostika bodt nespojitosti;
iil) lichost, sudost, periodicnost;
v) f(x) =0, intervaly, kde je funkce kladna a zaporng;

v) f'(x) =0a D(f');
monotome extremg,
vit) f7(x) =0 a D(f");

1’_‘
viit konvexnost konkavnost, inflexni bodg,
ix) asymptoty bez smérnice a smérnici;

x) graf funkce.

Y
)
)
)
) f
vi)
)
Y
)
)
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(247) Zjistéte, zda je funkce
f(X) — XfS efxs‘mx
sudd, nebo licha.
ReSeni:
Pripomenme, ze funkce je suda, jestlize je jeji graf symetricky dle osy y, tj. f(—x) = f(x),
f

a lichg, jestlize je jeji graf symetrick( dle podatku soustavy soufadnic, tj. f(—x) = —
Spoctéme tedy, ¢emu se rovnd f(—x).

f(—X) — (—X)_3 e—(—x) sin(—x) _ _X—3 ex(—sinx) — _X—S e—xsinx — —f(X).

Dana funkce je tedy licha.
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(248) Zjistéte, zda je funkce
x(x? +5)
flx) = ——=
(x) cotg & ln v/x2
sudd, nebo licha.

ResSeni:

Spoctéme, ¢emu se rovnd f(—x).

fox) = P HS] x(P )
= cotg (_17)7 ln ¢ (_X)Z o cotg (_%) In \3/)?
—x(x*+5) x(x2 +5)
- = = f(x).

— cotg )3—7 lnv/x2 cotgx]—7ln VX2
Dana funkce je tedy suda.
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(249) Zjistéte, zda je funkce
X =2x+1
B sinx

f(x)
sudd, nebo licha.
ReSeni:
Spoctéme, ¢emu se rovnd f(—x).
(—x)? =2(—x)+1 X +2x+1 x? 4+ 2x + 1
sin(—x) —sinx sinx
Dana funkce tedy nent ani sud4, ani licha.

# +f(x).

Petr Zemanek & Petr Hasil http://www.math.muni.cz/ ~xzemane?2


http://www.math.muni.cz/~xzemane2

|. 5. PRUBEH FUNKCE 271

(250) Rozhodnéte o kladnosti a zapornosti funkce
(X _ 2) esinx

f(x) = .
arccotgx

Reseni:
Funkce mlze zménit znaménko pouze ve svém nulovém bodé (protnutim osy x), nebo

v bodech, kde nent definovdna (preskocenim osy x). Proto nejprve urcime defini¢nt obor
dané funkce

D(f) =R.
Nynt najdeme nulové body této funkce

f(x) =0,

(x —2) esinx

arccotgx -

(x—2) e =0,
x—2=0,
x = 2.

Obdrzeli jsme celkem dva intervaly, na nichz musime zjistit znaménko funkce.

X (—00,2) (2500)
sgnf — +

f zdpornd | kladna

Dana funkce je tedy zaporna (jeji graf je pod osou x) v intervalu (—oo,2) a kladna (jeji
graf je nad osou x) v intervalu (2, c0).
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(251) Urcete intervaly monotonie a extrémy pro funkci

f(x) = 12x° — 15x* — 40x3 + 60.

Reseni:

Nejdrive urcime definiént obor funkce f(x). Je zfejmé, Ze plati D(f) = R. Spocitdme prvni
derivaci, tj.
f/(x) = 60x* — 60x® — 120x* = 60x*(x* —x — 2).
Nyni musime urcit defini¢ni obor pro f’(x), ten je ocividné D(f’) = R, a staciondrni body
funkce f(x), tedy musime vyfesit rovnici f'(x) = 0. Proto
60x*(x*—x—2)=0 =
= x;=0nebox>’—x—-2=0 = x =0, x; =2, x3=—1.

Tyto body nam rozdéli defini¢ni obor rozdéli na ¢tyfi intervaly (—oo,—1), (—1,0), (0,2)
a (2,00), ve ktergch zjistime znaménka f’(x). Podle téchto znamének urcime priibéh funkce

v jednotlivgch intervalech a uréime pripadné extrémy. K tomu ndm pomGze nasledujict
tabulka

X (—OO,—]) (_]»O) (032) (Z)OO)
sgn f’ + — — +
f /! N NS

Odtud je vidét, ze funkce f(x) je rostouci v intervalech (—oo,—1), a (2, 0), klesajici
v (—1,2). Funkce f(x) ma dva lokalni extrémy, lokalni maximum pro x = —1 a lokalni
minimum pro x = 2.
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(252) Urcete intervaly monotonie a extrémy pro funkci

f(x) = xe ™
Re3eni:
Stejngm postupem jako v predchozim prikladé obdrzime
D(f)=R, f(x)=e ¥ -2xe ¥ =e*(1-2x}) a D(f)=R.
Nynt urc¢ime stacionarni body funkce f(x), proto
e’XZU 2 =0 =
o VI Vi

—_ 2 — _ — = —_— [ —
= 1—-2x=0 = x 2 = X 2 ax; 7
Nynt se ndm defini¢ni obor funkce f(x) rozpadl na tfi intervaly, ve ktergch uréime pribéh
funkce, tj.
<[] 6
sgn f’ — + —
f N / N

Tedy funkce f(x) je rostouci v intervalu (—%, @) a klesajict v intervalech <—oo, —%) ,
<§, oo>. Také md dva lokaln{ extrémy, konkrétné lokalnt minimum pro x = —? a lokalnt

: _ V2
maxtmum pro X = 5
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(253) Urcete intervaly monotonie a extrémy pro funkci

2
f(x) = =—.
lnx

ReSeni:
Uréime potrebné defini¢ni obory a derivaci f(x), tj.

B 2xlnx —x

D(f):(O,])U(],oo), f/(X)— ’ D(f/):(o,])U(],OO).

ln® x
Urcime stacionarnt body, proto

M]# = x(2lhx—-1)=0 =
ln“x

1
= x; =0 nebo lnx:z = X :Oneboxz:e%.
Ovsem bod x; ¢ D(f), proto je stacionarnim bodem pouze x,. Nyni analyzujeme monotonii

funkce f(x), tj.

x | (1,&)
sgnf’| — — +

LA IRV N /!

Tedy funkce f(x) je klesajicl v intervalech (0,1), a (1,+/e), rostouci v intervalu (1/e, c0)
a s lokdlnim minimem pro x = \/e.
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(254) Urcete intervaly monotonie a extrémy pro funkci
f(x) =x—2sinx, x € (0,2m).

Reseni:
Nejdrive uréime defini¢ni obory (ty jsou urceny jiz zadanim prikladu) a f'(x), tj.
D(f) = (0,2nt), f'(x)=1—2cosx, D(f")=(0,2m).

Najdeme stacionarni body

1 U om
1—2cosx=0 = cosx=§ = x1:§axzzg.
A analyzujeme monotonii funkce f(x)
x 103)] 63| (G2
sgnf’ | — + —
f N / N

Funkce f(x) je tedy rostouct na intervalu (%‘,%‘) a klesajict na intervalech (0,%‘),
my,

(%‘,Zﬂ). Funkce ma také dva lokalni extré lokalni minimum pro x = % a lokalni
5m

maximum v bodé x = 5
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(255) Urcete intervaly monotonie a extrémy pro funkci

Resent:

f(x) =

]—lnl.
X X

Nejdfive uréime defini¢ni obory a f'(x), tj.

D(f) = (0,00), f'(x)

Najdeme stacionarnt body
1 1
X2

——(1+ln—):O T
X X

A analyzujeme monotonii funkce f(x)

1 1
—=e = X=e
X
x | (0,e) | (e,00)
sgnf’ | — +
f NS

Funkce f(x) je tedy rostouci na intervalu (e,o00) a klesajicl na intervalu (0,e). Funkce
ma také lokaln{ minimum pro x =e.
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(256) Urcete intervaly monotonie a extrémy pro funkci

flx) = (x + 3)2'

eX

Resen:
Nejdfive uréime defini¢ni obory a f'(x), tj.

_x2+4x+3

D(f) = R, f/(X) = T, D(fl) =R.
Najdeme stacionarni body
244
T +e:+3 =0 = x*4+4x+3=0

= (x+1)x+3)=0 = x=-—1nebox=-3.

A analyzujeme monotonii funkce f(x)

X (—OO,—3) (_3)_]) (_1)00)

sgn f’ — + —
f N\ / N\
Funkce f(x) je tedy rostouct pro x € (—3,—1) a klesajici pro x € (—oo0,—3) U (—1, 00).
Funkce ma lokdlni minimum pro x = —3 a lokalni maximum pro x = —1.
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(257) Rozhodnéte o konvexnosti a konkavnosti funkce

flx) = (x + 3)2'

eX

Resen:

K analyzovéani chovédni tecen grafu funkce f(x) pouzijeme postup analogicky vysetfo-
vani monotonie funkce s tim, Ze budeme zjistovat znaménkové zmény funkce f”(x). Tedy,
nejdfive uréime defini¢ni obory a f”(x), k ¢emuz pochopitelné potfebuje vypoditat i f'(x)
— tu ale jiz zname z prikladu 256, tedy

24 4x+3 24+ 2x—1
D(f) =R, f'(x) = _m’ £ (x) = H—X, D(f") = R.
ex ex
Nyni uréime kritické body, coz jsou feSent rovnice f”(x) =0, tj.
24 2x—1
X—i_—X:O = X42x—1=0 = x=—1—-V2ax;=—1+V2
eX

Ted se nam defini¢nt obor rozpadl na tfi intervaly, ve kterych zjistime jednotlivd znaménka
7 (x), tj.

x | (=00, —1—=V2) | (=1 =v2,—=1+V2) | (=1 +2,00)
sgn f” + — +
f U N U

Funkce f(x) je konvexni v intervalech (—oo, —1—+/2) a (—1+1/2, o), konkavni v intervalu
(=1 —+/2,—1++/2) a m4 dva inflexni body pro x = -1 —+v2ax=—1++2.
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(258) Rozhodnéte o konvexnosti a konkavnosti funkce
f(x) =x*—2x3 —12x* + 7x — 3.

Reseni:

K analyzovant chovéant tecen grafu funkce f(x) pouzijeme postup analogicky vysetto-
vani monotonie funkce s tim, Ze budeme zjistovat znaménkové zmény funkce f”(x). Tedy,
nejdiive uréime defini¢ni obory a f”(x), k ¢emuz pochopitelné potiebuje vypocitat i f'(x),
tj.

D(f) =R, f'(x) =4x> —6x*> —24x + 7, f"(x) = 12x* —12x — 24, D(f") =R.
Nyni urcime kritické body, coz jsou Fesent rovnice f”(x) =0, tj.
12 —12x—=24=0 = x;=2ax;=-1.

Ted se ndm defini¢ni obor rozpadl na tfi intervaly, ve kter(ch zjistime jednotlivd znaménka
f"(x), tj.

X (_OO)_1) (_])2) (2)00)
sgn f” + —

f U N U

Funkce f(x) je konvexni v intervalech (—oo,—1) a (2, 00), konkavni v intervalu (—T,2).
Funkce ma dva inflexni body pro x = —1 a x = 2.
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(259) Rozhodnéte o konvexnosti a konkavnosti funkce

N

X

f(x) =xe 7.

Reseni:

Nejdrive uréime defini¢ni obory a f”(x), tj.

N
N

X X

D(f) =R, f'(x) =e 2 (1=%%), f"(x) =xe” 7 (x*-3), D(f") =R.
Nynt ur¢ime kritické body, tj.
2
xe z (x**=3)=0 =
= x;=0nebox*=3 = x;=0, x2=V3ax;=—V3.

Ted se ndm defini¢nt obor rozpadl na ¢tyri intervaly, ve kterych zjistime jednotlivd zna-
ménka f”(x), tj.

X (—oo,—\/§> (—\/§,0> (O,\/§> (\/100)
sgn f” — + —

f N U N U

Funkce f(x) je konvexni v intervalech (—v/3,0) a (v/3,00), konkdvni v (—oo,—+/3)
a (0,1/3). Funkce ma t¥i inflexni body pro x = 0, 4++/3.
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(260) Rozhodnéte o konvexnosti a konkavnosti funkce

f(x) = V3.

Reseni:
Nejdfive uréime defini¢ni obory a f”(x), tj.

3 f(x) =

D(f) =R, f'(x)= 5

6 "o
B D(f") =R\ {0}

Rovnice

6 _ 0
25V/x7
nemd feseni. OvSem druha derivace neexistuje pro x = 0, proto nam tento bod rozdéli
defini¢ni obor funkce f(x) na dva intervaly, proto

x | (—00,0) | (0, 00)
sgn f” + —

f U N

Funkce f(x) je konvexni na intervalu (—oo,0) a konkavni na intervalu (0, —o0). Funkce
méd inflexnt bod pro x = 0.
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(261) Urcete asymptoty bez smérnice funkce

Re3eni:
Urcime defini¢nt obor funkce f(x), tj.
D(f) =R\ {0},
proto jedingm mozngm bodem, ktergm mize vést asymptota bez smérnice je x = 0. Musime
ovérit limitn{ chovant funkce f(x) v tomto bodé, tj.
lim — = +oo0.
x—0 X
Proto existuje asymptota bez smérnice a je dana rovnict x = 0.
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(262) Urcete asymptoty bez smérnice funkce
sinx

f(x) =5x +
X
Reseni:
Postupujeme stejné jako v pfedchozim ptikladé. Urcime defini¢ni obor funkce f(x), tj.
D(f) =R\ {0},

proto jedingm mozngm bodem, kterym miize vést asymptota bez smérnice je x = 0. Musime
ovéFit limitn{ chovani funkce f(x) v tomto bodé, tj.

lim (5x+ S‘”X) — 1.

x—0 X

Proto asymptota bez smérnice neexistuje.
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(263) Urcete asymptoty v oo funkce

ResSeni:
K urcent rovnice asymptoty se smérnict budeme postupovat dle danygch vzorc(, proto

£ 3x
a= Llim fx) = lim > = lim 3x = lim 3 T =3,
x—+oo X x—too X x—+o0 X — x—+oo ] — 1
3x? 3x? —3x* +3
b= lim (f(x)—ax)= lim ( x —3x) — lim = 3% +3x =
x—=to0 x—too \ X — x—Eoo x—1
= lim 3x =3.

Pri vgpoctu jsme vyuzili moznost nerozliSovat, zda limitu pocitame v +co nebo —oo (toto
samoziejmé v nékterych pripadech neni mozné a asymptoty se mohou Lisit). Proto rovnice
asymptoty se smérnicl je v obou smérech rovna y = 3x + 3.
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(264) Urcete asymptoty funkce

Re3eni:
Nejdrive se zaméfime na asymptoty bez smérnice. Proto nejdfive urcime defini¢ni obor
D(f) = R\ {£2}.

V ,dirdch” defini¢ntho oboru vypocitame jednostranné limity, tj.

l 4+x3 li 4 4 x3 o0, x—27,
im —— = lim =
x24 —x2 x=2(2—x%x)(2+x) —00, X — 2+)
4 +x3 4 +x3 +oo, x ——27,
llm 5 = m — =
x—24—x2  x5-2(2—x%x)(2+x) —00, x— —2".
Funkce f(x) ma tedy dvé asymptoty bez smérnice o rovnici x = 2 a x = —2. Nyn{ uréime
asymptoty se smérnici, tj.
443 3 4
44+ x 5+ 1
a= lim =2 = lim T lim X =1,
x—too X x—too 4x — X3 x—+oo % —
: 44 x3 A+ A — X3 A4
b_xg:rl:noo(ll——xz—i_X)_xg:rl:noo 4—X2 _xgzrpooiz—] _O
Funkce f(x) ma asymptotu se smérnici o rovnici y = —x.
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(265) Urcete asymptoty funkce

Reseni:
Nejdiive se zaméiime na asymptoty bez smérnice. Proto nejdrive urcime defini¢ni obor
D(f) = R\ {1}

Vypocitame jednostranné limity v —1, tj.

ox +oo, x— —1T,
lim =
x—=—-1%x+ 1 —00, X — —17,
Funkce f(x) ma tedy asymptotu bez smérnice o rovnici x = —1. Nyn{ uréime asymptoty
se smérnici, tj.
e X
N , e
a= lim X = lim =
x—too X x—too X2 4+ X
, UHp. | x UH.p. . x
e o] 7 e x - e —
B llmx_mo Zix o I = llmx_mo pm] | P> | = llmx_,oo 5 = oQ,
. eX _
leX_HX) ix = 0.

V dalsim nds tedy zajima pouze smér do —oo, proto

b= lim ¢ =0

x——00 X + 1

Funkce f(x) ma asymptotu se smérnici pouze ve sméru —oo o rovnici y = 0.
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(266) VySetrete pribéh funkce

Resent:
Budeme postupovat dle ndvodu popsaného v tivodni casti této kapitoly.
i) Funk&nimu predpisu vyhovuiji viechna realna &isla takova, e x* —1 # 0. Proto mame

D(f) = R\ {£1).

i) Zjistime limitnt chovani v bodech nespojitosti, proto pfimgm vypoctem thned obdrzime
i X~ (] +
im = lim . = +00
x—1+ x2 — 1 =1+ \x+1 x—1 ’

lim X = lim X ] = —
e —1 e k1 x—1) T ™

iii) Ponévadz plati
f(x) = S = —f(x),
je zadana funkce licha (to nam usnadnénti kresleni grafu). Je zfejmé, Ze funkce nemize
byt periodicka.
iv) Urcime priseciky s osou x, tj.

fx)=0 & x*=0 & x=0.

Nynt ziskame intervaly, kde je funkce f(x) kladné a zaporna, proto

X (—OO,—1) (_])O) (0)]) (])OO)
sgnf — + — +

f zdpornd | kladnd | zapornd | kladna

v) Spocitdme prvni derivaci a jeji defini¢ni obor, tj.
ey = X (¥ =3)
f (X) = 2 )
(x*—=1)
vi) Nynt urcime staciondrni body a intervaly monotonie, tj.

fx)=0 & X(¥¥-3)=0 & x=0x=V3 x3=—V3,

D(f) =R\ {+1).

X (—oo,—\/§> (—\G,—1) (—1,0) | (0,1) (1\@) (\/§00>

sgn f’ + — — — — +
f / N N N\ N /
Z tabulky vidime, ze funkce f(x) ma lokalni maximum pro x = —v/3 a lokdln{ minimum

pro x = v/3. Ve vijzna¢nijch bodech (lok. extrémy, infl. body) je vhodné znét i jejich
funként hodnotu, proto spocitame f (—\/§> = —% Jaf (\/§> = %\/3
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vii) Spocitdme druhou derivaci a uréime jeji defini¢ni obor
2 (X2 +3)
B
viit) Urcime kritické body a intervaly konvexnosti a konkdavnosti, tj.
f'x)=0 & 2x(x¥*+3)=0 & x=0,

() . D(f") =R\ {+1.

X (_OO>_]) (_]»O) (O>]) (],OO)
sgn f” — + — +

f N U N U

Funkce f(x) ma tedy v bodé x = 0 inflexnt bod. Z pfedchoziho jiz vime, ze f(0) = 0.
V inflexnim bodé uréime jesté smérnici tecny, tj. f'(0) = 0, coz znamena, Ze tec¢na je
v tomto bodé rovnobézna s osou x.

ix) Z bodu ii) plyne, Ze funkce mé dvé asymptoty bez smérnice o rovnicichx =Tax = —1.
Urcime i asymptoty se smérnicl (pokud existujt), proto
£ 2 ]
a= lim 2= = lim = lim =1,
x—too X x—+oo X2 — x—too | — X1_2
3 3.3 1
. X X' —x+X X
b= Llim —x ) = lim = lim =0
x—4o00 \ X2 — 1 x—+oo x2 — 1] x—Foo | — =

Funkce f(x) ma i asymptotu se smérnici, kterd je dana rovnici y = x.
x) Nyni zkombinujeme vSechny predchozt vpocty a obdrzime graf funkce

OBRAZEK 17. Graf funkce f(x) z P¥ikladu 266.
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(267) VySetrete pribéh funkce

Redeni:
Budeme postupovat dle ndvodu popsaného v tvodni casti této kapitoly.
i) Funkénimu predpisu vyhovuiji vSechna realna cisla takova, ze x +1 # 0. Proto mame

D(f) =R\ {1}
i) Zjistime limitn{ chovani v bodu nespojitosti, proto pfimgm vypoctem thned dostaneme
2 2
XL@H Tx+1 il x+1 ~(to0) = —oo,
x? x?
lim — = lim — = —(—o0) = 0.
x——1- X+1 x——1- X—|—1
iit) Ponévadz plati
2
X
f(—x) = — +f
(X) = = # *(x),

neni zadand funkce ani lichd, ani sudad (coz je vidét uz z nesymetrie defini¢ntho
oboru). Vzhledem k defini¢nimu oboru je zfejmé, ze funkce nemize byt periodicka.
iv) Urcime priseciky s osou x, tj.

fx) =0 & x*=0 & x=0.

Nynt ziskame intervaly, kde je funkce f(x) kladné a zaporna, proto

X (_OO)_1) (_1)0) (O>OO)
sgnf + — —

f kladnd | zapornd | zdporna

v) Spocitdme prvni derivaci a jeji defini¢ni obor, tj.
—x? —2x
(x+1)2°
vi) Nynt urcime staciondrni body a intervaly monotonie, tj.

f'lx) =0 & —x(x+2)=0 & x37=0,x=-2.

f'(x) = D(f) =R\ {1}

X (_OO)_Z) (_2)_]) (_])O) (O)OO)
sgn f’ — + + -
f N /! / N
/ tabulky vidime, Ze funkce ma v x = —2 lokdlni minimum a v x = 0 lokaln{ maximum.

Spoctéme v téchto vjznacn(ch bodech funként hodnotu.
f(—2) =4, f(0) = 0.
vii) Spocitdme druhou derivaci a uréime jeji defini¢ni obor

—2x —2 —2
f//(X) — X

(x+1)* (x+1)%
D(f") =R\ {-1}
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viit) Urcime kritické body a intervaly konvexnosti a konkavnosti, tj.
f'"x)=0 & —-2=0,
coz je nesmysl. Druha derivace tedy nema zadny nulovy bod. Nesmime ovsem zapo-

menout, Ze jeji znaménko se miize zménit i v bodech, ve ktergch nent definovana (t;.
v ,dirdch” jejtho defini¢ntho oboru).

X (—o0,—1) | (—1,00)
sgnf” + —
f U N
ix) Z bodu ii) plyne, ze funkce ma jednu asymptotu bez smérnice o rovnici x = —1.

Urcime i asymptoty se smérnici (pokud existuji), proto

XZ

a:xll;:rl?oo:_xz—i—x :_1)
2 X
b= lim — +x = Llim =1.
x—too X + x—Foo X + 1
Funkce f(x) ma tedy v 400 i —oo asymptotu se smérnici, ktera je déna rovnici
y=—x+1
x) Nyni zkombinujeme vS8echny predchozi vpocty a obdrzime graf funkce
6 —_
a4
4_
yoo3q
2

MWMMM%« Ar o G e D S TOde D D0 O el O O Ol D S0 O O B

OBRAZEK 18. Graf funkce f(x) z P¥ikladu 267.
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(268) VySetrete pribéh funkce
f(x) = 1— + lnx.
X

Redeni:
Budeme postupovat dle ndvodu popsaného v tvodni ¢asti této kapitoly.
i) Funkénimu predpisu vyhovuji vS8echna kladna redlna cisla, tedy

D(f) = (0, 00).
it) Zjistime limitn{ chovani na okraji defini¢ntho oboru
] . T+xlnx
lim — 4 lnx |oo—oo| = lim ——
x—0+tX x—0F X
1
. . UHp. . I .
lim xlnx = lim % =" lim =X = lim —x =0
x—0+ x—0t = x—0t —— x—0+ = 00
X =
= lim T+xlnx #
x—0+ x

iii) Vzhledem k tvaru defini¢niho oboru je zfejmé, Ze zadand funkce nent ant lich4, ani
sudd, ani periodicka.
iv) Urcime priseciky s osou x, tj.

f(X):O,
1
—+Ilnx =0,
X
1
lnx = ——
nx "
lnx* =—1,

kde pouzité tpravy jsou vzhledem k oboru hodnot korektni. Protoze Inx* > 0, dana
funkce nema zddng nulovy bod a je tedy na celém svém definicnim oboru bud pouze
kladnd, nebo pouze zaporna (zdGraznéme, ze definicnt obor je ,bez dér”). Tedy

x [ (0,00
sgnf +
f | kladnd

v) Spocitame prvni derivaci a jeji defini¢nt obor, tj.

_x—1

f(x) = ,  D(fY) =R\ {0}

X2
vi) Nynt urcime staciondrni body a intervaly monotonie, tj.
fflx)=0 & x—-1=0 & x3=1.
Pripomenme, ze vSe navic probtha na defini¢nim oboru plvodnt funkce, tj.
X (0,1) | (1,00)
sgnf’ | — +
f NS

Z tabulky vidime, ze funkce ma v x = 1 lokalni minimum. Spoc¢téme v tomto vjznacném
bodé funként hodnotu.
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vii) Spocitdme druhou derivaci a uréime jeji defini¢ni obor

—x*+2x 2—x
f”(x) — X4 = X3 )

D(f") =R\ {0}.
viit) Urcime kritické body a intervaly konvexnosti a konkavnosti, tj.
f'x) =0 & 2—x=0 & x=2

x  1(0,2) | (2,00)
sgnf” | + —
f U N

Cili funkce f mé& v x = 2 inflexni bod. Funkéni hodnota v ném je

£(2) :%ana,w.

ix) Z bodu ii) plyne, ze funkce ma jednu asymptotu bez smérnice o rovnici x = 0.
Asymptotu se smérnict md, opét vzhledem k defini¢nimu oboru, smysl hledat pouze

vV +00:
T+lnx 1+xlnx -~
a= lim X = lim |;|
X—00 X X—00
1+ lnx o 1
" lim =I§I‘”=p lim o =0,
X—00 X Xx—00 LX

1
b= lim — 4+ lnx = o0,
x—o00 X

tedy funkce f(x) asymptotu se smérnici nema.
x) Nynt zkombinujeme vSechny predchozi vjpocty a obdrzime graf funkce
5

OBRAZEK 19. Graf funkce f(x) z P¥ikladu 268.
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(269) VySetrete pribéh funkce

Redeni:
Budeme postupovat dle ndvodu popsaného v tvodni ¢asti této kapitoly.
i) Funkénimu predpisu vyhovuiji v8echna redlné ¢isla takovd, 7e 3x? # 0. Proto mame
D(f) =R\ {0}

it) Zjistime limitn{ chovani v bodu nespojitosti, tj.

l 1_2X—l' 1—2x 1 —
ball S WS Rl 3 )T T

iit) Ponévadz platt

X2’
neni zadana funkce lichd ani suda. Je zrejmé, ze funkce nemize byt periodicka.
iv) Uréime priseciky s osou x, tj.
1
fx) =0 & 1—-2x=0 & x:z.

Nyni ziskame intervaly, kde je funkce f(x) kladné a zaporna, proto

x 00| 0 | (oo
sgnf + + —

f kladna | kladna | zaporna

v) Spocitame prvni derivaci a jeji defini¢nt obor, tj.
2(x—1)
3

vi) Nynt urc¢ime stacionarni body a intervaly monotonie, t;j.

f'lx) =0 & 2x—1)=0 & x=1,

f'(x) = D(f') = R\ {0}

X (_OO) O) (O) ]) (] ) OO)
sgn f’ + — +
f /! NS

Z tabulky vidime, ze funkce f(x) ma pro x = 1 lokalni minimum s hodnotou f(1) = —
vii) Spocitdme druhou derivaci a uréime jejt defini¢ni obor

1
3-

2(2x —
o0 =223 b~ o)
3x4
viii) Urcime kritické body a intervaly konvexnosti a konkavnosti, tj.
f"x) =0 & 2(2x—3)=0 & x= %,
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« [0 [03)] G
sgn f” + + —
f U U N
Z tabulky vidime, Ze funkce f(x) md pro x = % inflexni bod. Plati f(%) = —2%

a smérnice te¢ny je rovna f (3) = s% coz ndm tentokrdt nacrt grafu prilis neusnadnt.

ix) Z bodu ii) plyne, Zze funkce md asymptotu bez smérnice o rovnici x = 0. Urcime
it asymptoty se smérnict (pokud existuji), proto

1—2x ] 2 1 2
. 2 . — <X . 3 X2
a= lim 2= = lim = lim 22X =0,
x—too X x—too  3x%3 x—too 3
1 2
1—2x vy b
b= lim = lim 2% X = 0.
x—=%o0 3x2 x—=%o0

Funkce f(x) mé i asymptotu se smérnici, ktera je dana rovnict y = 0.
x) Nyni zkombinujeme vSechny predchozi vjpocty a obdrzime graf funkce
3 -4

_3_

OBRAZEK 20. Graf funkce f(x) z Pfikladu 269.
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(270) VySetrete pribéh funkce

Reseni:
Budeme postupovat dle ndvodu popsaného v tvodni ¢asti této kapitoly.
i) Funkénimu pfedpisu vyhovuji vS8echna redlna ¢isla takova, tj.

D(f) =R.
it) Z bodu ii) plyne, Ze funkce je spojitd v R.
iit) Ponévadz platt
x?—1
je zadana funkce suda (to ndm usnadnént kreslen( grafu). Je zfejmé, ze funkce nemze
byt periodicka.
iv) Urcime priseciky s osou x, tj.

fx)=0 & x*—-1=0 & x==I.

Nyni ziskame intervaly, kde je funkce f(x) kladné a zaporna, proto

X (—OO,—]) (_])]) (]>OO)
sgnf + — +

f kladna | zdporna | kladna

v) Spocitame prvni derivaci a jeji defini¢nt obor, tj.
4
f(x) = ——~ D{)=R.
(x*+1)
vi) Nynt urcime staciondrni body a intervaly monotonie, tj.

f'lx)=0 & x=0,

X (_OO)O) (0,00)

sgn f’ — +
f N /
V bodé lokdlntho minima x = 0 urcime funként hodnotu, tj. f(0) = —1.
vii) Spocitdme druhou derivaci a uréime jejt defini¢ni obor
4 (3x* —1
f’(x) = —(—3,), D(f") =R.
(x*+1)

viii) Urcime inflexnt body a intervaly konvexnosti a konkdvnosti, tj.

f'x)=0 & 3x*—-1=0 & x=4=4

Petr Zemanek & Petr Hasil http://user .mendelu.cz/hasil


http://user.mendelu.cz/hasil

|. DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

296
EIETIs
sgn f” — + —
f N U N

ok
N——
Il

Z tabulky vidime, ze funkce f(x) ma dva inflexni body x = j:‘/?g s hodnotami f (j:

~faf () =+
ix) Z bodu ii) plyne, Ze funkce nemd asymptoty bez smérnice. Urcime asymptoty se
smérnict (pokud existuji), proto

x2—1 2 1 1
. 2 . x-—1 . X3
a= lim > = lim = lim *—% =0,
x—doo X x—too X3 + X x—Foo 1+ =
X
2 1
. x-—1 . 1—=
b= lim =1

—— = lim
x—too X2 +1 x—too T 4 x]_z
Funkce f(x) ma asymptotu se smérnici, kterd je ddna rovnici y = 1.
x) Nyni zkombinujeme vSechny predchozi vjpocty a obdrzime graf funkce

1_

0.5

OBRAZEK 21. Graf funkce f(x) z P¥ikladu 270.
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(271) VySettete pribéh funkce

Resent:
Budeme postupovat dle ndvodu popsaného v tivodni casti této kapitoly.
i) Funk&nimu predpisu vyhovuiji véechna realna &isla takova, e x2 —1 # 0. Proto mame
D(f) = R\ {£1}.

i) Zjistime limitnt chovani v bodech nespojitosti, proto pfimgm vypoctem thned obdrzime

X+ 4T
lim = lim . = +o0,

X—)]+X2—1_X~>1+ x+1 x—1
lim XZJF]—l'm X411\
X1 T e\ x+1 x=1) T T
i X4+1
x—&ﬂ* X2—1 =%
X%+ 1
lim 5 = +o0.
x——1—X —1
iit) Ponévadz plati
241
flox) = 0 = —f(x),
x?2 —1

je zadana funkce suda. Je zfejmé, ze funkce nemize byt periodicka.
iv) Je ziejmé, Ze priiseciky s osou x neexistuji (nebof rovnice x* + 1 = 0 nemé4 Fedeni).
Nynt ziskame intervaly, kde je funkce f(x) kladné a zaporna, proto

X (—OO,—]) (_])]) (]>OO)
sgnf + — +

f kladna | zdporna | kladna

v) Spocitdme prvni derivaci a jejt defini¢nt obor, tj.
4
f(x) = ——— D) =R\ {£I}.
(x*—1)
vi) Nynt urcime staciondrni body a intervaly monotonie, tj.

f'lx)=0 & x=0,

X (—OO,—1) (_])0) (O»]) (]>OO)

sgn f’ + + — —
f /! / NNy
V bodé lokdlniho maxima x = 0 uréime funkéni hodnotu, tj. f(0) = —1.
vii) Spocitdme druhou derivaci a urcime jeji defini¢nt obor
4(3x*+1
f'(x) = (—3)> D(f") =R\ {£1}
(x*—1)
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298
viii) Funkce nemd kritické body (rovnice 3x* + 1 = 0 neméa FeSen{). Ur&ime intervaly

konvexnosti a konkavnosti, tj.

X (_OO)_]) (_]>]) (])OO)
sgn f” + — +
f U N U
Je vidét, ze funkce nema inflexni body.
ix) Z bodu ii) plyne, Ze funkce ma dvé asymptoty bez smérnice o rovnicichx =T ax = —1
Urcime i asymptoty se smérnicl (pokud existuji), proto
x2+1 2.1 141
a= lm Lo tim S i 2T g
x—too X x—too X2 — X x—too ] — =
241 1+%
b= lim AL lim =1,
x—too XZ — 1 x—Foo | — )3—2

Funkce f(x) ma i asymptotu se smérnici, ktera je dana rovnici y = 1.
x) Nyni zkombinujeme vSechny predchozt v(jpocty a obdrzime graf funkce
10

_10_

OBRAZEK 22. Graf funkce f(x) z Prikladu 271.
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(272) VySettete pribéh funkce

Resent:
Budeme postupovat dle ndvodu popsaného v tivodni casti této kapitoly.
i) Funk&nimu predpisu vyhovuiji viechna realnd &isla takova, e 3 —x? # 0. Proto mame

D(f) = R\ {+V3).

i) Zjistime limitnt chovani v bodech nespojitosti, proto pfimgm vypoctem thned obdrzime

X 1
lim ——— = —00
x—>\/§+3_xz x—>\f4r (\/_+X \/_—X> ’

= —|—oo)

X 1
X—>\/§_3_X2 x—n[ (\/_‘l‘x \/§—X>

je zadand funkce lichd. Je ziejmé, Ze funkce nem(ze bt periodicka.
iv) Urcime priseciky s osou x, tj.

fx) =0 & x=0.
Nyni ziskame intervaly, kde je funkce f(x) kladné a zaporna, proto
oA 6 [ (5]

sgnf + — + -

f kladna zaporna | kladnd | zdporna

v) Spocitame prvni derivaci a jeji defini¢nt obor, tj.
3 2
Fix) = X D) =R\ {£V3}.
(3—x%)

vi) Je ziejmé, Ze funkce f(x) nema staciondrni body. Urcime intervaly monotonie, tj.

x | (=00,—v3) | (—v3,v3) | (v3,0)
sgn f’ + + +
f /! /! /!

Funkce f(x) tedy nema z4dny lokalni extrém.
vit) Spocitdme druhou derivaci a uréime jeji defini¢ni obor

2x (94 x?)
(3—x2)* "’

£ (x) = D(f") = R\ {£V3}.
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viit) Urcime kritické body a intervaly konvexnosti a konkavnosti, tj.
f'(x) =0 & 2x(9+x)=0 & x=0,

< |or)] (59 (08) | (39

sgn f” + — + —

f U N U N

Z tabulky vidime, Ze funkce f(x) ma inflexnt bod pro x = 0. Z pfedchoziho jiz vime,
Ze f(0) = 0. Uréime zde jesté smérnici tecny, tj. f'(0) = %

ix) Z bodu ii) plyne, Ze funkce mad dvé asymptoty bez smérnice o rovnicich x = /3

a x = —/3. Urime i asymptoty se smérnici (pokud existuji), proto
x 1
iz . X , =
a= lim > = lim —— = lim =22 =0,
x—too X x—4o00 3x — X3 x—=+o0 X% —1
1
b= Llim lim +—=—=0.

Funkce f(x) ma i asymptotu se smérnici, kterd je dana rovnici y = 0.
x) Nyni zkombinujeme vSechny predchozi vpocty a obdrzime graf funkce

OBRAZEK 23. Graf funkce f(x) z Pfikladu 272.
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(273) VySettete pribéh funkce

Reseni:
Budeme postupovat dle ndavodu popsaného v tivodni casti této kapitoly.
i) Funkénimu predpisu vyhovuiji vSechna redlna cisla takova, ze x # 0. Proto mame

D(f) = R{0}.

i) Zjistime limitn{ chovant v bodé nespojitosti, proto primgm vgpoctem thned dostaneme

l'm1 —l—l =+ l'm1 -l-l =—
a2 \ X)) T A\t T

iii) Ponévadz plati

je zadand funkce licha. Je ziejmé, Ze funkce nemlze byt periodicka.
iv) Urcime priseciky s osou x, tj.

1 1
fx) =0 & x+-=0 & x=—— & x*=-1,
X X

tedy funkce nemd priseciky s osou x. Nyni ziskdme intervaly, kde je funkce f(x)
kladna a zaporn4, proto

X (—O0,0) (O)OO)
sgn f — +

f zapornd | kladna

v) Spocitdme prvni derivaci a jeji defini¢nt obor, tj.

, x? —1
f(X)Zz—Xz>

vi) Nynt urcime staciondrni body a intervaly monotonie, tj.

D(f') = R\ {+0).

fllx)=0 & X¥*-1=0 & x==I,

X (—OO,—1) (_1>0) (O>1) (1»00)

sgn f’ + — — +
f /! NN S
Urcime funkcntho hodnoty lokalntho maxima pro x = —1 a minima pro x = 1, tj.

f(—=1)=—-1af(l)=1.
vii) Spocitdme druhou derivaci a uréime jejt defini¢ni obor

(x) = % D(f") = R\ {+0).

viii) Inflexnt body ocividné neexistuji, urcime intervaly konvexnosti a konkavnosti, tj.
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X (—O0,0) (0500)
sgn f” — +
f N U

Z tabulky vidime, Ze funkce f(x) nema inflexni bod.
ix) Z bodu ii) plyne, Zze funkce ma asymptotu se smérnici o rovnici x = 0. Urcime
it asymptoty se smérnict (pokud existuji), proto

1 1 2 1
IR ¢ ) I S o S o= S |
a_xgzrpoo X _XLL:[POO ZXZ _XE;:nOO 2 o 2)

. 1 1 X , 1
b= tm [z ("*z) —21 = Mm% =0
Funkce f(x) ma i asymptotu se smérnici, kterad je déna rovnici y = 3.
x) Nynt zkombinujeme vSechny predchozi vjpocty a obdrzime graf funkce

4_

OBRAZEK 24. Graf funkce f(x) z P¥ikladu 273.
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(274) VySettete pribéh funkce

ReZeni:
Budeme postupovat dle ndvodu popsaného v tivodni casti této kapitoly.
i) Funk&nimu predpisu vyhovuiji viechna realnd &isla takova, e x* —1 # 0. Proto mame
D(f) = (0,00).
i) Zjistime limitni chovant v levém krajnim bodé defini¢ntho oboru, tj.
. lnx
lim — = —oo0.
x—0T X

iii) Defini¢nt obor funkce f(x) neni symetricky, proto funkce f(x) ani nemGze byt licha
nebo sudd. Navic, je ziejmé, ze funkce nemlize byt periodicka.
iv) Urcime priseciky s osou x, tj.

fx)=0 & IWnx=0 & x=1.

Nynt ziskame intervaly, kde je funkce f(x) kladné a zaporna, proto

x | (0,1) | (1,00)
sgnf — +

f | zaporna | kladna

v) Spocitdme prvni derivaci a jeji defini¢ni obor, tj.
1—Inx
f/(X) = X2 y D(f/) = (0,00) .
vi) Nynt urcime staciondrni body a intervaly monotonie, tj.

f'fix)=0 & T—-lx=0 & x=e,

x | (0,e) | (e,00)
sgnf’ | + —
f 2N

Pro x = e ma funkce f(x) lokalni maximum s funk¢ni hodnotou f (e) = %

vii) Spocitdme druhou derivaci a uréime jejt defini¢ni obor

—3+21
P00 = =% D) = (0,00).
X
viit) Urcime kritické body a intervaly konvexnosti a konkavnosti, tj.
3

f'lx)=0 & 2lhx—3=0 & x=ez2,

sgnf” — +
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V bodé x = e> mé funkce f(x) inflexni bod. Plati f (e%> = ;—’e_% a smérnice tecny

. 3 ¥ s fp gy vrley ;
je rovna f e2> = —21?, coz nam tentokrat nacrt grafu prilis neusnadnt.

ix) Z bodu ii) plyne, Zze funkce md asymptotu bez smérnice o rovnici x = 0. Urcime
L asymptotu se smérnict (pokud existuje — smér pro x — —oo nemd smysl uvazovat),

proto
lnx 'H 1
. -p- .
a= lim > | & = lim X2 =0
x—o0o X | o0 I X—00 ZX )
1
lnx UH =
. -p-
b= lim — | & = lim =0
Xx—o0 X | o0 x—>oo1

Funkce f(x) ma i asymptotu se smérnici, ktera je dana rovnict y = 0.
x) Nyni zkombinujeme vS8echny predchozi v(pocty a obdrzime graf funkce
0.5

5 10 15 20

y -0.549

OBRAZEK 25. Graf funkce f(x) z P¥ikladu 274.
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(275) VySetrete pribéh funkce

Resent:
Budeme postupovat dle ndvodu popsaného v tivodni casti této kapitoly.
i) Funkénimu predpisu vyhovuji vSechna realna ¢isla takova, ze x # 0. Proto mame
D(f) =R\ {0}

i) Zjistime limitn{ chovant v bodé nespojitosti, proto pfimgm vgpoctem thned dostaneme

. lnx? ~Inx?
lim — = —o0, lim — = +o0.
x—0T X x—0— X
iii) Ponévadz plati
ln x? lnx?
fl—x) = =— = —f(x),
—X X

je zadand funkce licha. Je zfejmé, ze funkce nemlze byt periodicka.
iv) Urcime priseciky s osou x, tj.

fx)=0 & Whx*=0 & x*=1 & x==lI.

Nynt ziskame intervaly, kde je funkce f(x) kladné a zaporna, proto

X (_OO>_1) (_])O) (O)]) (],OO)
sgnf — + — +

f zaporna | kladna | zdpornd | kladnd

v) Spocitame prvni derivaci a jeji defini¢nt obor, tj.
2 —Inx?
flx) ===3—, D(Ff)=R\(0).
vi) Nynt urcime staciondrni body a intervaly monotonie, tj.

f'ix)=0 & Whx*—-2=0 & x*=e¢! & x=x+te,

X (—oo,—e) (_ e)O) (0,6) (e,oo)
sgnf’ — + + —
f N /! 2N
Funkce f(x) ma lokaln{ minimum pro x = — e a lokdlni maximum pro x = e s funkénimi
hodnotami f(—e) = —% af(e)= %
vii) Spocitdme druhou derivaci a uréime jejt defini¢ni obor
2lnx? — 6
(x) = =, D) =R\ {0},

X3
viit) Urcime kritické body a intervaly konvexnosti a konkavnosti, tj.

f’x) =0 & Whx*-3=0 & x*=¢ & X =4e?

)
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x| (—oo,—e?) | (—e%,0) | (0,e?)

sgn f” — + — +

—h
D

U N U

Funkce f(x) ma tfi inflexnl body pro x = +e? ax=0. Vypocitdme funként hod-
. y 3 3 3 3 3 _3
noty a smérnice tecen, proto f <—e2> =—3e 2, f (—e2> =5e’ f (eZ) =3e 2,
f’ (e%> =—e
ix) Z bodu ii) plyne, ze funkce mé& asymptotu bez smérnice o rovnici x = 0. Urcime
it asymptoty se smérnict (pokud existuji), proto

ln x l 2 1 2
. . nx UHp. . =7 "X
a= lim == lim — | = | = lim = =0,
x—too X x—too X2 oo x—too  2X
1
. Inx UHp. . =z °2X
= lim — | L | = lim % =

x—Foo X o0 x—too 1

Funkce f(x) ma i asymptotu se smérnici, ktera je dana rovnici y = 0.
x) Nyni zkombinujeme vSechny predchozi vijpocty a obdrzime graf funkce
3 -4

b

-3 4

OBRAZEK 26. Graf funkce f(x) z Prikladu 275.
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(276) VySetrete pribéh funkce
f(x) =x—Inx.

Reseni:
Budeme postupovat dle ndvodu popsaného v tivodn( casti této kapitoly.
i) Funkénimu predpisu vyhovuji vSechna redlna cisla takova, ze ln x existuje. Proto mame

it) Zjistime limitn{ chovani v levém krajnim bodé defini¢ntho oboru, proto

l'up+ (x —Inx) = 0.

iit) Defini¢ni obor nent symetricky, proto funkce f(x) nemdze bgt suda ani licha. Navic,
je zfejmé, ze funkce nent ani periodicka.
iv) Urcime priseciky s osou x, tj.
fx)=0 & x=Inx.

Pokud si vzpomenete na grafy elementarnich funkci, viz

3_
2—.
1_

T ,l///// 1
1 0 -1 2
7~
1 -

/
/
/
2—
/
/
34/
|
|
_4—
|
_5_.
[—y=x ——y-Inx|

je zfejmé, ze funkce f(x) nemd zadné priseciky s osou x, proto

x| (0,00
sgnf +
f | kladna

v) Spocitdme prvni derivaci a jeji defini¢ni obor, tj.
1
F(x)=1——, D(f)=R\(0}.
vi) Nynt urcime staciondrni body a intervaly monotonie, tj.

f'lx)=0 & 1:3—c & x=1,
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x | (0,1) | (1,00)
sgnf’ | — +
f NS

Uréime hodnotu lokdlntho minima, tj. (1) = 1.
vit) Spocitdme druhou derivaci a uréime jeji defini¢ni obor

’(x) = %, D(f") =R\ {0}
viit) Kritické body neexistuji, uréime intervaly konvexnosti a konkdvnosti, tj.
X (0, 00)
sgn f” +
f U

Je tedy zfejmé, ze funkce f(x) nema inflexni bod.

ix) Z bodu ii) plyne, ze funkce asymptotu bez smérnice o rovnici x = 0. Urcime i asymptotu
se smérnict (smér pro x — —oo nema smysl), proto

1

.o x—1Inx UHp. . 1 —+
a= lim Iﬁl =" lim =1,
x—00 X o0 x—00 |
b= lim (x —lnx—x) = lim lnx = co.
X—00 X—00

Funkce f(x) tey nemd asymptotu se smérnict.
x) Nyni zkombinujeme vSechny predchozi v(jpocty a obdrzime graf funkce
54

OBRAZEK 27. Graf funkce f(x) z P¥ikladu 276.
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i -
f(x) = lny /+—Sm
1 —sinx

Budeme postupovat dle ndvodu popsaného v tvodni ¢asti této kapitoly.
i) Zakladnt rdmec defini¢ntho oboru je jiz ddn zadanim prikladu. Dale must platit

(277) VySettete pribéh funkce

v intervalu x € [0, 2.

Resent:

1+ sinx
— > 0 a soucasné sinx # 1.
1 —sinx

Regeni druhé rovnice dostaneme ihned, tj. x # 73‘ (stale plati x € [0, 271]). Prvni rovnici
rozdélime do dvou moznost{

1+sinx>0 A 1—sinx>0 nebo T+sinx<0 A 1T—sinx <0,
sinx > —1 A sinx <1 nebo sinx < —1 A sinx > 1,
X € [O, 37”) U (37”,271] N x € [O, %) U (73‘,271} nebo soustava nema resent.

Tedy defini¢nt obor zadané funkce je

T T 37 3m

it) Urcime hodnoty v krajnich bodech defini¢ntho oboru, tj. f(0) = 0 a f(2rr) = 0. Také
zjistime limitn{ chovant v bodech nespojitosti, proto pfimym vgpoctem ithned dosta-

neme
T+sinx T+sinx
ltm ln 00, llm n
1—sinx 1—sinx
iii) Vzhledem k defini¢nimi oboru nent funkce f(x) suda, lichd ani periodicka.
iv) Urcime priseciky s osou x, tj.
14 s
fx)=0 & +—S,mX:1 & l+4sinx=1—sinx &
1 —sinx

& 2sinx=0 & x=r1.

Nyni ziskame intervaly, kde je funkce f(x) kladné a zaporna, proto

x 103) G| (mF) | (520
sgnf + + - -

f | kladnd | kladna | zapornd | zaporna

v) Spocitdme prvni derivaci a jeji defini¢ni obor, tj.

Fii) = c01sx’ D(F) = [O’ g) - (725’37“) <327t’27t}

vi) Stacionarni body neexistuji, nynt ur¢ime intervaly monotonie, t;.
x [03)]GF) | (52
sgnf’ | + — +
f 7N /

Zadana funkce tedy nemd zadné lokalnt extrémy.
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vii) Spocitdme druhou derivaci a uréime jeji defini¢ni obor
sinx T T 37 Ry
_ o) = [0, 5) U (5,27) 0 (32,20
= PEI=07)U 7 )V T
viit) Urcime kritické body a intervaly konvexnosti a konkavnosti, tj.

f'lx)=0 & sinx=0 & x=0,x=m x3=27.

f”(

x |03)Gm)|(mF) | (520
sgnf” |+ + — —
f U U N N

Je zfejmé, Ze kritické body x; = 0 a x3 = 27t nemohou byt inflexnimi body. Urcime
funkéni hodnotu a smérnici te¢ny v inflexnim bodé x =7, tj. f () =0 a f' (1) = —1.
3n

ix) Z bodu ii) plyne, ze funkce ma dvé asymptoty bez smérnice o rovnicichx = 7 ax = .

Ponévadz jsme na omezeném intervalu, nema smysl uvazovat asymptoty se smérnict.
x) Nyni zkombinujeme vSechny predchozi vijpocty a obdrzime graf funkce

3_

OBRAZEK 28. Graf funkce f(x) z Prikladu 277.
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(278) VySetrete pribéh funkce

Resent:

Budeme postupovat dle ndvodu popsaného v tivodni casti této kapitoly.
i) Funkénimu predpisu vyhovuji vsechna realnd disla, tj.

D(f) = R.

it) Funkce f(x) je spojitd v celém defini¢nim oboru.

iit) Ponévadz platt

N

X

f(—x) = —xe” 7 = —f(x),

je zadana funkce lichd. Je ziejmé, ze funkce nemlze byt periodicka.
iv) Urcime priseciky s osou x, tj.

f(x) =0

&S x=0.

Nynt ziskame intervaly, kde je funkce f(x) kladné a zaporna, proto

X

(_OO> O)

(0, o0)

sgnf

+

f

zaporna

kladna

v) Spocitame prvni derivaci a jeji defini¢nt obor, tj.

f'(x) = e % (1—x%),

D(f') =R.

vi) Nynt urcime staciondrni body a intervaly monotonie, tj.

f'lx) =0 &

1—x*=0 &

x ==+1,

X (—o0,—1)

(_]>

1) | (1,00)

sgn f’

- -

f

N /!

N

Funkce f(x) md lokdln{ minimum pro x = —1 a lokalni maximum x = 1 s funkénimi

hodnotami f(—1) = —

e~7 a f(1) =

_1
e 2.

vit) Spocitdme druhou derivaci a uréime jeji defini¢ni obor

f//(x) —

xe s (x*—3),

D(f//) —

R\ {+1).

viit) Urcime kritické body a intervaly konvexnosti a konkavnosti, tj.

'x)=0 & x(

x2—3)=0

= X1:O>X2:_ 3>X3:\/§°

x | (~o0,—v3) | (-v3,0) | (0,v3) | (V3,00)
sgn f” — + _
f N U N U
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Funkce f(x) mé ti inflexni body pro x = +£v/3 a pro x = 0. Ur&ime funkéni hod-
noty a smérnice tecen v inflexnich bodech, proto f (—\/§> = —\/ge_%, f/ (—\/§> =

—2e3, f(0)=0f(0)=1,f (\/3) =v3e 3 af (\/§> = —2e3,
ix) Z bodu ii) plyne, ze funkce nema asymptoty se smérnict. Urclme i asymptoty se
smérnict (pokud existuji), proto

x2
. xe 7 . _x*
a= lim = lim e” 7 =0,
x—+oo X x—+oo
i X2 ) X UHp. .. 1
b= lim xe "z = lim — |§| = lim - =0.
x—=%o0 x—=Fo0 e T x—=Fo0 xe'r

Funkce f(x) ma tedy asymptotu se smérnici, ktera je dana rovnici y = 0.
x) Nyni zkombinujeme vSechny predchozi vijpocty a obdrzime graf funkce
0.6

0.4

0.2

OBRAZEK 29. Graf funkce f(x) z P¥ikladu 278.
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(279) VySettete pribéh funkce
f(x) = x — arctgx.

Redeni:
Budeme postupovat dle ndvodu popsaného v tvodni ¢asti této kapitoly.
i) Funkénimu predpisu vyhovuji vSechna realna cisla, tj.
D(f) =R.
it) Je zfejmé, Ze funkce f(x) je spojita v R.
iit) Ponévadz plati
f(—x) = —x — arctg(—x) = —(x — arctg x) = —f(x)

je zadana funkce licha. Je ziejmé, ze funkce nemlze byt periodicka.
iv) Urcit praseciky s osou x nent snadné, zfejmé

flx)=0 & x=0.

Existence dalsich nulovgch bodid mizeme vyloucit, nebot v bodé vi) ukdzeme, Ze
funkce je stale rostouci. Proto obdrzime

X (_OO>O) (O)OO)
sgnf — +

f zapornd | kladna

v) Spocitdme prvni derivaci a jeji defini¢ni obor, tj.
1 x?
f/ = 1 —_ = D f/ - R.
) T+x2  1+4x¥ ()

vi) Nynt urcime staciondrni body a intervaly monotonie, t;.

f'fix)=0 & x*=0 & x=0,

X (_OO)O) (O) OO)
sgnf’ + +
f /! /

Funkce f(x) tedy nemd lokdln{ extrémy.
vit) Spocitdme druhou derivaci a uréime jeji defini¢ni obor

2
P = ——0,
(1+x?)
viit) Urcime kritické body a intervaly konvexnosti a konkavnosti, tj.

f"(x) =0 & x=0,

D(f") = R.

X (_OO)O) (0,00)
sgn f” — +

f N U
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Funkce f(x) ma tedy inflexnt bod pro x = 0. Z ptedchoziho jiz vime, ze f(0) = 0.
V inflexnim bodé uréime jesté smérnici tecny, tj. f'(0) = 0, coz znamena, Ze tec¢na je
v tomto bodé rovnobézna s osou x.
ix) Asymptoty bez smérnice neexistuji, urcime asymptoty se smérnict (pokud existuji),
proto
1
lim ]J =1,

. X —arctgx UH.p.
a= lip 2099 |y

Xx—oo X o0 x—£00 1
s
= i — — = — i = j:—_
b Xgimoo (x —arctgx — x) XLLL?OO arctgx >

Funkce f(x) ma tedy dvé asymptoty se smérnici. Pro x — —oo je dana rovnici
y=x+7 aprox— +oo mame y =x— 7.
x) Nyni zkombinujeme vSechny predchozi vijpocty a obdrzime graf funkce
3 —_

_3_

OBRAZEK 30. Graf funkce f(x) z P¥ikladu 279.
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(280) VySetrete pribéh funkce

2x
f(x) = arccos (] +x2) .

ReSeni:
Budeme postupovat dle ndvodu popsaného v tivodni casti této kapitoly.

i) ProtoZe pro vsechna x € R plati —1 < ]i’;z <Lt o< (x+1)?a0< (x—1)

vyhovuji funkénimu predpisu vSechna redlna disla, tj.
D(f) =R.

it) Funkce f(x) je spojitd v celém defini¢nim oboru.
iit) Ponévadz plati

—2x 2x
f(—x) = arccos T3 = 7T — arccos 7o)

(zde jsme vyuzili vztah arccos(—x) = t—arccos x) neni zadané funkce licha ant suda
(to zjistime jiz z grafu elementarni funkce arccos x). Je ziejmé, ze funkce nemize byt

periodicka.
iv) Urcime priseciky s osou x, tj.
2x 2
flx) =0 & 1—|—x2:1 S x—=1)=0 & x=1.

Nynt ziskame intervaly, kde je funkce f(x) kladnd a zaporna, proto

X (_OO>]) (])OO)

sgnf + +
f kladna | kladna

v) Spocitdme prvni derivaci a jejt defini¢nt obor, tj.
20— 1)
X2 =10 (x* +1)°
vi) Vzhledem k defini¢nimu oboru f’(x) nemame zadné stacionarni body, urcime intervaly

monotonie, tj.

f'(x) = D(f') = R\ {£1}.

x | (=00, —=1) | (=1,1) | (1,00)

sgn f’ + — +
f /! N /!
Funkce f(x) ma lokalni maximum pro x = —1 a lokalni minimum x =1 s hodnotami

f(—=1) =ma f(1) = 0. V téchto bodech nent prvni derivace definovéna, proto zde
ma graf funkce f(x) hrot.
vii) Spocitdme druhou derivaci a uréime jeji defini¢ni obor

—4x (x*2—1)
X2 —1[- (x* +1
viit) Urcime kritické body a intervaly konvexnosti a konkdavnosti, tj.

f'(x)=0 & Wx(x*—-1)=0 & x=0,

£ (x) = D(f") = R\ {+1).

)>

Petr Zemanek & Petr Hasil http://user .mendelu.cz/hasil


http://user.mendelu.cz/hasil

316 |. DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE
X (—OO,—]) (_1>O) (O>1) (])OO)
sgn f” + — + —
f U N U N
Funkce f(x) ma tfi inflexnl body pro x = +1 a x = 0. Urdime potifebné funkéni
hodnoty a smérnice tecen, tj. f(—1) = m, limy, - f'(x) = 1, limy_1+ f'(x) = —T,
f(0) = 3, f'(0) = =2, f(1) =0, limy_y;- f'(x) = —T, lim_;+ f'(x) = 1.
ix) Z bodu ii) plyne, Ze funkce nemd asymptoty bez smérnice. Uréime i asymptoty se
smérnict (pokud existuji), proto
2x
arccos (25 n
a= Llim M 3| =o,
x—+oo X oo

b i 2x T
= lim ar — ] ==.

X—E:I:ooa ccos 1+ x2 2
Funkce f(x) ma tedy asymptotu se smérnici, ktera je dana rovnict y = 7.

x) Nynt zkombinujeme vSechny predchozi vjpocty a obdrzime graf funkce

10

-10

OBRAZEK 31. Graf funkce f(x) z Prikladu 280.
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(281) VySetrete pribéh funkce

f(x) = v/2x* — x3.

ReSeni:
Budeme postupovat dle ndvodu popsaného v tivodn( casti této kapitoly.
i) Funkénimu predpisu vyhovuji vSsechna realna disla, tj.

D(f) = R.

it) Je ziejmé, Ze funkce f(x) je spojitd v R.

iit) Ponévadz platt
fl—x) = V2x2 + %3 = —/—2x2 —x3

neni zadana funkce ani suda ant licha. Je zfejmé, ze funkce nemize byt periodicka.
iv) Uréime priseciky s osou x, tj.
fx) =0 & x*2—-x)=0 & x;=0, x2=2.

Nyni ziskame intervaly, kde je funkce f(x) kladné a zaporna, proto

X (_OO) O) (0)2) (2) OO)
sgnf + + —

f kladnd | kladna | zaporna

Ze zmény znamének je vidét, Zze v bodé x = 0 je pouze bod dotyku osy x nikoli jejt
prisecik.
v) Spocitdme prvni derivaci a jeji defini¢ni obor, tj.

i) = — X2 iy — R\ {0, 2.

3¢/ (2x2 — x3)?

vi) Nynt urc¢ime stacionarni body a intervaly monotonie, tj.

4
Fl)=0 & x(4-39=0 & x=0x=gz

X (_OO>O) (0) %‘) (‘_1)2) (2300)
sgn f’ — + — —
f N N N

Funkce f(x) ma lokalni minimum pro x = 0 a lokalni minimum pro x = % s hodnotami
f(0) =0 a f (%) = 2V/4. Navic, v bodé x = 0 nen{ prvni derivace definovana, bude
mit graf funkce v tomto bodé hrot.

vii) Spocitdme druhou derivaci a urcime jeji defini¢nt obor

£/(x) = — 5 . D(") =R\ [0,2).

9(2 —x) ¢/ (2x2 —x3)*

viii) Druhd derivace nemd nulovy bod, urcime tedy intervaly konvexnosti a konkavnosti,
tj.
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x | (=00,0) | (0,2) | (2,00)
sgnf” — — +

f N N U

V bodé x = 2 mé funkce f(x) inflexni body. Z pfedchoziho jiz vime, Ze f(2) =
0. V inflexnim bodé ur¢ime jeSté smérnici tecny, oviem f’(2) neexistuje. Z vjpoctu
limy_; f'(x) = —o0 plyne, Ze te¢na je v tomto bodé rovnobézna s osou y.

ix) Z bodu ii) plyne, ze funkce nemd asymptoty bez smérnice. Urcime asymptoty se
smérnict (pokud existuji), proto

22— X3 ; sz — x3 35—
a= le — I.lm
x—Foo X X*):too X*):too

b= lim <32x2—x3+x> |—oo—|—oo| =

x—to0
/2
= lim <x3 ——1+x> =
x—+too X
14+ —]
1 1 32 UH
o . . . X 0 .p
_xgiloo 1 +I _XLTOO 1 | 0 | -
x3/2-1 x x3/2-1
2
iy
UHp. . 3(2-1)3x2 2x 2
= lim : 5 = lim ——— =+
x—+oo — -+ S x—too —4 4+ 3x 3
et sz
Funkce f(x) ma asymptotu se smérnici, kterd je déna rovnici y = —x + %
x) Nyni zkombinujeme vSechny predchozi vpocty a obdrzime graf funkce
3 —_
@

OBRAZEK 32. Graf funkce f(x) z Pfikladu 281.
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(282) VySetrete pribéh funkce

flx)=2(x+1) =3¢/ (x+ 1)~

Redeni:
Budeme postupovat dle ndvodu popsaného v tvodni ¢asti této kapitoly.
i) Funkénimu predpisu vyhovuji vSechna realnd cisla, tj.

D(f) = R.

i) Zadana funkce je spojita v R.

iii) Ponévadz plati
f(—x) =2(—x+1) = 3y/(—x + 1)?

neni zadana funkce licha ani suda. Je zrejmé, ze funkce nemize byt periodicka.
iv) Urcime priseciky s osou x, tj.

fx)=0 & 2x4+1)=3{(x+11P=0 & 8(x+12=27(x+1)>

= =—1 _
X1 = y X2 = 3 .
Nyni ziskame intervaly, kde je funkce f(x) kladné a zaporna, proto
« [mo0 0 [ (-1, [ (2.0)
sgnf — — +
f zapornd | zdporna | kladna

Je tedy vidét, Ze v bodé x = —1 je pouze bod dotyku grafu funkce f(x) a osy x.
v) Spocitdme prvni derivaci a jejt defini¢nt obor, tj.
2
f,X :2— Df, :R _].
(x) ST (f) =R\ {1}
vi) Nynt urcime staciondrni body a intervaly monotonie, tj.
2

Jx + 1

fiix)=0 & 2-— —0 & x+1=1 & x=0.

X (—OO,—]) (_1)0) (0,00)

sgn f’ + — +
f /! N /!
Funkce f(x) ma lokdlni maximum pro x = —1 a lokalni minimum pro x = 0 s hodno-

tami f(—1) =0 a f(0) — 1.
vit) Spocitdme druhou derivaci a uréime jeji defini¢ni obor

/(%) = ——2 D(f") =R\ [-1).

39/ (x+ 1)

viit) Je vidét, Ze kritické body neexistuji. Ur¢ime intervaly konvexnosti a konkavnosti, tj.
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X (_OO)_” (_1>OO)
sgn f” + +
f U U

Funkce f(x) tedy nema inflexnt bod.
ix) Z bodu ii) plyne, ze funkce nema asymptoty bez smérnice. Ur¢ime nyni asymptoty se
smérnict (pokud existuji), proto

3¢/ (x+1 2— 2
a= lim |@| Py AT vl — )
x—+o00 o x—+o0 1

. s 23 2\ _
b—XLLLnOO< (x+1)=3¢/(x+1)? ZX)—XBimOO(Z 3 (X—H)) 00.

Tedy funkce f(x) nema ani asymptoty se smérnict.
x) Nyni zkombinujeme vSechny predchozi vijpocty a obdrzime graf funkce

2_

OBRAZEK 33. Graf funkce f(x) z P¥ikladu 282.
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(283) VySetrete pribéh funkce

Resent:
Budeme postupovat dle ndvodu popsaného v tivodni casti této kapitoly.
i) Funkénimu predpisu vyhovuji vsechna realnd cisla takova, ze

k
cos2x #0 & Zx;«é§+kﬂ,k€Z & x;ég—i——ﬂ,keZ.

kmt
D(f) =R\ {f+—}.
kLer )

i) Spocitdme limitn{ chovant v bodech nespojitosti (budeme uvazovat pouze interval
[—t, 71, viz bod iii)), tj.

Proto mame

Cosx i cos X N
m = —0 m = 4+ 00
xs—3m~ €0s(2x) ’ xs3n " €0S(2x) ’
, cos X , cos X
lim = —00, lim = 400,
x——7~ €0S(2x) x—o—2+ €0S(2x)
cos X 4 , cos X
im = +o00 im = —00
x—%- cos(2x) ’ x5+ cos(2x) ’
_ Cos X . cos X
lim = +00, lim = —00.
X 3m cos(2x) xo3mt cos(2x)
iii) Ponévadz plati
cos(—x) Cos X
f(—x) = = = f(x),

~cos(—2x)  cos(2x)

je zadana funkce suda. Funkce cosx je periodickd s periodou 27 a funkce cos(2x)
je periodicka s periodou 7. Proto zadand funkce f(x) je periodickd s periodou 27t
Pri vySetfovani funkce se tudiz omezime na libovolny interval délky 27t, my zvolime
interval [—7, 7]

iv) Uréime priseciky s osou x, tj.

fx) =0 & cosx=0 & x1=—z, xzzz.
2 2
Nyni ziskame intervaly, kde je funkce f(x) kladné a zaporna, proto
3n u u s s nom nom n 3 3n
x | (m=F) | 555D 59 (Y G| Ghn)
sgnf — + — + - + -
f zaporna kladna zapornd | kladnd | zadporna | kladnd | zdporna

v) Spocitdme prvni derivaci a jeji defini¢nt obor, tj.
2cos?x + 1) sinx n  knm
D(f) =R —+—=.
cos(2x) ’ (F) \U{4+ 2}
vi) Nynt urcime stacionarnt body a intervaly monotonie, tj.
f'(x)=0 & (2cos’x+1)sinx =0
&S sinx=0 & xy=—m x=0, x3=11

f'(x) = (
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|
]

|
NI
~—

(%)

IR

)| G | (Fm)

sgn f’

3

4

- -
e e

Funkce f(x) mé tedy v intervalu [—, 7] lokdln{ minima pro x = 47t a lokdlni maximum
pro x = 0 s hodnotami f (—7mt) = —1, f(0) =1, f () = —1.

vii) Spocitdme druhou derivaci a uréime jejt defini¢ni obor

f(x) =

(11—4cos4x—4coszx)cos7¢) D(") R\U{ }

cos3 2x
keZ

viil) Vypocitame kritické body a

f’(x) =0 & (11 —4cos*x —4cos’x) cosx =0
s

s
S cosx=0 & x1:—§,xz:5.

Rovnice 11 — 4 cos*x — 4 cos’x = 0 nemd fedeni, protoZe p¥i pouZiti substituce
y = cos’x, dostaneme rovnici 11 — 4y? — 4y = 0 s FeSenim y; = —% —V3 <
0Oay = —% + /3 > 1, tedy Fedeni pavodni rovnice neexistuje (stejng vysledek
dostaneme bez pocitani s vyuzitim faktu —1 < cosx < 1, potom totiz dostaneme
11 — 4 cos*x — 4 cos? x > 3). Nyni uréime intervaly konvexnosti a konkdvnosti, tj.

veey —TT)

(_

—~
%l:]

b
~—

(m,...)

b
Ll
~—
—~
&3
NI
~—

sgn f”

N

|
C |+
|
C |+
|
C |+
|
|

ix) Z bodu ii) plyne, ze funkce ma ¢tyri asymptoty bez smérnice o rovnicich x =

Funkce f(x) ma proto v intervalu [—m, 7] dva inflexn{ body pro x = £7. V inflexnich
bodech dopotitéme funkeni hodnoty a smérnice tecen, tj. f (=5) =0, f' (—=5) =—1,
F(2) =0, (3) = 1.

_3n
4 i
x=—7,x=7ax= %T”. Vzhledem k periodi¢nosti funkce f(x) nemajl asymptoty se
smérnicl smysl.

x) Nyni zkombinujeme vS8echny predchozi vijpocty a obdrzime graf funkce
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OBRAZEK 34. Graf funkce f(x) z P¥ikladu 283.

http://user.mendelu.cz/hasil

Petr Zemanek & Petr Hasil


http://user.mendelu.cz/hasil



