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1. Schrodingerova rovnice

Odvodime nerelativistickou Schrédingerovu rovnici pro jednorozmérny piipad
oo
2mdx’

ih%l//(x,t)=— W) +V (x.0)@(x.0) (L1)

z vyrazu pro amplitudu pravdépodobnosti pfechodu z bodu x do bodu y za infinitesimalné maly casovy

12 ) Ry
K(x,t+£|y,t)=(2ﬂn;hgj exp{%{m();—gy)—é‘V(%,tﬂ} . (1.2)

Musi tedy platit (po substituci y=x+7)

1/200 . 2
w(x’t+£):(2ﬂni1h€j Jexp{%{%—8V(x+%,tﬂ}l/l(x+/],t)d/] . (1.3)

— 00

interval ¢

Rozvoje do prvniho Fadu v&etn& podle mocnin ¢ (pfitom 7 je tmémé ¢ ) daji

1/2 y M 2 .
w+fa_w=( ] J Je {“’*”a—w+lnz""”-£”¢’}dﬂ : (14)

ot 27Tk E ox 2 0x* *h

N . “res 0. - . , 1/2 -
pfi¢emz viechny funkce jsou poitany pro argument x, ¢. U &’ je identita, vyraz u ¢’? je roven nule a

vyraz u ¢ je pravé Schrodingerova rovnice.

2. Uzite€né integraly

Integraly potiebné pro vypodet v [1.4)]ziskame z obecngjsiho vyrazu

I:fexp{i[a(x2 —x)2 +b(x —xl)z}dx , a>0,b>0 . 2.1)
Po doplnéni vyrazu v exponentu na ¢tverec a substituci dostavame
[=—2 expyi ab (x, —x )2 F F=]:exp{ix2} dx (2.2)
(a+b)1/2 atb ! ’ g

Cauchyova véta pro vhodnou kiivku v komplexni roviné dava
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/4

jgexp{ixz} dx+R I exp{R2 (icos20—sin26’)} exp{i @ d 6+
0 0

(2.3)
T 0
exp{iz}jexp{—xz} dx =0
R
V limité¢ R - o je
Iexp{ixz} dx =exp {i%}jexp{ —xz} dx (2.4)
0 0
Poissoniiv integral se pocita napiiklad jako
. . . 12
jexp{—xz} dx =[Iex;{ —x} dxjex{) —)}2 dy} =
0 0 0
. 0 " (2.5)
{E}[rexp{—rz} dr} =7
Fresneliv integral je tedy
F=Texp{ix2} dx =l(7T)1/2 exp{il—T} =l(77'i)l/2 (2.6)
0 2 4] 2
a poc€itany integral
TTi v ab
— . _ 2
I—(a_l_b] exp{zcﬁ_b(x2 xl) } . (2.7)
Pti vypoctu integralii v potfebuj eme b= m/ (2 h é‘)
) A\ V/2 . 1/2
27mh
I, = jexp{ib/]z} an =(%j =( 7:1 gj :
- (2.8)
T prexplibnd ap <1 oL ()" _Le(zm'h fj”
12__[0/7 explibir} di STl T 2ib( bj im m

Zobecnéni na vicerozmérny piipad neni obtizné. Uvazujme N-rozmérny vektor (sloupec) m a

symetrickou matici Q. Matici Q lze diagonalizovat ortogonalni transformaci
Q=0"Q,0 , detO=1 , Q, =diag(w),aw,..., q) (2.9)
a vektor n transformovat na
é=0on , &=n"0" . (2.10)

Mame pak (Jacobian transformace /7 — & je roven jedné)
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I :Jdnl... [ dny exp{ibn” Q) :Jdgﬁ... [ &, exfibé’ Q.4 =

) ) )
D b, b) (detQ,)” \b) (detQ)”

2.11)

3. Feynmanuv integral po trajektoriich

Amplituda pravdépodobnosti prechodu z bodu x, do bodu x; je

wi)=| exp{is[x(rﬂ}d[x(r)] ,

,xt xb,S[x]jL d

K(xb,tb

3.1)

Mira v nejjednodussim piipadé: rozdélime ¢asovy interval na N +1 stejnych dilt

. m (N+1)/2 ; N1
xa,ta)—}}?}o{zﬂih J jexp{%S[x(t)]}Ddxk ,

t, —t
Jb\7+i > lk =kT 5 x(la):xa =Xy > x(tk) =X > x(tb) =Xy =Xy (32)

S[x(t ] i Xpa1 ~ X xk+l X, ,tk+1 *i, '
= 2 2

Pti d€leni je tfeba opatrnosti (Wiener, Ito). Proménna Brownova pohybu x(t) a integral

K(xb,t

1, —jf dx—hmZ(xkﬂ xk)[a)f(xk) (l—w)f(xkﬂﬂ . 0 <wsl . (33)

"Normalni" chovéani dostaneme jenom pro w = é . Klasické pohybové rovnice dostdvame z variacniho

principu
d8=S[x, +dx] -S[x,] =0
S[x+5x] :jL()'c+5)'c,x+5x,t)dt = (3.4)
J{L+3—L5 +—5 }dt—S[x] J{—d +—5} ,

odkud pak
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)

S KA RPN (3.5)
) dt\0x) OJx

tﬂ

55=9L 5,

0x

Pro kvantové mechanické kvasiklasické ptiblizeni je

i i
K (xb 4| x, ,ta) =exp {%S[xd (t):l}Jexp {ﬁ 52S|:5x(t):|}d[5x(t):| ,
ox(t,)=0dx(t,)=0 , (3.6)
0°L, .. 0°L . 0°L
5 S[ ox(t)] =ﬂ = (%)’ 2o OF Ox + o ( @C)ZL dt .
Druhou variaci miizeme upravit integraci per partes do tvaru
& s[ox(t)]=(ox.Adw) .
- dl[eLd L] 9L d &L 3.7)
N=——F— —+ + — + ,
dt|0x* dt 0x0x| 0xdxdt 0x
kde skalarni soucin je definovan jako (méame takto Hilbertv prostor!)
(&n)=[& (e (e)de . (3.8)
NapiSme ted’ v ortonormalni bazi
ox(t)= ch u, (1) Au, ()=Au, (1) , u,(t,)=u,(,)=0 . (3.9)
Potom je
52S[5x(t)]zz/11cf , d[x(t)]ZJrldcn (3.10)

a pro amplitudu piechodu mame

X, ,ta) :exp{%S[xd (I)J}Jexp{zihz/h cf}] |_| de, . (3.11)

Jakobian J ma tu dilezitou vlastnost, ze se neméni pii volbé baze. Integral se snadno spocte a je tedy

xa,ta)=Jexp{%S|:xc,(t):|}r|(2;Tihjl/2 . (3.12)

n n

K(xb,tb

K(xb A

Zavedeme si néco jako neporusenou ulohu (,,volna ¢astice*), kde bude

2
f\“”*%{g;ﬂ C AU =AY () L u (1,) = (1) =0 L (.13)
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pak kone¢ny vysledek je

K(xb,tb xa,ta) =

k) (xb,tb

A0 Jm (3.14)

o500 e 5T 0] 2

n n

4. Propagator pro kvadraticky lagrangian
Predpokladejme, Ze Lagrangeova funkce je nejvySe kvadraticky polynom v rychlosti a
soufadnicich, tj. ma tvar
L(x,x,t)=A(t)x* +B(t)xx +C(t)x* +D(t)x +F (t)x +E(¢) . (4.1)

Protoze mizeme polozit

dtt 4.2)
E(t):E E(r)dr
sta¢i uvazovat lagrangiany tvaru
L()'c,x,t)I%a(t))'cz —%c(t)xz o 43)
Podle méme
K(xb,tb xa,ta) :exp{%S[xd (t):l}jexp{ﬁJZS[y(t)]}d[y(t)] ,
[ 1 . 2 1 2
STx (1)]= J {Ea(t)[xc, (0] -2 e@x T +7 (), (t)}dt ,
(4.4)
) 0’Ll ., 0L ) t - )
[} SD}U)JZJ[G}%Z y + 3 x:my }dt =;|;[a(t)y —c(t)y ]dt ,

(1) =v(1) =0 .

Klasicka trajektorie je feSenim Lagrangeovy rovnice

dol2g o dlaelecn =10 @9

S pomoci mﬁieme zjednodusit vyjadieni pro klasicky ucinek
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S, (r)]=§[a(r)xd 05

Vzhledem k podmince y (ta ) =y (tb) =0 mame

Jexp{ j[ = ]dz}d[y )]=6(1.t,) - (4.7)

Pro vypocet existuje nékolik metod. Pro jednoduchost budeme v dalSim predpokladat a(t) =m.

K j £t ] . (4.6)

ZapiSme nejprve funkci G( " a)pomoc1 diskretizace, t.j. rozd€lenim intervalu ¢, —f, na N+1

ekvidistatnich ¢asti, pfitom 7, =7, + (2, -t,) / (N +1). Je tedy

ez
m l m 2

G(t,.t,)=1lim | dy,...d expi— > | —(y,—y,) —=c , (4.8

(i-1.)= NMJ' " yN(zm‘hgj p{h,.:ize(y” ) 2 ’y}} (48)

kde c, —c( ) Zavedeme si znaceni pro vektor n

Y
n=| | . o2 = o) (4.9)
Yy
a matici Q
2 _1 cl
-1 2 -l 0 c, 0
-1 2 £ Cy
Q= -— ) (4.10)
0 . 2 -1 m - Cyg
_1 2 O CN
Potom muzeme zapsat jako
(N+1)/2
m m
G(t,,t,) = lim d"nexpii "Qn . 4.11
(t:1.) Nw(zm'haj J d p{zsh } *10
Podle [2.11)]je
12 {
m
G(t,,t lim— . 4.12
(1:1,) = (2771‘?'1) Voo (gdetQ)”? (12

Vezme-li z matice Q jen prvnich j fadkd a sloupcl, oznaCime piislusny determinant jako D;.

Definujeme si D, =1 a miZeme tak psat
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2 2 2
p,=1 , D=2-%¢ , D, :(2 —g—clj(Z ——czj = :{2 f—cszl D, ,
m

N A A

Obecné pak
D= (2 _ZCJ‘HJDJ‘ ~D;,

Oznalime jeSt¢ g, =€ D, , takze miZeme a pocatecni podminky zapsat jako

8 ~28, %8 _ Chu

£ m o
_ 2
g =0, Mle —-D, =1 _é‘_cl
£ m
Vlimité¢ N - o, tj. £ - 0 piejde na
d*g(t,t,)  c(¢) dg(t,t,)
4 = = =2\ "4/ =1
dt’ ' m g(t’t”) 0 g(t’t”)f:fa 0 dt |
nebo obecnéji
48y g(on)=0 . g, =0 . L)
dt dt ‘ o dr | _

a tedy

12
_ m
G(t1.) _£27Tihg(tb,ta)J

Jiny zplisob vypoctu je zalozen na rozkladu

kde z definice [3.7)lméame
d du, (t
Ll a0 a0 22 () - mle) )
Potom je podle a
12
_ [ _ 27Tih
G(tb,ta)—Jexp{ﬁznl/hcj}]':ldcn—JU( ) j

24.2.2010

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)
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5. Harmonicky oscilator
V tomto piipadé mame
a(t)=m , c(z‘):ma)2 , f(t) =0 . (5.1

Reseni klasické rovnice e (s oznacenim ¢, —t, =T")

x, (t) == — [ x, sinw(t, ~t) +x, sinat —,) | (5.2)
sin
a ucinek je
S[x,] = m:;)T{(x,f +x§)cosa)T -2x, xb} : (5.3)
sin
Reseni rovmice [4.16)]je
glr,) = mlzt) (5.4)
w
takZe vyraz
12
mw
= — . 5.5
G(t-1,) (2ﬂihsinaﬂ“j ©-3)

Propagator pro harmonicky oscilétor jr tedy

12 )
xa,ta):(m—w] exp{ tm @ {(x,f+xj)cosa)T—2xaxb}} . (5.6)

K(xb,tb

2 i hisin il 2hsin A’

Limitnim pfechodem w — 0 ziskdme z [5.6)]propagator volné ¢astice

o) = e il =) 57
)=\ Sinr ) TPV 2nr ' '

Ze zékladniho kursu kvantové mechaniky vime, Ze pro soustavu s diskretnim spektrem energii miizeme

K(xb,tb

zapsat propagator jako (vlastni vektory hamiltonianu H|n)=E |n) jsou ortogonalni a normované, tj.
psat propag J y " J g ]

(n|k)=3,,)
K (x.17.0) =<x|exp{—%ﬁt}|y> :§§<x|n><n|exp{—%ﬁt}|k><k|y> -
(5.8)
g;oexp{—%Ekt}<x|n><n|k><k|y>=§exp{—%Ent}<x|n><n|y> ,

takZe pro statistickou sumu (imaginarni ¢as t=—i7 ) mame
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x,O) =Zexp{ _L,
n=0

r} . (5.9
Podivejme se na vyjadieni propagéatoru

T . mow o ma)(cosha)r—l) 5
Z=IK(x,—lT|x,0)dx= THheh T exps — - x ¢dx . (5.10)

r} D(xln}\z dx =:Z;;,6Xp{ E,

2 7thisinh w fisinh wr

— 00
-0

Integral vypocteme podle @a s pomoci identity coshwr—-1=2 [sinh( w1/ 2)]2 mame

3 1
= = 226xp{ —(n +—ja) T} =
2sinha;T l-exp{-wd i3 2 (5.11)

6. Propagator ve vice dimenzich

Variace ucinku je

t

-J[i("’?j “}5 ar 61)
dt\ 0x' 0x'

t(l

O_S[x] ——5

Pouzivame sumacni konvenci. V okoli klasické trajektorie piSeme

S[x] =5[x.] +%525[5x]+--- : (6.2)
kde 5x(ta)= Jx(tb) =0 a
52S[5x]=
2 2
ﬂ OL sissin L 5oy, L a}ci B (6.3)
ox'ox’ ox' ax’ 0x' 0x’ .

t(l

"Rozumné variace" dovoluji definovat Hilbertlv prostor se skalarnim sou¢inem
(€)= & (. (0)dr . (6.4)

Druhou variaci pak piSeme jako

10
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& s[ox] =(ox.Adx) . 6.5)
kde
A= _%{aga@f % * affzaL % } 3 f"zafo % * aj'zaL X/ |X_x (6
V ortonormalni bazi
ox =S e u(l) . Aul()=Au(e) . oul(r)=u(s)=0 . (6.7)

Feynmantiv integral se pak snadno spocte (d [5 X (t)] =J |_| dc, ) jako
n=1

K(xb,tb

n=1 n

. RSN
xa,ta):Jexp{éSI:xc, (t):l}l_l(z;nhj , 68)

a po zavedeni ,,volné Castice*, charakterizované

AV) = _4 6.2L i
& de\0x'ox’ dt) ~ (6.9)
A ()= A (1) Ll (n,) =l (1) =0
dostavame konec¢ny vysledek
K(xb ’tb xa ’ta) =
; ; = (AV) y2 (6.10)
K(f) (xb .t | x, ,ta)exp{—£S|:xc(f) (Z)}}GXP {%S[xcl (t)]} D [ An ] )

Ozna¢me det (/\) = |_| A, a zaved'me funkce (z je komplexni proménnd)

n=1

(/\,4—254)u(fk)(z,t)=0 , ul (Zt

j j

Potom plati (Coleman, Levit a Smilansky)

AU _ 3 det(u) (2,
det(AA 51]: : (u(k)_ S b)) : (6.11)
det (u)(z.1,))

N-z1
Pro z =0 je feSenim u(’k) (O,t) Jacobiho pole. S tim pak souvisi mnozstvi dalSich moznych vyjadieni.

11
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7. Volna relativisticka ¢astice - parametrizace
Znatent intervalu (1==i7) je ds=(c’ (dt)z—(d)?)z)l/z =—i(c*(dz) +(d7c)2)1/2 . Uginek pro

volnou castici piSeme jako

s :iﬂ%(/‘)[(%j v (%}2] +’"202 p(/l)]dA . (7.1)

Vyraz @je invariantni vzhledem k transformaci A - f (/1) , P — pf. Variace vzhledem k p(/l) da

p(A):%[(%TH{%HW , S:imcj[(d)z)2 re(@r)] . g

a

Zvolime-li ve p()l) =1/c, dostavame po obvyklém rozdéleni na intervaly a integraci propagator

ve tvaru (dimenze 3+1=4)

2 = _ = 2 2 _ 2
X.a’z_a):( mc j exp{—’;/l—;()% xa) +c (Tb Ta) _EL} , (73)

2mhlL L 2h

K, (xb > T

kde L=A, —A, . Typicka situace: integruje se ptes nerozliSitelné veli¢iny, tedy

00

K(%,.1, fa,ra)=2mchL (%,.7,|%,.7,)dL | (7.4)
0
odkud
K(%,.7,]%,.1,)=
| o me[(%,-5) +e(5,-1,)'] (7.5)
12 K, .
4 W[(5-x) +¢ (7, -1,) | h

Vzhledem k asymptotickému vyjadieni

K (z)= (gj/ exp{-3 (7.6)

z
je pro vyrazn¢ Casupodobné intervaly (nerelativisticka teorie)

K(%,.1,|%,.1,) =

n me? m Y [ m(%-%) (7.7)
—CXpy I (tb —ta) ——— | &Xpyi——— .
me h 2min(t,~1,) 2h t,—t,

Interakce mimo svételny kuzel — nikoliv, diilezité jsou komutatory resp. antikomutatory.

12
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8. Regularizace pomoci Riemannovy ¢ funkce

Riemannova { funkce je definovana jako soucet nekonecné fady

00

Z(s)zzis , Res>1 . (8.1)

n=1 n

Ve fyzice se s ni setkdvame pii vypoctu veli¢in souvisejicich se statistikou. Pro Boseho — Einsteinovu

statistiku

00

Jﬁ:)_ldx =r(s)(s) - (8.2)

0
Diikaz spociva ve vyjadieni integrandu pomoci nekonecné fady a zdmeén¢ integracni proménné
h xs—l ¥ o0 ©0
J—dx:JxS exp Zexp —mx dx Z—v_[ts_lexp( —t)dt . (8.3)

1
CXP(X)_I m=0 n=1 1 0

0 0

Podobné pro Fermiho — Diracovu statistiku

00

j X ge=(1-27) ()¢ (s) (3:4)

exp(x) +1
0

Pti diikazu rozsifime integrand v vyrazem exp(x) —1 a postupujeme jako v ptredchozim piipadé.
Pti rozsifeni definice  funkce na celou komplexni rovinu proménné s postupujeme takto:
vezmeme integral podél kiivky v komplexni roving€, zndzornéné na obrazku

/= % () exp(2) . 8.5)

l—exp(—z)

C
Diilezité je, ze oblast

y uzaviena kiivkou C

»
>

neobsahuje body

2nmi, n=1,2,...

C
Pokud /\ <« x J¢ Res>1, muzeme
kiivku \“T//—_> deformovat tak, ze

integrujeme podél

kladné casti realné osy s

13
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hodnotou arg(—z) =-77, potom po kruznici velmi malého poloméru kolem pocatku a opét podél kladné

Casti realné osy s hodnotou arg(—z) =77, dostavame tak

:{exp[m s 1 ]—exp[ 772 —1 :}J - exp dx . (8.6)
exp(-
Porovnani S a vyuziti vztahu
_ s
T (=)= i) (8.7)

muizeme tedy psat

oL

C
Tato funkce je analytickym prodlouzenim funkce do celé komplexni roviny proménné s.

Riemannovu funkci vyjadril Hermite jako

00

{(s) :% +ﬁ +2j(1 +t2)_s/2 sin(s arctant)#;t)_l : (8.9)
0
Pro s=0 mame
Z(o):—% , {'(0)= —%m(zn) : (8.10)
Pon¢kud obecnéjsi je Hurwitzova  funkce
(s, a)=i( (8.11)
n=0
Je ziejmé, ze
{(s)=¢(s.1) . (8.12)
Pro Hurwitzovu funkci ma Hermiteova representace tvar
{(s,a)= a a” +2 (a2 +t2)_s/2 sin(s arctanijL (8.13)
’ 2 s-1 a)exp(2mt)-1

0

Zobecnéna Riemannova funkce pro operator 4 s vlastnimi hodnotami A, je definovana jako

J(s)=Trd™ =Z;s . (8.14)
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Potom je

detA = |_| A = |_| exp(InA, ) =exp(21n/1nj :

S uvazenim
d 1

_d (-
%)l; =—exp(-sinA,)

N

=-InA,

s=0

s=0

mizeme ve [8.15)|psat
detd = exp(—Z/ (0)) .

Mame-li vyraz typu det( M 21) , piSeme

lndet(,ufl)=ln|_| (uA,) =ln(|_|lu|_|/]nj =
lnl_l,u+ln|_|/1n =lnu) 1 +1n|_|/1n

a s regularizaci pomoci zobecnéné £ funkce

InpdetA=¢(0)Inp =¢'(0) .

9. Funkcionalni derivace

Zobecnéni pojmu derivace u funkce je u funkciondlu vyraz

os[d _ . SLo(x)+ho(x-y)]-5[ 4x)]

oefy) o h

,Obrazné* pro funkci N proménnych mame

N

F(x +&,....x, +&,) :zgffk

k=1

a pro funkcional

5F[x]

F[x+¢&] = j

Definujme

(FL) = | Fldess{ 5 5Tl fal 4

Potom rozepsanim identity (odecteni stejnych veli¢in)
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0=(F[x+&)-(F[+]) =
JHJF[X] ](;itﬂf()exp{ S[x]}dtd[x] _ (9.5)

Protoze variace f t) je libovolnd, mame

o) fra 28

(o) cotr35) o
0x, h\ O0x,

Vezméme jesté jako posledni priklad uc¢inek v klasické mechanice

nebo v diskrétnim tvaru

S[x] :ZjL(fc(t),x(t),t)dt . (9.8)

Nezapomenme, Ze v koncovych bodech integra¢niho intervalu je funkce pevné dand. Je pak obvyklym

postupem

$Tevd] =514 = (20 #£().x() # 0a)ar [ (50500 =
j{%f(f)+a{(t)}dt+-- j{‘;—i i(gij}f(t)dt oo = 9.9)

tﬂ

oS[x] _oL(3(¢).x(r).1) _i(aL(X( )ax(f)’t)J _

5x(t) Ox dt 0x

NapiSme si tc¢inek v diskretizovaném tvaru jako

S =
N‘lm)?+)?zex+x ~(. - e - - (9.10)
Tk_oL( k 1r kj +2( k lr kj[@A(xkﬂ)JrA(xk)) __(cb(x"”)JrCD( k))}
Potom je
laS:_ X, T2X,FX, +e5én+1 R 0 XZ()?) _eacb()_én)
Tox, r’ 2T 0x, " 0%, o1
+e|:‘;cn+l_;cn—l Dq :|2(xn)_eg(2”+l)_2(xn_l) |
2r 0%, 27

a tedy s oznacenim

16
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! 0x, 21 21 X, ©.12)
- o -
B(X )=—XxA(X
(5.)= 3xi(5)
dostavame
aF(‘i’:) lT - X'n+l_25én+an—l X:n+1 _'i:n—l - =~ =
N \N=_ ) - - . 1
< a3, > h<F(x’)[Em r =y BR)eER) ) 013
Pro F =1 dostavame Ehrenfestiv teorém
an+ _25(’:71 +5én— X'n+ _X'n— gy N = =
m< 1 r’ l>_€< lzr ~xB(%,) +E( )>
(9.14)

vvvvvv

10. Funkcionalni derivace podruhé

Hilbertlv prostor funkci kvadraticky integrovatelnych na oteviené podmnoziné Q [JR™

oznatime £’ (Q). Prvky £ (Q) budeme oznatovat malymi pismeny, funkce na £ (Q) velkymi

pismeny, tj.

fr R"K - R ,

F: £(Q) - R (-1
Skalarni soucin ma obvyklé vyjadieni

(Fluy=] 1 (F)u(z)d" 3 (10.2)

Q

a vypocet funkce nad prvkem znac¢ime hranatymi zavorkami F [ f ] .

17
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Definujeme funkcionalni derivaci jako

OF[A| N2 (OS] oy gme=d
< 5/ u>—JO_f(x)u(x)d x—th[f+tu]t:0 (10.3)
Velmi specialni volbou je
E[1=1(5) (104)
Potom mame ze
OE /] .. me_ d - - -
S s =Gt =) - -
SEN _ yems |
57 (3) =5(x-7)
Se stejnou konvenci, jakou piSeme
dxf( 6):5{ LAy (10.6)
dx’ / ox’
budeme psat
OB ] _sieemy = OF0) _spz_s
5f(fc) —5(x y) = Jf()?)_d(x y) ) (10.7)
Zobrazeni funkce na jeji parcialni derivaci
of (s
E; [ f]= f;iy b=a.s(5) (10.8)
vede k
5Ey)i[f] = m—-=d - - _ -
l 57 () T 0 B =on() = (109
SE 5 st |
T()f)_ 61.5()6 y) .

PovSimnéme si, ze ve vztahu @mléky pfedpokladame u|, =0, obecngjsi chovani funkce u na

hranici by vedlo k mnohem komplikovanéj§im vyraztim. Déle je dalezité pii zkrdceném znaceni vzdy
veédet, podle které proménné derivujeme, ve m‘ je v prvnim fadku 0, =6/ 0y', ve druhém fadku

0. =09/dx" . Ovétime si na jednorozmémém piikladé

18
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E'[«] = x" (1) . J O_xt(r) u(r)dr =
df p
e SUOREROT
ox" () _, . d"a(t-1)
ox (1) =(1) dr’

=y () = (10.10)

Standardni varia¢ni uloha vychéazi z Lagrangeovy funkce
L{f]=L(%.7(3).0, 7 (%)) . (10.11)
Variaci budeme psat jako
OL[f] _aL ox' L 0L 5f()?)+ oL 39, f(X) _
of(¥) ox of(¥) 0s(x)or(y) 00.1(x) of (¥)
00, (%) ox'

(10.12)

0 (%)

Dosazenim do [(10.3)]dostavame
OF[fI|\_ (] oL ... . oL B
(5= a2t gty e it =

0 i 0 3 5 (10.13)
L L ¥ o - m— _ L _ L -
[t~ 213 o) {55550 58 o)

Q

V Uplné analogii s rozvojem funkce vice proménnych mame i pro funkcionaly “Tayloriv rozvoj”.

PiSeme (pro m=1)

S =504 + J S (- an

“ (10.14)

%J'J' 5f(5y2j[5]}](y2)%f%{f(yl)‘fo(yl)} {£ ()1, ()} dyydy, +--

Q

Jako ptiklad vezméme tcinek volné Castice

N
S=—mc[{c2 —(ﬁj } dt . (10.15)
dt
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Podle [10.14)]
JS[a] oL 5(~1) + (?L do(t —t) a1, =
dx(t) ox(1,) ox'(1) d,
t (10.16)
d mex (t) _ mes x” (t)

dt {c2 -x'? (t)} e {02 -x'? (t)} "

Pro klasickou trajektorii

i(1)=0 = x,())=vi+x, . (10.17)

Dale pak
52S[x] = mc’ ox' (t) 3/ o 1

- —mc x

ox(7) ox(r) ) {c2 -x" (t)} 2 ox(7) (*) dx(t_){cz _ 2 (t)} 32

3 2 — (10.18)
_ mc d 5(t_t)—mc3x”(t) o 1
{cz —x'? (Z} 3/2 A7’ Ox (?) {cz . (Z} 3/2
Pro klasickou trajektorii
oS[x] | __ me do(i-7) 1019
ox(r)ox(e)|  (e2-v)" AT
PtirGstek tc¢inku je
1 I I 525[x] [ (e) =, (6) ][ (7) ~x, (7)]dT dt =
¢ W’ 5 (1-7) _ o
) “ E ~x () ][%(7) =2, (7)]dTde = (1020)
mc’
2(02 _v2)3/2 ;[[x/ (
Klasicky tcinek je
S[x,]=-me(e* =) (¢, 1,) . (10.21)
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11. Vytvorujici funkcional

Spocteme amplitudu pravdépodobnosti pfechodu pro piipad, kdy na soustavu, popsanou pivodné

4

Lagrangeovou funkci plsobi jesté n€jaka vnéjsi sila (v kvantové terminologii proud)

g.)= [l 5 [ala()] -

KV (% A

) ., (11.1)
sV =s+5, =[L(q(e).q(c))dt +[ 7 (1)q(t)dt .
t, t
Pfipomenime, Ze pro J (t) =0
<qb ’tb qa ’ta> = K(qb ’tb qa ’ta) :<Qb|exp{_%]:[(tb _ta)} Qa> =
. (11.2)
z exp{ lE } qa> .
n=0
Pokud bude J (t);tO pouze v intervalu 7, <¢<t,, miZeme pro ¢, <t, a t, >, psat
K( )(Qfa qza ) J-.[dqbdqgK(q_fatf|qbatb)K(J)(qbatb Qaata)K(Qaata qi’ti) . (113)
Vhodny limitni ptechod
t, > —(1=ig)oo , 1, - (l=ig)eo , £>0 (11.4)
vybere zékladni stavy — ostatni ¢leny rychle osciluji, takze
E
l%ll’nlg) K(qf’ f|Qb= ) (Qa ata Qi’ti)exp{i?o(tf _ti)} =
L (i-i£) (11.5)
Nl//; (qb’ )l//O (qa ’ a) s N = ‘//; (%)l//o (q‘f’) .
Vytvortujici funkcional definujeme jako
1
w[J]= l(hm,g)) K" ar-1a,1) (11.6)
1-ig)oo
a jeho explicitni vyjadieni je tedy
wlJ] = [[da,da,@;(4,.t) KV (g,.6a. 2. )0 (a.0t.) - (11.7)
Piepséanim dostavame jiny Casty vyraz pro vytvoiujici funkcional
w(J] =[[da,dq,(0|4,.t,)a, -1, 4,.2.)" (g,.2.]0) =(0]0)"" . (11.8)

V dal$im uvidime, Ze pro funkcionalni derivaci W[J ] plati
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nY  oUwlg | L Al
(TJ 37 (1)~ I () =(07{4(x).-a(s }0) - (11.9)

J=0

Operator chronologického uspotadani T pusobi na operatory jako

#{0(1)0(r.} ={?(t‘)(3(t2) h=h (11.10)

o(s,)0(1) 6=t

Pro diikaz [11.9)|postupujeme takto: Plati

j q(tb)exp{%S(tb,ta)}d[q(t)]Iqb J exp{%S(z‘b,t }d[q NET)

a faktorizaci pak (pfedpokladame ¢, <t <t,)

Jq( )exp{ (¢,.t, }d[q )=
quIUexp{ t, .t }d[q ]J exp{ ,ta)}d[q(t)]}Z (11.12)

[dai{a,tla-4)a(a.4a..1) = [da(g,.6]4 ()| a.4) @ t]4..0) -

Vynechdnim rozkladu jednotkového operatoru v poslednim vyrazu dostdvame konecné

Jq(tl)exp{%S(tb,t }d[q V1= (g.0,](1)

Pro vice operatorti postupujeme obdobn¢, pouze faktorizace ma vice Cinitelt a je ziejmé, ze poradi

q,.t,)(11.11)

q..1,) - (11.13)

operatorti je zleva doprava od nejpozdéjsiho k nejéasnéj$imu okamziku. Dikaz vztahu je
dokoncen, uvédomime-li si, ze vyraz q(tl)...q(tn) v integrandu drdhového integralu vznikne prave
uvedenou funkcionélni derivaci. Greenova funkce je specialnim piipadem

Ha()a(}o)__ w _owlJ] |
00) wlo] 67(n)as(x)],.,

0

(11.14)

G(t,t,)= <

12. Schwingerova formulace kvantové mechaniky

Vychazime ze vztahu ktery si zapiSeme jako

Jé_qa(-r){F[q] exp(%S[q]j}d[q(r)] =0 . (12.1)

Operator casového usporadani rozsitime na
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Axf A N d Al A A
7{q(s)d (s} =d—t2[T{q(t1)q(t2)}J . (12.2)
Tento operator vznikd pfirozené pii zapisu (pfedpokladame ¢, <¢,,t, <t,)
[a)ate)ew| 1560 ()=
. L, +t&)—ql\t ]
hqu(zl)q(z 3 q(Z)exp{%S(b,a }dl:q :I

£E-0

! (12.3)
lim=(q,,|7{q(n)a (e, +e} ~7{a(n)a(t:}]a..1.) =
d SCAf Y A
E<% oL T{Q(tl)Q(tz)} q., a> .
2
Rozepsanim dostévéme Schwingerovu zakladni rovnici
i as[d] =ty o 17+19Fld]
U {F[q] }qa, )= ={ay.1,|T {5é(r) 9u:ls) - (12:4)

Pro F [é] =1 ziskame obecné vyjadieni Ehrenfestova teorému, pro F [é] =(§(t1) komutacni relace.

Miéme
JS[q]}
s a’‘a O s
(4,51 { 57() [ t,) =
55[ ] 5@@) (12.5)
nx q . 1
T =
<qb’ {Q(tl)aq(tz)} Qa’ a> h<Qb’tb Jé(tz) Qa’ta>
a protoze plati pro libovolné stavy, musi byt
35[4] { JS[q]}
— =0, 74(1)—= iho(t, —-t,) . (12.6)
54 () 1) () =100 )

Pro uéinek
S =J[ng —U(q)}n (12.7)

dostavame
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o4(t,) dt 04 (¢)
ly (12.8)
5;[@ _ mdzé(jl) +6U(AA(tl)) o
5Q(t1) L dt, aQ(tl)
a
IN d’q(1,) aU(A(tz))
T =—ihol(t, - . 12.9
{q (tl)_m dr + aé(tz) ! (tl tz) ( )
Nyni uvidime rozdil mezi operatory Ta T .Mame

o v dPa(t, d” Afagy -
o S et -
)
(12.10)

o dh . dq(t)
T14(t)—4(t )}—5(1‘ ~t )[q(t ), —=2 .
{ 1 dtzz 2 1 2 1 dt2
Dosazenim z [12.10)|a[12.8)|do [12.9)|dostavame kanonické komutaéni relace

[é(f)=m5(f)]:[é(f)aﬁ(l)]=z'h : (12.11)

13. Vytvorujici funkcional pro harmonicky oscilator

Ptipomenime, Ze pro J (t) =0

K(Qz 15 Q1’tl) =

(loo{=L 1 =0) o) =3 alnbexn{ 142 ot )}l

n

(13.1)

Explicitni vyjadieni vytvoiujiciho funkcionélu je
W[J] = .qul dg, ¥, (92 atz) K" (qz ¥

Jednotlivé ¢leny v tomto vyrazu jsou (oznac¢ime 7 =t, —¢,)

qptl)l//o(ql,tl) : (13.2)
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12 ]
K, . tlg .t)= maw ex {LS(” |t ,t} . 13.3
(% 2|9 1) 2m‘hsin(ajT) p 7 (% 2|4 1) ( )
Utinek je
)
S(’)(qz,t2|ql,tl):ﬂ%qz—’"5’261 +Jq}dt , (13.4)

4

okrajové podminky jsou q(tl)=q1 ,q(t2)=q2. Vinové funkce zdkladniho stavu harmonického

14
mao m .
i) ) o) Gy o1}

oscilatoru jsou

» (13.5)
* mao m .
¥, (qz atz) :|:%j| exp{_z_h%}exp{lztz}
Pfi vyjadfeni integrandu v se budeme snazit oddélit v exponentu
mo il|lm., mw ,
=% —gt ——qg* +Jg|dt 13.6
S 2h(q qz) hﬂzq 5 4 q} (13.6)

4
¢len, obsahujici proud. Rozlozime proto q(t) na q(t)=x0 (t)+x S (t) a budeme se snazit anulovat

prispévek smisenych Clen. Mame

2h 2
mowr , 2 i ( m., mo ,
E[xj (4)+x7(1)] +%j{2 % == +ij}dt - (13.7)
h
%‘) xo(tl)xj(t +x0 :|+ I[mxoxj -ma’ x, X, +Jxo}dt

Integrujeme prvni ¢len integrandu v integralech per partes a predpoklddame splnéni rovnic

d’x, d’x J
+ W x, , L +ofx, == . 13.8
dr? dr’ T m (13.8)

Dostavame tak
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/= e X, (tl) +X, (tz)] +i_m Xo (tz)xo (Zz) R (tl)xo (tl):l B
MO ()4 (6)]+ e, (8) 8 () =, ()% (1)] +2Lhttjjx, Q- (139

% X ()%, (1) +x (8,) x, (tz)]+%m[xo (1) %, () =x, (1) %, (1)] -

Se smiSenymi okrajovymi podminkami pro x, (t)

X (0)=iwx, (1) , % (6)=-iwx,(1,) (13.10)

dostaneme pozadovany vysledek

f:_%”[xg(tl)mg(zz)} +%|:xo(t2)x0(t2)—xo(tl)xo(tl)] +é£Jx,dz . (13.11)

Vytvotujici funkciondl tak miizeme psat jako

w([J]=w[q exp{%}_j](l)xj (t)dt} . (13.12)

4

Oznacili jsme

12
w 1 LW
W[O]J;h[zl.sin(wTJ eXp{zzT}quldqzexp{F(ql,qz)} : (13.13)

kde
Plaa) =22 1)) 5 () + S 0) [0 () L) | s

Ukazeme, ze pro harmonicky oscilator W[O]:l. Reseni druhé rovnice v |(_ll_.&)_| s okrajovymi
podminkami [(13.10)|najdeme pomoci Greenovy funkce

G(z)=$exp{—iw|z} : (13.15)

pro kterou plati

o) s a()=ar)
(13.16)
M:ia)G(t<o) : M:—z'cuG(z>o) :
dt dt

Mame tak
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15}

2mwtj:exp{—ia)|t—1}J(T)dT . (13.17)

x, ()=

Po dosazeni do [(13.12)|dostavame

t

Jjexp{—zwp i} J(e)J(7)dedr} . (13.18)

4

w[J] =[] exp] -

ResSeni homogenni rovnice je

%(1)= sinwT [lema) 1) ¥Qusinedr =) (13.19)

0 =q _xJ( 1) , O, =q, ~x, (tz)
Dosazenim do [(13.14)]a pak [(13.13)]dostavame

Wil =7 le sml( cuT)T2 eXp{iédT}
ﬂ dQldQZexp{ 221 (07 +0}expf it} 2Q1Q2]}

Vypoctem integralu se presvédcime, ze pro harmonicky oscilator je skutecné W[O] =1. Funkcionalni

(13.20)

derivace (pfedpokladame ¢, <t ,t, <t,) je

how|J
75]([%% =exp —4mthJ-exp{ —la)|t T}J dtdl’ U e
i
GZ% exp{ lC()|f _T}J ,
tedy
i 5W[J] =0 (13.22)
i 5J( )J:o
a druhd derivace (vypoctena pro J =0)
2
(Ej B G exp{ —iat, —1,} . (13.23)
i) oJ(,)oI(t,),, 2mw

Pfipomenime, Ze
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?Z%M4MM®,
(13.24)
oawlJ )
(?j O_J(tb)é[_J](ta)Jzo (o17{4(z.)a(s,}|0)

Pro ¢, =t, dostavame z (13.23)| zndmy vysledek pro stfedni hodnotu Ctverce operatoru soutadnice

v zékladnim stavu harmonického oscilatoru

R _(hjz Fw(J]
—=(0|g"(?)|0) =| = | —= 13.25
Pokud pottebujeme pocitat s hybnosti, piSeme
p(1) =miimd ) =400 (13.26)

£-0 £

Stfedni hodnotu ¢tverce operatoru hybnosti v zékladnim stavu harmonického oscilatoru dostaneme jako

2= 0] (1) 0) =
@ﬁﬁq&ww Lol el IJ (1327
i) e-0g 5J(z+g)2\J:0 os(t) | . Tos(tre)au(r)],,
a komutadni relace jako
2= 0[a(0).p(e)]|o) =

0 gy 80 gl | __avla | ) (1329
e\ as(e)y |, os(tre)ar(n)],, V() (-9,

14. Struény naznak pocitani pro volné skalarni pole

Analogicky jako v kvantové mechanice hleddime amplitudu pravdépodobnosti piechodu

K(o(%,.6) d%.4)) = [ D[ dexp{iS[ B . (14.1)

kde ucinek je
s[4 =Jd4x[%6# @0 qo—%mz &;} . (14.2)

Budeme pocitat vytvoiujici funkcional

28



Feynmanova formulace kvantové mechaniky

kde

=JD[¢iexp{ijd4x[%6ﬂ@”¢"%mz b+J %v} ,

b= plalew: [ #4{30,09" 050 ]|

Pole v N rozloZime na dvé ¢asti ¢=¢ + @, kde pole @, spliiuje klasickou rovnici

(0,04 +m*)g, =

a zaméni integracni proménnou D[(ﬂ] =D[ (g] . Pro G¢inek pak méame
S[o + 4] :jd“x[la,, @ 0" gp—lm2 p+J ;% +

Jos et o]

J'd“x[aﬂq),a”qg—m 9 p+J ¢

24.2.2010

(14.3)

(14.4)

(14.5)

(14.6)

Prvni ¢len v tfetim integralu napiSeme jako (pole v nekone¢nu vymizi, takze hranicni ¢len je nulovy)

0,$0"@¢=-¢0,0" ¢ ,

takze podle tento integral je roven nule. Zustava tak pro

2]J] = exp{é [d*xs(x)g (x)}
Zname-li Greenovu funkci rovnice

(0,0 +m*)A(x-x') ==i5"(x =x') |
muzeme psat
@ (x)=i[d'x B(x=x')J(x)

a vytvorujici funkcional je

Z[J] = eXP{_%IId4x/ d4xJ(x) A(x _X/)J(x/)}

Greenovu funkci snadno vyjadiime jako Fourierovu transformaci

d'k 1 .
A=) ZJ (27)" ky k¥ =m® +z‘geXp{ ik, ()
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Dvoubodova funkce je

2 ) 2 AN -
G (x,x,) _Gj 3J (x,) gJ](’@)LO )

1y & CLp e . ,}

U 5J(x1)df(xz)[ Sl dtxd (x)a(x=x) () (14.13)
:A(xl_xz) .

Ctyfbodové funkce je pak

1}‘* 3*z[J] |
i) 0J(x)0J(x,) o7 (x,) d](x4)‘

G(4) (xl,xz,x3,x4) =(

J=0

Gj 57 () 5J(x2)5;J(x3) I 3l e sr(aler)a(x)|ars

=A(x1 —xz)A(x3 —x4) + A(x1 —x3) A(x2 —x4) + A(x1 —x4) A(x2 —x3) .
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