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Prolog

Fibonacciovi kralici a jejich modifikace

Leonardo Pisansky, znaméjsi jako Fibonacci, se narodil kolem roku 1170 v italské Pise a
zemtel roku 1250. Vzdélani ziskal v severni Africe, kde jeho otec Guilielmo Bonacci piisobil
jako diplomat. Svoje védomosti sepsal do knihy Liber abaci. Toto dilo publikované roku 1202
ma hlavni zasluhu na tom, Ze v Evropé byl pfijat poziéni systém zépisu ¢isel (pomoci indickych
symboli, kterym dnes fikdme arabské ¢islice). Ve tteti ¢asti knihy Fibonacci zformuloval a
fesil alohu:

Kdosi umistil par kraliki na urcéitém misté, se vSech stran ohrazeném zdi, aby

poznal, kolik part kraliki se pfi tom zrodi pribéhem roku, jestlize u kralik je

tomu tak, ze par kraliki privede na svét mésicné jeden par a ze kralici pocinaji

rodit ve dvou mésicich svého véku.!

Tuto tlohu a jeji feseni lze povazovat za jeden z prvnich matematickych modeld ristu popu-
lace. Budeme ji Tesit s pouzitim soucasné symboliky.

Ze zadani ulohy plyne, ze kréaliky mizeme rozdélit do dvou kategorii (tf¥id) — na ty, ktefi
jsou mladsi nez dva meésice a tedy dosud ,nerodi potomky, a na ty staré aspon dva meésice a
tedy plodné. Ozna¢me z(t), resp. y(t), pocet para juvenilnich (mladych, dosud neplodnych),
resp. dospélych (plodnych), krélika v ¢-tém mésici. Z ponékud vagniho Fibonacciova popisu
vsak neni jasné, co presné ma vyjadrovat ,pocet paru kraliku v ¢-tém mésici“. Budeme si tedy
predstavovat, ze kazdy mésic v uréeny den probéhne s¢itani kralikt, kterym ziskdme hodnoty
x(t) a y(t). Nyni je potfeba vyjasnit, kdy se nové péary rodi. Jedna z moznosti je, ze také
k porodim dochézi uréity den v mésici. Abychom tvahy dale zjednodusili (a zreprodukovali
Fibonaccitv vysledek) budeme ptredpokladat, Ze kralici se rodi prvni den a jejich s¢itani
provadime posledni den mésice. Pii s¢itani maji tedy novorozeni krélici vék jiz jeden mésic.
Pri s¢itani nasledujiciho mésice maji tito kralici jiz vék dva meésice a patii tedy mezi plodné.
Ponévadz par plodnych kralika ,zrodi“ (tj. zplodi a porodi) jeden par mladych, bude pocet
part mladych v ¢-tém mésici stejny jako pocet part plodnych v mésici predchozim,

x(t) =yt —1). (1)

Krélici jsou na misté ohrazeném zdi. Tomu miizeme rozumét tak, ze jsou chranéni pfed pre-

datory a tedy neumiraji, a také, ze nemohou nikam utéci. Proto bude pocet plodnych v ¢-tém

meésici roven jejich poc¢tu v predchozim meésici zvétSenému o pocet mladych, ktefi se v pied-
chozim mésici narodili a béhem mésice dospéli,

y(t) = y(t = 1) +a(t - 1). (2)

tPteklad E. Cecha. Citovano dle J. Bedvaf a kol., Matematika ve stiedovéké Evropé. Praha: Prometheus
2001, str. 277.
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mésic t

pocet juvenilnich para x(t)
pocet plodnych para  y(t)
celkovy pocet parat  z(t)
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Tabulka 1: Reseni Fibonacciovy tilohy o kralicich za pfedpokladu, Ze k rozeni dochazi na
zaCatku mésice, poCty zjistujeme na konci mésice, tj. pouzivame model (3).

Rovnice (1) a (2) mzeme povazovat za model ristu populace kralik; jeji aktudlni velikost
pocitame z velikosti v minulosti. Pri matematickém modelovani néjakych procesi je ovSem
obvyklé usuzovat na budoucnost z pfitomnosti. V rovnicich (1) a (2) budeme psat ¢ + 1 misto
t, rovnice tedy prepiseme do tvaru

nebo ve vektorovém zapisu

e

Meésic, ve kterém ,kdosi umistil par kralikti na urcitém misté“, budeme povazovat za nulty,
onen ,umistény par za dospélé. Mame tedy pocateéni podminku z(0) = 0, y(0) = 1. Odtud
jiz mizZeme postupné pocitat pocty x(t) a y(t) pro libovolné ¢ = 1,2,3,... a z nich celkovy
pocet paru z(t) = z(t) + y(t). Vypocet je shrnut v tabulce 1. Vysledek 377 para odpovida
vysledku v Liber abaci.”

Jind z moznosti, jak zadani porozumét, je mirné realistictéjsi predstava, ze kralici se rodi
kdykoliv, ale opét je s¢itame v urc¢ity den mésice. Pri s¢itani tedy mohou mit novorozenci,
tj. kralici narozeni od pfedchoziho séitani, vék z intervalu [0,1) a starsi, ale dosud neplodni
kralici vék z intervalu [1,2). Pfi této interpretaci rozdélime t¥idu juvenilnich pard na dvé a
oznacime xo(t) pocet novorozenych part a x1(t) pocet neplodnych part véku alesponi jeden
meésic, ale méné nez dva mésice. Ponévadz novorozenci jsou bezprostrednimi potomky plod-
nych pari, mladi jsou ti, kteri se v predchozim mésici narodili, a pocet plodnych je poctem
plodnych z ptredchoziho mésice zvétsenym o pocet mladych, ktefl dosahli véku aspon dva
meésice, dostaneme model

zo(t +1) = y(t)
z1(t+1) = o(t)
y(t+1)= 1 (t)+y(t),
ktery opét mizeme prepsat do vektorového tvaru
o 0 01 Zo
x|+ =11 0 0| |z | (%). 4)
Y 0 1 1 Y

Pii poéateénich podminkach x¢(0) = 0, 21(0) = 0, y(0) = 1 a oznadeni celkového poctu
paru jako z(t) = xo(t) + z1(t) + y(t), dostaneme pocty kraliku, jak je uvedeno v tabulce 2.
Vysledny pocet para kralikid za rok je pii této interpretaci témér tiikrat mensi, nez ptvodni

2To nemusi znamenat, 7e by si Fibonacci piedstavoval rozeni na zac¢atku mésice a séitani na jeho konci.
Pravdépodobnéjsi je, ze si neumél predstavit nulovy vék a proto jeho novorozenci méli hned vék 1 a v nasle-
dujicim mésici tak byli dvoumési¢ni a tedy jiz plodni.
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celkovy pocet paru z(t

Tabulka 2: Reseni Fibonacciovy tlohy o kralicich za piedpokladu, Ze k rozeni dochézi kdykoliv
v prubéhu mésice a kréliky s¢itdme v pevné uréeny den mésice, tj. pouzivame model (4).

Fibonaccitiv vysledek.

Prvnim obecnym poucdenim tedy muze byt to, Ze sestaveni modelu rustu populace je
potiebné vénovat pozornost, presné formulovat a zduvodnit predpoklady, za kterych je model
sestaven. Rizné modely téhoz procesu mohou totiz davat rizné vysledky.

Druhym zavérem je pozorovani, ze vyvoj populace kralikti muZeme popsat matematickym
modelem (3) nebo (4), které jsou zvlastnimi piipady obecného modelu ve tvaru

n(t+1) = An(t); (5)

pritom slozky vektoru m(t) vyjadiuji ¢asové zavislé velikosti jednotlivych t¥id, do kterych je
populace strukturovédna (rozdélena) a A je néjaka matice.

Fibonaccitv model je krasny matematicky, neni ovSem prilis realisticky biologicky. Kralici
neumiraji, dospivaji v presné urcenych casech, plodi presné uréeny pocet potomkua v pravi-
delnych intervalech. Fibonacci samoziejmé nepredstiral, Ze popisuje vyvoj populace kralikii,
vytvoril jakousi umélou skute¢nost — jeho kralici Ziji a mnozi se na ,,misté ohrazeném zdi“.
Myslenka modelovat pomoci rovnice (5) vyvoj populace rozdélené na nékolik disjunktnich
t¥id, pricemz cas plyne v diskrétnich krocich, je vSak velmi plodna.

Pokusime se modelovat vyvoj populace za realisti¢téjSich predpokladt. Ponechdme pi-
vodni predstavu ¢asu plynouciho v diskrétnich krocich (nejednd se tedy o cas fyzikalni) a
zvolime néjakou ¢asovou jednotku (ve Fibonacciové tloze ji byl jeden mésic). Populaci si
budeme predstavovat jako tvofenou velkym poctem jedinci (v ptfipadé organismii rozmnozu-
jicich se pohlavné budeme za ,jedince“ povazovat pary nebo samice). Kazdy z jedinci mize
byt jednoho z typt — juvenilni (nedospély, neplodny) nebo plodny (dospély, dospélec, jedinec
schopny rozmnozovani). Jinak jsou jedinci nerozlisitelni.

Populaci budeme uvazovat jako uzavienou, tj. takovou, ze z ni zadni jedinci neemigruji,
ani do ni zadni neimigruji; v tomto uzzsim smyslu tedy interpretujeme Fibonaccitiv pozade-
vek, ze populace se vyviji ,,na misté ohrazeném zdi“. V takové populaci probihaji tii procesy
— rozmnozovani (rozeni nebo produkce potomki, tj. vznik novych jedincti), dospivani (matu-
race, pfemeéna juvenilniho jedince na plodného) a umirani (nebo z jiného pohledu ptezivani).
Narozeni jedince, jeho pfeménu na plodného a jeho tmrti povazujeme za nahodné jevy. O umi-
rani (pfezivani) a dospivani budeme predpokladat, ze se jedna o jevy stochasticky nezévislé.
Oznacme

01 ... pravdépodobnost, ze juvenilni jedinec pfezije jedno obdobi,
o9 ... pravdépodobnost, ze plodny jedinec prezije jedno obdobi,
v ... pravdépodobnost, ze juvenilni jedinec béhem obdobi dospéje,

@ ... stfedni pocet potomki plodného jedince za jedno obdobi.
O pravdepodobnostech preziti o1 a o9, pravdépodobnosti maturace v a fertilité ¢ budeme
predpokladat
0<o1 <1, 0<o9<1l, 0<~v<1, 0<yy (6)
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v redlné existujici populaci totiz musi byt mozné, ze se juvenilni jedinec dozije plodnosti
(o1 > 0, v > 0) a Ze se né&jaci novi jedinci rodi (¢ > 0), pfeziti nikdy neni jisté (o7 < 1,
o9 < 1). Nevyluéujeme moznost o2 = 0, tj. Ze jedinci po ,produkci potomku“ (porodu,
nakladeni vaji¢ek, uvolnéni semen a podobné) hynou; takova populace se nazyva semelparni.
Nevylucujeme vsSak ani moznost oo > 0, tj. ze dospéli jedinci plodi po delsi tsek zivota;
takova populace se nazyva iteroparni. Jedinci mohou dospivat bezprostiedné po narozeni,
tj. v Case kratsim, nez je zvolené obdobi. V obdobi po narozeni tedy takovy jedinec, pokud
nezemfe, jisté dospéje, v = 1. Jedinci z populace mohou dospivat i s jistym zpozdénim, v < 1.
Zhruba Feceno, pii délce ¢asového kroku jeden rok jsou jednoleté organismy (typicky rostliny)
semelparni s bezprostiednim dospivanim, drobni ptéci a savci jsou iteroparni s bezprostifednim
dospivanim, lososi, cikddy nebo bambus jsou semelparni se zpozdénym dospivanim, velci ptaci
a savci (véetné ¢lovéka) jsou iteroparni se zpozdénym dospivanim. Snazime se tedy modelovat
dosti obecnou populaci, ne nutné zivocichy.

Oznac¢me déle nq(t), resp. na(t), velikost (pocet jedinct, popula¢ni hustotu, celkovou bio-
masu a podobné) ¢asti populace tvorené juvenilnimi, resp. plodnymi, jedinci v ¢-tém ¢asovém
kroku. Juvenilni ¢ast populace je tvorena jedinci, kteii se za posledni obdobi narodili, a je-

N

juvenilni ¢asti populace v nasledujicim obdobi tedy bude
ni(t+1) = o1 (1 = y)na(t) + ena(t). (7)

Plodna ¢ast populace bude tvorena jedinci, ktefi byli juvenilni, nezemfeli a dospéli, a jedinci,
kteri jiz dospéli byli a prezili. Ocekavand velikost plodné ¢asti populace v nasledujicim obdobi
tedy bude

ng(t + 1) = alfynl(t) + O'Qng(t). (8)

Tyto rovnice opét muzeme prepsat ve vektorovém (maticovém) tvaru

n(t+1) = <Zl> (t+1) = ("1(1 =) “’) (”1> (t) = An(t), (9)

2 o17 02 2
A:<‘71(1—7) tP)_
a1y 02
Poznamenejme jesté, ze kdybychom pfipustili 09 = 09 = 1 a polozili v = ¢ = 1 (jedinci

jisté prezivaji, tj. neumiraji, jisté béhem obdobi dospéji a dospéli vzdy vyprodukuji pravé
jednoho potomka), dostaneme puvodni Fibonaccitiv model (3).

kde jsme oznacili

Leslieho model ristu populace

Patrick Holt Leslie (1900-1972) absolvoval bakalaiské studium fyziologie na Christ Church
College oxfordské university. Zdravotni problémy mu vsak neumoznily dokonc¢it studium me-
diciny. Nékolik let pracoval v bakteriologické laboratofi na katedfe patologie, pak ale sviij
zajem obratil k matematické statistice a prijal misto v nové zalozeném Odboru populaci zi-
voéichii (Bureau of Animal Population). Za druhé svétové valky se toto centrum zabyvalo
metodami regulace hlodavct v zasobarnach obili. Roku 1945 publikoval Leslie v ¢asopisu Bi-
ometrika svij nejslavnéjsi clanek On the use of matrices in certain population mathematics.
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V ném sestavil a analyzoval model ristu po¢tu samic v populaci potkani (Rattus norvegicus);
jeho model ovsem muze byt stejné dobre pouzit pro lidskou populaci.

Za jedinou charakteristiku samice budeme povazovat jeji vék. Ten je pfi narozeni nulovy
a postupné narusta s plynutim ¢asu. Fyzikalni ¢as povazujeme za kontinuum, 1ze ho vyjadrit
realnym cislem. Vék ovSsem obvykle vyjadfujeme ¢islem pfirozenym; u lidi v novorozeneckém
véku poc¢tem dni, poté poc¢tem tydni, jesté pozdéji poctem meésici, a nakonec poctem let od
narozeni. U praxe vyjadfovat vék prirozenym cislem ztistaneme i pfi sestavovani modelu ristu
populace.

Nejprve je tedy potfeba stanovit ¢asovou jednotku. Mtze to byt den, tyden, mésic, rok,
pét let nebo desetileti; zalezi na tom, jak presné (jemné) chceme vékovou strukturu populace
popisovat. Spojitou veli¢inu vék rozdélime na diskrétni vékové tridy — v prvni tiidé budou
samice ve véku od narozeni do jedné (¢asové jednotky), ve druhé samice od véku jedna do véku
dvé, atd. Aby bylo prifazeni samic do vékové tfidy jednoznacné, dohodneme se, Ze obecné
v i-té vékové tridé jsou zarazeny samice, jejichz vék je aspomn ¢ — 1 a méné nez i, tj. samice,
jejichz vék je z intervalu [i — 1,7).3

Ozna¢me nyni n;(t) mnozstvi samic v i-té vékové ti{dé v case t (v ¢asovém okamziku t). Cas
vyjadiujeme ve stejnych jednotkach jako vék a uvazujeme ho pouze s celo¢iselnymi hodnotami,
t =0,1,2,.... ,Mnozstvi samic“ mize byt vyjadifeno poctem jedincti nebo néjakou jinou
jednotkou, napf. po¢tem desetitisicti jedincti, po¢tem jedinci vztazenym na jednotku plochy
a podobné.

Ze vsech procest, které probihaji v populaci se omezime na dva nejdtlezitéjsi z hlediska
jejiho ristu — rozeni a umirani. Budeme predpokladat, Ze z hlediska téchto procest se samice
v jedné vékové tiidé nelisi jedna od druhé.

Oznac¢me P; pravdépodobnost jevu, ze samice, kterd v Case t patrila do i-té vékové ttidy,
prezije interval jednotkové délky, tedy bude zit i v ¢ase t + 1; veli¢inu P; stru¢né nazyvame
pravdépodobnost preziti. V dostatecné velké populaci bude tato pravdépodobnost rovna re-
lativni cetnosti samic z i-té vékové t¥idy, které prezily jedno obdobi, tedy

o nig(t+1)
! nz(t) ’

Pokud bychom proces umirani povazovali za deterministicky, lze parametr P; interpretovat
jako podil samic, které béhem ¢asového intervaly (¢,¢ + 1] nezemfely, mezi vSemi samicemi,
které v Case t pattily do i-té vékové tridy. Hodnoty P; se nazyvaji projekcni koeficienty —
promitaji totiz aktualni mnozstvi samic na jejich mnozstvi v néasledujicim casovém obdobi.
Budeme predpokladat, ze parametr P; nezavisi na Case, ze preziti jednoho obdobi zavisi pouze
na veku, nikoliv na néjakych vnéjsich vlivech.

Dale budeme predpokladat, Ze existuje néjaky maximalni mozny vék, kterého se lze dozit,
ale ktery neni mozné prekrocit. Tedy zZe existuje prirozené cislo k takové, ze P; > 0 pro kazdé
1=1,2,3,...,k—1a P, =0. To znamen4, 7Ze uvazujeme prave k vékovych t¥id. Z predchozi
rovnosti nyni vyjadiime

’I’Li+1(7f—|—1) :Pmi(t), 1=1,2,3,...,k—1. (10)

3Uvedené rozdéleni do vékovych tiid samoziejmé neni jediné mozné. Stejné dobie by v prvni vékové tiidé
mohly byt samice véku z intervalu [0, 1], ve druhé samice véku z intervalu (1, 2]; obecné v i-té vékové tiidé by
byly samice véku z intervalu (i — 1,4, 4 = 2,3, .... Jind moznost tfidéni podle véku by mohla byt [0, %], (%, %],
(%, g], atd. Vékové tfidy uvazované v t textu maji jistou ,estetickou prednost“ — intervaly véku v kazdé t¥idé
jsou stejného typu, jsou polouzaviené zleva.
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Ponévadz samice z i-té vékové tiidy muze (ale nemusi) uhynout béhem éasového intervalu
jednotkové délky, plati n;11(t + 1) < n;(t). Projekéni koeficienty P; tedy spliiuji podminky

0<P <1, i=1,23,... k-1 (11)

O procesu rozeni budeme predpokladat, Ze pocet dcer, které se narodi samicim z i-té
vékové tFidy béhem jednotkového casového intervalu je tmérny poctu téchto samic. Formal-
néji: pocet novorozenych samicek, tj. samic z prvni vékové tfidy, které se narodi v casovém
intervalu (t.t + 1] a jejichz matky patfily v ¢ase ¢ do i-té vékové tfidy je roven Fjn;(t), kde
F; je néjakéd nezdporna konstanta. Hodnotu F; lze povazovat za ocekdvany pocet zivych dcer
jedné typické samice z i-té vékové tridy za jednotkovy casovy interval; nékdy se nazyva mira
reprodukce ve véeku i. Celkovy pocet novorozenych samic v ¢ase t + 1 tedy bude

k
nl(t + 1) = Flnl(t) + anz(t) + -4 Fknk(t) = Zanz(t) (12)

V pfirozené populaci nebudou mit potomky samice velmi mladé (nedospélé) a samice po
menopauze®. Existuji tedy jisté hodnoty m, M € {1,2,...,k} takové, ze m < M a

O=F=F==F,1=Fyw1=Fuy2=-=Fj,

1
Foo >0, Fp1 >0,Fn40>0,...,Fpy—1 >0, Fpy >0 (3)

m oznacuje vék dosazeni pohlavni dospélosti, M vék menopauzy; jsou-li samice plodné cely
zivot, je M = k.
Model vyvoje populace je tedy dan rovnostmi (10), (12), tj.

nl(t + 1) = Flnl(t) + anz(t) + F3n3(t) R Fk,lnk,l(t) + Fknk(t)

’I’LQ(t + 1) = Pl’l’Ll(t)

ng(t +1)= Pyna(t) (14)
ng(t +1) - Py_1np1(t).

P11 oznaceni

Fy F, F3 Fo_1 Fy ni(t)
P1 0 0 0 0 ng(t)
0 P 0 0 0 nalt
A=1 . . ) s n(t) = ®)
0 0 0 0 0 1 (t)
0 0 O P..1 0 ng(t)

1ze rovnosti (14) zapsat v maticovém tvaru
n(t+1) = An(t),

tedy ve tvaru stejném, jako model Fibonacciovych kraliku (5). Matice A uvedeného tvaru se
nazyva Lesliecho matice.
Na zaveér jesté shrneme predpoklady, za kterych byl model vyvoje populace (14) sestaven:

4 . v . . [y e 40 , s Lz
Poznamenejme, Ze menopauza je znama pouze u lidi, kosatek a primati chovanych v zajeti
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e je adekvatni klasifikovat jedince podle véku,
e informace o véku jedinct uvniti vékové tridy je irelevantni,
e plodnosti a imrtnosti zavisi pouze na véku.

Jesté poznamenejme, ze stejnym zptisobem lze modelovat nejen populaci savet, ale i
populace jinych obratloved, u nichz plodnost a prezivani zavisi predevsim na véku. Vzdy
je dulezité zvolit ¢asové métitko (u velkych savct roky az desetileti, u drobnych savc mésice
az roky) a vhodnou jednotku velikosti populace (mtze to byt pocet jedinct, populaéni hustota,
celkovd biomasa a podobné).

Priklad

Uvazujme jednoduchy Lesliecho model populace strukturované do t¥i vékovych tiid, kde jsou
plodni jedinci druhé a tfeti vékové t¥idy. Jedna se tedy o model (14) s k = M = 3, m = 2.
Polozme konkrétné F, =1, F3 =5, P = 0,3, P, = 0,5. Budeme predpokladat, ze na pocatku
se populace sklddala pouze z jednotkového mnozstvi jedinct tieti vékové t¥idy. Jedna se tedy
o model

nl(t + 1) 0 1 5 nl(t) 711(0) 0
na(t+ 1) | =03 0 0] [na(t) ], na(0) | = (0] . (15)
ng(t + 1) 0O 05 0 ng(t) 713(0) 1
Snadno spocitame, ze
n1(1) 5 n1(2) 0,0 n1(3) 1,50
na(l) | =10, na(2) | = 1,51, n2(3) | = (0,00 |,
ng(l) 0 n3(2) 0,0 713(3) 0,75
n1(4) 3,75 n1(5) 0,450
712(4) = 0,40 s 712(5) = 1,125
ns(4) 0,00 ns(5) 0,225

a tak muzeme pokracovat dale. Tento vysledek ndm ovSem neposkytuje zZadnou souhrnnou
informaci, kterd by umoznila néjaky vhled do vyvoje populace. A to ani v pripadé, ze ho
zobrazime graficky, viz obr. 1.

Vypocitame proto vyvoj populace podle modelu (15) na delsim ¢asovém useku. Vysledek
je prezentovan graficky na obr. 2, na svislé ose (velikosti slozek populace) je logaritmicka
stupnice. Vidime, ze kolisani velikosti jednotlivych vékovych tfid se po jisté dobé (asi po 30
¢asovych jednotkach) ustali a velikost populace roste exponencialné, velikosti jednotlivych
vékovych tfid rostou stejné rychle. To znamend, ze po jisté dobé vyvoje se vékova struktura
populace stabilizuje, relativni zastoupeni jednotlivych vékovych t¥id zastava konstantni. Tuto
uvahu potvrzuje i grafické znézornéni vyvoje relativnich velikosti jednotlivych vékovych t¥id
na obr. 3. Jesté poznamenejme, Ze velikost populace modelovand rovnostmi (15) s ¢asem
roste. Zastoupeni jednotlivych vékovych tiid ve vékové stabilizované populaci (tj. v populaci
po dostateéné dlouhém vyvoji) je takové, ze relativni abundance t¥idy s nejmladsimi jedinci
je nejvétsi, relativni abundance t¥idy s nejstarsimi jedinci je nejmensi.
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Obrézek 1: Vyvoj populace podle modelu (15).
n
10 A
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Obrazek 2: Vyvoj populace podle modelu (15). Na svislé ose je logaritmické stupnice.
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relativni éetnost

1,0 -
0,8 |

’Ill/N
0,6 |
0,4

na/N
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n3/N

t
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Obrazek 3: Vyvoj vékové struktury populace podle modelu (15), N = nj + ns + ns

N
4
3
2
1
’ 10 20 30 t
n1/N na/N ng /N
1,0 1,0 1,0
[
T
0,5 ‘ / 05
} “"‘1‘00' e vu— \ N
‘ + + + ; — Vv‘v :.-.-~»--,:A,, —
0 10 20 30 ¢ 10 20 30 ¢ 0 10 20 30 ¢

Obrazek 4: Vliv pocatecnich podminek na vyvoj populace. Populace je modelovana prvni
rovnici (15) s nékterou ze ¢tyt pocateénich podminek (16). Pribéh feseni s prvni pocatecni
podminkou je znazornén tyrkysové, s druhou fialové a se tieti zluté. Ctvrta z poc¢atecnich
podminek byla volena ndhodné a bylo provedeno 10 simulaci, vysledky jsou na hornim obrazku

zobrazeny cerne€.
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Obrézek 5: Vyvoj celkové velikosti populace (N = nj +ng + n3) podle modelu (15), ve kterém
je pravé jeden z parametrti zmensen o 10%.

Vliv pocdateénich podminek

V modelu (15) budeme ménit pocatecni podminky. Postupné budeme predpokladat, ze na
pocatku se populace skladala z jednotkového mnozstvi jedinct pravé jedné ze tii vékovych
tfid, nebo ze v populaci jednotkové velikosti mohly byt zastoupeny vSechna vékové tridy.
Uvazujme tedy prvni rovnost z modelu (15) spolu s nékterou z poc¢ateénich podminek

n1(0) 1 n1(0) 0 n1(0) 0 n1(0) &1
712(0) = 0 5 712(0) = 1 s nz(O) = 0 s nz(O) = 62 s (16)
n3(0) 0 n3(0) 0 n3(0) 1 n3(0) €3

kde §1 > 0,62 >0,83>0,6 +& +8§3=0.

Prvni tii z po¢ateénich podminek (16) predstavuji jakési extrémni hodnoty, ve ¢tvrté z nich
muzeme zvolit hodnoty &1, &, &3 nahodné a vypocet nékolikrat zopakovat. Vysledky jsou
graficky znézornény na obr. 4. Vidime, ze ve vSech pripadech po asi 25 ¢asovych jednotkach
velikost populace roste exponencialné a Ze relativni velikosti jednotlivych vékovych t¥id se
ustali na stejnych hodnotach. Pocatecni struktura populace tedy neovliviiuje ani rychlost
rastu populace, ani jeji stabilizovanou strukturu. Ovliviiuje pouze celkovou velikost populace
v daném case.

Vliv zmény parametra

V modelu (15) postupné zmensime kazdy z parametri o 10%. Vyvoj celkové velikosti populace
v takovych pfipadech vidime na obr. 5. Zmenseni plodnosti ve druhé veékové t¥idé zpomali
rust populace, ale celkova velikost populace stale roste exponencidlné. Zmenseni plodnosti
nejstarsich jedinct nebo zmenseni nékteré z pravdépodobnosti preziti vSak zpusobi, Ze po-
pulace bude vymirat; vymirani je nejrychlejsi v pfipadé zvétSeni tmrtnosti (omezeni preziti)
nejmladsi vékové tridy.

7 téchto vysledku vidime, Ze rychlost rustu populace je nejcitlivéjsi na zmény novoroze-
necké imrtnosti, nejméné je citlivd na zmény plodnosti stiedni vékové tiidy.
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Obrazek 6: Vyvoj populace podle modelu (17). Nahote velikosti jednotlivych vékovych t¥id,
dole relativni zastoupeni jednotlivych vékovych tfid v populaci.

Vliv kolisani velikosti parametru

7, ptredchoziho vypocétu vime, ze zmenseni plodnosti tfeti vékové tridy vede k vymieni po-
pulace, zmenseni plodnosti druhé vékové t¥idy vede ke zpomaleni ristu populace. Podivejme
se nyni, jak se bude vyvijet velikost populace, pokud se plodnosti méni v pribéhu casu.
Uvazujme tedy model

ni(t+1) 0 h(t) 5h(t) nq(t)
mt+1) | =03 0o 0 |[n@], (17)
713(75 + 1) 0 0,5 0 713(75)

kde h(t) = 1+ 3 cost. Plodnosti tedy kolisaji kolem ptivodnich hodnot v rozmezi +10%.
Vyvoj populace budeme opét vySetfovat pro rtzné poc¢ateéni hodnoty (16). Vysledny rust
populace je zndzornén na obr. 6. Nyni vidime, ze struktura populace se neustali na néjakych
hodnotach relativniho zastoupeni jednotlivych vékovych tfid, ale kolem téchto hodnot kolisaji.

Populace s parametry zavislymi na jeji velikosti

Zdroje vsech prirozenych populaci jsou omezené, a proto zadna nemiize rust neomezené, diive
¢i pozdéji narazi na horni mez svého ristu. Budeme pro jednoduchost predpokladat, ze velka
populace spotiebovava vice zdroju a Ze jejich nasledny nedostatek zpiisobi zmenseni plodnosti
jednotlivych vékovych tfid. Oznacme tedy N = ni + ns + ng a uvazujme model

ni(t+1) 0 g(N) 5g9(N)\ [ni(t) n1(0) 0
no(t+1) | =103 0 0 na(t) | , na(0) | =10]. (18)
ng(t + 1) 0 0,5 0 ng(t) 7”L3(0) 1
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Obrézek 7: Nahote: Vyvoj populace s interni variabilitou podle modelu (18) s g(N) = e~%:005V,

Dole: Vyvoj velikosti jednotlivych vékovych t¥id populace podle prvni rovnosti modelu (18)
s riznymi pocateénimi podminkami (16), ty jsou v grafech rozliSeny barvami: — oznacuje
prvii, == druhou, tfeti a — ¢tvrtou podminku, se kterou bylo provedeno 20 simulaci.

Pfitom funkce g je nezédpornd, klesajici a takova, Ze g(0) = 1; pokud by tedy nedochazelo
k uvazované vnitrodruhové konkurenci, populace by se vyvijela podle modelu (15).

Zvolme pro uréitost g(N) = e ®N, kde b > 0. V§voj celkové velikosti populace i jejich
jednotlivych slozek pfi pouziti modelu (18) s touto funkci g a s parametrem b = 0,005 je
znézornén na obr. 7 nahote. Vidime, ze (absolutni) velikosti jednotlivych vékovych t¥id se
ustali na jistych hodnotéach a také celkova velikost populace naroste do jisté limitni hodnoty.
Tato mezni velikost populace predstavuje kapacitu (GZivnost) prostfedi pro modelovanou
populaci.

Na obr. 7 dole jsou zobrazeny pribéhy velikosti jednotlivych slozek takto modelované
populace pro rtizné pocateéni podminky (16). Tento vysledek naznacuje, ze limitni velikosti
jednotlivych vékovych tfid populace nezavisi na pocatecnich podminkach. Ty ovliviiuji pouze
rychlost konvergence.

Uvazujme jesté populaci, v niz plodnost jedinct druhé vékové t¥idy miize byt vétsi nez
jednotkova. Vyvoj populace budeme tedy modelovat rovnostmi (18), funkce g vSak bude déna
rovnosti

g(N) = Re™"",

kde R > 1. Vyvoj celkové velikosti populace pro rizné hodnoty parametru R vidime na obr. 8.
Pro R = 3 se velikost populace ustali na hodnoté kapacity prostiedi a velikost populace
konverguje k této limitni hodnoté s tlumenjymi oscilacemi. Pro R = 15 a pro R = 45 populace
po jisté dobé vyvoje zacne kolem mezni hodnoty pravidelné oscilovat (velikost populace je od
jistého ¢asu periodicka, v pfipadé R = 15 je perioda rovna 2, v piipadé R = 45 je rovna 4),
pro R = 250 zacne kolisat a v tomto kolisani jiz neni zadné pravidelnost vidét.
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Obrazek 8: Vyvoj populace s interni variabilitou. Populace je modelovana rovnici (18) s funkei
g(N) = Re=%9N 3 riizngmi hodnotami parametru R.
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Vektory, matice a operace s nimi

Vektory budeme chéapat jako sloupcové. Budeme je oznacovat tuénymi malymi pismeny, jejich
slozky budeme pfevazné znacit stejnym pismenem jako je oznacen vektor, doplnénym dolnim
indexem, nebo znakem vektoru v kulaté zavorce s dolnim indexem. Tedy

Uk

Symbolem o ozna¢ime nulovy vektor (vektor, jehoZz vSechny slozky jsou rovny 0), symbo-

lem symbolem 1 vektor, jehoz vSechny slozky jsou rovny jedné, symboly e, e, ..., ex prvky
standardni baze
0 1 1 0 0
0 1 0 1 0
(e I 1 = I €1 = ) €2 = I I € =
0 1 0 0 1

Matice budeme pievazné€ oznacovat velkymi bezpatkovymi pismeny, jejich slozky stejnym
pismenem malym s dvojici indext, pripadné znakem matice v kulatych zavorkach s dvojici
indext; prvni index je fadkovy, druhy sloupcovy. Matice typu m x n je

ail a12 A1n
any ag9 e aon

A=| . . R (A)ij = agj.
Am1 Qm2 ... Amn

Vektor s k slozkami (k-rozmérny vektor) je tedy matice typu k£ x 1. Symboly O a | ozna¢ime
nulovou a jednotkovou matici,

00 ... 0 10 ... 0

00 ... 0 01 ... 0 1, i=j,
=l T OO (')”:5”:{0, i # Js

00 ... 0 00 ... 1

pfitom d;; je Kroneckeriv symbol. Bude-li potfebné zdiiraznit, Ze nulovd nebo jednotkova
matice je soucasné ¢tvercovou matici dimense n, budeme psat O, nebo I,.
Soucet matic A, B stejného typu je definovan po slozkach, tj.

a1l a1 . A1n b11 b12 e bln
asy az ... A, bt b ... bop
_|_ —
am1 Am2 ... Omp bml me o bmn
a1 +byy aip+bie ... ap, +bi,

ag1 +ba1  ae+b ... ag, + by,

Am1 +bm1 am2 +byma .. Gmn F b
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(A + B)U = az‘j + sz
Nasobek matice skaldrem ~ je matice YA stejného typu,

aiz a2 ... Qin yair  Yyai2 ... YQin
azr Az ... Q2p Ya21  Ya2 ... YG2n

¢l T N - A =ay
Aml Am2 ... Amn Yam1 YOm2 .. YAmn

Pro linedrni kombinaci matic A, B stejného typu plati (oA + ﬁB)ij = aa;j + Bb;;. Také plati
((a + /B)A)ij = (a + /B)aij-

Ndsobeni matic: Nasobenim matice A typu m x n matici B typu n x p (zprava) dostaneme
matici C = AB typu m X p, pro jejiz slozky plati

n
Cz’j = Zaubw’.
=1
Pro nasobeni matice A typu m X n vektorem v o n slozkach plati
n
(A’U)Z = Zaijvj.
j=1
Transpozice matice: Matice transponovana k matici A typu m x n je matice AT typu n xm,
pro niz plati
<AT) = aji
ij

Pro nasobeni matic plati (AB)T = BTAT.
Skalarni soucin vektori v, w o k slozkach je definovan jako maticovy soucin

k
’UT’w: E V;W; .
i=1

Hadamardiv soucin matic A, B stejného typu je ,soucin po slozkach“, tj.

ain a2 ... Qip bir b2 ... by aitbir aebiz ... aipbin
a1 a2 ... G2y bor  baa ... boy ag1bar  agebar ... azybay,

(] = s
aml Am2 ... Amn bml bm2 e bmn am1 bml amemQ cee amnbmn

(A [¢] B)U = aijbij.

Ctvercovou diagonalni matici, kterd ma v diagonale slozky vektoru v znacime diagwv. Je
tedy
V1 0 e 0

0 vy ... 0
diagv = | . .|, (diagw)i; = dijv;.
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Pro vektory v, w stejné dimenze plati
vow = vdiagw = (diag v)w.

Kroneckeriv souc¢in matic: Nechf matice X = (z;;) je typu p x v a matice Y = (y;5) je
typu k x A. Jejich Kroneckeriiv souc¢in X®Y je matice typu pux x v, kterou lze blokové zapsat

ve tvaru
1‘11Y .%'12Y xlyY
CEQlY $22Y $2,,Y
X®Y =
1Y xY oo x,Y
Napriklad tedy
6 2 0 0 O 0
-4 4 0 0 O 0
?8—016@31—3100_3_1
03 0 -2 2 -2 2 0 0 2 =2
0O 0 9 3 0 0
0 0 -6 6 O 0

Poznamenejme, ze pro dva libovolné vektory v a w plati

'v'wT = 'wT X v.

Operace vec osklada sloupce matice nad sebe* fesnéji: z matice A typu m X n vytvori
” )
mn—rozmérny’ vektor vec A,

ail
a21

Gm1
a12

ail a1 e A1n a99

az1 a2 ... 2y )
vec A = vec ] ] ) ] = : , (vecA) = a;j

Am2
am1 Qm2 ... Amn

Q1n
a2n

amn

kde i=1-— [%], j= [%], pfitom [¢] oznacuje celou ¢ast z realného ¢isla &.

S vyuzitim operaci vec a ® muzeme piepsat soucin matice A typu m X n a n-rozmérného
vektoru wv:
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a11v1 + a12v2 + -+ + A1pn viail + v2ai2 + - - + Unain
a21v1 + av2 + -+ - + a2y v1a21 + V2a22 + - -+ + VnQop
A'U == . — =
Am1V1 + Amav2 + -+ - + AmpUn V1Gm1 + V20m2 + - - + UnGmn
(%1 0 e 0 ail (%) 0 e 0 aio
0 v ... 0 asy 0 vy ... 0 as9
= + +
0 0 Ok | Am1 0 0 (%) Am2
v, 0 ... 0 a1in
0 v, ... O aon
cot —
0 0 ... vy Amn
a11 ai2 ain
a1 a2 a2n T
= v1lm ] + vl ] + -t oplm ] = (v' ®ly)vecA.
Am1 Am2 Gmn
Symbolem |A| ozna¢ime matici, jejiz slozky jsou absolutnimi hodnotami slozek matice A,
(|A|)ij = |a;;|. Podobné |v| oznacuje vektor se slozkami (|’U|)Z = |vj].

FEuklidovskd norma k-rozmérného vektoru v je definovana vztahem

souctovd (tazikarskd, Manhattanskd) norma k-rozmérného vektoru v je definovana vztahem

k

.
lolly = Joil = 17Jol.

i=1
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Kapitola 1

Konstrukce modelu

1.1 Modely s jednim i-stavem

Uvazujme populaci strukturovanou podle jediného kriteria. Tim muze byt napt. vék jedince
(vyjadieny nezédpornym celym ¢islem), vyvojové stadium (vajicko — larva — kukla — imago),
reprodukéni stav (juvenilni — plodny) a podobné. Jinak feceno, predstavujeme si Ze jedinci
z populace jsou roztiidéni do nékolika t77d. Tato populace se v ¢ase né&jak vyviji. Casovou jed-
notku zvolime tak, Ze béhem ni se libovolny jedinec mize nejvyse jednou presunout do néjaké
jiné t¥idy (zestarne o rok, zakukli se, dospéje ... ), nebo muze ,vyprodukovat® jedince néjaké
jiné t¥idy (naklade vajicka, zplodi potomka ...). Budeme pfedpokladat, ze podil jedinct z
jedné (urcité) tiidy, ktefi se presunou do jiné (urcité) tiidy je v case konstantni, a Ze pocet
novych jedinct v jisté t¥idé, které vyprodukovali jedinci z jiné (uréité) tiidy, se v Case také
nemeéni.

Ponékud formélnéji: populace (mnozina jedinct) je v Case ¢ roztfidéna na k disjunktnich
t¥id. V pribéhu projekéniho intervalu, tj. jednotkového casového intervalu, se jista ¢ast jedinct
z j-té tfidy pfemisti do i-té tridy, nebo kazdy jedinec z j-té tiidy dé& vzniknout jistému poctu
jedincu z i-té tridy; toto mnoZstvi nazveme specifickym prispévkem j-té t¥idy do tridy i-té.
Situaci mizeme vyjadrit graficky.

Graf Zivotniho cyklu je hranové ohodnoceny orientovany graf.

e Mnozina uzlt {N7,MNa,...,Ni} je mnozinou i-staviy; kazdy uzel odpovidd jedné t¥ideé.

Uzel N; budeme jednoduse zndzortiovat jako @

e 7 uzlu N; vede hrana (Sipka) do uzlu N;, pokud specificky pfispévek j-té t¥idy do i-té
je nenulovy.

e Hrana z uzlu N do uzlu N; je ohodnocena specifickym piispévkem tiidy j-té do i-té.

Nevylucujeme moznost, ze néktera trida, feknéme ¢-ta, prispiva do sebe samé, tj. ¢ast jedincii
z 1-té tridy se nikam nepfesune nebo vyprodukuje potomky své vlastni t¥idy. V takovém
piipadé je ve vrcholu N; smycka.

Z grafu zivotniho cyklu jiz snadno sestavime maticovy populacni model. Oznacme n; =
n;(t) velikost (pocet jedinct) i-té tiidy v Case t a a;; specificky prispévek j-té t¥idy do i-
té. Pak velikost i-té tfidy v Case t + 1 je rovna souc¢tu prispévku vsech tfid do tfidy i-té
béhem projekéniho intervalu. Pritom celkovy prispévek j-té t¥idy do i-té je roven specifickému

21
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prispévku vynisobenému poctem jedinct v ¢-té tridé. Tedy
k
ni(t + 1) = Z aijnj(t).
j=1

Stejny vztah plati pro kazdou t¥idu ¢ = 1,2, ..., k. Pfedchozi rovnosti tedy mtzeme zapsat
vektorové (maticové) a dostaneme projekéni rovnici tvaru

n(t+1) = An(t).

1.1.1 Populace strukturované podle interniho i-stavu

1. Populace rozdélena na juvenily a dospélce.

Predpokladejme, Ze jedinci jsou roztiidéni podle plodnosti; v prvni tfidé jsou jedinci juve-
nilni, tj. mladi a dosud neplodni, ve druhé jsou jedinci dospéli a plodni. V tomto ptipadé tedy
je k = 2. Predpokladejme, Ze jedinci ve tfidé mladych neplodnych bud uhynou nebo preziji.
Pokud pfeziji, mohou dospét nebo ztistat neplodnymi. Pfitom piredpokladame, ze dospivani
a prezivani jsou stochasticky nezévislé procesy. Ve tfidé dospélych jedinci bud pfeziji nebo
uhynou. Pied tim vsak ,vyprodukuji“ né&jaké potomky. Casova jednotka je tedy volena tak,
aby béhem projekéniho intervalu mél jeden plodny jedinec nejvyse jednu ,,varku“ potomstva
(vrh, sntsku a podobné).

Oznacme o7, resp. o9, podil juvenilnich, resp. plodnych, jedinct, ktefi preziji jednotkovy
casovy interval, v podil prezivajicich juvenilnich jedinci, kteri béhem tohoto ¢asového inter-
valu dospéji a ¢ pocet potomkt plodného jedince béhem jednotkového casového intervalu.
Specificky prispévek prvni tfidy do sebe samé predstavuji juvenilni jedinci, kteri béhem pro-
jekéniho intervalu neuhynuli a nedospéli, z predpokladané nezavislosti prezivani a dospivani
je tento prispévek roven o1(1—+). Podobné specificky pfispévek prvni t¥idy do druhé predsta-
vuji jedinci, kteri projekéni interval prezili a béhem ného dospéli, je tedy roven oq7. Prislusny
graf zivotniho cyklu tedy je:

¥

o1(l—7) 02

g17y

Projekéni matice v tomto pripadeé je tvaru

A= ("0 2)

Jednd se tedy o modifikovany model Fibonacciovych krélika (9).

2. Vékové strukturovana populace.

Nejprve zvolime délku projekéniho intervalu, tj. ¢asovou jednotku (pro lidskou populaci
je obvyklou jednotkou jeden rok, pro populace velkych savct by vhodnou jednotkou byl rok
az desetileti, pro drobné savce tyden az mésic). Za tuto ¢asovou jednotku jedinec, ktery
prezije, zestarne o stejnou hodnotu. Pfedpoklddejme, ze zadny jedinec se nemiize dozit véku k
vyjadieného v ptislusnych jednotkach (volime k € N), tj. Ze nejvyssi mozny vék je k—1. Jedince
rozdélime do k vékovych t¥id: v i-té tiidé jsou jedinci véku z intervalu [i —1,4), i = 1,2,..., k.
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vees

(klasickd) pravdépodobnost, Ze jedinec véku i prezije jednotkovy ¢asovy interval.

Dale budeme predpokladat, ze jedinci od véku 2 mohou ,produkovat® potomky, tj. ze
jedinci tridy ¢ pro ¢ > 2 prispivaji do t¥idy 1, t¥idy novorozencti. Oznac¢me F; pocet potomki
jedince i-té t¥idy. Prislusny graf zivotniho cyklu je:

Py

n o\’

V tomto piipadé je projekéni matice tvaru

0 Fy, Fy ... Fq Fi
P 0 0 ... 0 0
0O P 0 ... 0 0
A=1| . . . . ) )
0 0 0 0 0
0 0 0 Py 0

To je Lesliecho matice s parametrem F} = 0 a model vékové strukturované populace je klasic-
kym Lesliecho modelem (14).

3. Populace strukturovana podle vyvojovych stadii.

Jedinec muze v pribéhu svého zivota prochazet nékolika vyvojovymi stadii, kterd navazuji
jedno na druhé. Typické je to napi. pro hmyz (vajicko — larva — kukla — dospély jedinec) nebo
pro obojzivelniky (vajicko — pulec — zédba). Pfitom délka zivota kazdého stadia je jind. Proto
budeme predpokladat, Ze jedinec muze v pribéhu projekéniho intervalu prezit ve stejném
stadiu nebo se vyvinout do stadia néasledujiciho. Ozna¢me nyni P; podil jedinct i-tého stadia,
ktefi se béhem projekéniho intervalu vyvinou do stadia dalsiho (tj. pravdépodobnost, Ze se
z jedince i-tého stadia stane jedinec néasledujiciho stadia) a @; podil jedinci i-tého stadia,
ktefi preziji projekéni interval ve stejném stadiu (tj. pravdépodobnost, Ze jedinec i-tého stadia
prezije projekéni interval bez promény). Pfitom musi platit

(promyslete si pro¢). Predpokladejme, Ze novorozenci (nové ,,vznikli“ jedinci) jsou pro potieby
modelu nerozliSitelni, takze tvori jednu t¥idu. Ozna¢me déale F; oCekavany pocet potomku
jedince i-tého stadia; F; > 0 a alespon jedna z fertilit F; je kladna.

V piipadé hmyzu s vyvojovymi stadii vajicko, larva, kukla a dospélec, ocislovanymi
v tomto poradi, je pouze posledni stadium plodné. Neni proto potfebné rozlisovat fertilitu F
pomoci indexu. Dostaneme tak graf Zivotniho cyklu a pfislusnou projekéni matici:
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0O, 0 0 F
P Q2 0 0
0 P Q3 0
0 0 P Q4

Vyvojova stadia jedinct modelované populace spolu nemusi souviset tak jednoduchym
zpusobem, jako v pfipadé hmyzu. Novi jedinci mohou byt rozliseni do vice t¥id, néjaké stadium
se muze vyvinout do nékolika ruznych, néktera stadia mohou byt v Zivotni historii preskocena
a podobné. V takové situaci nemame k dispozici néjaky obecny model. Graf zivotniho cyklu
i prislusna projekéni matice zavisi na konkrétni modelované populaci.

Piiklad: Bodlak druhu Dipsacus sylvestris.

Tuto rostlinu mizeme vidét ve étyfech podobéach. Bud jako kvetouci rostlinu nebo jako
ruzici listdl, pficemz u razic mizeme rozlisit troji velikost — malé, stfedni a velké. Zivotni
cyklus této jednodomé viceleté byliny mtizeme popsat nésledovné.

Kvetouci rostlina vyprodukuje v pozdnim 1été vétsi mnozstvi semen a uhyne. Ze semen
nektera vyklici jesté v témze roce a vyroste z nich rizice listi, nejc¢astéji stiedni velikosti. Jina
semena uhynou (vyschnou, sezobou je ptéci), zbyvajici ziistanou v zemi a pfezimuji. Néktera
z prezimujicich semen na jare vykli¢i a vyroste z nich ruzice listt; ponévadz jsou ale prezimo-
vanim oslabena, bude tato riizice s nejvyssi pravdépodobnosti mala. Vétsina z pfezimujicich
semen zustane v zemi, a ta z nich, ktera preziji, na jare vykli¢i a vyrostou z nich malé ruzice.
Po tfech nebo vice ziméch ,spici“ (odborné feceno dormantni) semena hynou, ztraci schop-
nost vykli¢it. Podle podminek prostiedi, kde rostlina roste, mize mala nebo stfedni ruzice
listtt do dalsiho roku vyrist, kterakoliv z rizic mtize zlstat ve své velikostni kategorii nebo
uhynout — uschnout, byt sezrana néjakym hmyzem a podobné. Stfedni nebo velka rizice mize
v nasledujicim roce vykvést. Kvetouci rostlina produkuje semena a cely cyklus se opakuje.

Pro sestaveni modelu rtstu populace uvazovanych bodldkd potiebujeme popsané pro-
cesy kvantifikovat. Botanici zjistili, ze kvetouci rostlina vyprodukuje primérné 431 semen.
Empiricky zjisténé pravdépodobnosti kliceni ¢erstvych nebo dormantnich semen, ristu rizic
listt a vykveteni jsou shrnuty v tabulce Tab.1.1 Pov§imnéme si, Ze pro vSechny dulezité jevy
v zivotnim cyklu rostliny je pravdépodobnost urcena. Navic se jedné o jevy neslucitelné.

Budeme si predstavovat, Ze populaci pozorujeme vzdycky na zacatku vegetacniho roku,
feknéme v bfeznu, a ze ke vS§em uvazovanym jeviim dochazi ve zbytku ¢asu, dejme tomu od
dubna do tnora. V populaci se vyskytuji kvetouci rostliny, rizice tii velikosti, vyprodukovana
semena a semena dormantni jeden nebo dva roky. Toto pozorovani by mohlo svadét k tomu,
ze populaci rozdélime do sedmi tiid — semena ¢erstva, dormantni prvni rok a dormantni druhy
rok, ruzice malé stfedni a velké, kvetouci rostliny. Avsak z vyprodukovanych semen se v témze
roce vyvinou bud riizice nebo semena piezimuji. Cerstva semena tedy netvoii samostatnou
tTidu, jejiz velikost bychom na zacatku roku mohli urcit. Populaci budeme proto povazovat
za strukturovanou do Sesti ttid:

!Model byl poprvé publikovan v élanku P. A. WERNER, H. CASWELL. Population growth rates and age
versus stage distribution models for teasel (Dipsacus sylvestris Huds.). Ecology 58:1103-1111, 1977.
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jev pravdépodobnost
semeno vyprodukované rostlinou uhyne 0,172
ze semene vyroste mala rizice v témze roce 0,008
ze semene vyroste stiedni riizice v témze roce 0,070
ze semene vyroste velkd rizice v témze roce 0,002
ze semene prezimujiciho rok vyroste mald riizice 0,013
ze semene prezimujiciho rok vyroste stfedni riizice 0,007
ze semene prezimujiciho rok vyroste velka rtzice 0,008
ze semene pirezimujiciho dva roky vyroste mald riizice 0,010
semeno po prvnim piezimovani uhyne 0,006
mala rizice pfezije a nevyroste 0,125
stfedni rizice pfezije a nevyroste 0,238
velkd rtizice prezije a nevyroste 0,167
z malé rizice vyroste stiedni 0,125
z malé riizice vyroste velka 0,038
ze stfedni rizice vyroste velka 0,245
stfedni rtzice vykvete 0,023
velkd rtizice vykvete 0,750

Tabulka 1.1: Empiricky zjisténé pravdépodobnosti moznych jevi v Zivotnim cyklu rostliny
Dipsacus sylvestris

1: semena dormantni prvni rok 4: stfedni riazice
2: semena dormantni druhy rok 5: velké rtzice
3: malé rizice 6: kvetouci rostliny

Z tabulky 1.1 vidime, Ze ze semene bezprostfedné vznikne malé rizice s pravdépodobnosti
0,008. To znamena, ze pii celkovém poctu 431 semen ocekavame v daném roce 0,008 - 431 =
3,448 malych ruzic. Analogicky ocekdvame 0,07 - 431 = 30,17 stfednich a 0,002 - 431 = 0,862
velkych rtzic. Pravdépodobnost, ze semeno bude pfezimovat, je pravdépodobnosti jevu, ze
ze semene bezprostfedné nevyroste ruzice a semeno prezije; tato pravdépodobnost je rovna
1—(0,008+0,07+0,002+0,172) = 0,748, takze ocekavany pocet dormantnich semen je 0,748-
431 = 322,4. Pravdépodobnost, ze semeno bude pfezimovat druhy rok je pravdépodobnosti
jevu, Ze z ného na jafe nevyroste ruzice a prezije, tj. 1—(0,013+0,007+0,008+0,006) = 0,966.

Nyni méme vSechny hodnoty potfebné pro sestaveni grafu zivotniho cyklu; ten je na
Obr. 1.1. K nému ptislusna projekéni matice je

0 0 0 0 0 3224
0,966 0 0 0 0 0

A | 0013 0010 0125 0 0 3,448
0,007 0,125 0238 0 30,170

0
0,008 0 0,038 0,245 0,167 0,862
0 0 0 0,023 0,750 0
1.1.2 Nestrukturovana populace v prostoru

Pfedstavme si populaci vzajemné nerozliSitelnych jedinct, ktefi obyvaji nékolik lokalit (plosky,
potravni nebo stanovistni ostrtivky, anglicky patches); ekvivalentné si mizeme predstavit
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ruzice

semena dormantni jeden rok

kvetouci rostliny

semena dormantni dva roky

Obréazek 1.1: Zivotni cyklus rostliny $tétka lesni (Dipsacus sylvestris).

souhrn malych lokalnich populaci, neboli metapopulaci. Budeme predpokladat, ze jedinci
mohou mezi lokalitami migrovat, pritom se samoziejmeé také rodi a umiraji.

Uvazujeme tedy populaci, kterad je roztfidéna podle pfislusnosti k lokalité. Tyto lokality
miizeme ocislovat pfirozenymi ¢isly 1,2,...,k. V populaci dochézi k rozeni a pfirozenému
thynu jedinci (témto procesiim budeme fikat demografické) a k migraci jedincti mezi loka-
litami (tomu budeme fikat disperse). Zvolime ¢asovou jdnotku takovou, Ze v jejim pribéhu
dojde k jedné demografické udalosti a k jedné dispersi. Budeme predpokladat, ze k demogra-
fické udalosti i k dispersi dochazi v pravidelnych a vzajemné oddélenych ¢asovych okamzicich.
Miuzeme si napt. predstavovat populaci, v niz se novi jedinci rodi a stari umiraji na jafe, na
podzim jedinci migruji. Abundanci populace na jednotlivych stanovistich budeme zazname-
navat pred demografickou udélosti. Plynuti ¢asu a udalosti v ném tedy muzeme znazornit
nasledujicim obrazkem,

R S T S S O

t—1 t t+1 t+2

ve kterém jsou Cervenymi Sipkami znazornény demografické udalosti a zelenymi disperse.

Budeme predpokladat, ze béhem migrace se jedinci mohou premistit z libovolné lokality
na kteroukoliv jinou, nebo zistat na puvodni. Graf zivotniho cyklu je v takovém pripadé
uplnym orientovanym grafem se smyckou v kazdém vrcholu.

Ozna¢me n; = n;(t) abundanci populace na i-té lokalité v ¢ase ¢. Zména této abundance
béhem demografické udalosti je vyjadiena rozdilem porodnosti a timrtnosti na prislusné lo-
kalité, tedy rustovym koeficientem, ktery oznacime r;; predpokldadame samoziejmeé r; > 0.

Déle ozna¢me d; pravdépodobnost, Ze jedinec pii dispersi opusti i-tou lokalitu (relativni
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Cetnost emigrant v celé mistni populaci). Budeme predpokladat, ze

k
o<§:¢gh
=1

tj. Ze k néjaké emigraci jisté dojde, ale setrvani na stanovisti neni vylou¢eno. Pro i # j
ozna¢me r;; pravdépodobnost, Ze jedinec, ktery opustil j-tou lokalitu se Zivy dostane na
lokalitu i-tou. Budeme predpokladat

i k
ng,ﬂjglprojzlj,...,ka Zlﬁzj >0,
i=1 o
1] i#]

tj. pfi migraci muze jedinec uhynout, ale néktery ji jisté prezije.
Pii uvedeném oznaceni dostaneme, ze

ring(t)
vyjadruje velikost populace na i-té lokalité po demografické udalosti,
diring(t)
vyjadiuje velikost ¢asti populace, kterd z i-té lokality béhem disperse emigrovala,
rijdiring(t)

vyjadiuje velikost ¢asti populace, kterd emigrovala z j-té lokality a Ziva se dostala na lokalitu
i-tou, takze

k

> kigdyrimg(t)

j=1

J#i

vyjadfuje mnozstvi vSech imigrant na i-tou lokalitu. Celkem tak dostavame
k
’I’Li(t + 1) = rini(t) — dzrznl(t) + Z Kijdj’l“jnj(t).

j=1
J#i

Polozime k;; = —1 a predchozi rovnost prepiseme:

k
ni(t+1) =mrn;(t) + Z ﬂijdjrjnj(t). (1.1)
j=1

Tato rovnost predstavuje model vyvoje lokdlni populace na i-tém stanovisti. Pfi standardnim

oznadceni
1 dl -1 K12 ... Kik

9 d2 K21 -1 ... Kok
r=| "1, d=| |, K=

Tk dk Kg1 Kkg2 ... -1
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ji mtizeme prepsat ve vektorovém tvaru
n(t+1) = ron(t)+K(doron(t)) = diagr n(t)+K diag d diagr n(t) = (I+K diag d) diag rn(t).

Dostavame tak maticovy model

n(t+1) = [ (I + Kdiag d) diag | n(t) (1.2)
s matici
(1 — dl)’l“l I{12d2’l“2 e Klkdkrk

. . l€21d17°1 (1 - dz)?“g ce ligkdkrk
A = (1 + Kdiagd)diagr = ) .

Iikldﬂ“l /<Lk2d27“2 e (1 — dk)rk

Matice |+ K diag d popisuje migraci mezi jednotlivymi lokalitami, matice diagr ,,demografii“
na jednotlivych lokalitdch. Model (1.1) tedy muzeme ¢ist tak, ze v priubéhu projekéniho in-
tervalu nejprve projektujeme slozeni populace na jednotlivych lokalitach a tuto projekci pak
projektujeme na vysledné slozeni modelované populace.

Toto pozorovani umoznuje model zobecnit. U redlnych populaci byva migrace rychlejsi
nez rozeni a umirédni. Mtzeme si to predstavit tak, ze délka projekéniho intervalu je déna
casovou vzdalenosti dvou po sobé nasledujicich rozeni. Béhem tohoto intervalu vsak dojde
k m ,,dispersnim udalostem®. Tato situace je na nasledujicim schématu znédzornéna pro m = 5.

d

t—1 t t+1 t+2

Kazda z téchto dispersnich udélosti je popséna stejnou matici | + Kdiagd, takze migrace
v pribéhu projekéniho intervalu je vyjadiena jeji m-tou mocninou. Model metapopulace je
pak tvaru

n(t+1) = [(I + Kdiagd)™ diag r] n(t).

Jesté si mizete promyslet, ze pokud budeme abundanci populace zjistovat po demografické
udalosti, tj. pokud budou udalosti v ¢ase rozmistény podle obrazku,

S S O S N N

t—1 t t+1 t+2

pak dostaneme model ve tvaru
n(t+ 1) = diagr (I + Kdiag d) n(t)
a jeho prislusnou modifikaci pro opakované disperse béhem projekéniho intervalu.

Specialni pripady

e Homogenni prostor. Jednotlivé lokality budeme povazovat za stejné kvalitni, tj. ristové
koeficienty i pravdépodobnosti emigrace budou pro vSechny stejné, r; = ro = -+ = 71y,
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di = ds = --- = di. Ozna¢me spoleény rustovy koeficient symbolem r a pravdépodobnost
emigrace symbolem d. Model (1.2) nabude tvaru

r(l—d) rdri2 ... rdeyg
rdrog  r(1—d) ... rdkyg
n(t+1)=r(l+dK)n(t) = : : . : n(t).
rdrg rdigy ... 1(1—4d)

Je-li navic prostor svym zptisobem izotropni, tj. nezélezi na tom, zda jedinec migruje z lokality
J na lokalitu 7 nebo naopak, pak pro vSechny dvojice indexti plati x;; = kj; a projekéni matice
je symetricka.

Lokality nékdy mohou byt v prostoru umistény ,,jedna za druhou®. Takovym prostorem
miize byt napf. potok, ktery rozdélime na stejné dlouhé tseky a kazdy z tsektt budeme
povazovat za jednu lokalitu. Pravdépodobnost tspésné migrace z jednoho tiseku do jiného
bude zaviset pouze na vzdélenosti tiseki a pfipadné na sméru pohybu (voda v potoce miize
proudit). Useky o¢islujeme vzestupné a parametry kij vyjadiime jako

ki = K(i = j);
pritom K je funkce definovana na celych ¢islech, pro kterou plati

0< - <K(-3) < K(-2) < K(—1), K(0)=-1, K(1)>K(2)>K(@3)> >0

)

tj. pravdépodobnost tispéchu pri migraci na vétsi vzdalenost neprevysi pravdépodobnost tspé-
chu pfi migraci na vzdalenost mensi. Rovnost (1.1) je nyni tvaru

k
ni(t+1) = rni(t) + rdz K (i — j)nj(t).

Miuzeme si také predstavit, ze uvazovany prostor je ,velice dlouhy“, takze na jeho konce

nedohlédneme a na i-tou lokalitu (ktera lezi ,nékde uprostted cesty“) mohou migrovat jedinci
z libovolné délky. V takovém pripadé predchozi rovnost prepiSeme ve tvaru

ni(t+1)=r —|—dz (t—Jg)n;(t) | ;

_]7—00

druhy vyraz na pravych stranach téchto rovnosti je diskrétni konvoluce.
Funkce K, zvana jadro, vlastné vyjadiuje pravdépodobnost Gispésné migrace na urcitou
(celoéiselnou) vzdélenost. OvSem migrant nemusi premistovani prezit, tj.

Z K(s)<1

S=—00

a tato nerovnost muze byt ostra. Proto K neni pravdépodobnostni funkci néjakého diskrétniho
rozdéleni. Muze vSak byt jejim nasobkem; pravdépodobnostni funkci vynasobime celkovou
pravdépodobnosti preziti migrace. Zejména:
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KAPITOLA 1. KONSTRUKCE MODELU

1
Nasobek Poissonova rozdéleni s parametrem —,
q

ag™®, s=>1,
K(s) = kdeg>1, 0<a<g-—1,
(s) {Q 5 <0, q q

lze interpretovat tak, Ze jedinci se mohou v jednom sméru (doprava) dostat libovolné
daleko, v opa¢ném sméru se nepohybuji. Miize se napt. jednat o néjaké organismy
unasené proudem.

Nasobek diskrétni analogie dvojité exponencidlniho (Laplaceova) rozdéleni s paramet-
rem b > 0,
|s|

K(s) = aexp (—?> , kde0<a< % (exp (_%) _ 1) ,

lze interpretovat podobné; jedinci se vS8ak mohou pohybovat obéma sméry stejné Gspés-
ne.
Nasobek rovnomeérného rozdéleni

Q7 agséﬁ, ]_
k(s) = , kdea<0<3, f—a>0,0<qg< —,
(s) {0, jinak, <0<5 5 1 B—a

vyjadfuje, ze organismy se mohou premistit kamkoliv do vzdélenosti nejvyse o v za-
porném sméru (doleva), nebo kamkoliv do vzdalenosti nejvyse 5 v kladném sméru (do-
prava). Je-li |a] = 3, nepreferuji zadny ze smért, je-li |a| < 3, resp. |a| > 3, pohybuji
se Castéji v kladném, resp. zaporném, smeéru.

e Difize, zobecnénd nahodnd prochdazka. Uvazujme opét homogenni diskrétni prostor a v ném
populaci o konstantni celkové velikosti, tj. takovou, Ze v ni nedochéazi k demografickym udéa-
lostem (nebo Ze porodnost a timrtnost jsou stejné velké) a pfi migraci jedinci nehynou; tedy

k
’I“Zl, Zliijzl.

=1
i#]

Dale predpokladejme, ze v priabéhu projekéniho intervalu nelze migrovat z jedné lokality na
libovolnou jinou, ale ze ,,migrac¢ni trasy* vedou pouze na ,sousedni® lokality. Migrujici jedinec
si pritom voli ,migra¢ni trasu* nahodné.

Prostor si v takovém pfipadé mizeme predstavit jako souvisly orientovany graf bez smycek.
Hrana vede z uzlu Nj do uzlu N; pokud existuje ,migra¢ni trasa“ z j-té lokality do i-té.
Zavedeme matici sousednosti ¥ pfedpisem

1, zuzlu N; vede hrana do uzlu N;,
oy =
“ 10, jinak;

vystupni stupen s; uzlu N; dan rovnosti

k
_ 5T
sj—g o =2 1.
=1
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Prvky matice K nyni mtzeme vyjadrit jako

Jij

) { 7£ j’ Sj > 05
Sj
I{Z’j - _]-, i = j’
0, jinak.

Pokud mé kazdy uzel nenulovy vystupni stupen (pokud z kazdého uzlu vede alespon jedna
hrana), pak K = ¥ (diag s)™! — | a model (1.2) mfizeme zapsat ve tvaru

n(t+1) = [+ d(Z(diags) ' — )] n(t) = {(1 —d)l+dX (diag ZTl) _1} n(t).

Vyznamnym specidlnim piipadem je ,klasickd“ nadhodna prochazka. Pti ni jsou uzly uspo-
fadany jeden za druhym, levy krajni uzel ma jednoho souseda napravo, pravy krajni uzel ma
jednoho souseda nalevo, kazdy z vnitinich uzli méa jednoho souseda nalevo a jednoho napravo.

Graf popula¢niho cyklu tedy je

a muzeme bezprostfedné napsat prislusny model. Ukézeme vSak, ze k nému dojdeme také
vysSe popsanym zpusobem.
Matice sousednosti méa prvky

1 ST
oij =1 U =1 ij=12...k
0, jinak,
Je tedy
010 0 0 Lo -
1 01 ... 00 )1 00
010 ... 00 2, 1<j<k 1 2
Yy = . . . . . . 5 S = ? . ) (diags)f =
P 1, je{lk} 0o i,
0 00 01 0 0 (2) X
000 1 0
a projekéni matice je tvaru
l—-d 5d 0 0 0 0 0
d 1-d 3d 0 0 0 0
0 1d 1-d 3d 0 0 0
A= ] . .
0 0 0 0 %d 1—-d d
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Proi € {3,4,...,k — 2} plati
ni(t—i—l) = %dni_l(t)—i—(l—d)ni(t)—i—%nH_l(t) = ni(t)—i—%d(ni_l(t)—ni(t))+%d(ni+1(t)—ni(t)),

neboli
’I’Li(t + 1) — ’I’Lz(t) = %d(ni,l(t) — nl(t)) + %d(ni+1(7f) — ’I’Lz(t))

Na levé strané této rovnosti je zména velikosti populace na ¢-té lokalité. Prvni s¢itanec na jeji
levé strané, %d(ni,l(t) - ni(t)), muzeme interpretovat jako prispévek levé sousedni lokality
k této zméné. Analogickou tivahu provedeme pro druhy sc¢itanec. Celkem tak dostavame, zZe
prispévek sousednich lokalit ke zméné velikosti populace na néjaké lokalité se s¢itaji a prispé-
vek jedné z nich je pfimo tmeérny rozdilu velikosti populaci na téchto lokalitach; konstantou
umeérnosti je %d.



Kapitola 2

Modely s konstantni projekéni
matici

2.1 ReSeni projekéni rovnice

Uvazujme projekéni rovnici

n(t+1) = An(t) (2.1)

s konstantni projekéni matici A typu k x k. Jedna se vlastné o soustavu linearnich rekurentnich
formuli s konstantnimi koeficienty. P¥i zndmé pocéateéni hodnoté n(0) (pocatecni struktufe
populace) je jeji feSeni ddno rovnosti

n(t) = A'n(0). (2.2)

O tom se lze snadno presvédéit pfimym dosazenim do rovnice (2.1). Poc¢ateéni vektor n(0)
je nezaporny a aspon jedna jeho slozka je kladnd. Slozky vektoru n(0) totiz vyjadiuji veli-
kost jednotlivych t¥id modelované populace na zac¢atku procesu; tyto velikosti nemohou byt
zédporné a na zacatku nemtize byt celkova velikost populace nulova.

Projekéni matici A mizeme vyjadrit ve tvaru

A=WJW (2.3)

kde J je jeji Jordantiv kanonicky tvar, regularni matice podobnosti W = (w1 wy ... wk)
m4 ve svych sloupcich (zobecnéné) vlastni vektory matice A. Reseni (2.2) rovnice (2.1) lze
tedy zapsat ve tvaru

n(t) = WI'Wn(0). (2.4)

Projekéni matice A je nezaporna. Mtzeme tedy vyuzit Perronovu-Frobeniovu teorii; sr. Do-
datek A.

2.1.1 Primitivni matice A

Tento pripad se v praxi objevuje vyrazné nejcastéji.

Primitivni matice A ma kladnou vlastni hodnotu A;, kterd je vétsi, nez modul (absolutni
hodnota) jakékoliv jiné vlastni hodnoty. Budeme fikat, Ze A1 je dominantni vlastni hodnota
matice A. Prislusny vlastni vektor w; je kladny.

33
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Jordantv kanonicky tvar mtizeme proto blokové zapsat jako

A T
J= < 1 9 ) ,
o J
kde matice J je typu (k—1) x (k—1) a je to opét Jordaniiv kanonicky tvar, tj. matice, ktera
ma na diagonale zbyvajici vlastni ¢isla matice A, nad jeji diagondlou mohou byt jednicky

(v pripadé, ze geometrickd nasobnost pfislusného vlastniho éisla je vétsi nez 1), jinde ma
matice J nuly. Matice W a W™! zapiSeme ve tvaru

X 1 v]
W = W W=~ );
(w: ). (%)
pritom matice W, resp. matice V je typu k x (k — 1), resp. (k — 1) x k, vektor v a matice W, V
splituji rovnosti v]w = 1, v1 "W = o', Vw; = 0o, VW = I;,_;. Rovnost (2.3) piepiseme jako
WA = JWL tedy

v (M o' . 'UIA B )\wlT
<\~/>A—<O ])’ neboh<\~/A =50 )

Odtud vidime, ze ’U-er = )\1'1)}—, nebo ekvivalentné ATv; = A\jv;. To znamena, ze v je vlastni
vektor matice AT (také nazjvany levy vlastni vektor matice A) piisluiny k vlastni hodnoté
A1. Vektor v; je proto kladny.

Dosazenim do rovnosti (2.4) dostaneme feSeni rovnice (2.1) ve tvaru

n() = W) () OJT>t (%) no) =
1n(0)

— (M, W) ("11"

In(0) ) = Mawv]n(0) + WI'Vn(0).

Oznaéme ¢ = v] n(0). Ponévadz vektor vy je kladny a vektor m(0) je nezdporny s aspoii

jednou slozkou kladnou, je ¢ > 0. Reseni projekéni rovnice (2.1) tedy miizeme zapsat ve tvaru
n(t) = eXw; + WIVn(0).
Odtud vyjadrime
)\iﬁn(t) —cw; =W <)\ij>t Vn(0). (2.5)
Pro kazdé vlastni ¢islo A\; # A\; matice A plati

_ vl

Aj
) 1.
‘ N

A1

1\ \j
Prvky matice <)\—J> jsou nejvyse t-té mocniny cisel )\—] ptripadné nasobené néjakym polyno-
1 1

1.\
mem v proménné ¢t. Odtud je zfejmé, Ze pro t — oo vSechny prvky matice <)\—J> konverguji
1
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k nule. Prava strana rovnosti (2.5) tedy konverguje k nulovému vektoru a totéz tedy musi
platit i pro levou stranu, tj.
1
tli>I?O <)\—ﬁn(t) — cw1> = o.

Pro ,dostateéné velké“ ¢ se vektor n(t) ,,ptilis nelisi“ od vektoru cAfw;. Piesnéji feceno, fesent
projekéni rovnice (2.1) s primitivni matici A je asymptoticky ekvivalentni vektoru eAjw;.

Nezévisle na poc¢atecni struktuie n(0) se velikost populace po dostateéné dlouhé dobé vy-
voje méni geometricky. Relativni zastoupeni jejich jednotlivych slozek je pfitom tmeérné sloz-
kam vlastniho vektoru w;. Populace, jejiz vyvoj je projektovan primitivni matici, je v tomto
smyslu ergodickad.

Dominantni vlastni hodnotu A; matice A lze interpretovat jako Malthusovsky koeficient
rastu. Pokud tedy A1 > 1, populace roste, pokud A\; < 1, populace vymira a v meznim pfipadé
A1 = 1 se velikost populace po dostatecné dlouhé dobé ustéli na néjaké kladné hodnoté.

2.2 Analyza citlivosti a pruznosti

Vyvoj populace podle rovnice (2.1) je charakterizovan demografickymi charakteristikami —
napf. rastovym koeficientem A1, stabilizovanou vékovou strukturou w, reprodukéni hodnotou
slozek populace a podobné. Tyto charakteristiky zavisi na projekéni matici A. Urcitou cha-
rakteristiku vSak jednotlivé slozky matice A neovliviiuji stejnou mérou: charakteristika je vice
¢i méné citliva na zmény néjaké slozky projekéni matice; charakteristika reaguje na zmény
slozky matice A vice ¢i méné pruzné.
Citlivost charakteristiky x = x(A) na slozku a;; projekcni matice A (sensitivity of x to

a;j) je definovana jako

Ix

(9al-j ’

pruznost charakteristiky x = x(A) vzhledem ke sloZce a;; projekéni matice A (elasticity of x
with respect to a;;) je definovana jako

a;; Ox  Olny

Yﬁalj N 6lnaij '

2.2.1 Citlivost a pruzZnost rustového koeficientu

Necht A je vlastni hodnota matice A, w, resp. v je pravy, resp. levy, vlastni vektor prislusny

k vlastni hodnoté A\. Rovnost Aw = Aw zderivujeme podle a;;, vyndsobime zleva vektorem

v a upravime pomoci vztahu v’ A = \v'. Timto zpisobem dostaneme

Aw = lw,
8Aw+A8w _ 8)\w+)\8w
aaij aaij 8&1']' 8&1']'
A
vTa w+vTA3’w _ UTa)\w+)\vT8w
3aij 86%‘]‘ 8aij aaij
viw; = aA ’UT’w,
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tedy
8)\ o U; wj

aaij N ’UT’w‘

(2.6)

Tato rovnost plati pro libovolnou vlastni hodnotu A matice A a prislusny levy a pravy vlastni
vektor v a w. Zejména tedy v pripadé, ze matice A je ireducibilni, A; je jeji dominantni vlastni
hodnota (Malthusovsky koeficient rtistu), w a v jsou pravy a levy vlastni vektor piislusny
k dominantni vlastni hodnoté (stabilizovand struktura a reprodukéni hodnoty), dostaneme

6)\1 - vl-wj

aaij ’UT’w

Vw5
v . v 7 . . va . .
slozky projekéni matice A jako matici

S = (sij) = <6A1> = (viwj> = .

daij vTw vTw

a definovat matici citlivosti S rtastového koeficientu A na

Nyni mtzeme polozit s;; =

Matice citlivosti vyjadiuje vliv zmén popula¢nich prametri na rustovy koeficient. A to véetné
zmén téch parametri. které se v redlné populaci ménit nemohou, nebof jsou nutné nulové
(napf. nelze preskoc¢it nékteré vyvojové stadium hmyzu). Citlivost tedy vyjadiuje, co by se
stalo, kdyby se jisty parametr zménil nebo mohl zménit. I tento hypoteticky vysledek muze
byt v nékterych situacich zajimavy (napf. jaky vliv na evolu¢ni zdatnost populace by méla
mutace zpusobujici pfechod ze stadia larvy pfimo v dospélce bez stadia kukly).
Pruznost e;; rtstového koeficientu A; vzhledem ke sloZce a;; je nyni dana rovnosti
Qi 8)\1 1 1

€ji = —= = —q;iS;; =
J )\1 8ai~ )\1 I )\1’UT’w
J

matice pruznosti ristového koeficientu je definovana jako
E= (el-j) = ——Aovw s

kde o oznacuje Hadamardav sou¢in matic (souéin ,po slozkach).

Lemma 1 (Eulerova véta o homogennich funkcich). Je-li funkce f = f(x1,22,...,2Zm) ho-
mogenni rddu K, tj.

Fler1, e, ., Com) = f (1,32, ., Tm) (2.7)
pro libovolnou konstantu c, pak

m

of (x1,29,...,x
in ( ’a’ : m):lif(CCl,CCg,...,xm).
; i
i=1
Dikaz. Rovnost (2.7) zderivujeme podle ¢, tj.
" Of (cxy, cx CT) Ocz;
Z = Z = : :Iicnilf(xlaxza"'axm)’
; dcx; Oc
i=1
cr;
Ponévadz ' = g;, staéi polozit ¢ = 1 abychom dostali dokazovanou rovnost. O

Oc
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Pro ristovy koeficient A\; = Ai(a11, ..., aij, ..., axk) plati Aw = \jw a také cAw = chw
pro libovolnou konstantu c¢. To znamena, Ze c-nasobek vlastni hodnoty A1 je vlastni hodnotou
matice cA,

C)\l(an, ey Qg e ,akk) = )\1(60,11, cey Cjgy e ,cakk),

jinak Teceno, rustovy koeficient A\; je homogenni funkeci fadu 1 slozek projekéni matice A.
Podle Eulerovy véty o homogennich funkcich tedy plati

k k
1 O\ 1
Z ‘i = A Z is Oa;j - )\_1)\1 =t
i,j=1 1,j=1

Z tohoto dtivodu byva pruznost riistového koeficientu e;; vzhledem ke sloZce a;; interpretovana
jako relativni piispévek slozky a;; projekéni matice k ristovému koeficientu.

2.3 Udalosti v zZivotnim cyklu

Za zivotni cyklus jedince povazujeme obdobi od narozeni (vylihnuti, vykli¢eni) do smrti.
Udalosti, které ho v té dobé potkaji, mohou byt dosazeni dospélosti, preména do dalsiho
vyvojového stadia, vykveteni, ztrata plodnosti, emigrace, imigrace a podobné. Udalost v zi-
votnim cyklu je vyjddrena jako piechod do jiného i-stavu v pribéhu projekéniho intervalu,
je tedy charakterizovana nenulovou slozkou v projekéni matici A. V té jsou ovSem zahrnuty
také ,objeveni se* novych jedinct. Abychom odlisili udalosti v zivotnim cyklu od rozeni, pro-
vedeme dekompozici projekcéni matice, tj. vyjadiime ji ve tvaru souctu dvou matic, z nichz
jedna vyjadiuje pfechody mezi jednotlivymi i-stavy, druhé reprodukci:

A=T+F.

Piitom slozka t¢;; matice T je pravdépodobnost, Ze jedinec z j-té t¥idy pfejde béhem projeke-
niho intervalu do t¥idy i-té; slozka f;; matice F je ocekdvany pocet potomki jedince z j-té
tTidy, ktefi se béhem projekéniho intervalu objevi ve t¥idé i-té. Poznamenejme, ze tiid, v nichz
mohou byt ,novi“ jedinci, mize byt vice. Mohou to byt novorozenci na riznych lokalitach u
metapopulaci, dormantni a kli¢ici semena u rostlin a podobné.

Cést populace tvoienou jedinci stejného véku, tj. jedinci ,vzniklymi“ (narozenymi, vy-
lihnutymi, vyklienymi, ...) ve stejném ¢asovém okamziku, nazyvame kohorta. Struktura
kohorty vzniklé v ¢ase ¢ je ddno vektorem Fn(t — 1). Kohorta se nasledujicich ¢asech vyviji
jako populace s projekéni matici T.

Podrobnéji: Oznac¢me x(t, a) slozeni kohorty véku a v Case t, tj. x;(t, a) vyjadiuje mnozstvi
jedincu, ktefi maji v ¢ase t vék a a jsou tfidy j. Pak plati

x(t,0) = Fn(t — 1), (2.8)
nebot kohorta véku 0 jsou novorozenci (nové ,vznikli“ jedinci). Déle
x(t,a) =Tax(t—1,a — 1),

nebot kohorta se vyviji jako populace s projekéni matici T, béhem projekéniho intervalu
jedinci zestarnou o ¢asovou jednotku. Z posledni rekurentni formule dostaneme

x(t,a) =Te(t—1,a—1) =Tzt —2,a —2) = --- = T%(t — a,0).
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Podle rovnosti (2.8) tedy plati
x(t,a) = T*Fn(t —a —1). (2.9)
O nezaporné matici T je rozumné predpokladat:

e Dominantni vlastni hodnota A\; matice T je mensi nez 1, tj. celkova velikost populace,
v niz ,nevznikaji“ novi jedinci se v pribéhu ¢asu zmensuje.

o0
7 tohoto predpokladu plyne, ze tlim Tt =0 atada > T konverguje. Ozna¢me
—00 t=0

N=> T =(-T)"
t=0
Hodnota i
>t =(T1);
=1

vyjadiuje pravdépodobnost, ze jedinec z j-té tfidy béhem projekéniho intervalu nezemfe.

Hodnota i
mj =1- Ztij
i=1

tedy vyjadiuje pravdépodobnost, ze jedinec z j-té tfidy béhem projekéniho intervalu uhyne,
tj. podil uhynulych jedincti mezi vSemi z j-té tridy. Nazyva se specifickd mortalita. Pro vektor
specifickych mortalit plati

m=1-T1=(1-TH1, m"'=1T1-T)=1N"1

Ke k tfidam, do nichz je populace strukturovana, pridame k+ 1-ni tFidu, v niz jsou jedinci
mrtvi. Pak lze zivotni cyklus interpretovat jako Markoviv fetézec s matici pravdépodobnosti

prechodu
T o
P= ( T 1) .

e Ke kazdému indexu j € {1,2,...,k} existuje konecnéd posloupnost indext i1, o, ..., is
takova, ze t;;; > 0,t5;, > 0,... %, > 0,m;, > 0, tj. jedinec z jakékoliv tfidy se
v konecném case mize dostat do t¥idy zemrelych. Jinak feceno, neexistuje néjaka trida
nesmrtelnych.

Dale budeme predpokladat:

Ponévadz
P2 _ T o T o)\ T2 o
— \m" 1) \m" 1) \mT(T+1) 1)’
p3 _ T2 o T o)\ _ T3 o\ 9
T o\m(T+) 1) mT 1) T \mT(T24+T+0) 1) \mT X T7 1)°

Tt o

Pt t—1
m' S TP 1
p=0
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vidime, ze (T*);; vyjadfuje pravdépodobnost, Ze jedinec, ktery byl na poc¢atku ve t¥{dé j bude
v Case t ve tridé 7. Dale z uvedeného vypoctu plyne, Ze

1.Pt_Oo_ 0] oy (0O o
et T Am™N 1) T UTNIN 1) T 1T g

takze stav k£ + 1 je jedinym absorbujicim stavem Markovova fetézce.
Matice N se nazyva fundamentdlni matice uvazovaného Markovova retézce.

e

2.3.1 Cas straveny v jedné tiidé
Uvazujme populaci, kterd je strukturovana do k tiid. Predpoklddejme, ze do jednotlivych
tFid vstupuji jedinci na zac¢atku projekéniho intervalu, jehoz délku (trvani) povazujeme za
jednotkovy cas.
Zavedeme nahodnou veli¢inu y;;(t), ktery indikuje, zda jedinec, ktery byl na poc¢atku ve

tridé 7, je v Case t ve tridé 17, tj.

1, jedinec, ktery byl v case 0 ve tiidé j, je v Case t ve tridé i,

i (t) = )
0, jinak.

Jeji stiedni hodnota je
E i (t) = 1(T)i; + 0(1 = (T")iz) = (T);5.

Néhodn4 veli¢ina v;; vyjadfujici celkovy cas, po ktery je ve tifidé ¢ jedinec, ktery byl na
pocatku ve t¥idé j, je ddna souctem vSech jeho ,,pobytd ve tridé ¢“,

[oe)
vij = ) s (t).
t=0

Ocekavany cas, po ktery je ve tridé ¢ jedinec, ktery byl na pocatku ve tiidé j, je tedy

Evj =EY mij(t) =Y Epy(t) = > (T = (N)ij.
t=0 t=0

t=0

Dostavame tak interpretaci fundamentalni matice N: jeji prvek v i-tém Ffadku a j-tém sloupci
vyjadiuje ocekdvanou dobu, kterou jedinec, ktery byl na pocatku ve tridé j, stravi ve t¥idé i.

2.3.2 Ocekavana doba doziti

Za dobu doziti jedince ze tridy j povazujeme Cas, za ktery se jedinec z této t¥idy dostane do
tiidy mrtvych jedinct, tj. do absorpéni tiidy k+ 1. Oznacme jako 7; ndhodnou veli¢inu, kterd
tento ¢as vyjadiuje. Pak pravdépodobnost P(7; > t), zZe jedinec, ktery byl na pocatku ve t¥idé
j, bude v Case t jesté nazivu, je vlastné pravdépodobnosti jevu, Ze tento jedinec nebude ve
tr¥idé k + 1, tj. ze bude v néjaké jiné tiidé. Tato pravdépodobnost je ddna souctem

k

P(r; > 1) =) (T

i=1
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Vyjadiime pravdépodobnostni funkci ndhodné veli¢iny 7;. Podle principu inkluze a exkluze
plati

1:P(’Tj>t—1\/’7'jSt):P(Tj>t—1)—|—P(’TjSt)—P(Tj>t—1/\Tj§t):
=P(r;>t—1)+1-P(r; >t) - P(r; = t).

Odtud dostaneme
k
Pirj=1)=P(r; >t —1)=P(r; > 1) =Y (T =T,
i=1
Ze znamé pravdépodobnostni funkce mizeme vypocitat stfedni hodnotu a rozptyl nahodné
veli¢iny. Ocekdvand doba doZiti (specifickd stredni délka Zivota) jedince j-té tiidy je stiedni
hodnota nédhodné veli¢iny 7;. MiiZzeme ji vyjadrit jako

00 9] k k 00 00
Erj=> tP(m=t)=Y ty (T"' =T, Z(ZtTt_l—ZtTt> =
t=0 t=1

t=1 i=1 i=1 \t=1

00 k
—1T), =D > (T =D _(N)i = (NT1);.

1 t:O i=1 t=0 i=1

8
>

I
M»

7

Vektor NT1 je tedy vektorem specifickych stiednich délek Zivota jedincii z jednotlivych tiid,
Er=NT1.

Pokud je tfida i t¥idou novorozenci (tedy jedincti véku 0), je ocekdvany vék pfi tmrti
téchto novorozenct roven E 7; — 1. Tato veli¢ina se nazyva stredni délka Zivota nebo ocekdvand
doba doziti (life expectancy).

Nyni vypocitame rozptyl ndhodné veli¢iny 7;. Ponévadz

[e.e] [ee) [e.e]
N = ZTt S (t+ )T —4T") = Z (T =T =) T (1= T) = ¢TINTY
t=0 t=1 t=1 t=1
milzeme VyJadrlt

o0
2= Tt (2.10)
t=1

a déle
ZtTt i T — T 4T = ZtTt M-T)=N>- itTHNfl =N?—N,
t=1 t=1
takze
00 k
Er? =Y t*P(r; = ZtQZ (TL - T ZJ_Z<Z752 (T1 Tt> -
t=0 t=0 i=1 i=1 \t=0 ij
k k 00
Z (Z tQTt 1 th-l—t> Z <Z -I—t o t2-|—t)> _
i=1 t=0 1=1 \t=0 ij

k 0o k
=S (Z(% n 1)Tt> =3 2N - N) +N),, = Y (@N2 — N);; = ((2N2 . N)T1> .
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Pro rozptyl ndhodné veli¢iny 7; tedy dostavame

varr; =B = (B7)" = (2N =W)T1) — ((NT),)" -

= (2(N7) 1 N1 (W) o (NT1) )

J

2.3.3 Veékoveé specificka plodnost a ¢ista mira reprodukce

Pfipomefime, Ze prvek matice T® v [-tém Fadku a j-tém sloupci (tj. ¢islo (T%);;) vyjadiuje
pravdépodobnost, Ze jedinec, ktery byl na pocatku (tj. v ¢ase 0) ve tiidé j bude v ¢ase a ve
t¥idé [; je-li pfitom [ # k + 1, jedna se pravdépodobnost, Ze tento jedinec je ve t¥idé [ a Zije.
Za cas a zivy jedinec zestarnul o a ¢asovych jednotek.

Vyraz
k
> (T
=1
vyjadiuje pravdépodobnost, Ze jedinec, ktery byl na pocatku ve tfidé j bude v case a jesté
nazivu.
Ozna¢me nyni 0yj(a) podminénou pravdépodobnost, Ze jedinec, kterj byl na pocatku ve
t¥idé j bude v c¢ase a ve t¥idé [ za podminky, Ze dosud Zije. Tato pravdépodobnost je dana

vztahem
oyj(a) = (T _ (Ta)lj
J k TTa) .’
> (o, T

Necht i-t4 t¥ida je t¥idou ,nové vzniklych® jedinct (novorozenci, semen ap.), tj. fi; # 0 pro
néjaky index [. Uvazujme jedince, ktery byl na pocatku ve t¥idé j, dozije se v€ku o a vétsiho
a v ném bude ve t¥idé [. Ocekavany pocet jeho potomku, kterym prispéje v ¢ase a do tridy i
je dan soucinem f;0y;(a). Ocekdvany pocet novorozenct tiidy i, které vyprodukovali v Case
a jedinci, ktefi byli na pocatku ve tfidé j je souctem jednotlivych ptispévki:

k

Z le( ) (FTa)

k
SDZJ Zleo'l] Z == T aij}
=1 Zkl( T%)pj Zk:( “)i; (1 i

@ij(a) se nazyva vekové specifickd plodnost (age-specific fertility) jedinct t¥idy j. Vékové
specifické plodnosti miZzeme zapsat do matice

®(a) = (¢ij(a);,_, = F(a), kde T(a) = (07(a));,_, = T*(diag17T*)!

Pokud je populace strukturovand podle véku, tj. tfida 1 je (jedinou) tfidou novorozenct
(jedincti veéku 0) a ve tfidé j jsou jedinci véku j — 1, pak ¢1;(0) = ¢1.441(0) je specificka
fertilita jedince ve véku a v obvyklém demografickém smyslu.

Cistd mira reprodukce (net reproductive rate) Ry je definovana jako ocekdvany pocet po-
tomk jedince béhem jeho Zivota.
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Stredni hodnota doby, kterou jedinec, ktery byl na pocatku ve tridé j, stravi ve tridé [
je Evy; = (N);;. Ocekavany pocet novych jedinct ,vzniklych® ve t¥idé ¢, které vyprodukuje
béhem doby stravené ve tfidé [ jedinec, ktery byl na pocatku ve tiidé j, je ddn soucinem
fi Evy;. Ocekdvany pocet vSech novorozencti ve tiidé ¢, ktefi jsou potomky jedince, ktery byl
na pocatku ve tiidé j, je tedy dan rovnosti

k
> faBuy = (FN)i;. (2.11)
=1

Pokud tedy je prvni tfida jedinou t¥idou, v niz jsou novorozenci (obecné: nové vznikli jedinci),
miizeme polozit

Ry = (FN)1;.

Pokud ale jsou novorozenci ve vice tfidach, je situace komplikovanéjsi. Oznac¢me y(0)
slozeni populace na poc¢atku. Jeji vyvoj jako generace, tj. bez potomkti, je projektovan matici
T,

y(t+1) = Ty(t),

kde y(t) oznacuje slozeni generace v Case t. Tedy

y(t) = T'y(0).

Ocekavané pocty novorozenct v jednotlivych tridach, ktefi jsou ,,vyprodukovani uvazovanou
generaci v ¢ase ¢ jsou dany vektorem Fy(t). VSichni ocekédvani potomci inicidlni generace jsou
vyjadreni souctem

Y Fy(t) =) FT'y(0)=F <Z Tt> y(0) = FNy(0).
t=0 t=0 t=0

Tento vysledek lze interpretovat tak, Ze matice FN projektuje jednu generaci na nasledujici.
To néas opraviiuje vzit za ¢istou miru reprodukce Ry dominantni vlastni hodnotu matice FN.

2.3.4 Charakteristiky populace se stabilizovanou strukturou

Uvazujme populaci, kterd se vyviji dostatecné dlouho, takze jeji slozeni (relativni abundance
v jednotlivych t¥idach) se v prubéhu ¢asu jiz neméni. Slozeni takové populace v ¢ase t je ddno
rovnosti

n(t) = a\w,

kde A1 > 0 je dominantni vlastni ¢islo projekéni matice A, vektor w je pfislusny vlastni
vektor a a > 0 je vhodna konstanta; pritom projekéni matice A je primitivni, takze vektor w
je kladny. Pro sloZeni kohorty jedinct véku a v ¢ase t podle (2.9) plati

x(t,a) = a7 TFw.

Relativni zastoupeni jedinct véku a mezi vSemi jedinci t¥idy i (age-within-stage-distribution)
je dano vztahem
zi(t,a) oA (TFw), A (TFw),
ni(t) aXjw; N w; '
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Tento vyraz je také pravdépodobnostni funkci ndhodné velic¢iny ,vék jedince z t¥idy i*, kterou
oznacime A;. Ocekdvany vék jedincu t¥idy i tedy je
00 a—1 00
AL T“ Fw) 1
EA, = _ = — a\T T H(TFw) .
> Yo (),

Uvazujme také ndhodnou veli¢inu ,trida, v niz je jedinec véku a“, oznacme ji C, . Jeji prav-
dépodobnostni funkci (stage-within-age-distribution) je

nia) NN (TFw),  (TFw),
k B k -~ 1TTeFw’
> ayta)  aNTl Y (ToFw),
j=1 J=1
jeji stfedni hodnota je proto dana vyrazem
1 k
EC, = —— iI(TFw) ..
¢ 1TTeFw ; ( )
k
Zavedeme dale nahodnou velicinu D ,vék pfi tmrti“. P¥ipomenme si, ze mj =1 — ) t;;
i=1

vyjadiuje pravdépodobnost, Ze jedinec z j-té tFidy béhem projekéniho intervalu zemre. Cel-
kovy pocet zemfelych jedinct v ¢ase z intervalu (¢,¢ + 1) je dan souctem

k
ijnj(t) =a\ Z (1 - th> w; = a\} Zw] ZZtUwJ =
j=1

Jj=1 =1 j=1
= axt (1 w— 1TTw> = aX17T(1 - Tw = aX{1TN 1w,

kde N je fundamentalni matice. Struktura zemfelych jedinct véku a v uvazovaném casovém
intervalu je dana rozdilem vektoru

x(t,a) —o(t+ 1a+1) = aX I TFw — a1 T Fw =
= a7 (1 = T)TFw = aA] !N~ T Fuw.

Pocet vSech zemielych véku a je souctem slozek tohoto vektoru
> aX T (NTITFw) = oA 1IN T Fuw.
J

Pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny D je tedy
AT IITNTITOFw A “1TN I TFw

aX1TN"lw M 1TN-lw

a jeji stfedni hodnota je

o0 1N (50 arpeTe ) F
— Za)\falTN_lT“Ffw N (azla ! v
&= MI'NTw 1"N-lw
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Povsimnéme si, Ze priumérny vék pri amrti zavisi na rastovém koeficientu populace. Podivejme
se na tuto zavislost podrobnéji. Plati

OED 1 —_— > o
= 1TN" [ — + DATY?T | Faw < 0.
=Ll B SR B

nebot matice T,F i N jsou nezdporné a vektor w je kladny. Z této merovnosti plyne, Ze
prumérny vék klesa se zrychlovanim rtstu populace. Nebo naopak, zvyseni primérného véku
zpomaluje rust populace.

Podivejme se jesteé na jeden dilezity specialni pfipad. Uvazujme populaci, v niz je jen jedna
tf¥ida novorozenct a novorozenec se hned v prubéhu prvniho projekéniho intervalu ,,premisti“
do tfidy jiné. Tak mtizeme modelovat vétsinu populaci zivocichti. Pokud za tfidu novorozencti
povazujeme t¥idu 1, pak matice F ma nenulové prvky pouze v prvnim radku, matice T ma
naopak prvni fadek nulovy. Vektor Fw mé prvni slozku (Fw); = Ajwi, ostatni slozky ma
nulové. Proto plati

(TaFw)i = )\111)1 (Ta)l-l = )\1?1}1 (T“el)i s
kde e; je prvni vektor ze standardni baze prostoru R¥. Dosazenim do obecngch virazti pro
stfedni hodnoty ndhodnych veli¢in A; a C, dostaneme formule

o) k

w1 _ 1 .
EA~:—§a)\“T“-, ECzing“e 2 2.12
1 w; p 1 ( )Zl a ]_TTael P ( 1)1 ( )

prumérny vék pri amrti vyjadiime jako
o
w1 —aaT

EDzig a1 (I = TT%;. 2.13
1T(| _ T)w e 1 ( ) 1 ( )

Délka generace T (generacni doba, generation time) v populaci se stabilizovanou struktu-
rou je definovano jako doba, po jejimz uplynuti je populace pravé Rg-krat veétsi, tj.

[n(T)ll; = Ro [In(0)]]; -
Ponévadz ||n(T)|, = |[A n(0)||, = Al |n(0)]),, dostaneme Ry = A{, neboli

log Ry
T= .
log )\1

2.4 Priklad: vékové strukturovana populace

Uvazujme populaci strukturovanou do k& vékovych t¥id. Pfitom j-ta t¥ida, j = 1,2,...,k,
obsahuje jedince, jejichz vék je v polouzavieném intervalu [j — 1, j); v prvni t¥idé jsou novoro-
zenci. Vék métfime v jednotkach délky projekéniho intervalu. Projekéni matici takové populace
je Leslieho matice

P B F ... Fo, F
P 0 O ... 0 0
0O P 0 ... 0 0
A=1| . . . . ) .
0 0 0 0 0
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Parametry Pi, Ps,...,P,_1, F1,F5, ..., F} jsou nezdporné; F; oznacuje specifickou fertilitu
jedincti j-té vékové tiidy, P; pravdépodobnost pieziti projekéniho intervalu jedincem j-té
vékové t¥idy. Budeme pfedpokladat, ze 0 < P; < 1 proj =1,2,...,k—1 (je mozné dosdhnout
maximalniho véku k — 1, tj. byt v k-té vékové t¥idé, a v libovolném véku je mozné uhynout).
Pokud budeme predpokladat, ze Fj, > 0 (i nejstarsi jedinci jsou plodni), pak je matice
A ireducibilni. Pokud nejstarsi jesté plodni jedinci jsou ve t¥idé m < k, pak je matice A
reducibilni, jeji submatice tvorenad prvnimi m radky a sloupci je ireducibilni; takova matice
by byla projekéni matici ¢asti populace tvorené plodnymi jedinci. Jsou-li plodni jedinci ve dvou
wsousednich® t¥idach (tj. existuje j, Ze FjFj;1 # 0) nebo novorozenci jsou plodni (tj. Fy > 0;
néco takového je mozné pii ,,dlouhém* projekénim intervalu), pak je matice A primitivni.
Pro zjednodusSeni zapisu jesté zavedeme parametry

7j—1
l; = H P, j=12,...k, lk+1 = 0. (2.14)
q=1

Velicina l; vyjadiuje pravdépodobnost, Ze se jedinec doZije véku j—1, tj. stane se piislusnikem
J-té vekové tridy. Jesté pripomeneme konvenci

ktera v pripadé modelované populace vyjadiuje, Zze uvazujeme pouze zivé narozené jedince.

Dekompozice projekéni matice A na ¢ast T, popisujici pravdépodobnosti pfechodu do dalsi
vékové tiidy (pravdépodobnosti, ze jedinec z j-té vékové t¥idy prezije projekéni interval), a
¢ast F, vyjadiujici plodnosti, je tvaru

0 0 0 0 0 F, F Fy ... F., F,
P 0 0 0 O 0 0 O 0 0
0 P 0 ... 0 O 0 0 O 0 0
A=T+F=1| . . . | . N
0o 0 0 ... 0 O 0 0 O 0 0
0 0 0 ... P11 O 0 0 O 0 0
o0
Fundamentalni matici N = Y T? = (I — T)~! snadno najdeme Gaussovou eliminaci; tato
p=0
matice je tvaru
1 0 0 0 O
lo 1 0o ... 0 0
l
| 0 0
ly
N =
le—1 g1
lgpmg — — 1 0
L L
l l l
I “k Yk k4

l2 Is 7
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Prvky matice T mtzeme také vyjadrit jako

l;
]—62 1] —62 1,_]l

kde 0; ; je Kroneckertv symbol. Dale vypocitame (nebo indukci ovéfime), ze

a Li
(T = 5i—a,jl_j- (2.15)

Matice T* je nenulova pouze pro a < k. Fundamentalni matice N je tedy dana konec¢nym
k

souc¢tem N = > TP.
p=0
Jesté vyjadiime veékové specifické plodnosti podle 2.3.3. S vyuzitim vztahu (2.15) dosta-
neme

k k
FTa Z 1 F) ( - ajé > y lF]+al]lJTa? <1T-|-a) = Zépfa,j% _ l]lfa,

p=1 J 7 p=1 J
takze

(q)(a))ij = 0i1Fjya-

Vékove specifickd plodnost vyjadiuje ocekdvany pocet potomki, které v dobé po uplynuti j
casovych jednotek ,vyprodukuje“ béhem jednotkového casu jedinec, ktery mé v soucasnosti
vek a.

2.4.1 Cista mira reprodukce

Bezprostiedné vidime, ze

k k k k
> Bl X Fplp/ly Y Fly/ls .. > Fplp/l—1 Fi
p=1 p=2 p=3 p=k—1
FN = 0 0 0 0 0
0 0 0 e 0 0

Tato matice ma jediné nenulové vlastni ¢islo

ZFZ (FN)11; (2.16)

to je podle obou definic v 2.3.3 ¢ista mira reprodukce Ry. Vyraz
B, (2.17)

tedy jeden scitanec ze sumy na levé strané rovnosti, se nazyva fertilitni funkce.

Fertilitni funkci lze interpretovat jako pocet potomku jedince véku j — 1 vazeny pravdé-
podobnosti, Ze se jedinec takového véku dozije. Jinak feceno, jako ocekavany pocet potomku,
které novorozenec vyprodukuje ve véku j — 1. Cistd mira reprodukce Ry pak piedstavuje
ocCekavany pocet potomku jedince za jeho cely zivot.

Vyraz (2.17) ale také vyjadiuje pocet potomki jednoho jedince véku j — 1, ktefi se dozili
alespon véku, ktery mél jejich rodi¢ v dobé jejich narozeni. Pri této interpretaci je ¢ista mira
reprodukce Ry pomérem, v jakém generace potomkt nahradi generaci svych rodict.
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2.4.2 QOcdéekavana doba doziti

Budeme vyuzivat vysledky odvozené v 2.3.2. Ndhodn4 veli¢ina 7; vyjadiuje dobu doziti jedince
z vékové ttidy i, tj. jedince, jehoz v€k a je z intervalu [i — 1,7). Jeji stfedni hodnota, tedy
oc¢ekavana doba doziti takového jedince, je dana sou¢tem prvki i-tého sloupce fundamentalni

matice N
k I kial_p
ETi:ETa+1:ZZ_p:Zla L
parl A

Ocekavany vek e,, kterého se dozije jedinec, ktery jiz dosidhl véku a, je dan vyrazem

=S kma,  k—aatj-l
ea:ETa_H_l:Zla-H _1:2;&:2 H P,.
j=1 ‘atl j=2 0l S g=at1

Tato veli¢ina je v demografické literatuie nazyvana stredni délka Zivota ve veku a, nebo oce-
kdvand doba doziti ve véku a.
Vypocitame také rozptyl doby doziti 7; jedince z vékové tiidy j:

k k 00 k oo k
CODIE ST ISl D ) SUSHILED SIRFRRtE)
] i=1 \t=1 i =1 t=1 A J
CRIEDAUFES B MUFED I BLEFED B
7oA i=1 t=0 i=1 t=0 i—
2
= ((eN?2-N)T1 NT1»2—k2 9 —9j — 1)k SLUARS
varr; = (2N =N)T1) — ((NT1),) -3era-y-np- (Yg) -
i l AN
=1+ > (1+2i—2j)* - 1+Zl_2 —
i=j+1 J i=j+1 7
i l L Fo\
:Z(1+2z—2j)r—22—— o] =
i=j41 J i=j+1 J i=j+1 J
k k L k I 2
:22%——(2]41)2[—@ le) —
i=j+1 7 i=j+1 7 i=j+1 7
_2k_1.li+1 9i _ 1 " liv1 kel lit1 ’
N Z:-Z Lj &=l Lj - Z lj

Rozptyl doziti ve véku a tedy je

el Bl Bl 2
VarTa+1:2Zilli—(2j—1) il—(Z li> .

im—at1 @t
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Zejména stredni délka Zivota (ocekdvané doZiti pri narozeni eg, life expectancy) a rozptyl
doziti pfi narozeni jsou

k k j—1
€y — E lj = E Pq
j=2 j=2¢q=1
2 . . . 2
k—1 k—1 k—1 k—1 i k—1 ¢ k—1 ¢
var7'1:2 ’Lll 1 — lz 1 — ll 1 =2 ) P, — P, — P,
+ + + q q q
=1 i=1 =1 i=1 ¢g=1 i=1 g=1 i=1 g=1

V demografickych studiich se kromé stredni délky zivota také udavaji dvé dalsi charakte-
ristiky preziti. Pravdépodobnd délka Zivota ve véku a oznacovana €, je doba, po jejimz uplynyti
zustane nazivu polovina jedinct z puvodniho rozsahu. Presnéji feceno, pravdépodobnost, Ze
jedinec, ktery se dozil véku a, bude zit jesté po uplynuti doby ¢, je nejvyse %; pravdépodob-
nost, ze bude zit pfed uplynutim této doby je vSak vétsi nez % Tedy

Pravdépodobnou délku Zivota ve véku a mizeme vyjadrit formuli
ce=min{j: j=0,1,....k —a, 24y <lot1} =

=min{j:j=01....k—a, [[ P<

Normalni délka Zivota ve véku a oznacovana 3, je doba, po jejimz uplynuti je imrti nejprav-
dépodobnéjsi. Pravdépodobnost, ze jedinec, ktery se dozil véku a, bude zit pravé j dalsich
casovych jednotek, je

lavivj  lavitj+

)

la+1 la+1

tj. pravdépodobnost, ze bude zit j obdobi, ale dalsiho se jiz nedozije. Normalni délku zivota
ve véku a tedy mutzeme vyjadrit formuli

aa:argmax{ atldy — fat2hy j:O,l,...,k—a—l}.
la+1

2.4.3 Rustovy koeficient, stabilizovana struktura a reprodukéni hodnoty

Ristovy koeficient populace je dominantni vlastni hodnota A\; matice A, stabilizovana struk-
tura je ptislusny vlastni vektor w = (wi,ws,...,wy)". Ziskdme je fesenim homogenni sou-
stavy linedrnich rovnic

F1 FQ F3 e kal Fk w1 w1

P1 0 0 e 0 0 w9 w9
0 PQ 0 N 0 0 w3 ws
S : : : =M\ :

0 0 0 0 0 Wk -1 Wek—-1
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Rozepiseme ji do slozek,

Fywy +Fowy +F3ws + +Ewg = Awy
Pyw; = Aaws
Pows = Asws
Pyws — Ay (2.18)
Py qwg = AW
Ze druhé az posledni rovnice postupné vypocitame
Wo = )\Ilpl’wl == )\Illl’wl,
w3 = )\IIPQ’U)Q == AI2P2l2w1 == Af2l3w1,
wy = )\1_jljw1, (219)
Wy = )\%_kl]‘wl.
Takto vyjadiené slozky vektoru w dosadime do prvni z rovnic (2.18),
k
Z Fp)\iiplp’wl == )\1’(1)1
p=1
a po tpravé dostaneme charakteristickou rovnici Leslieho matice®
k
S AR, =1. (2.20)
p=1

Nenulové vlastni hodnoty matice A jsou feSenim této rovnice. Jeji stranu mizeme povazovat
za funkci proménné A,

k
FO) =D A PE,.
p=1

Pfi tomto oznaceni je f(1) = Rp podle (2.16). Déle lim f(\) = oo, lim f(A\) =0a
A—0+ A—r00

k
f') =~ Z (PFplp) NP1 <0
p=1

pro A > 0. To znamena, Ze na intervalu (0, co) funkce klesa od nekonec¢na k nule, takze rovnice
(2.20) mé jediné kladné FeSeni, ozna¢me ho A;. Hodnota A; je dominantni vlastni hodnotou
matice A, tedy Malthusovskym koeficientem ristu populace. Pokud Ry = f(1) > 1, pak
A1 > 1; pokud Ry = f(1) < 1, pak A; < 1. Situace je zndzornéna na obrazku 2.1.

ITato rovnice byvé v literatufe také nazyvana Eulerova rovnice, Lotkova rovnice nebo Eulerova-Lotkova
rovnice.
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f

Ro

Obrazek 2.1: Grafické FeSeni rovnice (2.20) — charakteristické rovnice Leslieho matice. Vlevo:
¢istd mira reprodukce Ry < 1 (vymirajici populace), vpravo: Ry > 1 (rostouci populace).

Muzeme tedy formulovat prvni zavér: Je-li

k
Ry=) Fply>1,
p=1

pak populace roste, je-li Ry < 1, pak populace vymird. Pokud Ry = 1 a populace je strukturné

stabilizovand, pak se jeji velikost v prubehu casu neménd.

Slozky vlastniho vektoru w maji vyjadiovat relativni zastoupeni vékovych t¥id strukturné
stabilizované populace, tedy ||w]||; = 1. Do této rovnosti dosadime vyjadfeni (2.19),

k k
— — 1—q
1= qu = wy Z)\l lg,
q=1 q=1

a vyjadrime prvni slozku vektoru w. Dostaneme tak vyjadieni stabilizované vékové struktury
1 B B 1 B T I

w= (1,)\1 Uy AT2s, . AL, m) Cow= (2.21)

> A >N

q=1 q=1

Odtud je vidét, ze pokud A\; > 1, pak
wp > Wy 2+ 2 W

Tyto nerovnosti jsou tedy nutnou podminkou k tomu, aby strukturné stabilizovana populace
nevymirala. Dostavame tak dalsi zaveér: je-li nékterd veékovd trida ve strukturné stabilizované
populaci pocetnéjsi nezZ vékovd trida mladsich jedincu, pak populace vymird.

Reprodukéni hodnotu vékovych t¥id, tj. levy vlastni vektor v = (vy,vs,...,v;) " piislusny
k dominantni vlastni hodnoté A; matice A, ziskdme feSsenim homogenni soustavy linearnich
rovnic ATv = \v, tj.

Fi P 0 ... 0 0 U1 U1
Fy 0 P 0 0 (%] V2
F3 0 0 0 0 U3 U3
: . . =M
Fry 0 0 0 Prq| | vk Vg—1

F, 0 O

o
)
1
el
1
el
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Rozepiseme ji do slozek

Fiv1 +Pjvg = A\vi,
Fiv +Pyus = Ao,
Fi._ov +Pr_ovp_1 = AMU_2,
Fi_11 +P_1vp = Avg—1,
Fruy = A1

Postupné z posledni az druhé rovnice vypocitame

vp = A\; ot
Vp—1 = A\ T (Fr_1v1 + Pe_qvg) = A\ Fr_1v1 + A\ 2 F Pe_qo1,

k p—1
Vp—2 = )\Il (Fk—Zvl + Pk—Z(AIIFk—lfUl + >\I2kak_1vl = V1 Z k 37pr H Pq,
=k—

P 2 q=k—2

)\’llp

_vlzx - prHP —vlel

—-p

1—
Uz—vlel )\

Byva vhodné volit v = 1, tj. vyjadfovat reprodukéni hodnotu vékové tiidy relativné k repro-
dukéni hodnoté novorozenctt. V takovém pripadé je

ZFZ

Povsimnéme si, ze pfi tomto vyjadieni je v;1 = 1, nebot hodnota A; spliiuje charakteristickou
rovnici (2.20).

Porovnanim s (2.17) vidime, ze reprodukévni hodnota i-t€ vékové tridy je souctem fertilit-
nich funkci do konce Zivota jedinci této vékové tridy ,,diskontovangch® riustovym koeficientem
a pravdépodobnosti prezivani.

)\’llp

(2.22)

Predpokladejme nyni, Ze jedinci z uvazované populace jsou plodni aZ od jistého véku, kdy
dosahuji pohlavni dospélosti. Tedy ze existuje index m, 1 < m < k, takovy, ze

F1=F2:---:Fm:0<Fm+1.
Dale predpokladejme, ze populace nevymira, tj. Ay > 1. V takovém pripadé pro i < m plati

ZFZ

p=m+1 p=m+1

z 1—p k i—1—p

Z tohoto vysledku mizeme zformulovat posledni zavér: V nevymirajici populaci se stabilizo-
vanou veékovou strukturou reprodukcéni hodnota nedospélych jedinciu s vékem roste.
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2.4.4 Citlivost rustového koeficientu na plodnost a prezivani

Necht A\; je dominantni vlastni hodnota Leslicho matice A (kladné feSeni charakteristické
rovnice (2.20)), w a v piislusny pravy a levy vlastni vektor. Slozky (nenormovanych) vlastnich
vektori w a v jsou dany rovnostmi (2.19) a (2.22), tj.

1-j N
wj =AM v = —}j > Ay
p=J

Nenulové prvky matice A jsou a1; = F}j a aj41,; = P;. Proto podle rovnosti (2.6) plati

6>\1 6>\1 vle o )\i_jlj

OF; N day; CvTw vw

DY k B k B
ML S A PEL S MY APEL
O\ _ O\ _ Yinwy J+1 p=j+1 _ _ p=jtl
OP;  0Oajiij vTw vTw PivTw

Nyni muzeme porovnavat citlivosti rustového koeficientu na jednotlivé parametry mode-
lované populace.
Nejprve porovname citlivosti rustového koeficientu na plodnosti v sousednich vékovych
tridach:
0\
OF; Nl M
oM Ny B
OFj 1

Pokud A\; > 1 (populace nevymira), pak je prava strana posledni rovnosti vétsi nez 1, tedy

N o\
OF;, ~ OF; 41

V nevymiragici populaci citlivost ristového koeficientu na plodnost klesa s vekem.
Dale porovname citlivosti rustového koeficientu na pravdépodobnosti pieziti v sousednich
veékovych tridéach:

k
O\ MY AT —j—1
OP;  p=j41 P P [ A Fialia P
= = . - - F1[ > (2.23)
BP»l ! MY AN PE ! > A TFl ’
A p=j+2 p=j+2

v piipadé Fji1 > 0 je posledni nerovnost ostra. U pfirodnich populaci pravdépodobobnost
preziti nedospélych jedinct roste s vékem, tj. nejvétsi tmrtnost maji novorozenci a tmrtnost
s veékem az do dosazeni plodnosti klesa, P, < P» < --- < P, pro n€jaké m vyjadiujici vék
dosazeni plodnosti. V takovém ptipadé je

o o\
oP; ~ 0P

proj=12,....m—1.
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Pokud dmrtnost nedospélych jedinct klesa s vékem, pak citlivost riustového koeficientu na
pravdépodobnost preziti u nedospélych jedinci s vekem klesd.

Uvazujme populaci, u niz se plodnosti dosahuje az v jistém véku, tj. takovou, pro niz
existuje m > 1, ze F; = 0 pro j < m a F; > 0 pro j > m. Pak v nerovnosti (2.23) pro
J < m nastane rovnost a pro j > m je nerovnost ostra. Z tohoto pozorovani mizeme odvodit
rovnosti a nerovnosti tvaru

P OM _ Pua O

Pj o\ - Pjy1 0N
AP At Py’

7=12...,m—1, — ,
)\1 Pj )\1 Pj+1

j=m,m+1,...,k,

nebot \; > 0. Vyrazy v téchto relacich vyjadiuji pruznosti ristového koeficientu vzhledem
k pravdépodobnosti prezivani. Vidime tedy, ze pruznost ristového koeficientu vzhledem k prav-
dépodobobnosti preziti u plodnych skupin s vékem klesd, u nedospéelych tato pruznost na veku
nezavist.

Nakonec jesté porovname citlivost rustového koeficientu na plodnost a prezivani:

2
an _ vj+1wj _ ’Uj+1
oM vw; v
OF;

Ristovy koeficient je citlivéjsi na prezivani néjaké vékové tridy neZ ma jeji plodnost prave
tehdy, kdyZ reprodukcéni hodnota nasledujici vekové tridy je vetsi neZ reprodukténi hodnota
novorozenci.

Standardné volime v; = 1. MizZeme tedy uvést alternativni interpretaci reprodukéni hod-
noty vékové strukturované populace: reproduktcni hodnota vékové tridy vyjadruje pomér cit-
livosti rustoveho koeficientu na prezivani a na plodnost vekové tridy predchozi.

2.4.5 Prumérny vék

Uvazujme populaci se stabilizovanou vékovou strukturou. Nejprve urcime jeji charakteristiky
podle (2.12). S vyuzitim (2.15) a (2.19) postupné vypocitame

> oo (T = L axr® aa gt = = DA
a . li li
(T), = ;@a,pg%,l = 5ifa,1E,
. k k ’
1'T% = ; (T1), = ;(Si—a,lm =la+t1,
LN S
ZZ:;Z (T%); = ;MFMH =(a+1)lgt1.

Odtud dostaneme
EAj=i—1, EC,=a+1.
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Tyto vysledky samoziejmé nedavaji zadné nové informace. Pouze ovétuji, ze ¢lenéni populace
do vékovych trid odpovida konstrukci projekéni matice — ve tiidé ¢ jsou jedinci véku i — 1,
jedinci véku a jsou ve tiidé a + 1; zejména ve t¥idé 1 jsou novorozenci.

Dale uré¢ime prumérny vék pri tmrti. Pro zjednoduseni zapisu nejprve zavedeme parametr
P, = 0. Tato konvence odpovida modelované skutecnosti, ze ve tfidé k jsou jedinci nejvyssiho
mozného véku. Nyni vypocitame

k .
Z l; Piqwi—1, 2<i<k,
’LU)Z —~ 7 l,plpwp {0’ jinak,

k+1 k k
17 sz sz 1P = Z( Pz)wz = w1 ZAiil(l
i=1 i=1
la 1—la+2 Ogagkz—l
17(1- Siza, Gi—a— " ’ ’
R Y S =
00 k-1
> a1 (1= T)T%1 = > aX;(lat1 — las2) =
a=1 a=1
k
= Za)\ — Pap1)layr = Y _(a =DM\ (1 = Pa) la.
a=1
Dosazenim do rovnosti (2.13) dostaneme
k k
Sa—DN 1 =P)le S a\*(1—P)l,
ED="—— == ~1.
ZA%_i(l_Pi)li ZAl_a(l_Pa)la

i=1 a=1



Kapitola 3

Identifikace parametru modelu

3.1 Inversni metody casovych rad

V tomto oddilu budeme predpokladat, ze z pozorovani nebo experimentu zname strukturu
populace v T' 4 1 po sobé nasledujicich ¢asovych okamzicich, tedy Ze mame vektory

n(0),n(1),n(2),...,n(T).

Pfitom je populace sloZena z k tfid, tj. vektory n(t), t = 0,1,...,T jsou k-rozmérné.

U prvni metody — regresni — obecné nebudeme o projekéni matici A predpokladat nic
kromé jeji nezadpornosti. Budeme se tedy snazit z pozorovanych dat identifikovat (odhadnout)
viech k? prvkil této matice. To miize byt uzitetné napiiklad v situacich, kdy nevime, zda
nékteré vékové skupiny jsou plodné ¢i nikoliv, zda nékteré stadium mize prezit projekéni
interval a podobné. Témito metodami pak ale odhadujeme i parametry, které musi byt nulové,
napiiklad ty, které vyjadiuji nemozny prechod mezi stadii; z kukly jiz nemtze vzniknout
vajicko. To zvySuje naroky na vypocetni kapacitu, zanasi do vypoctu chyby a také mize
vytvaret obtizné resitelné problémy pii interpretaci vysledkii.

Druha metoda vyuzivajici kvadratického programovani naopak vyzaduje znalost tvaru
projekéni matice. Je tedy potiebné ,a priori“ védét, které prvky projekéni matice vyjadiuji
pravdépodobnost moznych jevi a jsou tedy z intervalu (0, 1], které vyjadiuji plodnost a mohou
byt vétsi nez 1 a podobné. U naprosté vétsiny zivocichu se pritom jedna o trividlni informaci.

Tteti metoda — maximalni vérohodnosti — explicitné o tvaru projekéni matice nic ne-
predpoklada. Tato metoda navic identifikuje nejen prvky projekéni matice ale také prvky
kovarianéni matice, kterd vyjadiuje rozptyly velikosti jednotlivych tiid populace v jednom
okamziku a jejich mozné zavislosti (korelace).

3.1.1 Regresni metody

Budeme pfedpokléddat, ze pozorované slozeni populace v ¢asovém okamziku ¢ 4 1 je projekci
jejiho slozeni v okamziku ¢, a navic se na ném projevuji néjaké nahodné vlivy nebo chyby
pozorovani. Tedy

k
ni(t+1)=> ayn;(t) +&i(t),  i=1,2,...,k t=012...T-1
j=1

95
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Hodnota ¢;(t) je pfitom realizaci néjaké ndhodné veli¢iny; je rozumné predpokladat, ze jeji
stfedni hodnota je 0. Pfedchozi rovnosti mizeme pro kazdé ¢ prepsat maticoveé,

nl(l) nl(O) ng(O) . nk(O) ;1 81'(0)
n2(2) 77,1(1) 7”1,2(1) ‘e nk(l) ;2 52(1)
: - : : : : . : ’
HZ(T) nl(T — 1) ng(T — 1) e nk(T - 1) ik Ei(T — 1)
i=1,2,....k
Oznacime
n1(0) n2(0) nx(0)
N= . .
M(T—1) no(T—1) ... ne(T—1)

a prepiSeme vSechny rovnosti jako jednu rovnost maticovou,

n1(1) ann e1(0)
nliT) CL.lk 51(T.— 1)
na(1) N O ... O\ |aa £2(0)

: 0 N ol : :
m@ | T e e | T eT 1)
: o O . N : :
nk(l) aii 6k(0)
nk(T) Gl;k 5k(T‘_ 1)

Vektor na levé strané rovnosti oznacime y, vektor chyb (vektor za znakem +) ozna¢ime e.
Predchozi rovnost nyni muzeme piepsat do tvaru

y=(1®N)vec(AT) +¢,
nebo pfi oznaceni X = | ® N, B = vec(AT) jesté strucnéji
y=XB+e. (3.1)

Vektor y a matici X zname z pozorovani. Vektor 3 je vektorem neznadmych parametri, slozek
projekéni matice A, ktery chceme identifikovat. Tvar rovnosti sugeruje, Ze vektor parametriu
B bychom mohli odhadnout metodami linearni regrese. ,,Klasickou“ metodou nejmensich
¢tvercu tak dostaneme odhad parametri ve tvaru

B=X"X)"XTy. (3.2)

Tato formule byla ovSem odvozena za predpokladu, Ze nezéavisle proménné (tj. slozky ,ma-
tice planu“ X) jsou nendhodné veli¢iny (nejsou zatizeny chybou). To vSak v rovnosti (3.1)
neplati, matice X obsahuje tytéz slozky, které jsou také slozkami vektoru y. Z tohoto dévodu
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neni korektni parametry 3 odhadovat vyrazem na pravé strané rovnosti (3.2), ale metodami
orthogonalni regrese (total least squares).

Dalsi potiz spociva v tom, ze nékteré parametry mohou vyjit jako zaporné, nebo ze pa-
rametry, které by mély vyjadfovat pravdépodobnosti, mohou vyjit vétsi nez 1. V takovém
pfipadé nahradime nerealistické hodnoty nulami, respektive jednickami.

3.1.2 Metoda kvadratického programovani

Tuto metodu nejprve ukdzeme na konkrétnim prikladu. Uvazujme populaci strukturovanou
do t¥i tiid (stadii), pfi¢emz v prvni t¥idé jsou novorozenci a ve tieti jsou plodni jedinci. Vyvo]
populace je tedy popsan projekéni rovnici

n1 0 0 F n1
n9 (t + 1) =P Q2 O n9 (t) (33)
n3 0 P Q3) \n3

Tuto rovnici mtizeme prepsat v jednotlivych slozkach jako systém

nl(t + 1) = F n3(t) = ng(t)F
na(t + 1) = Ping(t)+Qana(t) =n1(t) Pr+n2(t)Q2
ng(t + 1) = Pzng(t)+Q3n3(t) = nz(t)PQ +n3(t)Q3

nebo v jiném maticovém tvaru

Py
ni 0 0 ’I’L3(t) 0 QQ
n9 (t + 1) = nl(t) ng(t) 0 0 0 Py |. (3.4)
ns 0 0 ng (t) 0 ’I’L3(t) F

Q3

Matici na pravé strané této rovnice oznacime M(t), vektor ozna¢ime p a rovnici zapiSeme
strucné jako
n(t+1) = M(t)p, t=0,1,2,..., 7 — 1.

Tyto rovnice muzeme zapsat jako jednu

n(1) M(0)
n(2) M(1)

; - : p;
n(T) M(T — 1)

3T-rozmérny vektor na levé strané oznacime z, matici typu 37" x 6 na pravé strané oznacime
M a dostaneme
z = Mp.

Slozky vektoru z a slozky matice M jsou méfrené hodnoty, vektor p je tvoren parametry, které
chceme odhadnout. Pokud by se populace vyvijela pfesné podle modelu (3.3) a pozorovéani by
nebyla zatiZena chybou, platilo by podle pfedchozi rovnosti z—Mp = o, neboli ||z — Mp|| = 0.
Proto za odhady parametrt p vezmeme takové, které minimalizuji normu vektoru z — Mp;
konkrétné pouzijeme normu euklidovskou.
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Parametry jsou nezdporné, P;, Ps, Q2, Q3 vyjadiuji pravdépodobnosti, soucet pravdépo-
dobnosti P, preziti a prechodu ze druhé do treti tridy a Qo preziti ve druhé ti¥idé nemiize
prevysit hodnotu 1. Parametry tedy musi splnovat nerovnosti

0<F, 0<P<1 0<P<1l 0<@2<1 0<Q@3<1, P+Q2<1

Tyto nerovnosti prepiSeme v maticovém tvaru

0 0 0 -1 0 0
-1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 1
0 0 -1 0 0 Sl 0
0 0 1 0 0 2 1
<
0 -1 0 0 0 ];? =1lo (3.5)
0 1 0 0 0 0 1
0 0 0 0 -1 3 0
0 0 0 0 1 1
0 1 1 0 0 1

Matici na levé strané oznacime C, vektor na pravé strané oznacime b a dostaneme podminky
ve tvaru
Cp <b.

Celkem tak dostavame, ze odhad parametri p muzeme hledat tak, Ze najdeme minimum
normy vektoru z — Mp za podminky (3.5), struéné

p= argmin{”z —Mpl3: Cp < b} .

V obecném pripadé uvazujeme populaci vyvijejici se podle rovnice
n(t+1) = An(t), (3.6)

ktera odpovida rovnici (3.3) z tvodniho piikladu a kterou muZzeme pfepsat ve tvaru
n(t+1) = <n(t)T ® |) vec A, (3.7)

kde | je jednotkovd matice fadu k (viz vypocet na str. 18). Oznacime-li N(t) = n(t)T ® 1,
muzeme tuto rovnost zapsat strucnéji,

n(t+1) = N(t) vec A. (3.8)

Predpokladame, Ze zname strukturu matice A, takZze vime, Ze mezi jejimi slozkami je praveé
I nenulovych a zbyvajicich k? — [ je nulovych; v tivodnim piikladu bylo I = 5, k = 3 a
tedy k? — 1 = 4. Vektor vecA tedy obsahuje pouze [ nenulovych prvki. Je-li j-ta slozka
vektoru vec A rovna nule, pak kazdy prvek z j-tého sloupce matice N(¢) je pfi nasobeni
v pfedchozi rovnosti nasoben nulou. To znamend, ze j-ty sloupec matice N(t) k vysledku
nic¢im nepfispiva, je zbytecny. Tato tvaha vede k tomu, zZe mizeme snizit dimenzi problému.
Vektor vec A nahradime vektorem p, ktery obsahuje nenulové prvky vektoru vec A, matici
N(¢) nahradime matici M(¢), kterd vznikne z matice N(¢) tak, ze v ni vynechdme vSechny
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sloupce, které odpovidaji nulovym prvkéim vektoru vec A; v ivodnim prikladu se jednalo o
rovnici (3.4). Rovnosti (3.8) tedy prepiSeme ve tvaru

n(t+1) = M(t)p, t=0,1,2,..., 7 — 1, (3.9)
nebo souhrnné
n(1) M(0)
n(2) M(1)
: - : p
n(T) M(T —1)

Vektor na levé strané oznacime z, matici na pravé strané oznac¢ime M a dostaneme
z = Mp. (3.10)

Vektor z i matice M jsou slozeny z pozorovanych hodnot, vektor p je [-tici parametri, které
chceme odhadnout. Pokud by se vyvoj populace pfesné fidil modelem (3.6), pak by podle
rovnosti (3.10) platilo z — Mp = o. Tato uvaha vede k tomu, Ze za odhady parametru p
vezmeme takové hodnoty, aby norma vektoru z — Mp byla co nejmensi.

Plati

|z—=Mp|3=(z-Mp)T(z—Mp)=2T2—2"Mp—p'MT2 + p"MTMp =
1
—2"2-22"Mp+p" M Mp=2T2+2 <§pTMTMp — zTMp> .

Hodnota 2"z nezavisi na parametrech, proto sta¢i minimalizovat vyraz v zavorce. Oznacime
G=M"M, g=M"z

Pak je matice G typu [ x [ a je symetrickd. Hledame vektor p s nezapornymi slozkami tak,
aby
1
ipTGp— q'p — min. (3.11)
Kromé nezapornosti musi slozky vektoru p splinovat i dalsi podminky — pravdépodobnosti
nemohou prekroc¢it hodnotu 1, soucet vSech pravdépodobnosti vyjadiujicich pfechod z néja-
kého stadia do jinych také nemtize byt vétsi nez 1 a podobné. VSechna takova omezeni jsou
linedrni, mtzeme je tedy podobné jako nerovnosti (3.5) z ivodniho piikladu obecné zapsat
ve tvaru

Cp<b, (3.12)

kde C je vhodnda matice a b je vhodny vektor; matice C méa [ sloupci, pocet jejich a radku je
roven dimenzi vektoru b.
Uloha (3.11), (3.12) je tilohou kvadratického programovani v zdkladnim tvaru.

3.1.3 Metoda maximalni vérohodnosti

Stejné jako u regresnich metod budeme predpokladat, ze pozorované slozeni populace v Case
t+ 1 je projekci jejiho slozeni v ¢ase ¢t a ndhodné odchylky. Nyni vSsak budeme predpokladat,
ze ndhodné odchylka je multiplikativni,

k
ni(t+1) =Dy "agn;(t),  i=12...k t=012,...,T—1 (3.13)
j=1
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O chybach budeme predpokladat, ze v jednom kazdém casovém okamziku jsou realizaci na-
hodného vektoru z k-rozmérného normalniho rozdéleni se stfedni hodnotou o a varianc¢ni
matici X,

sty=| . | ~No5) (3.14)

5k‘(t)

a ze jsou v jednotlivych ¢asovych okamzicich nezavislé, tj. d(¢1) a 8(t2) jsou nezavislé ndhodné
vektory pro t; # to. Poznamenejme, Ze variancni matice ¥ nemusi byt diagonalni; napf.
podminky, které jsou dobré pro mladé jedince, mohou byt dobré i pro staré nebo naopak.

Dale budeme predpoklédat, ze vSechny pozorované hodnoty jsou kladné. Miizeme je tedy
zlogaritmovat, tj. polozit

m;(t) = Inn,(t), i=1,2,...,k, t=0,1,2,...,T,

neboli
m(t) =Inn(t), t=0,1,2,...,T.
Ponévadz podle (3.13) plati

k

mit) =Inn;(t) = 6;(t — 1) +In Y agn,(t — 1),

je pfi danych hodnotach n(t — 1) vektor m(t) realizaci ndhodného vektoru z k-rozmérného
normalniho rozdéleni se stiedni hodnotou p(t),

k
=) agni(t—1), t=12,....T (3.15)

a varian¢ni matici . Z predpokladané nezavislosti chyb v riznych ¢asovych okamzicich nyni
plyne, Ze vérohodnostni funkce je tvaru

L(A,T) =P (m(1),m(2), .., m(T)A,£,m(0)) = [[ P (m(t) A, £, m(t - 1)) =
L 1 1 T,
— tl_[l —(277)’f — exp {—E(m(t) —u(t) T H(m(t) - ,u(t))} )

Odtud dostaneme

!

~ILAT) =Y 1(1n 27)% + Indet & + (m(t) — p(t)) = (m(t) — u(t))> -

[\)

Tk 1 -1 d Ts-1
= 527+ (~ThdetT™ +) (m(t) — ()T (mi(t) — u(t))).
t=1
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Ponévadz prvni ¢len, tj. vyraz %Tk In 27, nezévisi na matici A ani na matici ¥, mtzeme
maximalné vérohodny odhad parametri, tj. slozek matic A a ¥ !, vypocitat jako

T
(A,£71) = argmin <—Tln det X1 + Z (m(t) — u(t))TZ_l(m(t) — u(t))) ,
t=1
kde slozky vektort wp(t), t = 1,2,...,T jsou dany rovnostmi (3.15) (a zavisi tedy na matici
A). Minimum hleddme néjakou itera¢ni metodou, jako vychozi aproximaci miizeme pouzit
odhad (3.2).

Jesté poznamenejme, ze predpoklad o nezavislosti ndhodnych odchylek od deterministic-
kého modelu v jednotlivych ¢asovych okamzicich je dost silny, ve skutecné populaci nemusi
byt splnén; napt. pokud byla populace v jednom ¢asovém okamziku diky piiznivym podmin-
kam v dobrém fyziologickém stavu, muze byt jeji rist do dalsiho okamziku vétsi nez obvykle,
i kdyz podminky se nezavisle zméni na néjaké méné pfiznivé.

3.2 Parametry populace se stabilizovanou vékovou strukturou

Uvazujme vékové strukturovanou populaci, tj. populaci kteréd se vyviji podle Leslieho modelu
po dostatecné dlouhou dobu. Takova populace ma v né¢jakém case ¢ strukturu

n(t) = N(t)w,

k
kde N(t) = > n;(t) je celkova velikost populace a w je normovany vlastni vektor prislusny

J=1
k dominantni vlastni hodnoté A (rtistovému koeficientu); normu v tomto ptipadé pouzivame
souctovou,

k
lwll, => w; =1.
j=1

3.2.1 Odhad rustového koeficientu

Predpokladejme, Ze mame zmérenu velikost populace v ¢asech t;, i =1,2,...,m, tj. Ze zname
hodnoty
N(tl)a N(tQ), s ’N(tm)

a vSechny tyto hodnoty jsou kladné. Prti stabilizované vékové strukture plati
N(t;) = N(t)A" ",
tedy po zlogaritmovani
InN(t;) =t;In\+1InN(t;) —t11n A;.

Tuto rovnost 1ze povazovat za zobecnény linedrni regresni model. Odhad parametru A (hod-
notu rustového koeficientu) je déan standardni formuli

m m m
mZtilnN(ti)— Z 7 lnN(t,)
A =exp{ —= =1 =l . (3.16)

m 2
my 12— ( tl->
i=1 i=1
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Pokud bychom méli nepierusenou casovou fadu pozorovani velikosti populace, tj. znali
vSechny hodnoty N(0), N(1),...,N(T), lze vypocet odhadu rustového koeficientu zjednodusit
na tvar

T T T T
(T+1) St N@#) — S¢S InN(¢) 65 (2t — T)In N (#)
5\ = exp t=0 t=0 t:02 = exp t=0
(T+1)§Tjt2—<§jt> T+ )T +2)
t=0 t=0

3.2.2 Odhady pravdépodobnosti preziti a fertilit

Predpokladejme nyni, zZe navic mame zmérené velikosti jednotlivych vékovych t¥id v jednom
casovém okamziku, tj. zndme hodnoty

n1(t),mz(t), . mi(t)
pro néjaky cas t. Z tohoto méfeni mizeme odhadnout slozky vektoru w,

i(t i(t .
g = ) s (3.17)

k
]; n;(t)

V populaci se stabilizovanou vékovou strukturou plati

Paw; = Mwis1, tj. P Aw’“, i=1,2,.. . k—1.

Z

Za odhad pravdépodobnosti P; tedy mizeme vzit

. Y i (t
B=3T aten® ks (3.18)

odhad A riistového koeficientu je pFitom déan rovnosti (3.16).

K odhadu vékové specifickych plodnosti £} ,F5, ..., F}, vyuzijeme charakteristickou rovnici
(2.20) Leslieho matice. Dosadime do ni odhady ristového koeficientu i pravdépodobnosti
preziti,

k j—1 j—1
=3 i [T A=Y i [T - anj
: : j:l q:l nq )\nl
Dostaneme tak rovnost
g (t Z Fynj(t (3.19)

Oznacime ® soucet plodnosti a zavedeme relativni vékové specifické plodnosti vztahy
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Pokud bychom znali hodnoty f; napfiklad z néjaké teorie nebo z dalsiho pozorovani, mtizeme
dosadit do rovnosti (3.19),

k
Ang(t) =@ fin(t)
j=1

a soucet plodnosti odhadovat vztahem

. g (t)
o = - (3.20)
2. finj(t)
j=1
Nejjednodussi predpoklad o plodnostech je ten, ze jsou na zacatku zivota nulové, v plod-
ném véku, tj. ve véku od menarche po menopauzu (ve vékovych kategoriich m, m+1, ..., M)
jsou konstantni a v postreproduktivnim obdobi jsou opét nulové. Mizeme tedy predpokladat
hi=fe==funa1=fur1=fu2==fr=0,
fn = fmsr == far =
m = Jmil = =M=

Za tohoto predpokladu odhadneme sumarni plodnost ® vztahem

- N M-—-—m+1

® = Ani(t)—; (3.21)
> nj(t)
J=m
Také 1ze naptiklad predpokladat, ze plodnost od m-té vékové kategorie nartista, dosahuje
maxima Fax v p-té vékové tridé, a pak klesne az na nulovou hodnotu po menopauze. Pokud
narust a pokles budeme povazovat za linearni, specifické plodnosti vyjadiime ve tvaru

( j—m+1 )
max_ ____ , 4 S S 9
w Ty MSJISP

. M—-j+1 )
Fj = Fmaxm, p<j<M,

0, jinak.

V tomto pfipadé dostaneme z rovnosti (3.19) pro maximalni plodnost odhad

S\nl(t)(p —m+1)(M—-p+1)

Flnax = = . (3.22)
(M—=p+1) > G —m+Dn;(t)+(p-—m+1) ZH(M—JHL Dn;(t)
j=m J=p

V populaci se stabilizovanou vékovou strukturou navic plati
k
> Fpn(t) = na(t + 1) = Ay (t).
j=1

Pokud tedy budeme znat hodnotu nq (t+1), tj. pocet novorozenci v ¢ase t+1, lze v rovnostech
(3.20), (3.21), (3.22) vyraz Anq(t) nahradit vyrazem ni(t + 1). Tedy odhadovat parametry
modelu z pozorovanych hodnot bez pomoci odhadnutého ristového koeficientu A.
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Kapitola 4

Modely s externi variabilitou

4.1 Sezonni variabilita

Budeme se zabyvat populaci tvorenou jedinci, jejichz zivotni cyklus je tvoren nékolika fdzemi
navazujicimi na sebe v prubéhu ¢asu. V jedné fazi je populace strukturovana do nékolika trid,
pritom se pocty tfid mohou v jednotlivych fazich zivotniho cyklu lisit. Dobu trvani zivotniho
cyklu budeme povazovat za jednotkovou, doby trvani jednotlivych fazi mohou byt ruzné.

Typickym ptikladem mtze byt vyvoj jednoletych bylin: projekénim intervalem je jeden
rok, jednotlivymi fazemi jsou ro¢ni obdobi. V kazdé fazi svého vyvoje muze populace byt
rozdélena do rtizného poctu t¥id. V pripadé jednoletych rostlin mtizeme na jafe rozlisit malé
a velké sazenice, v 1été malé, stfedni a velké rostliny, na podzim je populace tvofena pouze
vyprodukovanymi semeny a v zimé semeny prezimujicimi nebo vykli¢enymi rostlinkami.

Necht konkrétné je zivotni cyklus rozdélen na m fazi. Pfedpokladejme, Ze poc¢éateéni (nulta)
faze prvniho cyklu zacina v ¢ase t = 0 a i-ta faze prvniho cyklu trva od ¢asu 7; do ¢asu 741,
kde 19,71, ..., Tm jsou redlné ¢isla takova, ze

O=10< << <Tmo1<Tm=1
Predpokladejme dale, ze v i-té fazi je populace strukturovana do k; ttid, ko, k1, ..., kn_1 jsou
prirozena cisla. Velikost populace v i-té fazi t-tého cyklu je tedy vyjadrena k;-rozmérnym
vektorem n(t + 7;). Nechf nakonec nezdpornd matice B; typu ki;1 x k; projektuje vektor
velikosti populace v i-té fazi na jeji velikosti v i 4+ 1-ni fazi (popisuje pfechod populace z i-té
faze do nasledujici), i = 0,1,...,m — 2, nezdpornd matice B,,_1 typu kg X ky,—1 projektuje
velikosti populace v posledni fazi na jeji velikosti v pocatecni fazi nasledujiciho cyklu.
Vyvoj populace budeme tedy modelovat rovnicemi

n(t+7m41) =Bwn(t+7), h=0,1,....m—1,t=0,1,2,.... (4.1)
Podle této rovnosti plati
’I’L(t + 1+ Th) = Bh_ln(t + 1+ Th—l) =
=Bn1Bron(t +1+ 74 2) =Bp_1Bp oBpsn(t +1+74-3) = ---
- =Bp_1Bp_9--- Bon(t +1+ To) =Bj_1Bj_2--- B()’n(t + Tm) =

=Bp—1Br—2---BoBr—1n(t + 7m—1) = B4_1Bp—2---BoByi—1Bpm_on(t + 15 2) = - -
- =Bp_1Bp—2---BoByi—1Brm—2 - Byn(t + 1,).

65
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Pro h € {0,1,...,m — 1} nyni polozime
Ap=Bp 1B 2 BoBin-1B—2---Bp, zejména Ag =By, 1By 2+ By,

Abychom zjednodusili zapis vypocti, oznacime jesté A,, = Ag. Kazda z matic Ay je ¢tvercova
radu kj,. Predchozi vysledek mizeme nyni zapsat ve tvaru

n(t+m,+1) =Apn(t + 1)

a z tohoto zapisu je vidét, ze

n(t + 7,) = Ajn(r,) = Aj,By_1By_2---B1Bon(0) = B,_1Bj_2- - B1BoAin(0).  (4.2)
Budeme jesté pouzivat oznaceni

D, =Bp_1Br_2---BoBy—1Bm—2---Bri1, h=0,1,...,my.
Matice Dy, je typu kp x kpy1 a plati
Ap =DypBp, Apr1 = ByDy, h=0,1,...,m—1. (4.3)

Tvrzeni 1. Vsechny matice Ag, A1, ..., A,,_1 maji stejné nenulové vlastni hodnoty.

Dtikaz: Necht h € {0,1,2,...,m — 1} je libovolné ¢islo. Ozna¢me pro strucénost r = kj,
s = kpy1. Matice By, je typu s x r, matice Dy, je typu r x s. Ponévadz podle (4.3) je

A, O\ /! Dp\ _(DyB, O\ /[l Dy\ (DnB, DiBiD.\ _

B, oJ\o 1)=\B, 0o/lo 1)\ B, By )~
(1 DO\/O O\ (1 D)/O O
“\o 1/)\By BDy) " \O 1)\B) Arps

a matice <g D|h> je regulérni, plati
| D)\ /A, O\ /I D)\ (O O
o | B, O/J\O I /) B, Api1)’

coz znamena, ze matice
(A, O (0 )
P1= (Bh o> a Pa= (Bh Ah+1>

jsou podobné a tedy maji stejna vlastni ¢isla'. Charakteristicky polynom prvni matice je

det(Py — Al) = det An =M 0) e (A, — A (=))%,
Brn  —Al

"Matice M a N jsou podobné, pokud existuje regularni matice P takova, ze P"*MP = N. Cislo \ je vlastni
hodnotou matice M préavé tehdy, kdyz M — Al = S a matice S je singularni. Vynasobenim této rovnosti
matici P~! zleva a matici P zprava dostaneme ekvivalentni rovnost N — Al = P~1SP. P¥itom matice P~'SP je
singulérni, coz znamena, ze \ je vlastnim c¢islem matice N.
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charakteristicky polynom druhé matice je

=l O

det(Py — Al) = det
(P2 ) (Bh Ant1 —

) = (=A)"det (Ap11 — Aly).

Alg

To znamend, ze vlastni hodnoty matice P; jsou stejné, jako vlastni hodnoty matice A; plus
s nul; vlastni hodnoty matice Py jsou stejné, jako vlastni hodnoty matice Ay plus 7 nul. A
ponévadz matice P; a P2 maji stejné vlastni hodnoty, maji matice A, a Ay 1 stejné nenulové
vlastni hodnoty. O

Tvrzeni 2. Necht vsSechny matice Ag,Aq,...,A,,_1 jsou primitivni a A\ je jejich spole¢né
dominantni vlastni hodnota. Pak pro kazdé h € {0,1,...,m — 1} plati
n(t + 7 h)

lim — =
oo X (),

kde wy, je (pravy) vlastni vektor matice Ay prislusny k vlastni hodnoté A.

Dtikaz: Tvrzeni plyne z prvni rovnosti (4.2) a z 2.1.1. O

Vyvoj populace sméfuje ke stavu, Ze se jeji struktura (relativni zastoupeni jednotlivych
tfid) v jednotlivych fazich neméni; struktura populace se pfitom cyklicky méni podle jednot-
livych fazi zivotniho cyklu.

Upozornéme jesté na skutecnost, ze spoleéné dominantni vlastni ¢islo matic Ay, (tj. rychlost
riustu populace se sezénni variabilitou) v pfipadé, ze vSechny matice By, h =0,1,...,m — 1
jsou ¢tvercové (tj. populace je v kazdé fazi ¢lenéna do stejnych tfid), nemusi nijak souviset
s vlastnimi hodnotami jednotlivych matic Bj. Napfiklad pro m = 2 uvazujme matice

0,2 0,2 (0,1 3
BO_<0,9 0)’ Bl_<0,2 0>'
Dominantni vlastni hodnota matice By, resp. matice By, je 0,5359, resp. 0,8262. Z toho by se
mohlo zdéat, Ze populace vymird. Ale dominantni vlastni hodnota matice

A — 0,1 3\ /02 0,2\ (2,72 0,02

=102 0/\09 0/ \004 0,04
je rovna 2,7203, takze populace dosti rychle roste. Tento piiklad neni néjak umély, mize
popisovat populaci, ktera se v nepfiznivém obdobi roku (naptiklad obdobi sucha) soustieduje

na prezivani, v priznivém obdobi na rozmnozovani. Uvedeny jev tedy muze slouzit k analyze
strategie dormance semen nebo spor.

Vlastni vektory

Predpokladejme, ze matice Ag ma vlastni hodnotu A\, kterd je vétsi nez absolutni hodnota
vSech ostatnich vlastnich hodnot. V takovém ptipadé je A spolecnd dominantni vlastni hod-
nota matic Ap, h =0,1,...,m — 1, tj. A je rustovy koeficient populace. Ozna¢me wy, pravy
normovany vlastni vektor matice Ay, prislusny k této dominantni vlastni hodnoté . Pak podle
(4.3) plati

)\wh = Ahwh = DhBhwh-
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Vynéasobenim této rovnosti matici By, zleva a s novym vyuzitim vztaht (4.3) dostaneme
A(Bhuuﬂ = BhDhBhuUz::Ah+1(Bhu%)-

To znamena, ze vektor Bywy, je vlastnim vektorem matice Ay, 1 piislusny k dominantni vlastni
hodnoté \. Plati tedy

Brwy,

Whit = h=0,1,...,m—1;

1Bhawnll,’
pritom klademe w,,, = wyg. Zname-li tedy normovany pravy vlastni vektor matice Ag prislusny
k vlastni hodnoté X\, pak miizeme snadno spocitat normované pravé vlastni vektory matic A1,
Ao, oo A

Necht vy, h = 0,1,2,...,m — 1 je levy vlastni vektor matice A, takovy, ze (vp); = 1
(reproduktivni hodnoty vyjadiujeme relativné k reproduktivni hodnoté prvni ti¥idy). Pak
plati

”Z+1Ah+1 = ULlBhDh = )‘VZH-

Vynasobenim této rovnosti zprava matici Bj, dostaneme
T T
<vh+18h> DB, = A <’uh+1Bh> ,

coz znamena, ze vektor BTwvy, 41 je levym vlastnim vektorem matice D,Bj, = A, piislusnym
k vlastni hodnoté A. Zname-li tedy levy vlastni vektor v,, = vo matice Ag, pak mizeme
spocitat levé vlastni vektory matic A,,—1, Aj—2, ..., A1 pomoci vztaht

-
Byp_1vn

e h=m,m—1,...,2.
(BT 1on), m

Vp—1 =

Citlivost a pruznost rustového koeficientu

Nejprve vysetiime citlivost riustového koeficientu A na slozky matice Bj,. Ponévadz podle (4.3)
je

kh41
OAn)pg 0 o .
aBn);  9(Bn)i lzl(Dh)pl(Bh)lq — 545 (Dn)pi = 345 (D] )ip,

plati podle fetézového pravidla pro derivovani slozené funkce

kp  kp o\ 8 kp  kp
ZZ& Zza dgj( DT)@p—

p=1qg=1 p=1qg=1

Oznadime-li

O\ v
S(Ap) = <8(Ah)ij> = ( h)T( wn);

UV, wh
matici citlivosti ristového koeficientu A na slozkach matice Ay, (sr. 2.2.1) a
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matici citlivosti rustového koeficientu A na slozkach matice Bj,, mizeme psat
S(Br) = D;;S(An)-

Matici pruznosti E(By,) ristového koeficientu A vzhledem ke slozkdm matice By, mtizeme zapsat

C((Bry O\ 1
HB““(‘TTiéﬁ§5;>“XBhO“B“'

ve tvaru

4.2 Periodicka variabilita

Predstavme si populaci, jez je strukturovana do k tifid a vyviji se v prostiedi, které se pe-
riodicky méni. To mize napiiklad byt zpisobeno sezénnimi zménami klimatu a podobné.
Takovou populaci mizeme modelovat rovnici

n(t +1) = A{t)n(t), (4.4)

kde o ¢asové zavislé projekéni matici A(t) predpokladame, Ze je pro vSechna t = 0,1,2,...
nezaporna a ma periodu m, tj. A(t +m) = A(t) a m je kladné celé ¢islo.

Zménime casové méritko tak, aby délka periody byla jednotkova, tj. zavedeme novou
nezavisle proménnou

1
s = —t
m

a polozime v(s) = n(ms). Pak pro h € {0,1,2,...,m — 1} a s nezadporné celé ¢islo plati

v <s+%> =n(ms+h+1)=A(ms+ h)n(ms+h) =
i (o (4 1)) = mi (s 1),

h+1 h
V<S+;>:A(h)u<8+_>’ hzoyla""m_l’5:0’152?"'?
m

Model tedy miizeme zapsat ve tvaru

m

h
coz je model (4.1) s 7, = —, By, = A(h). Model (4.4) muzeme povazovat za specidlni pfipad
m

modelu se sezénni externi variabilitou.

Alternativu k uvedenému piistupu k modelim s externi periodickou variabilitou pfedsta-
vuje vyuziti Fourierovy analyzy.

Prvky a;;(t) matice A(t) v modelu (4.4) jsou periodické funkce s periodou m. Muzeme je
tedy vyjadrit ve tvaru Fourierovy tady

G 27l
a;j(t) = cij + IZ; b;j cos <Et — %‘jl) ]
O koeficientech budeme predpokladat, ze
leii| > bigtls g = 1,2,k L= 1,2, (4.5)

tento predpoklad zaruéi, ze matice A(t) je nezaporné pro vsechna ¢. Je-li nerovnost v podmince
(4.5) ostra, pak matice A(t) je primitivni, resp. ireducibilni, pro vSechna ¢ pravé tehdy, kdyz
A(0) je primitivni, resp. ireducibilni.



70 KAPITOLA 4. MODELY S EXTERNI VARIABILITOU

4.3 Aperiodicka variabilita

Uvazujme model vyvoje populace strukturované do k t¥id s ¢asové zavislou projekéni matici

A(t)

n(t+1) = A(t)n(t); (4.6)
pfitom matice A(t) je pro kazdé t = 0,1,2,... nezaporni. ReSenim této rovnice s pocatecni
hodnotou n(0) je

n(t) = At — 1At —2)---A(1)A(0)n(0). (4.7)

Pro analyzu modelu (4.6) vyuzijeme Hilbertovu projektivni pseudometriku d a Birkhoffuv
kontrakéni koefificient 7.

Polozme

H:=A(t — 1At —2)---A(1)A(0).
Rekneme, Ze posloupnost matic {H;};<, je slabé ergodickd, pokud tlim 7(H¢) = 0.
— 00
Pro kazdé dva nezaporné vektory «, y se stejnym nosi¢em podle tvrzeni 18.1 plati
0 < d(Hiz,Hy) < 7(Hy)d(z, y),

takze z véty o tfech posloupnostech plyne

t1i>r£o d(Ht$, Ht’y) =0

pro slabé ergodickou posloupnost matic {H;}. Pokud je tedy posloupnost matic {H;} slabé
ergodickd, pak FeSeni rovnice (4.6) maji pro libovolné poc¢ateéni podminky asymptoticky ekvi-
valentni smér. Z vlastnosti 18.2 mtizeme usoudit, ze slabé ergodickd posloupnost matic {H;}
je asymptoticky ekvivalentni s posloupnosti matic {)\twtv;r}, kde \; je dominantni vlastni
hodnota matice H; a wy, resp. vy, je piislusné levy, resp. pravy, vlastni vektor. ReSeni rovnice
(4.6) je tedy asymptoticky ekvivalentni s posloupnosti vektortu

{)\twtv;rn(O)} = {(Aan(O)) 'wt} .

Slabé ergodicka poslupnost matic je tedy jistym zobecnénim pojmu primitivni matice. Pies-
neji:

Pokud je matice A(t) v rovnici (4.6) konstantni a primitivni, tj. A(t) = A pro vSechna
t > 0 a existuje tg < 0 takové, ze A® > 0, pak je posloupnost matic {H;} = {At} slabé
ergodicka.
Dikaz: Podle tvrzeni 18.1 a 18.3 je

0<7(A) =1 <At—[t/t0]toA[t/to}to> <
<7 <At*[t/t0]to) . <A[t/t0}t0) <r <At*[t/t0]to> T(Ato)[t/to} < T(Ato)[t/to]_

Ponévadz podle 18.4 je T(A%) < 1, je tlim T(At)[t/t] = 0, takze také tlim 7(AY) = 0. O
— 00 — 00
Necht jsou vSechny matice A(t), t = 0,1,2,..., v rovnici (4.6) primitivni a maji stejné

rozlozeni nul, tj. pro vSechna t,s > 0 a vSechny dvojice indexi ¢, j plati, Ze a;;(t) = 0 pravé
tehdy, kdyz a;;(s) = 0. Pokud existuje konstanta K takova, ze
lim sup 240 (1) £ @55(0) > 0 (4.8)
t—oo  min{a;;(t) : a;;(0) > 0}
pak je posloupnost matic {H;} slabé ergodicka. Podminka (4.8) fika, Ze variabilita prostiedi
neni takova, ze by néktery koeficient projekéni matice ,,témér vymizel®.




Kapitola 5

Modely s interni variabilitou

5.1 Priklad — populace rozdélena na juvenily a dospélce

Uvazujme opét model (9) popisujici vyvoj populace, v niz lze jedince rozlisit na juvenilni a
dospélé (plodné). Projekéni matice populace je tvaru

A (01(1—7) s0>’ (5.1)

o1y 02
kde o7 ... pravdépodobnost pieziti juvenilnich jedinct do dalsiho obdobi;
09 ... pravdépodobnost preziti plodnych jedinci do dalsitho obdobi;
~ ... pravdépodobnost, ze juvenilni jedinec béhem obdobi dospéje;
@ ... stfedni pocet potomkt plodného jedince za jedno obdobi.

Dominantni vlastni hodnota matice A zavisi na vsech parametrech a je rovna

1
A1 = AM(o1,09,7, ) = 5 (O’l(l — ) + o2 +\/(01(1 —9) —02)2 +4017gp> .

Odtud je vidét, ze A\i(o1,02,7,¢) > 1 pravé tehdy, kdyz

o1ve > (1—02)(1—01(1—17)). (5.2)

Vyraz na levé strané této nerovnosti je stfedni pocet potomki plodného jedince nasobeny
pravdépodobnosti, Ze tito novorozenci béhem jednoho obdobi preziji a dospéji. Predstavuje
tedy ocekavany pocet plodnych potomku plodného jedince vyprodukovanych béhem jednoho
obdobi. Vyraz 1 — o9 predstavuje tmrtnost plodnych jedinct, vyraz 1 —o;(1 — ) pfedstavuje
umrtnost jedinct juvenilnich (nedospélych). Prava strana posledni nerovnosti tedy vyjadiuje
celkovou tmrtnost. Odvozenou podminku tedy muzeme pifeformulovat: Uvazovana populace
nevymird pravé tehdy, kdyz ocekdvany pocet potomki nového jedince neni mensi nez celkova
umrtnost. To samoziejmé neni nikterak prekvapivy zavér.

Kazdy z ekologickych (demografickych) parametr modelu muze zéviset na velikosti popu-
lace nebo na jejim sloZeni (relativnim nebo absolutnim zastoupenim jednotlivych tfid). Velka
populace, tj. velkd vnitrodruhova konkurence, mtize omezovat preziti, rychlost dospivani i

71
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plodnost:
o1 = Tecum-sune (5.3)
o9 = Yge MmNz (5.4)
v = Te 9tm—92n2z, (5.5)
o = He—f1mi—fanz (5.6)

Parametry X1, 3o, I', ® lze interpretovat jako pravdépodobnosti preziti juvenilnich jedinci,
preziti plodnych jedinct, maturace béhem projekéniho intervalu a specifickou plodnost dospé-
Iych jedinct (v tomto potadi) za predpokladu, Ze se neprojevuje vnitrodruhova konkurence.
Parametry s;j, g, fi, 1,7 = 1,2 udéavaji ,velikost vlivu“ vnitrodruhové konkurence na pieziti,
dobu dospivani a plodnost. VSechny parametry jsou nezaporné; pro pravdépodobnosti I';, 31,
Yo plati: 0 < v < 1, tj. juvenilni jedinec dospéje v konecéném case, 0 < 1 < 1, tj. v realné
populaci nemohou vsichni jedinci zemfit pfed dosazenim plodnosti, 0 < Yo < 1, tj. dospéli
jedinci nemohou neumirat.
Parametry o1, 02, 7 a ¢ budeme chépat jako funkce vektoru n = (ny,n9)". Oznaéme

A= Ai(01(0),02(0),7(0),(0)),

AP =l A (01(n), 02(n),7(n),p(n)),

pokud posledni limita existuje. Plati: Je-li 0 < A$* < 1 < A, pak
0 <inf{|n(t)|| : t € No} <sup{|n(t)|: t € No} < o0,

tj. populace dlouhodobé preziva a jeji velikost je omezena.
Jsou-li funkce o1, 09, v a ¢ dany rovnostmi (5.3)—(5.6), pak

lim o1(n) = pokud min {s11,s12} > 0,
]| —o0
lim oy(n) = pokud min {s91, 822} > 0,
]| —o0
lim ~(n)= pokud min{gy, g2} > 0,
]| —oc0
lim ¢(n)= pokud min {fi, fa} > 0,
]| =00
déle
I — o(1—
¢1_I{10A1(0170277,<P) o1(1—7),
hm )‘1(0-1? 02,7, QD) = 01,
11m Al(al,ag,'y, ©) = o9,
o1—0
hg M(o1,09,7,¢0) = = (O’l (1-— —i—\/ (1-— —{—401730)
g2

a funkce A1 je spojitou funkei svych proménnych. Odtud plyne:

e pokud plodnost zavisi na velikosti populace podle vztahu (5.6) s min{fi, fo} > 0 a
ostatni parametry modelu jsou konstantni, pak velikost populace nemize riist neome-
zené (nebof o1(1 — ) < 1) — stabilizace populace zmensenim plodnosti pii velké po-
pula¢ni hustoté;
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¥1=05,%3=01T=01&=50,s1 =5020=01 =92 = f1 = fo=0,
s11 = s12 = 0, 511 = s12 = 1,
A1 = 1,8658, A = 1,8658, A\;° = 0,1.

Obrazek 5.1: Vyvoj populace rozdélené na juvenily a dospélce, tj. model s projekéni matici
(5.1), jejiz parametry o1, 09,7, ¢ jsou dany rovnostmi (5.3)—(5.6).

Vlevo: Ekologické parametry nezavisi na velikosti populace, vpravo: stabilizace populace zvét-
Senim tmrtnosti juvenilnich jedinct (infanticidou).

e pokud prevracena hodnota doby dospivani zavisi na velikosti populace podle vztahu
(5.5) s min{gi, g2} > 0 a ostatni parametry jsou konstantni, pfi¢emz prezivani juvenil-
nich jedinct neni jisté (o1 < 1), pak populace nemtize rist neomezené — stabilizace
populace odloZenim reprodukce pii velké populaéni hustoté!;

e pokud pravdépodobnost pfeziti juvenilnich jedincii zavisi na velikosti populace podle
vztahu (5.3) s min{s1,s12} > 0 a ostatni parametry jsou konstantni, pak populace
nemuze rist neomezené — stabilizace populace zvétsenim tmrtnosti juvenilnich jedinct
(nebo infanticidou) pii velké populaéni hustoté;

e i kdyz pravdépodobnost preziti dospélych jedincu zavisi na velikosti populace podle
vztahu (5.4) s min{ss1, s92} > 0, mize populace rist neomezené; k tomu napiiklad

L Odlozeni reprodukce® zni jako aktivni schopnost jedince se tak rozhodnout. U mimolidskjch populaci se
vSak vétSinou jednd o zpomaleni rustu a dospivéani jedinct, tj. o pasivni odezvu na prostiedi.
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¥1=05,3=01T=01s11=s12=91=92= f1 = fo=0, 591 =502 =1,

® = 50, ® = 10,5,
A = 1,8658,
A° = 1,8221, A° = 0,9837.

Obrazek 5.2: Vyvoj populace rozdélené na juvenily a dospélce, tj. model s projekéni matici
(5.1), jejiz parametry o1, 09,7, ¢ jsou dany rovnostmi (5.3)—(5.6).

Vlevo: Zpomaleni ristu populace zvétsenim tmrtnosti dospélych jedinct pii velké plodnosti,
vpravo: stabilizace populace zvétsenim timrtnosti dospélych pii malé plodnosti.

dojde, kdyz plodnost je velka,

1—01(1—7).

0>
o1y

Stejné tvahy se stejnymi zavéry lze provést i v pripadé, ze parametry oy, o9, v a ¢ zavisi na
velikosti populace jinym zptisobem, nez podle vztaht (5.3)—(5.6), ale stale maji vlastnost

lim oy(n) =0, lim o2(n) =0, lim ~(n) =0, lim ¢(n)=0.

1 Y
Il =00 [Inf| =00 || —o0 || —o00

Na obrazku 5.1 vlevo je zndzornéna dynamika populace, jejiz ekologické (demografické)
charakteristiky o1, o9, v, ¢ nezéviseji na populacni hustoté. Na obréazcich 5.1 vpravo a na
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A = 1,8658, \{° = 0,45, A = 1,8658, A\{° = 0,5.

Obrazek 5.3: Vyvoj populace rozdélené na juvenily a dospélce, tj. model s projekéni matici
(5.1), jejiz parametry o1, 09,7, ¢ jsou dany rovnostmi (5.3)—(5.6).

Vlevo: Stabilizace populace omezenim plodnosti, vpravo: stabilizace populace odlozenim re-
produkce.

obrazcich 5.2 a 5.3 jsou ptiklady populaci se stejnymi hodnotami parametr 3, o, I' a
® takovych, ze pravé jeden z ekologickych (demografickych) parametrti zavisi na velikosti
(hustoté) populace. Konkrétné na obrazku 5.1 a 5.2 jsou populace, u nichz vnitrodruhova
konkurence (napft. vnitrodruhové agresivita rostouci s popula¢ni hustotou) ovlivituje preziti.
Zmenseni pravdépodobnosti pteziti juvenilnich jedincu stabilizuje velikost populace (obrazek
5.1 vpravo). ZmensSeni pravdépodobnosti preziti dospélych jedinci obecné nezajisti stabilizaci
velikosti populace, k tomu muze dojit pouze tehdy, jeli plodnost dostate¢né mala (obrazek 5.2).
Na obréazku 5.3 je znazornéna stabilizace velikosti populace, pokud vnitrodruhova konkurence
zpusobuje zmenseni plodnosti nebo prodlouzeni doby dospivani.
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5.2 Konstrukce modelt
Obecny model rastu strukturované populace s interni variabilitou je tvaru
n(t+ 1) = A(n(t))n(t). (5.7)

Ctvercova matice A = A(n) fadu k je pro kazdy vektor n € ]ler nezaporna.
Casto je uzitetné uvazovat ponékud specifiétéjsi model, konkrétné takovy, Zze vSechny
slozky matice A zavisi na vazeném souctu velikosti jednotlivych t¥id populace

N(@t)=> ani(t) =c"n(t), > 0; (5.8)
i=1

veli¢ina N ve specidlnim pripadé ¢ = 1 vyjadiuje celkovou velikost populace.

Necht a;; = ai;(N) je diferencovatelnd funkce a oznacme g;;(N) = Na;;j(N). Pokud
a;;(N) > 0 pro n&jaké N > 0, fekneme, ze vliv N na a;; je depensujici. Pokud aj;(N) <0 a
9;;(N) > 0 pro viechna N > 0, fekneme, Ze vliv N na a;; je kompensugici. Pokud a};(N) <0
a

W 9 () =0

mluvime o nadmérné kompensaci nebo o prekompensovdni (overcompensation). Casto pouzi-
vané zavislosti jsou

1

aij(N) = i N’

Beverton-Holt, kompensujici

a;j(N) = aijeM’N ) Ricker, pfekompensovéni;

parametry c;;, 3, v jsou kladné.
Projekéni matici A lze dekomponovat na soucet matice prechodi mezi tfidami a matice
plodnosti,
A(n) =T(n) + F(n).

Prvky t;; = tij(n) a fi; = fij(n) matic T a A pfitom spliiuji nerovnosti
fij(n) >0, ti;(n)>0, i,j=12...k,

k

D tipn) <1, j=1,2,...k
=1

pro vSechny nezaporné vektory n. Jako vhodny tvar funkei ¢;; navrhli Fujiwara a Caswell
exp(ai + Bi' m) .
tij(n) = - . i=1,2,... .,k (5.9)

14+ > exp(ap + Ban)
p=1

Parametry «; urcuji pravdépodobnosti pfechodu do i-té tiidy nebo setrvani v ni pfi nulové
velikosti populace (pii tak malé populaci, Ze se neprojevi vnitrodruhova konkurence ani ko-
operace). Vektor 3; uréuje vliv velikosti jednotlivych t¥id populace na pfechod do i-té t¥idy
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nebo pfezivani v ni. Pokud budeme jesté uvazovat (k+1)-ni t¥idu (uhynulé jedince) a poloZzime

1

)

thr1,(n) =

k
1+ > exp(ap + Ban)
p=1

predstavuji funkce ¢;; hustotu mnohorozmérného logistického rozdéleni pravdépodobonosti.
Snadno ovéfime, ze

k+1
Z tz‘j (n) = 1.
i=1
Pokud vektory (B; nezavisi na indexu 7, tj. B; = ¢ pro vSechna ¢ = 1,2,...,k, pak jsou

pravdépodobnosti pfechodu vyjadfené rovnostmi (5.9) tvaru t;; = t;;(N), kde N je déno
rovnosti (5.8).

5.3 Asymptotické vlastnosti

Ozna¢me n(t;ng) FeSeni projekéni rovnice (5.7) s pocateéni podminkou n(0) = ny.
Definice 1.

e Necht xg € R’i. Mnozina

Q(xo) = {:c e RY : (3{t;}32,) lim t; = oo, lim n(t;;xo) = a:}
71— 00 71— 00

se nazyva w-limitni mnozina bodu xq¢ vzhledem k rovnici (5.7).
e Necht M C R’i. Mnozina

QM) = |J )

xeM

se nazyva w-limitni mnozina mnoziny M vzhledem k rovnici (5.7).
e Necht S C R je takovd mnozina, ze

xeS = (VteN)n(t;x) € S.

Pak se S nazyva invariantni mnozina rovnice (5.7).
e Necht S C RE je takovd invariantni mnozina rovnice (5.7), ze

VO((S~Q#0#QCS) = (FzeQ)(3teN)n(tz) ¢Q,

tj. neexistuje jeji neprazdna vlastni podmnozina, ktera by byla invariantni mnozinou rovnice
(5.7). Pak se mnozina S nazyva minimadlni invariantni mnozina rovnice (5.7).

Pozndmka 1. Mnozina S je minimalni invariantni mnozinou rovnice (5.7) pravé tehdy, kdyz

S = Q(S).
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Priklad:

Uvazujme rovnici

ni(t+1) = o1(1 — ) ny(t) +@e ™ O=20) ny(t),
(5.10)
no(t+1) = o1yni(t) + oo na(t),

kterd je modelem populace strukturované podle plodnosti (9), v némz plodnost zavisi na
velikosti populace. Jedna se tedy o moznou stabilizaci velikosti takové populace omezenim
plodnosti pri vysoké populac¢ni hustoté. O parametrech budeme predpokladat, ze 0 < o1,y < 1
(juvenilni jedinci mohou prezit a dospét), 0 < o9 < 1 (plodni jedinci nejsou nesmrtelni) a
® > 0 (plodni jedinci néjaké potomky ,produkuji“). Z téchto pfedpokladt bezprostiedné
plyne, Ze pokud mé pocéatecni podminka obé slozky nezadporné, pak také feseni rovnice (5.10)
ma obé slozky nezdporné pro vsechna t. Uzavieny prvni kvadrant Ri je tedy invariantni
mnozinou rovnice (5.10).
Piimym vypocétem se snadno presvédcime, ze pii pocatecni hodnoté

1 o1y ® 1 =0y
rog = In
l—og+01y (1-01(1—7))(1—o02) o1y
je n(t;xg) = xo pro vsechna t. Je-li

(1-01(1=7))(1 — 02
o1y ’

d >

pak jsou obé slozky vektoru xg kladné. V takovém piipadé je tedy mnozina {xg} invariantni
mnoZinou rovnice (5.10). Odtud dale plyne, Ze mnozina R? v takovém piipadé neni minimalni
invariantni mnozinou, nebot mé vlastni podmnozinu {x¢}, ktera je invariantni. Jednoprvkova
mnozina {xo} jiz minimélni invariantni mnozinou rovnice (5.10) je. [

Definice 2 (Typy invariantnich mnozin). Minimélni invariantni mnozina S C ]ler rovnice
(5.7) se nazyva
staciondrni bod (rovnovdiny bod, equilibrium), pokud mnozina S je jednoprvkov;
cyklus délky (periody) p, pokud p je celé ¢islo vétsi nez 1 a mnozina S méa p prvki;
invariantni smycka, pokud mnozina S je uzavienou kiivkou v prostoru R”;
podivnd, pokud neni zddného z predchozich typi.

Vektor n je stacionarni bod rovnice (5.7) pravé tehdy, kdyz pro kazdy ¢as t je n(t; ) = 7,

tj. vektor 7 je feSenim rovnice
A(n)n = n. (5.11)

Odtud je vidét, ze nulovy vektor je stacionarnim bodem rovnice (5.7). Tento stacionarni bod
nazyvame trivialni.

Netrivialni stacionarni body vyjadiuji stalou velikost i slozeni populace — velikosti jednot-
livych tfid se v pribéhu ¢asu neméni; populace je v dynamické rovnovaze se svym prostiedim.
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Cyklus délky p je mnozina S = {xg,x1,...,Zp—_1} takova, ze

A(;)X; = Ti11(mod p)-

Zejména pro p = 2 plati S = {xg,x1} a 1 = A(xo)xo, o = A(x1)x1, stacionarni bod xg
je tedy nenulovym fesenim rovnice

[A(A(CC())CC())A(CC())] g — IQ.

Analogicky lze hledat cykly délky vétsi nez 2.

Definice 3 (Stabilita stacionarnich bodu). Stacionérni bod 7 rovnice (5.7) se nazyva
stabilni, pokud (Ve > 0)(36 > 0)(Vt > 1) [[no — 7| < = ||n(t;no) — 0| <e;
atrahugici, pokud (39 > 0) |ng — 7| < = tlg& n(t;ng) = N;

asymptoticky stabilni, pokud je stabilni a atrahujici;

globdlne asymptoticky stabilni, pokud je stabilni a (Vng # o) tlg& n(t;ng) = N,
repulsivnt, pokud (Je > 0) ng #n = litrgg}f In(t;ng) — 1| > e.

Necht 7 je stacionarni bod rovnice (5.7) a m je jeji feSeni. Ozna¢me x(t) = n(t) —
odchylku feseni od stacionarniho bodu. Pak n(t) = i + x(t), a

At+x(t+1)=n(t+1)=A(R+z()) R+ (). (5.12)

Predpokladejme déle, ze odchylka « od stacionarniho bodu je ,mald“ (tj. norma vektoru x
je ,mala“) a Ze slozky matice A jsou dvakrat spojité diferencovatelné. Polozme

B = A(R) + <[§—2(ﬁ)] 2, [5—:2(7%)} . [ gzﬂ (ﬁ)} n> . (5.13)

Z rovnosti (5.12) s vyuzitim Taylorovy véty a rovnosti (5.11) nyni dostaneme

ng +ax(t+1) = Zaljn+;c (nj+a:j(t)):

K . Oagj . 9 .
-y (aij(") 3 | 5| ) + 0 (Jeto] )) (g + (1)) =

j=1 =1
= 3" () (i + 25 (1)) +i2[8% )| 1) a5+ 23(0) +0 (J2(O)) =
j=1 j=l1=
. =1 . .
— (AR, + a0+ 03| G|, +0 (=) -
Jj=1 =1 j=1
) k ) k IA
:nﬁl};au(n)xl(tnle(><[8nl< w)] ) +0 (j=(1") -

~iu 3 (oato) + (|G| 2) )40 (1) = i+ (Ba(e), + 0 (J=)17)
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pro libovolné ¢ = 1,2, ..., k. Odtud
2(t+1) = Ba(t) + O (l2(0)])

To znamend, Ze odchylka x od stacionarniho bodu 71 se priblizné vyviji jako feseni linedrniho
homogenniho systému diferenénich rovnic s matici B (kterd nemusi byt nezapornd), tj.

kde y je feseni ulohy
y(t+1)=By(t), y(0)==(0),

pokud ||x(t)| je ,mald“. Oznac¢me
AB = max{\)\\ : (v e R¥)Bw = )\v} (5.14)

dominantni vlastni hodnotu matice B. Je-li \g < 1, pak tlim y(t) = o, tedy vektor y zlistava
—00
,maly“ a ,mald“ je i odchylka & od stacionarniho stavu; v dtsledku toho je tlim x(t) = o,
—00

coz pro feSeni rovnice (5.7) s pocateéni podminkou blizko staciondrniho bodu 7a znamena, ze

tlgglo n(t) = n.

Je-li \g > 1, pak tlim lly(t)|| = co. ,Mala“ odchylka se stane ,velkou“.
—00

Provedené tivahy mtizeme zformulovat jako vétu.

Véta 1. Necht 1 je staciondrni bod rovnice (5.7) a matice A je v okoli bodu fv dvakrdt spojité
diferencovatelnd. Definujme matici B rovnosti (5.13) a ¢islo Ag rovnosti (5.14). Pak plati: je-
li \g < 1, pak je staciondarni bod nv asymptoticky stabilni, je-li A\g > 1, pak staciondarni bod
. nent stabilni.

V ptipadé, Ze projekéni matice A zavisi na vazeném souctu slozek vektoru n, A = A(N) =
A(c™n), jsou jeji prvni parcidlni derivace ve staciondrnim bodé rovny

kde N = ¢"h. To znamena, ze matici B mizeme zapsat ve tvaru
B =A(N) + (1A' (M), coA (N, ..., cxA(N)7) = A(N) + ¢ ® (A’(N)ﬁ) .

Priklad:

Uvazujme opét rovnici (5.10). Podle vysledkt uvedenych v pfedchozim piikladu mé tato
rovnice stacionarni bod

. 1 1 017 1l -0y
n =xg = n
l—os+o1y  (1—01(1—7))(1—o09) o1y

Vysetiime jeho stabilitu.
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Oznaéme ¢(n) = ¢(ny,ny) = e~ "2, Pak rovnici (5.10) miZeme psat ve tvaru

n(t+1) = <‘71(1 =) ‘P(n(t))> n(t).

o1y 02

Déle je N = n; + no = 1"n a projekéni matice je tedy tvaru

A =A(N) = (Ul(;l; ”) “’g )> . kde o(N) = e V.

Plati ¢/(N) = —®e " = —¢(N), takze

Nyni mtzeme vypocitat

N(N)i = (—@((])V)ﬁz> L 1T e (N(W)A) (-tﬂ(év)ﬁz —tﬂ(év)%) .

Pro zjednoduseni zapisu ozna¢ime ¢ = p(NV) a dostaneme vyjadieni matice

B— (Ul(l —7) = ¢ns (1 —ﬁ2)<ﬁ> .
o1y P ’

pritom

N=1"a=1In

o1y ® b= () = (1—01(1=7))(1—02)
(1 —01(1—7))(1 —03)’ o1y
Podle Véty 1 k asymptotické stabilité staciondrniho bodu 7 rovnice (5.10) staci, aby vSechny

vlastni hodnoty matice B mély modul mensi nez 1.
Charakteristicka rovnice matice B je A\? — (tr B)A + det B = 0, kde

trB=o01(1—7)+ 02 — Pna, det B = g102(1 — ) + (017 — 02)Phe — o17H.

Kritické hodnoty parametri jsou takové, Ze charakteristickd rovnice méa koten, jehoz modul
je roven 1, tj. A = P pro néjaké realné ¢islo 4. Dosadime tuto hodnotu do charakteristické

rovnice,
X0 _ &P trB + det B = 0.

Tato rovnost je splnéna, pokud redlna i imaginarni ¢ast pravé strany jsou nulové, tj.
cos28 —cosftrB+detB=0, sin28—sinf trB=0. (5.15)

Druhou z rovnic upravime na tvar sin 3(2cos § — tr B) = 0. Z této rovnice plyne, zZe sin 5 = 0
nebo cos § = %tr B.

Necht sin 8 = 0. Pak cos 8 = 1, nebo cos 5 = —1. Pokud cos 8 = 1, pak také cos28 =1 a
dosazenim do prvni z rovnic (5.15) dostaneme 1 — tr B + det B = 0, tj.

0'10'2(1 — 'y) —o1vQ + (0'1")/ — O'Q)(ﬁﬁg = 0'1(1 — 'y) + 09 — phg — 1.
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Odtud vyjadfime
fy = (o2 —1)(1—01(1 —7)) + o179
(1—o2+017)¢
a po dosazeni za ¢ dostaneme no = 0, takze kritické hodnoty parametr jsou ty, které vyhovuji

(1-01(1=7))(1 02
017 '
Pokud cos § = —1, pak cos2 = 1 a prvni z rovnic (5.15) dava 1+ tr B+ det B =0, tj.

rovnosti

b —

0102(1 — ) — o17$ + (017 — 02)Phy = Phy — o1(1 — ) — o2 — L.
Odtud vyjadrime

A 20’1’)’(0’24—0’1(1—’)’))
2 p—
(1 —o1(1— 7))(1 —09)(1+ 09 — 017)
a po dosazeni za Ty
017 2(02 +01(1 =) (1 — 02+ 017)

In .
(—n(-0-0) (-o(l-))1 -2l +0s—01)
Dostavame tak druhou mnozinu kritickych hodnot parametra — ty, které vyhovuji rovnosti
(1—01(1=7)(1—02) o 2(00 +01(1 = 7)) (1 — 02 + 017)
o1y (1 —o1(1— 7))(1 —09)(1 + 09 — 017)'

@:

Necht nyni cos 8 = %tr B. Pak cos28 = (% tr 8)2 — <1 — (%tr B)z) = %(tr B)2 —1a po
dosazeni do druhé z rovnic (5.15) dostaneme —1 + det B = 0, tj.
0102(1 — ) + (017 — 02)Pha — o17p = 1.
Odtud vyjadiime
g — 017(2—01(1—7)—02)
(017 —02)(1 = o1(1 =7))(1 - o2)
a po dosazeni za no dostaneme tfeti mnozinu kritickych parametrti — ty, které vyhovuji rov-

nosti

(1—01(1=7))(1—02) l+oyy—02 2—o01(1—7)—o02
P = exp .
o1y o1y =02 (1—01(1=7))(1—02)

Ozna¢me nyni

D — min 14017 — 02 2(02+01(1—7)) l+o1y—02 2—01(1—7)—09
l—oy+o2(1—01(1—7))(1—02) o1y—02 (I1—o1(1—7)(1—02) |

Dosazené vysledky muzeme shrnout: Jestlize parametry rovnice (5.10) spliiuji nerovnosti

(1—01(1=7)(1—02) c®< (1—01(1=7)(1—02) oD
1Yy 017
pak je stacionarni bod 7v rovnice (5.10) asymptoticky stabilni. Jesté si mizeme povsimnout
analogie prvni nerovnosti s podminkou pro preziti uvazované populace (5.2). Odvozenou pod-
minku stability stacionarniho bodu 7 tedy muZeme interpretovat: maximalni mozny oceka-
vany pocet potomki novorozence je dostatecné velky na to, aby zajistil riist populace; neni
vsak ,,prilis velky“. |
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Population projection Attractor
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Obrazek 5.4: Rovnovazny bod v rovnici (9) s interni variabilitou (5.3)—(5.6).
Pouzité parametry: ¥y = 0.5, X9 = 0.1, I' = 0.1, ® = 50, f1 = fo =1, g1 = g2 = 0,
$11 = 812 = S21 = 822 = 0, n1(0) = 1, n2(0) = 0

Definice 4 (Klasifikace minimalnich invariantnich mnozin). Minimalni invariantni mnozina
=k . ;s
S C R’ rovnice (5.7) se nazyva

stabilni, pokud ke kazdému okoli V mnoziny S existuje okoli U mnoziny S takové, ze z ng € U
plyne n(t;ng) € V pro vsechna t € N;

atraktor, pokud existuje okoli U mnoziny S takové, ze z ng € U plyne
lim inf {||n(t;ng) — x| : * € S} = 0;
t—o0
okoli U se nazyva oblast pritaZeni atraktoru;

globdlni atraktor, pokud mnozina S je atraktor a celd mnozina U = ]R]jr ~ {o} je jeho oblasti
pritazeni;

repelor, pokud existuje okoli U mnoziny S takové, ze ke kazdému pocatecnimu stavu ng € S
existuje Cas to takovy, ze {n(t;ng) : t > to} NU = (.

Predstavu o atraktorech mtizeme ziskat pocitacovym experimentem:
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Population projection Attractor
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Obrazek 5.5: Cyklus periody 4 v rovnici (9) s interni variabilitou (5.3)—(5.6).
Pouzité parametry: 31 = 0.5, X = 0.1, I' = 0.1, & = 500, f; = fo =1, g1 = g2 = 0,
$11 = 812 = S21 = 822 = 0, n1(0) = 1, n2(0) = 0

1. Zvolime néjakou ,dostatecné reprezentativni“ kone¢nou podmnozinu V' oblasti pfitazeni
hledaného atraktoru (naptiklad ekvidistantni sif), zvolime ,dostatecné velky“ ¢as 7 a
,dostate¢nou dobu® projekce T (mélo by platit 0 < 7 < T).

2. Vezmeme néjaky bod x, z mnoziny V.

3. Spocitame feseni n = n(t;x,) ptrislusné projekéni rovnice az do zvolené hodnoty ¢asu
t = T. Tak ziskAme mnozinu {n(t;x,): 7 <t < T}.

4. Kroky 2. a 3. provedeme pro vSechny hodnoty x, € V.

5. Numerickym odhadem atraktoru je mnozina |J {n(t;z,): 7 <t <T}.
xz, eV

V pfipadé, Ze je dimenze k projekéni rovnice (5.7) rovna dvéma, nebo maximalné tfem,
miizeme numericky odhadnuty atraktor znazornit geometricky.

Priklad:

Podivejme se opét dvojrozmérny model (9) populace rozdélené na juvenily a dospélce. Koefi-
cienty prezivani o1, oo budou konstantni, o1 = X1, 09 = X9, koeficienty dospivani a plodnosti
v a ¢ mohou zaviset na velikosti jednotlivych tfid podle rovnosti (5.5) a (5.6).
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Population projection Attractor
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Obrazek 5.6: Invariantni smycka v rovnici (9) s interni variabilitou (5.3)—(5.6).
Pouzité parametry: 31 = 0.5, X = 0.1, I' = 0.1, & = 300, f; = fo =0, g1 = g2 = 1,
511 = 812 = s21 = S22 = 0, n1(0) = 1, n2(0) =0

V tomto modelu se mohou objevit atraktory, které jsou invariantnimi mnozinami vSech
typu zavedenych v Definici 2. Priklady mozné volby parametru pro jednotlivé typy jsou uve-
deny v popiscich obrazkt 5.4-5.7. V pripadé rovnovazného bodu, cyklu délky 4 a podivného
atraktoru se jednalo o stabilizaci populace omezenim plodnosti, v piipadé invariantni smycky
o stabilizaci populace odlozenim reprodukce pfi vyssich popula¢nich hustotach.

7 obrazkd muzeme vypozorovat: Ma-li rovnice atraktor rovnovazny bod, pak vSechny
slozky jejiho Teseni jsou konvergentnimi posloupnostmi. Mé-li rovnice atraktor cyklus, pak
slozky feSeni projekéni rovnice po dostateéné dlouhém case vypadaji jako periodické po-
sloupnosti s periodou délky cyklu. Je-li atraktorem invariantni smycka, na feseni projekénich
rovnic mizeme vidét néco jako amplitudovou modulaci zakladni frekvence. V ptipadé podiv-
ného atraktoru neni na reseni projekcni rovnice kromé ohranicenosti zdola i shora vidét zadna
pravidelnost. |
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Population projection Attractor
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Detail atraktoru:

adults
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Obrazek 5.7: Podivny atraktor v rovnici (9) s interni variabilitou (5.3)—(5.6).
Pouzité parametry: 3; = 0.5, X9 = 0.1, I' = 0.1, ® = 1800, f1 = fo =1, g1 = g2 = 0,
$11 = s12 = S21 = s22 = 0, n1(0) = 1, ng(O) =0



Kapitola 6

Modely dvojpohlavni populace

6.1 Populace rozdélena na juvenily a dopélce

Uvazujme populaci, v niz jsou jedinci dvou pohlavi a jedinci kazdého pohlavi jsou rozliseni
na juvenilni a plodné. Juvenilni jedinci mohou piezivat a dospivat, plodni jedinci produkuji
gamety a mohou prezivat. Jedna se tedy o ,dvojpohlavni analogii“ populace, jejiz model byl
sestaven v Prologu na str. 5.

Za zacatek zivotniho cyklu takové populace budeme povazovat spojeni samici a samci
gamety, kterym vznikne zatim bezpohlavni zygota, ze které se vyvine bud mladé samicka
nebo samecek. Za jednotku casu zvolime dobu, za niz ze zygoty vznikne jedinec. Oznacme
n1 = n1(t) mnozstvi zivotaschopnych zygot v ¢ase t, tj. takovych zygot, z nichZ vznikne zivy
jedinec. Dale ozna¢me ny = no(t) a n3 = ng(t), resp. ng = ng(t) a ns = ns(t), mnozstvi
juvenilnich a plodnych samic, resp. samct. Analogicky jako v piipadé nepohlavni populace
oznacime ~y nebo vy, pravdépodobnosti, Ze juvenilni samicka nebo samecek dospéje béhem
casového intervalu jednotkové délky, a o1¢, o1, 02y a 02, 0znacime pravdépodobnosti, Ze
jednotkovy Cas prezije juvenilni samicka, juvenilni samecek, plodna samice a plodny samec
(v tomto potadi). Priméarni pomér pohlavi, tj. relativni zastoupeni zygot, z nichz se vyvinou
samicky, oznac¢ime . Nakonec oznac¢ime symbolem B pocet zygot, které béhem jednotkového
casu vyprodukuji plodni jedinci. Tento pocet bude urcité néjak zaviset na aktudlnim mnozstvi
f samic a m samct aktuédlné pritomnych v populaci, tedy B = B(f, m); v uvazovaném modelu
je [ =mn3, m = ns.

Zivotni cyklus uvazované populace je znazornén na obr. 6.1. Nejednad se ovSem o graf
zivotniho cyklu ve vlastnim slova smyslu; do uzlu A7 vede ,hrana“ vychazejici ze dvou uzli

Ng a N5.

Vyvoj modelované populace lze popsat rovnostmi

nl(t + 1) = B(ng(t),n5(t)),
na(t +1) = ona(t) + o1p(1 = p)na(t),  na(t+1) = (1= o)na(t) + o1m(1 — ym)na(t),
ng(t + 1) = Ulf’yfng(t) + O’gfn3(t), 7”L5(t + 1) = Ulm'ymn4(t) + O’an5(t),

87
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juvenilni dospéli

o1r(L—y) oo f

- @ i
3 samice

zygoty

5 samci
O1mYm @
()

2m

o1m (1 — ¥m)

Obrazek 6.1: Schematické znézornéni zivotniho cyklu dvojpohlavni populace strukturované
na juvenilni (neplodné) a dospélé (plodné) jedince. Uzel N; representuje zygoty, které jsou
produkovany spolené dospélymi samicemi N3 a samci N, ale které jesté nemaji urcité po-
hlavi. Parametr ¢ oznacuje primérni pomér pohlavi, parametry ~; pravdépodobnost maturace
béhem projekéniho intervalu, parametry o1; a o9; pravdépodobnosti preziti juvenilnich a do-
spélych jedinca prislusného pohlavi.

nebo v maticovém tvaru

n
n2
ng | (t+1) =
g
n5
0 0 0 0 0 n1 B(ns(t),ns(t))
1Y O'1f(1 - ’Yf) 0 0 0 19 0
= 0 O1fYf o2f 0 0 ns (t)+ 0
1—-op 0 0 om(l—vm) O o 0
0 0 0 O1mYm 02m ns 0

Opét se nejednéd o maticovy model v obvyklém smyslu; model je porusen (perturbovéan) pii-
¢itanym vektorem, ktery zavisi na struktufe populace a tato zavislost je nelinearni.

Predpokladejme nyni, ze funkci B zname. Pro libovolné hodnoty f > 0 a m > 0 polozime

Ba(fom) = 2L (g my = 2, (6.1

Pak B(f,m) = fF3(f,m) + mF5(f,m). Pro zkraceni zapisu jesté zavedeme oznaceni

Kf = Ulf(l - fo)a Tf = O01fYf, Km = Ulm(l - 7771)7 Tm = O1mTm-
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Model tak mutizeme prepsat jako maticovy model s interni variabilitou ve tvaru

ny 0 0 F3 (ng(t),n5(t)) 0 F5 (ng(t),n5(t)) niy
n9 0 Kf 0 0 0 no
ns (t + 1) = = 0 y oaof 0 0 ns (t) (6.2)
N4 1—-0 O 0 Kim 0 N4
ns 0 0 0 Tm, 02m ns

6.1.1 Funkce rozeni

Funkce B = B(f, m) vyjadfujici mnozstvi ,vyprodukovanych“ zygot byva nazyvéna funkce
rozeni (birth function) nebo funkce manZelstvi (mariage function). Tvar této funkce je po-
tfebné specifikovat.

Funkce rozeni B = B(f, m) ptifadi danému mnozstvi plodnych samic f a samcit m mnoz-
stvi jimi vyprodukovanych zygot. Méla by mit nasledujici vlastnosti:

(i) B:[0,00) x [0,00) — [0,00), tj. mnozstvi vyprodukovanych zygot je nezadporné ¢islo.

(i) B(0,n) = 0 = B(n,0) pro jakékoliv n > 0, tj. pokud v populaci chybi plodné samice
nebo samci, nebudou zadné nové zygoty.

(iii) B(af,am) = aB(f,m) pro kazdé a > 0, tj. funkce je homogenni prvniho fadu. Tato
vlastnost vyjadiuje, ze pocet ,vyprodukovanych“ zygot se méni ve stejném poméru,
v jakém se zméni mnozstvi dospélych samic i samct; napiiklad, pokud se zdvojnasobi
mnozstvi plodnych samic i samcii, pak se zdvojnéasobi i pocet ,,vyprodukovanych“ zygot
(pro a = 2).

(iv) Funkce B je neklesajici v kazdém svém argumentu, tj. zvétsi-li se mnozstvi plodnych
samic (nebo samci), mnozstvi ,vyprodukovanych“ zygot se nezmensi.

Prvni dvé vlastnosti jsou prirozené, treti a ¢tvrtda mohou byt predmétem diskuse. Napft.
zdvojnasobi-li se pocet plodnych samic i samcii, mize byt vysledné mnozstvi vyproduko-
vanych zygot vétsi nez dvojnasobné (pfi vétsi populaéni hustoté muze byt vétsi Sance, ze se
samice se samcem setkaji, projevuje se Alleeho efekt), nebo mensi nez dvojnésobné (pii velké
populacni hustoté mohou byt spotfebovany zdroje prostredi a na jedince zbyva méné energie
pro produkei gamet, projevuje se vnitrodruhova konkurence). Podobné namitky lze mit i proti
neklesani funkce B.

Mizeme uvazovat rtzné strategie oplodiiovani. Jedna extrémni moznost je tvorba trva-
lych pari, tj. Ze jeden samec béhem jednotkového casu oplodni nejvyse jednu samici a jedna
samice je oplodnéna nejvyse jednim samcem. Navic téchto paru je maximélni mozny pocet
— pokud neni samic méné nez samcti, pak vsichni samci realizuji své spermie, pokud neni
samic vice nez samci, pak vSechny samice jsou oplodnéné. Druhé krajnost je ta, ze vSechny
dospélé samice jsou oplodnény, pokud je v populaci alespon jeden plodny samec, nebo zZe
v8ichni samci realizuji své gamety, pokud je v populaci alesponi jedna samice (to je mozné
napiiklad u dvoudomych rostlin). Samoziejmé muze nastat také néjakd moznost mezi té-
mito krajnostmi. Tyto tivahy vedou k zavéru, ze hodnoty funkce B(f, m) mohou byt tmérné
nékterému z nasledujicich vyrazi:
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min {f,m} maximalni mozné mnozstvi pari,
[ fm >0 : .
dominance samic,
0, fm=0
m, fm>0 . .
dominance samcii,
0, fm=0
+ 1- m, m 0 / , . . , o v , ’
af + 9 fm# vazeny aritmeticky primeér, pro vahu g plati 0 < ¢ < 1,
0, fm=20
fiml=a vazeny geometricky primeér,
m
f—7 fm >0 o .
gm+ (1 —q)f vazeny harmonicky prameér.
0, fm=20

Vsechny takové funkce spliuji pozadavky (i)—(iv). Z téchto funkci je nejéastéji pouzivan har-

monicky primér; ma z uvedenych priméri nejmensi hodnotu. Praméry jsou nevazené (nevy-

chylené pro nékteré pohlavi), pokud ¢ = % Libovolny z préiméra prejde pro ¢ = 1 v dominanci

samic a pro ¢ = 0 v dominanci samct.

Hadelerova funkce

Obecna funkce vyhovujici pozadavkim (i)—(iv) kladenym na funkci rozeni B je Hadelerova
funkce definovana vztahem

r _ m1/r
B(f,m):{gz(qf (=m0,

fm=0,
kder e R, a>0,0<q <1.Jeli fm >0, pak pro ¢ = 1, resp. ¢ = 0, dostaneme
B(f,m)=af, resp. B(f,m)=am;

takze se jednd o dominanci samic (polygynii), resp. dominanci samcti (polyandrii). Pro 0 <
q<1lar=1,resp. r=—1 dostaneme

fm

B(f,m)=alqf + (1 —q)m), resp. B(f,m)= am,

tj. vazeny aritmeticky, resp. harmonicky, pramér. Déle pro r # 0 plati
1
(¢f"+ (1= q)m")" = exp {F In (¢f" + (1 - Q)mr)} ,

Ln(gfr+ (1 —qm") _¢fflnf+(1—gm"Inm
4y af"+ 1 —gmr
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takze podle de I’'Hé6pitalova pravidla je

o 1 r T
lim —In (gf" + (1 - q)m’) :

: 1 r ry __
Tim I (gf + (1 - g)m”) =

. (W)Tmfj (1-q) (ﬁ) Inm
T <m> +(=a) (ﬁ)

= Inmax{f,m},

lim > In (qf + (1 — g)m") =

= lim ! <m>rlnfj (1-q) <ﬁ>:lnm
" ilamtr) 0 ()

= Inmin{f, m}.

Dostavame tak
liH(l) B(f,r) = afim!'™9,  vazeny geometricky primér,
r—r
lim B(f,r) = amin{f,m}, lim B(f,r) = amax{f,m}.
r—=—00 r—=00
Vidime, ze Hadelerova funkce zahrnuje vSechny vysSe uvazované tvary funkce rozeni B.
6.1.2 Stacionarni struktura

Model (6.2) pfepiSeme ve standardnim tvaru
n(t+1) = A(n(t))n(t). (6.3)

Pritom matice A je tvaru

0 0 F3(ns,ns) 0 Fs(ng,ns)
0 K f 0 0 0
A(n) = 0 T oof 0 0 ,
1—0 O 0 Km, 0
0 0 0 Tm Tom

funkce F3 a Fj jsou dany rovnostmi (6.1). Budeme hledat fesSeni rovnice (6.3) takové, ze
geometricky roste celkova velikost populace a jeji struktura (relativni zastoupeni jednotlivych
slozek) zustéva. Presnéji fe¢eno, hleddme FeSeni rovnice (6.3) ve tvaru

n(t) = c\'w. (6.4)
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O funkci rozeni B predpokladame, Ze splituje podmnky (i)—(iv) z 6.1.1. Zejména je tato funkce
homogenni a proto plati
B(cAtws, cAtws) 1

t t _ _
Fs5(cA ws, cA'ws) = SN g = 2w33(w3,w5)

a podobné pro plodnost F5. Matice A tedy spliuje rovnost
A(cN'w) = A(w).

Dosazenim (6.4) do (6.3) a jednoduché tpravé dostaneme

2w = A(w)w,
nebo po rozepsani do slozek
A ! B ! B
w9 0
0 Kf— A 0 0 0 w |l = o
0 T oof — A 0 0 wi 0
1—0p 0 0 Km — A 0 w 0
0 0 0 T Tom — A °
Ze druhého az patého radku postupné dostaneme
w2 = ¢ Wi, Wy = 1-¢ Wi,
A=Ky A — Km (6.5)
T fWs oTf T W4 (1—o0)mm :
w3 = = w1, Wy = = w1 .

)\—O'Qf N ()\—lif)()\—O'Qf) )\—O'Qm ()\—Iim)()\—dgm)

Toto vyjadireni dosadime do prvniho fadku a upravime

om pwy (1 - o)mmw; ~
b ((A—Kf)(/\—@f)’ (A—Hm)(A—ff?m)) A

Vyuzijeme skute¢nost, ze funkce B je homogenni a dostaneme rovnici

ony (1 - Q)Trm .
b (A(A—nf)(A—azf)’A(A—ﬂm)(A_UQmQ =1 (6.6)

Levou stranu této rovnice oznac¢ime symbolem ®()\) a budeme predpokladat, ze funkce B je

spojita. Ze skutecnosti 09, < 1, 025 < 1, Ky, < 1 k¢ < 0 (pohlavné se rozmnozujici organismy
jsou smrtelné), plyne Ze, funkce ® je spojitd na intervalu [1,00). Podle vlastnosti (ii) funkce
B plati, ze

lim ®(\) =0.

A—00

®(1) :B< ors (1_9)7””) > 1,

)
RfO2f  KmO2m

Pokud tedy

pak ma rovnice (6.6) FeSeni A > 1. Po dosazeni do rovnosti (6.5) dostaneme slozky vektoru
staciondrni struktury w. Hodnotu wy muzeme volit rovnu 1 (pak jsou velikosti sloZek populace
vyjadfeny relativné k mnozstvi zygot), nebo tak, aby wy + ws + wg + ws = 1 (pak velikosti
slozek populace chapeme jako relativni zastoupeni juvenilnich nebo plodnych samic nebo
samct).
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6.2 Veékové strukturovana dvojpohlavni populace

Uvazujme populaci tvoienou jedinci dvou pohlavi, ktefi jsou charakterizovani svym vékem a
ktefi tvori pomeérné stabilni pary. Pary mohou vznikat nebo se rozpadat, pary mohou plodit
potomky, jedinci pfezivaji nebo umiraji. Za ¢asovou jednotku (délku projekéniho intervalu)
zvolime takovy cCas, béhem kterého muze u kazdého jedince dojit k nejvyse jedné z udalosti:
vytvoreni paru s jedincem opac¢ného pohlavi, rozpad paru v némz byl zapojen, tmrti. Necht
k oznacuje vék vyjadreny v této Casové jednotce, ktery nemuize samec ani samice prekrocit.

Oznaéme f; = f;(t), resp. m; = m;(t), mnozstvi nesparovanych samic vékové tiidy ¢,
resp. nesparovanych samcti vékové tiidy j, v Case t. Déle oznacme c;; = ¢;;(t) mnozstvi part,
v nichz samice je z vékové tfidy ¢ a samec z vekové tfidy j; takové pary budeme strucné
nazyvat ,péary typu (i,j)¢. Pfi uvedeném oznaceni je celkovy pocet samic z vékové tiidy i,
resp. samcl z vékové tridy j, roven

k k
fi+ Z Cij, Tesp. mj + Z Cij-
j=1 i=1

Stfedni mnozstvi potomk, které vyprodukuje par typu (i, j) béhem projekéniho intervalu
oznacime Fj;. Dale budeme pfedpokladat, Ze mezi novorozenci je konstantni podil samic o
a ze novorozenci nejsou sparovani. Z téchto predpokladi plyne, Ze mnozstvi novorozenych
samic a samcil a mnozstvi part tvorenych novorozenci je ddno rovnostmi

k K
Al+1) =0 Fjei(t), mit+1)=(1—-0) > Fjey(t), cu(t)=0 (6.7)
i,j=1 hj=1

pro kazdé t =0,1,2,....

Oznac¢me déle P;f, resp. Pjp,, pravdépodobnost, Ze samice veékové tiidy i, resp. samec
vékové tiidy j, prezije projekéni interval, D;; pravdépodobnost, Ze se par typu (z,j) béhem
projekéniho intervalu rozpadne a oba partnefi preziji (tuto pravdépodobnost mtizeme nazvat
rozvodovost, divorse rate), M;; mnozstvi part typu (i,7), které se béhem projekéniho inter-
valu vytvori. Budeme predpokladat, ze pravdépodobnosti preziti i rozvodovost nezavisi na
velikosti ani struktuie populace. Naopak mnozstvi nové vzniklych para zavisi prinejmensim
na mnozstvi a vékovém slozeni nesparovanych samic a samci, tj. M;; = M;;(f, m). Tuto
funkci nazyvame funkce partnerstvi, mating function.

Mnozstvi nesparovanych samic vékové tiidy ¢ + 1 v ¢ase ¢ + 1 je tvofeno témi, které meély
v Case t veék ze tTidy i a prezily projekéni interval zmensené o ty, které béhem projekéniho
intervalu vytvorily par s néjakym samcem. K nim pfibudou samice, které byly sparovany
s néjakym samcem a tento par se béhem projekéniho intervalu rozpadl nebo jim partner
uhynul. Tedy

k
fir1(t+1) = Pis fi(t) — Z M;j (f(t),m(t)) + > (Dij + (1 = Pjm)Pif) cij(t) (6.8)
Jj=1 J=1
pro vSechna t =0,1,2,...,i=1,2,..., k. Podobné pro mnozstvi nesparovanych samct plati

k

k
mji1(t+1) = Pjpym;(t) — Z M (f(t),m(t)) + Z (Dij + (1 = Pig)Pjm) cij(t)  (6.9)
=1 i=1
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pro vSechna t =0,1,2,...,57=1,2,...,k.

Z part typu (7, j), v nichz oba partnefi preziji a které se nerozpadnou po uplynuti projeké-
niho intervalu budou pary typu (i+1,j+1). K nim se ptidaji pary vzniklé béhem projekéniho
intervalu ze samice vékové tridy i a samce vékové tridy j. Tedy

Cir1,j41(t +1) = (PipPjm — Dij) cij(t) + Miz (f(t), m(t)) (6.10)

pro vSechna t =0,1,2,...,¢,j=1,2,... k.

Model vyvoje uvazované populace je zapsan rovnicemi (6.7), (6.8), (6.9), (6.10). Pfitom
primarni pomér pohlavi o, parové specifické plodnosti F;;, vékové specifické koeficienty prezi-
vani P;; a Pjy, a rozvodovost D;; spliiuji nerovnosti

k
0<o<l, F;>0, Y F;j>0, 0<P;<1,0<Py, <1, 0<Dj<PP
ij=1
pro vSechna i,5 =1,2,... k.
Podminéna pravdépodobnost, Ze par typu (i, j) se béhem projekéniho intervalu rozpadne,
za podminky, Ze oba partnefi preziji, je dana vyrazem
Dy;
dij = J
1) PZfP]m )

pokud P;¢ Pj, > 0; jinak polozime d;; = 0. Pro podminénou rozvodovost d;; plati
0 <d;; <1 provsechna i,j =1,2,... k.

Rovnice (6.8), (6.9), (6.10) muZeme pfi tomto oznaceni pfepsat na tvar

k k
fin(t+1) = Py | i) +>_(1 —di)eij(t) | =Y My (£(1),m(t)),

Jj=1 J

=1
k k
mjsa(t+1) = Pi (mm +3 (1= Py(1—d; >>cw<t>> =37 My (1) m),

i=1
Cit1j+1 = PipPim(1 = dij)eij(t) + My (£(t), m(t)).
6.2.1 Funkce partnerstvi ),;

Pochopitelné, ze nemuze vzniknout zdporné mnozstvi paru (rozpad paru je vyjadfen para-
metry D;;). Proto funkce partnerstvi M = M;;(f,m) je pro libovolnou dvojici indexti i, j
nezaporna, tj.

M;; - 0,00)%* — [0, 00).

Dale by méla mit nasledujici vlastnosti:

P1) Celkovy pocet nové sparovanych samic vékové t¥idy i nemiize byt vétsi, nez byl celkovy
pocet nesparovanych samic této vékové tfidy; podobné tvrzeni plati pro samce. Tedy

k k
ZMU f m <f27 ZMZj(f7m)§mj
]:1 =1
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pro libovolné nezaporné vektory f, m a vSechny indexy i,j =1,2,..., k.
Z této vlastnosti a z nezdpornosti funkci M;; plyne, Ze pro vSechny indexy ¢, j a pro
libovolné nezaporné vektory f, m plati

Mij(f:l?"'7f7;_1707fi+17"'7fk7m17"'7mk) :07

Mij(fh e ,fk,ml, e ,mj_l,O,ij, . ,mk) = 0,
tj. pokud v populaci neni nesparovana samice vékové tridy ¢ nebo samec vékové tridy
J, pak par typu (7, ) nevznikne.

P2) Funkce M je homogenni fadu p > 0, tedy
Mij(af’am) = O[le'j(f,m)

pro libovolné nezaporné vektory f, m, kladné ¢islo a a pro vSechny indexy i,; =
1,2,...,k. Pokud se v populaci projevuje vnitrodruhovéa konkurence, je p > 1, pokud
se v populaci projevuje Alleho efekt, je p < 1; sr. diskusi k vlastnosti (iii) u populace
strukturované podle plodnosti v 6.1.

P3) Pokud se zvétsi pocet nesparovanych samic vékové t¥idy i a samci vékové tiidy j, ne-
zmensi se pocet nové vznikajicich part typu (,7). Tedy pro vSechny nezaporné vektory
f,m, f, m takové, ze f < f am < m a pro vSechny indexy 7,5 = 1,2,...,k plati

Z](f m) (f17"' 7fi—17fi7fi+17"' 7fk7m17"' 7mj—17mj7mj+17"' 7mk)7

P4) Pokud pocet nesparovanych samic vékové t¥idy i a samcii vékové t¥idy j se nezméni, ale
ptribudou néjaci nesparovani jedinci jinych vékovych tfid, mize se zmensit pocet nové
vznikajicich péart typu (i, 7); nesparovand samice vékové tfidy ¢ muze najit partnera
v jiné vékové tridé nez j a podobné pro samce.

Tedy pro vsechny nezaporné vektory f, m, f, m takové, ze f < f a m < m a pro
vSechny indexy 4,5 = 1,2, ...,k plati
Z](f m) (f17' .. 7fi—17fi7fi+17 s 7fk7m17' .. 7mj—17mj7mj+17' .- 77’7&].;;)
Podminky P3) a P4) popisuji fungovani ,manzelského trhu“ — prvni z nich vyjadiuje vliv
y,habidky“ na ,,poptavku®, druhéa ,konkurenci®.

Nejjednodussi funkce partnerstvi je takova, ze mnozstvi vzniklych para typu (i, j) zévisi
pouze na mnozstvi nesparovanych samic vékové tfidy ¢ a samci vékové tfidy j. V tako-
vém piipadé oviem v podminkich P3) a P4) budou rovnosti; zvétseni nabidky na ,manzel-
ském trhu“ nezvysi poptéavku a neni na ném konkurence. Pii tomto zjednoduseni lze volit
M;;(f,m) = p;; B(fi,m;), kde B je néktera z funkci pouzivanych v 6.1 a p;; jsou takova
nezaporna ¢isla volend tak, aby byla splnéna podminka P1).

Realisti¢téjsi funkce partnerstvi, kterd zavisi na mnozstvi nesparovanych samic a samcu
vSech vékovych tiid, mize byt tvaru

ZJ (f, ) =DPij—, flmjk s
Yo fit > m
i=1 j=1
nebo v maticovém tvaru
(f.m) = P fm

Tato funkce je homogenni fadu 1.
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Dodatek A

Perronova-Frobeniova teorie

Vsechny matice v tomto oddilu budou typu n x n, vSechny vektory budou n-rozmérné. Symbol
|A[, resp. |v|, bude oznacovat matici, jejiz slozky jsou (|A|)i; = |asjl, resp. vektor, jehoz slozky
jsou (|v]); = |vi|. Déle budeme zapisovat

A>c ... (Vi,j)aij > ¢, tj. (Vi,5)(A);

. (Vi)v; > e, tj. (Vi) (v); > ¢,
A > B ... (W,j)aij > bija tj.

<.

v>c ..

v>w..
a podobné.
Symbol | bude oznacovat jednotkovou matici. Pro matici A a vektor v dale klademe

ker A = {w: Aw = 0}, lv|| =

ker A je zfejmé vektorovy prostor dimenze nejvyse n, tj. dimker A < n, ||v|| je eukleidovska
norma vektoru v.

Definice 5. Matice A se nazyva nezdpornd, je-li A > 0 a nazyva se kladnd, je-li A > 0.
Definice 6. Nezaporna matice A se nazyva
— primitivni, pokud (Ik € N)AF > 0,

— imprimitivng, pokud neni primitivni, tj. (Vk € N)(3i, ) (Ak)ij =0,

reducibilnt, pokud (3i, j)(Vk € N) (Ak)ij =0,
— dreducibilni, pokud neni reducibilni, tj. (Vi,j)(3k € N) (Ak)ij > 0.

Poznamka 2. Primo z definice plyne, Ze kazda primitivni matice je ireducibilni a kazda re-
ducibilni matice je imprimitivni. TTidu nezapornych matic lze tedy rozlozit na tii disjunktni
Casti: matice reducibilni, matice primitivni a matice soucasné ireducibilni a imprimitivni.

Tvrzeni 3. Je-li A>0a v > w pak Av > Aw.
Je-li A> 0, v > w aexistuje i € {1,2,...,n} takové, Ze v; > w; pak Av > Aw.
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n n

Diikaz. Plyne bezprostfedné z vyjadieni (Av), = Y agjv;, > arjw; = (Aw),. O

=1 =1

Tvrzeni 4. Je-li A > 0, v vlastni vektor matice A pfislusny k vlastni hodnoté A a v > 0, pak
v>0aA>0.

Dikaz. Ponévadz v je vlastnim vektorem, je v # 0 a tedy existuje i € {1,2,...,n} takovy
index, ze v; > 0. Podle druhé ¢asti tvrzeni 3 je A\v = Av > A0 = 0. To znamend, Ze pro kazdy
index j je Av; > 0. Zejména tedy Av; > 0, z cehoz plyne, Ze A > 0, nebot v; > 0. Dale pro
libovolny index j je v; > 0, nebot Av; > 0. O

Tvrzeni 5. Je-li A > 0 primitivni a v > 0 jeji vlastni vektor pfislusny k vlastni hodnoté A,
pak v >0, A > 0.

Diikaz. 7 tvrzeni 3 plyne, Ze Av = Av > 0, takze A > 0. PonévadZ A je primitivni, existuje
k € N takové, ze AF > 0.

Ponévadz Av = v, je také Afv = A¥"1Av = A*1(\w) = AAF 1y = ... = \Fu. Tvrzeni 4
nyni implikuje v > 0 a AF > 0, takze \ # 0. U

Tvrzeni 6. Nechf matice A spliuje predpoklady
(i) A>0, A#O0;

(ii) existuje ¢islo A € R a vektor u tak, ze ATu = \u, u > 0 (vektor u je vlastni vektor
matice AT p¥islusny k vlastni hodnoté ), ktery ma vSechny slozky kladné);

(iii) existuje ¢islo p € R a vektor v tak, ze Av = pv, v > 0, v # 0 (vektor v je vlastni vektor
matice A prislusny k vlastni hodnoté pu, ktery ma vSechny slozky nezaporné a alespon
jednu kladnou).

Pak =\

Dikaz. Plati

MuTo = (ATu)T'U =u'Av =u'pv = pu'v.
Z kladnosti vektoru w a z nezdpornosti a nenulovosti vektoru v plyne w'v > 0. Vyraz u'v
lze tedy v posledni rovnosti vykratit, takze A = p. U

Tvrzeni 7. Necht A > 0 spliiuje predpoklady (ii) a (iii) tvrzeni 6 (z nerovnosti A > 0 plyne
i splnéni predpokladu (i)) a symboly A(= u), v maji stejny vyznam jako v tvrzeni 6. Je-li
w vlastni vektor matice A prislusny k vlastni hodnoté A, pak existuje ¢islo @ € R takové, zZe
w = av, tj. dim (ker(A — Al)) = 1.

Diikaz. Bud v vektor z tvrzeni 4. Pak je v > 0 a A > 0. PoloZzme

. wy . . , . Wi
a:mm{—]:]:L?,...,n}, 1 takovy index, ze a = —.
Vg

Uj

W
Pro kazdy index j tedy plati a = Wi < —. Odtud plyne
Uy ’Uj

w; —owj >0, w; —oav; =0, (A.1)
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takze w — av > 0.
Dale plati
A(w — av) = \w — alv = A\w — av).

To znamend, ze vektor w — aw je bud vlastnim vektorem p¥islusnym k vlastni hodnoté A,
nebo plati w — av = 0. Nezéporny vlastni vektor je podle tvrzeni 4 kladny a podle (A.1) ma
vektor w — awv alespon jednu slozku nulovou, nemtze tedy byt vlastnim vektorem. Nastava
tedy druha z vylucujicich se moznosti, w — av = o. U

Tvrzeni 8. Necht A > 0, w je vlastni vektor prislusny k vlastni hodnoté A. Pak

(Alwl]), =Y aijlw] = laijws| > | Y aijw;| = [(Aw)i| = [Aw)i| = [AJwi],  (A2)
j=1 j=1 j=1

tj. Alw| > |A] |w].
Dikaz. Nerovnost je trojuhelnikova. O

Tvrzeni 9. Necht A > 0. Pak mnoZina

Sa={c=0: (309) 0 >0, o0

=1, Avl® > C’U(c)}

je neprazdna a shora omezena.

Diikaz. Bud v(© libovolny nezdporny vektor takovy, e Hv(o) H = 1. Podle tvrzeni 3 je
Av® > A0 =0 = 00,

takze 0 € Sa, Sa # 0.
Bud ¢ € Sa a v(© prisluiny vektor, ktery existuje podle definice mnoziny Sa. Necht i je
takovy index, ze v(c) = max {vgc),véc), . ,v,(f)}. Pak je vz(c) >0a

i

cvgc) < <A'v(c)>A = iaijvj(»c) < iaijvgc) < ’UZ(C) max ialj l=1,2,...,np,
Y= j=1 j=1

tedy

n
¢ < max Zalj: [=1,2,...,n
j=1

a ¢ je horni zavora mnoziny Sh. O

Tvrzeni 10. Necht A > 0, Sa je mnozina zavedend v tvrzeni 9 a A\; = sup Sa. Pak pro kazdy
vektor w plati Alw| < A\j|w|.

Diikaz. Nulovy vektor spliiuje uvedenou nerovnost trividlné. Pripustme, Ze existuje nenulovy
vektor w spliiujici nerovnost Alw| > A;|w| a polozme

1
€ = min { ] (Alwl); = Arfws]) « Jwi| > 0} .
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Pak jee >0 a
elwi| < (Alwl]); — Ai|w;| pro kazdy index 1,
(A +e)|wi| < (Alw]);,
(M +o)|w| < Alw|.
Polozime-li
o9 — ),
I
dostaneme, ze v(*11¢) >0, Hv()‘lJre)H =1la
(e — L 1 (i)
Av = —Alw| > — (M +¢)|w| = (A +¢)v ,
[[w]] I
takze \1 + ¢ € Sa, coz je ve sporu s definici suprema. O

Tvrzeni 11. Necht A > 0. Pro kazdou jeji vlastni hodnotu \ plati

Al < A\ = sup Sa.

Diikaz. Bud X vlastni hodnota matice A a w pfislusny vlastni vektor. Podle tvrzeni 8 a 10
je [M|w] < Alw| < Aj|w|. Ponévadz w jakozto vlastni vektor je nenulovy, existuje index 4
takovy, ze w; > 0. Z predchozi nerovnosti nyni dostaneme |A|w; < A\jw; a z toho dale plyne,

Tvrzeni 12. Necht A > 0 a A\ = sup Sa. Pak A\; > 0, A\; je vlastni hodnotou matice A a
prislusny vlastni vektor v > 0.

Dikaz. Nejprve ukdzeme, ze mnozina M = {v : v > 0,||v|| = 1} je kompaktni: Z trojthelni-
kové nerovnosti pro normu plyne, ze pro vektory v v® e M plati

o= ]« o] =112
takze mnozina M je ohranicené.

Bud {w(k)}zozl C M posloupnost vektort konvergujici k vektoru v v prostoru R" s met-
rikou urcenou euklidovskou normou, tj. pro kazdy index ¢ plati

n

lim Z <w§k) - v¢>2 =0, neboli lim w® = Vj.

k—00 k—o00 i

(k)

Ponévadz w; " > 0, je také v; > 0, tj. v > 0. Z toho, Ze zobrazeni F' : R™ — R dané piedpisem

F(u) = ||ul| je spojité, plyne podle Heineovy podminky F' < lim 'w(k)> = lim F ('w(k)), t].
k—o00 k—00

lv|| = lim wa(k)H = 1. Celkem tedy dostavame, ze v € M. Mnozina M s konvergentni

posloupnosti obsahuje i jeji limitu, takze tato mnozina je také uzaviena.
Hodnota A\; = sup Sa je limitou posloupnosti ¢isel z mnoziny Sa, tj. existuje posloupnost
{ex}ie, C Sa takova, ze kli_)m ¢ = A1. K &sltm ¢, € Sa existuji vektory v(e) takové, 7e
o

v() > 0, Hv(cw

=1 (A.3)
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Av ) > ¢l (A4)

Relace (A.3) iikaji, ze vSechny vektory v(®*) jsou prvky mnoziny M. Z jeji kompaktnosti

o
plyne, Ze existuje posloupnost {v(ckl)} vybrana z posloupnosti vektori {v(ck)}:’:l takova,

ve lim v(*) = v € M. Z prvni relace (A.3) déle plyne v > 0, tj. [v| = v.

[—o0
Z (A.4) plyne
Av k) > Ckl’U(ckl)-

Ponévadz linedrni zobrazeni je spojité, dostaneme limitnim pfechodem [ — oo z posledni
nerovnosti nerovnost
Av > \v.

7 ni s vyuzitim tvrzeni 10 dostaneme Av = A\jv, coz znamenad, Ze v je vlastni vektor prislusny
k vlastni hodnoté ;. O

Tvrzeni 13. Necht A > 0 je primitivni. Pak existuje vlastni hodnota A\; > 0 matice A takova,
ze prislusny vlastni vektor v > 0, dim (ker(A — )ql)) = 1 a pro kazdou vlastni hodnotu A # A\;
matice A plati Ay > |A|.

Dikaz. Polozime Ay = sup Sa, kde Sa je mnozina zavedena v tvrzeni 9. Podle tvrzeni 12 je
A1 vlastni hodnotou matice A a prislusny vlastni vektor v > 0. Podle tvrzeni 5 je Ay > 0 a
v > 0.

Matice AT je také primitivni. Stejnou tivahou ukazeme, Ze existuje A > 0 vlastni hodnota
matice AT a piislusny vlastni vektor w > 0. Z tvrzeni 6 dostaneme rovnost A = \p.

Ponévadz matice A je primitivni, existuje k € N takové, ze A¥ > 0. Uvahy lze zopakovat
pro matici A* a jeji vlastni hodnoty )\]f. Tim se ukaze, Ze matice AF spliiuje piredpoklady
tvrzeni 7. Jsou-li nyni v a v dva vlastni vektory matice A ptislusné k vlastni hodnoté Ap,
plati

AFp) = \ep (M) AFu(2) = \kyy(2)

takze podle tvrzeni 7 je vektor v(® nasobkem vektoru v}, tj. dim (ker(A — )ql)) =1

Podle tvrzeni 11 nemé matice A vlastni hodnoty s absolutni hodnotou vétsi nez A;. Bud
A vlastni hodnota matice A takova, ze |A\| = A\; a w pfislusny vlastni vektor. Z tvrzeni 8
dostaneme A|w| > |A||w| = A\1|w|, z ¢ehoz podle tvrzeni 10 plyne

Alw| = M\ |wl. (A.5)

To znamend, ze |w| € ker (A — All), takze podle jiz dokdzaného, je vektor |w| ndsobkem
vektoru v a ponévadz v > 0, je také
|lw| > 0. (A.6)

Dale pro libovolny index ¢ plati
n n
Mlwi| = (Alw]); =Y " agjlwj| > | Y agjw;| = |[(Aw),| = [Mwil = || [wi| = Aafw].
j=1 J=1

V trojuhelnikové nerovnosti tedy nastava rovnost, coz znamend, ze argumenty vSech scitanci
jsou stejné, arg (aij\wj]) = arga;;w; pro vSechny indexy j. Protoze a;; € R, a;; > 0, tj.
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arg (a;j|w;j|) = 0, je také argaj;w; = 0, tj. wj € R a w; > 0. Déle |w;| = w;, |w| = w.
Vzhledem k (A.6) je w; > 0. Nyni s vyuzitim (A.5) dostaneme

)\’U)j = ()\w)] = (A’w)] = (A|’w|)] = ()\1|'w|)J = (Alw)j = )\11&1]',
takze A\ = A1. O

Tvrzeni 14. Necht A > 0, A1, A jsou jeji vlastni hodnoty takové, ze Ay = sup Sa a |A| = A1,
arg A\ = ¢, tj. A = e¥\;. Pak existuji éisla ¥1,0,...,9, € R, Ze A = ¢?DAD™!, kde D =
diag (ewl,ew?, . ,ew”).

Diikaz. Necht w je vlastni vektor ptislusny k vlastni hodnoté A, tj. Aw = Aw. Podle tvrzeni 8
a 10 je A |w| = |A] |w] < Alw| < M\|w|, takze

Alw| = A\|w|. (A7)
Polozme w
AI‘g —k, Wk 7£ 0,
Yy = |wk|
0, wy, = 0,
tj. e'r = |10—k|, pokud wy, # 0. Pak e!”*|wy| = wy, pro kazdy index k, Djw| = w a dale
Wi,
AD|w| = Aw = \w = e’ \jw = ¥ \;D|w),
tedy
e¥\;Dlw| = AD|wl|,
e¥\|lw| = D 'AD|w|

a s vywzitim (A.7) Alw| = e YD !ADJw|. Polozme C = e YD 'AD. Pak Alw| = Clw|.
Ponévadz Alw| > 0, je také Clw| > 0, tedy Clw| = |C|w]||. Celkem s vyuzitim trojihelnikové
nerovnosti dostaneme

Alw| = Clw| = |Cle|| < [C] [w]| = Aluw].
V trojuhelnikové nerovnosti nastava rovnost

n n

> ajlwil] = eyl lwsl,  1=1,2,....m,

j=1 J=1
coz znamena, ze cijlw;| a |c;| |wj| maji stejné argumenty, tedy ¢;; € R, ¢; > 0, |C] = C.
Déle ¢;; = e e Wig,;eli, tj. |c;j| = |aij| = aij, A =|C| = C = e ¥D LAD a odtud plyne
tvrzeni. 0

Tvrzeni 15. Necht A > 0, A\ = sup Sa, A2, ..., \g jsou vSechny jeji rtizné vlastni hodnoty
takové, ze \; = ’)\2’ = ‘)\3‘ = .- = ‘)\d’, 0 = Arg)\l < Arg)\g < s < Arg)\d. Pak
Aj = e?mU=D/d)\; a dim (ker(A — M) = dim (ker(A — A1), 5 =1,2,....d.

Diikaz. Oznacme ¢; = Arg \;, tj. A\j = e\, j = 1,2,...,d. Nejprve si véimneme nékolika
jednoduchych fakt:
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(i) Z tvrzeni 14 plyne, ze k vlastni hodnoté \; existuje regularni diagonalni matice D;
takova, ze A = e¥/D;AD; .

(ii) Matice A a DjADj_1 maji stejné vlastni hodnoty. Je-li totiz A vlastni hodnotou matice
A pak matice S = A — Al je singularni a tedy také matice DjSDj_1 = DjADj_1 — Al je
singularni, coz znamend, ze A je také vlastni hodnotou matice DjADjfl. Podobné na-

hlédneme, 7Ze libovolna vlastni hodnota matice DjADj_1 je také vlastni hodnotou matice

A.

(iii) A je vlastni hodnotou matice A pravé tehdy, kdyz e ¥\ je vlastni hodnotou matice
e %A, nebof matice A — Al a e ¥ (A — \l) = e P A — e i Al jsou soucasné singularni
nebo regularni.

(iv) Je-li A\; vlastni hodnotou matice A, pak )\_] _je také vlastni hodnotou matice A, nebot
matice A je realna. Odtud dale plyne, ze A\; = X\, pro néjaké k € {1,2,...,d}, tj.
0 + ¢ = 21, nebot A1, Mg, ..., A\g jsou vSechny vlastni hodnoty stejného modulu.

Je-li d = 1, je tvrzeni trividlni. Je-li d = 2, pak Ay € R — kdyby totiz A2 méla nenulovou
imaginarni ¢ast, pak by také Ao byla vlastni hodnotou riiznou od A i A1, coz by bylo ve sporu
s predpokladem, ze A1, A2 jsou vSechny vlastni hodnoty stejného modulu. To znamené, ze
P2 = T. .

Bud d > 2. Je-li A3 je vlastni hodnotou matice A, pak podle (iii) je e '¥2\3 vlastni
hodnotou matice e '¥2A, takze podle (i) je také vlastni hodnotou matice e *2el*2DyAD; 1=
D2AD51. Nyni podle (ii) je e7¥2)3 vlastni hodnotou matice A, coZ znamena, Ze existuje

ke{1,2,...,d}, ze

A = e ),
elPk A = e ip2ips A,
et —  llvs—w2) ’
P = $3— P2,

nebot ¢ € [0,27). To znamend, Ze @i € (0, p3). To je vSak mozné jen tak, ze pp = po, k =2
a tedy A3 = e'?2)\y. Analogicky lze ukézat, Ze

)\4 = e“"?)\g, )\5 = e1<p2)\47 ey )\d = elm)\dfl, )\1 = e“”}\d.

Odtud plyne, ze vlastni hodnoty A1, As, ..., Ay jsou vrcholy pravidelného d-tihelniku se stie-
dem 0 v komplexni roviné, tedy @9 = 27/d.
Bud nyni j € {2,3,...,d} libovolny index. Z rovnosti

Av = \jv

plyne rovnost
A (e“"f'v) = \jv.

Jsou-li tedy v, @ ... v linedrné nezavislé vlastni vektory matice A piislusné k vlastni
hodnoté A, pak e¥iv) e%iv®@ . e¥ivl jsou vlastni vektory matice A piislusné k vlastni
hodnoté \;, které jsou linearné nezavislé. To znamena, Ze

dim (ker(A — )\1')) < dim (ker(A — )\jl)).
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Analogicky z toho, Ze rovnost Aw = A\jw implikuje rovnost A (e*i‘f’j w) = Mw, odvodime
nerovnost
dim (ker(A — \;1)) < dim (ker(A — A11)).

Celkem tedy dostaneme, Ze plati dokazovana rovnost dim (ker(A — A\il)) = dim (ker(A —
)\jl)). O
Tvrzeni 16. Je-li A > 0 ireducibilni, pak A\; = sup Sa > 0, pfislusny vlastni vektor v > 0 a
dim (ker(A — M) = 1.

Drikaz. Nejprve ukdzeme, ze ireducibilni nezdporna matice A nemé nulovy sloupec: Pripustme,
ze existuje index j takovy, Ze a;; = 0 pro vSechna i = 1,2,...,n. Pak pro libovolné m € N je

n
-1 -1
(A™);; = (ATIA) ;= D (A" jkan; = 0,
k=1

coz je spor s ireducibilitou.

Polozme
¢ = min iaij: i=1,2,....np, v :i(l,l,...,l)T.
j=1 vn
Pak ¢ >0 a .
1 1
(A”(c))i :ﬁjzlazj Z\/—HC = C(U(C))i,

tedy Av(® > cv(© | takie ¢ € Sa. Odtud plyne A; = sup Sa > ¢ > 0.
Ponévadz matice A je ireducibilni, ke kazdé dvojici indext ¢, j existuje ¢islo x;; takové, Ze
(A"”J')Z.j > 0. Polozme m = max{r;;: i=1,...,n,j=1,...,n,i# j}. Pak

(|+A)m:|+§7::<z7>m>o,

a pro libovolny vlastni vektor v matice A piislusny k vlastni hodnoté \; plati

(I+A)"v =

m\ L m\ L m\
=1+ <‘>AJ v=v+ (.))\]v: 1+ <.>)\] v=(1+XM)"v,

m

tedy v je soucasné nezaporny vlastni vektor kladné matice (14+A)™ ptislusny k vlastni hodnoté

(14 A1)™. Podle tvrzeni 4 je v > 0 a tedy
dim (ker(A — \1)) > 1.
7 uvedeného vypoctu dale plyne, ze
ker (A — Ml) Cker ((14+A)™ — (14 X)™).
Prostor na pravé strané inkluze je podle tvrzeni 7 jednodimenzionalni a tedy

dim (ker (A — M\i1)) < 1.
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Véta 2. Bud A nezdpornd matice. Pak existuje jeji vlastni hodnota A\ € R takovd, Ze A1 > ||
pro kazZdou vlastni hodnotu A\ matice A, a existuje nezdporny vlastni vektor v prislusny k vlastni
hodnotée 1.

Je-li navic matice A primitivni, pak A1 > |A| pro libovolnou vlastni hodnotu X # \1 matice
A, prislusnyg vlastni vektor v > 0 a ker(A — A\l) je jednodimenziondlni.

Je-li navic matice A ireducibilni a imprimitioni, pak A1 > 0, prislusny vlastni vektor

v > 0 a existuji vlastni hodnoty A2, A3, ..., A\g takove, Ze \j = e2mi=1/d), ¢ ker(A — \l) je
jednodimenziondlni, j =1,2,...,d.
Dikaz. Prvni ¢ast je tvrzeni 12, druhé c¢ést je tvrzeni 13, treti ¢ast je tvrzeni 15 a 16. U

Pozndmka 3. Cislo d z tieti ¢asti véty 2 je vétsi nez 1. Tato vlastnost vSak nebyla dokézana.

Klasifikace nezdpornych matic a odpovidajici vlastnosti vlastnich hodnot a vlastnich vek-
toru jsou shrnuty v obrazku A.1l.

Nezaporna
A>0
M EeR
Primitivni Imprimitivni
(3O AL >0 (V0) (34, 5) (Af)ij =0
AL > ’)\2’, w >0
Ireducibilni
Reducibilni

(Vi,5) (3¢) (AY),. >0
(3i,) (v0) (AY), =0 ’

A >0, w® >0
A >0, wd >0

(3d) Aj = eV 5 =12 ... d

Obrazek A.1: Klasifikace nezdpornych matic a charakterizace jejich vlastnich hodnot a vlast-
nich vektord. Vlasti hodnoty Aq,...,\, matice A jsou usporadané tak, ze |[Ai| > |-+ > |A\,],
w® oznacuje vlastni vektor piislusny k vlastni hodnoté A;.
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Dodatek B

Hilbertova pseudometrika a
Birkhoffuv koeficient

Rekneme, 7e vektory @,y € R* maji stejny nosié, pokud pro kazdy index i je z; = 0 pravé
tehdy, kdyz y; = 0. Pro kazdou dvojici (x,y) nezdpornych vektori se stejnym nosi¢em defi-
nujeme realné ¢islo d(x,y) rovnosti

Ti
max{—' Dy > 0}
In Ji , T # o,
Py
d(z,y) = min {y—l Dy > 0} (B.1)
i
0, T = o.

Tvrzeni 17. Hodnota d definovana pro nezaporné vektory x a y rovnosti (B.1) méa vlastnosti:
1. d(z,y) > 0 pro vSechny pfipustné vektory x, y.
2. d(x,y) = d(y,x) pro vSechny pfipustné vektory x, y.
3. d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) pro vSechny pripustné vektory x, y.
4. d(x,y) = 0 pravé tehdy, kdyZ = ay pro néjaké a > 0.
5. d(x,y) = d(ax,by) pro vSechny piipustné vektory x, y a kladnd ¢isla a, b.

6. Pro kazdou nezapornou matici A o k sloupcich a pro vSechny pripustné vektory x, y
plati d(Ax,Ay) < d(x,y). Je-li d(x,y) > 0, je tato nerovnost ostra.

Diikaz.
1. Tvrzeni plyne pfimo z definice zobrazeni d.

2. Pro nulové vektory je symetrie zfejma z definice. Pokud y # o, plati

{ﬁ:yi>0}:{ﬁ:xi>0}
Yi Yi
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nebot vektory x a y maji stejné nosice. Déle

1 1

max{—':yi>0}: 4 , mln{—':yi>0}: :
Yi min{&: yi>0} Yi max{&:yi>0}

X T
a z toho jiz plyne tvrzeni.

3. Je-li néktery z vektortt x, y, z nulovy, jsou nulové vSechny a nerovnost je trivialni.

V opacném pripadé
T .
max{—lzyi>0} max{%:yi>0}
Yi Zi

(. ) + d(y, ) =In — fin =
min{—lzyi>0} min{%:zi>0}
Yi 2
max{ﬁ:yi>0}max{£: zi>0} max{x—fy—lj:yizi>0}
=1In Ji “i > 1In Ji % =d(z, z).

min{—lz yi>0}min{&: zi>0} min{—z%: yl-zl->0}
Yi Zi Yi Zi

4. Je-li d(x,y) =0, pak

max{m yl#O} —mln{x yl#O}
Yi Yi

2
a z toho dale plyne, Ze viechny hodnoty — jsou stejné, a tedy rovny néjaké konstanté

Yi
a. Opacna implikace je zfejma.

5. Pro libovolnd kladna ¢isla a, b plati max{le :
Yi
podobné pro minimum.

6. Necht i je libovolny index takovy, ze (Ay); # 0. Pak plati
D i
(Az); 75 _ aijYj Tj
(Ay)i > aipyp ; > QipYp Y
P P

a ponévadz

Z i 1, L > 0 pro vSechna i, j,
Z GipYp >~ AipYp
P
. (Ax); .. . .. xj ,
je hodnota (Ay) vazenym prumérem hodnot z mnoziny { — : y; # 0 ». To znamena,
i J
ze
NET (Az); T
min —:y-#O}g Smax{—:y-yéo (B.2)
{yj ’ (Ay); y;
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pro v8echny indexy i takové, ze (Ay); # 0. Odtud déle plyne, Ze

[ [ (Az);

min —:y‘#O}Smln{—: Az); #07 <
{y ! (), A
(Az); } { zj
< max t(Az); 0 <maxq —:y; #0,,
{ (Ay); (Ae); i

coz je ekvivalentni s dokazovanou nerovnosti.
Pokud je d(x,y) > 0, pak podle jiz dokazané vlastnosti 4 je alespoil jedna z nerovnosti
v (B.2) ostra. O

J

Vlastnosti 1, 2 a 3 jsou axiomy pseudometriky. To nés opraviuje k definici: Hilbertova
projektivni pseudometrika je definovana vztahem (B.1) pro kazdou dvojici (x,y) nezdpornych
vektorli se stejnym nosicem.

Vlastnosti 4 a 5 fikaji, Ze pseudometrika d nerozlisuje (ztotoziuje) vektory, které se lisi
pouze velikosti, nikoliv smérem.

7 vlastnosti 6 plyne, ze pro vSechny ptipustné vektory x, y a nezdporné matice A plati
nerovnost

d(Ax, A
(Az,Ay) _
d(z,y)
neboli, Ze nasobeni nezapornou matici A nezvétsuje Hilbertovu pseudovzdalenost vektort. To
nam dale umoznuje pro nezapornou matici A definovat Birkhoffiv kontrakcni koeficient

7(A) = sup {% sd(z,y) > 0} . (B.3)

Tvrzeni 18. Koeficient 7(A) mé vlastnosti:

1. 0 < d(Az,Ay) < 7(A)d(x,y), 7(A) < 1 pro vSechny ptipustné vektory x, y a vSechny
nezaporné matice A.

2. Pro nezépornou nenulovou ¢tvercovou matici A plati, ze 7(A) = 0 pravé tehdy, kdyz
A = cwvT, kde ¢ je néjaka konstanta a w, v jsou levy a pravy vlastni vektor matice A
prislusné k jeji dominantni vlastni hodnoté.

3. Pro nezaporné ¢tvercové matice A, B plati 7(AB) < 7(A)7(B).
4. Je-li A >0, pak 7(A) < 1.
Diikaz.

1. Plyne ptimo z definice koeficientu 7 a z vlastnosti pseudometriky d.

2. ,=“: Necht 7(A) = 0. Pak pro vSechny vektory « spliiujici podminku d(x,y) > 0 plati
d(Azx,Ay) = 0, coz vzhledem k vlastnosti pseudometriky podle Tvrzeni 17.4 znamena,
ze existuje ¢islo a > 0 takové, ze Ax = aAy. Nasobeni matici A tedy zobrazuje vSechny
vektory se stejnym nosicem do jednorozmérného prostoru a z toho dale plyne, ze hodnost
matice A je 1. VSechny sloupce matice A jsou tedy nasobkem néjakého nezédporného a
nenulového vektoru g, tj. A = gp". Pfitom p # o, nebot A # O. Nechf nyni w je vlastni
vektor matice A prislusny k dominantni vlastni hodnoté A. Pak

A
Mw =Aw = gp'w = <pT'w) q, tedyq=-—F—w.
plw



110 DODATEK B. HILBERTOVA PSEUDOMETRIKA A BIRKHOFFUV KOEFICIENT

Dale plati
A AoTw T
Wl =v'A=v'gp' = ’UTT—pr =—F—p, tedy p' = pT—vT
w plw v'w
Odtud dostavame, 7e A = —wwv .

vTw

,<=“: Necht A = cwwv". Pak pro libovolné vektory x, y plati

Ay = cwv 'y = (C'va) w, odtud w=—=—Ay,
cv'y
takze
T T C’UT(B
Axr = cwv x = <C’U ar:) w=—5—Ay.
cv'y

To podle Tvrzeni 17.4 znamena, ze d(Ax,Ay) = 0.

3. Je-li matice A nulova, je tvrzeni trivialni.
Pro nenulovou matici A plati

7(A) = sup {% s d(x,y) > 0} > sup{d(Aé(B;Zz:gij)) : d(Bxz,By) > 0} )

Necht nejprve 7(B) > 0. Pak pro libovolné vektory x, y takové, ze d(x,y) > 0, plati
také d(Bx,By) > 0. Odtud a z pfedchozi nerovnosti plyne

d(ABx,ABy) . _
dz,y) (@, v) > 0}
- {d(ABar:, ABy) d(Bx, By)
- sup d(Bx,By) d(x,y)
< Sup{% s d(x,y) > 0} sup{% sd(x,y) > 0,} —

:Sup{d(A(Ba:),A(By))

7(AB) = sup{

s d(x,y) >0,} <

d(Bz).By) .
W. d( ,y)>0,}§

(B By) : d(Bzx, By) > 0}sup{

< 7(A)7(B),

coz je dokazovana nerovnost.

Necht 7(B) = 0. Pak podle jiz dokdzaného je B = cwv', kde w a v jsou pravy a levy
vlastni vektor matice A prislusné k jeji dominantni vlastni hodnoté. Odtud a z vlastnosti
pseudometriky podle Tvrzeni 17, ¢asti 5 a 4, plyne

d(ABz, ABy) = d(A(bwv" )z, A(bwv " )y) =
= d((b'vTar:)A'w, (b'uTy)A'w) = d(Aw,Aw) = 0.
To znamena, ze

d(ABx,ABy) . _
—d(m,y) s d(x,y) > 0} 0,

tedy 7(AB) = 0 = 7(A)7(B) a nerovnost plati.

7(AB) = sup{
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