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4 Geometrie
UVOd Uvod 2
KuZelo-secky jsou rovinné fezy kuzelové, prip. valcové plochy.’
Nedegenerované (regularni) kuzelosecky jsou vyseknuty rovinou, ktera
neprochazi vrcholem kuzele:
» elipsa (spec. kruZnice) — zadny nevlastni bod,
» parabola — jeden nevlastni bod,
» hyperbola — dva nevlastni body.

Degenerované (singularni) kuzelosec€ky jsou uréeny rovinou, ktera
obsahuje vrchol kuzele.

Valec je kuzel s nevlastnim vrcholem. UvaZovany kuZel/ivalec nemusi byt nutné rota&ni.




Geometrie

Elipsa: ekvivalentni definice Elipsa 3
Elipsa je
(A) fez kuzelové plochy rovinou, ktera protind v§echny jeji povrchové
primky;
(B) mnozina bod( v roving, jez maji konstantni soucet vzdalenosti od
dvou bodu E a F:

|EX]| + |XF| = konst.;

(C) mnozina bodu v roviné, jez maji konstantni pomér vzdalenosti od
bodu F a pfimky d, pficemz

|XF]| : |Xd| = konst. < 1;

(D) rovinna kfivka uréena kvadratickou rovnici (vzhledem k vhodné
soufadné soustaveé)

2
2 P - X y
=2px — —Xx°, resp. — +— =1;
y p. 2 p 2 +

(E) afinni obraz kruznice.



Geometrie

Souvisejici pojmy Eipsa 4

» Body E a F jsou ohniska, ptimka d je fidici pfimka elipsy,

» elipsa je soumérna podle dvou navzajem kolmych os,
a = délka hlavni poloosy, b = délka vedlejsi poloosy (a > b),

> elipsa je soumérna podle stfedu = priseciku jejich os,

» konstanta v (B) je rovna 2a,

» konstanta v (C) je rovna £ = (numericka) vystfednost,
kde e = Va2 — b2 = (linearni) vystrednost,

» kvadraticka rovnice v (D) je tzv. vrcholova, resp. stfedova rovnice
elipsy,® kde p = %2 = parametr.

Poznamky

Ekvivalenci (A) < (E) zname z Konstruk&éni geometrie.

Ostatni ekvivalence a podrobnosti k uvedenym Ciselnym charakteristikam
ukézeme za chvili (s. 9—11).

2Pojmenovano podle umisténi podatku odpovidajici soutadné soustavy.



Geometrie

Véta Ap0||(') niova Elipsa 5

UvaZme kuZel s kruhovou podstavou a jeho elipticky fez jako na obrazku.
Potom pro libovolny bod N na elipse plati

AM? = =M- ME, (1)

kde M je pata kolmice z A na AE a = je bod na thlopficce pevného
pfiloZeného obdélniku se stranami AE a E©, kde E© je urena vztahem
AE : E© = AK? : (BK-KT).3

3Za chvili bude patrné, Ze velikost E© je rovna pravé dvojnasobku parametru p.



Geometrie

Dikaz véty Apolléniovy Eipsa 6

Z definujici rovnosti pro Usec¢ku E© a podobnosti nékolika trojuhelniku

plyne:
AM AE AKAK EMAM

M=~ E©@ BKKI MMOMP
Levou stranu rozsitime ME, aby poméry na obou stranach meély stejny
¢itatel. Odkud plyne rovnost jmenovatelll

M=-ME = M- MP.

Rovina AP je rovnobézna s podstavou, tudiz fezem kuZzelové plochy
touto rovinou je kruznice a NP je jeji pramér.
Podle Thaletovy véty je Uhel AP pravy.
Podle Eukleidovy véty o vySce plati

M- MP = MA2.

Dosazenim do predchozi rovnice dostavame (1). ]



Geometrie

Véta Dandelinova—Queteletova Elipsa 7

Uvazme rotacni kuzZel a jeho elipticky fez jako na obrazku. Potom
ohniska této elipsy jsou pravé body dotyku kulovych ploch, které se
dotykaji jak kuZele, tak roviny fezu.




Geometrie

Dikaz véty Dandelinovy—Queteletovy Eiipsa

Chceme ukazat, ze plati |EX| + | XF| = konst., tedy ze E a F jsou pravé
ohniska elipsy:

VSechny te¢ny z daného bodu k dané
kulové ploSe jsou stejné dlouhé.

Proto |EX| = |DX| a |[XF| = |XH|, a tudiz
|EX| + |XF| = |DX] + |XH| = |DH).

Kuzel je rotacni, tedy vzdalenost |DH] je stale
stejné pro v8echny povrchové primky.




Geometrie

Dusledky: ekvivalence (A) a (D) Elipsa 9

Pfimo z véty Apolléniovy:

Oznacéime |EG| =: 2p, |EA| =: 2a, |EM| := x a |[MA| =: y.
Z podobnosti trojuhelniki © EA a =MA
plyne

[=M| = =(2a - x).

oo

Rovnici (1) pak mizeme prepsat jako

2:2_8)
y (p ~X) %,

coz je pravé vrcholova rovnice elipsy v (D).

Odtud se snadno vyvodi stfedova rovnice. .. o (C.1)



Dusledky: ekvivalence (A), (B) a (C) “Eipea 10

Z véty Dandelinovy—Queteletovy pfimo plyne (A) <= (B).

Ke zdlivodnéni (A) < (C) stali ukazat, ze prisecnice p = pNaje
pravé Fidici pfimkou elipsy, tedy Ze pro ohnisko F a pro libovolny bod X
na elipse plati | XF]| : | Xp| = konst. < 1:

!‘} |XP| = | Xpl, kde P je pata kolmice z X na p

' (v bo€nim prdmétu nezkresleng).

|[XF| = | XH|

(v bo¢nim prdmétu vidime jako | XoHg)-

Odtud plyne

IXFI : 1Xpl = 1XoHol : |XPI.

Trojuhelniky AHyP a AXy X jsou stejnolehlé,
takze

[XoHol : IXP] = |AHp| : |AP] = konst. < 1. O



Geometrie

Upresnéni (s. 4) Eipsa 11

v

Dosazenim soufadnic vedlejsmo vrcholu do vrcholové rovnice (D)
snadno ovéfime, ze p =

v

Obdobnym zplsobem z teze rovnice plyne, Zze %2 je délka poloviny
tétivy, ktera prochazi ohniskem a je kolma k hlavni ose.

» Rozepsanim vlastnosti (C) pro dva specmcke body zjistujeme, Ze
vzdalenost fidici pfimky d od vedlejsi osy je £-

v

Vzdalenost fidici pfimky d od ohniska F je ;
Z uvedeného zejména plyne, Ze konstanta v (C) je skute¢né rovna 2. (C.3)

v




Poznamky: ohniskové vlastnosti

Z ohniskovych viastnosti elipsy Ize vyvodit nékolik dalSich poznatkd,
které jsou uziteCné napf. pii (eukleidovskych) konstrukcich tecen. ..

Geometrie

Elipsa

12



Geometrie

Poznamky: ohniskové vlastnosti Elipsa 13

...nebo pfi kresleni elipsy jako takové. ..

2
—— = A




Geometrie

Poznamky: osova afinita Elipsa 14

Pomoci vhodné osové afinity umime nékteré konstrukce redukovat na
jednodussi konstrukce s kruznici, viz napf. teCny nebo praseciky s
primkou. ..

~. 251



Poznamky: sdruzené a hlavni priméry

U obecné osové afinity jsme umeéli najit hlavni prdmeéry, tj. navzajem
kolmé sdruZené primery. ..

Geometrie

Elipsa

15



Geometrie

Ostatni regularni kuzelosecky Ostatni kuzelosecky 16

Vétsinu vySe uvedenych poznatkl o elipse Ize snadno modifikovat pro
ostatni regularni kuzelosecky, tj. pro hyperbolu a parabolu.

Uvadime nékolik ekvivalentnich definici v duchu s. 3, jejichz zdlvodnéni
a upfesnéni nechavame &tenéafi jako doporudené cvigeni. .. 4 (C.3)

4K gemu asi slouzi tento obrazek?



Geometrie

Hyperbola: ekvivalentni definice Ostatni kuzelosecky 17
Hyperbola je
(A) fez kuzelové plochy rovinou, ktera protind v§echny jeji povrchové
pfimky kromé dvou;

(B) mnozina bod( v roving, jez maji konstantni rozdil vzdalenosti od

dvou bodl E a F:
|EX| — |XF| = konst.;

(C) mnozina bodu v roviné, jez maji konstantni pomér vzdalenosti od
bodu F a pfimky d, pficemz

IXF| : |Xd| = konst. > 1:

(D) rovinna kFivka uréend kvadratickou rovnici (vzhledem k vhodné
soufadné soustaveé)
p xX* y

2 2
=2px + =x°, resp. — —— =1;
y P+a p 2

(E) projektivni obraz kruznice se dvéma nevlastnimi body.



Geometrie

Parabola: ekvivalentni definice Ostatni kuzelosecky 18

Parabola je
(A) fez kuzelové plochy rovinou, ktera protina vSechny jeji povrchové
primky kromé jedné;

(B) —

(C) mnozina bodu v roviné, jeZ maji stejnou vzdalenost od bodu F
a primky d, tzn.
IXF| : |Xd| = 1;

(D) rovinna krivka uréena kvadratickou rovnici (vzhledem k vhodné
soufadné soustaveé)
y? = 2px;

(E) projektivni obraz kruznice s jednim nevlastnim bodem.



Geometrie

Singularni kuzelosecky Ostatni kuzelosecky 19

Singularni kuzelosecky jsou sjednocenim nebo prinikem dvou pfimek.
Podle vzajemné polohy fezné roviny a kuzelové/valcové plochy mohou
nastat tyto pfipady:

> dvé rizné pfimky (rdznobézné/rovnobézné),

» bod,®

» dvé splyvajici pfimky.

Kazda z téchto kuzelosecek je urcena kvadratickou rovnici (vhledem k
vhodné soufadné soustave):

> y2 = kX2, resp. y? = k2,
Y2 — _K2x2,
> y2 = 0_

kde k je néjaka nenulova konstanta.

5Tento ptipad budeme interpretovat jako priiseéik dvou imaginarnich (komplexné
sdruzenych) pfimek.



Geometrie

Cviceni Cvigeni 20

(C.1) Dokazte, Ze algebraicka vyjadfeni v (D) jsou skute¢né dvojim
vyjadrenim téZe kuZelosecky, napiste odpovidajici transformaci
souradnic a vSe ilustrujte vymluvnym obrazkem.

(C.2) Odvodte nekteré z vyjadieni v (D) bez Apolloniovy véty, tzn. pfimo
z (B), (C) nebo (E).

(C.3) Dovysvétlete néktera upfesnéni na s. 11, nékteré z poznamek na
s. 12—15 a nékteré z ekvivalenci na s. 17-18.

(C.4) Dokazte, Ze numericka vystfednost kuzelosecky je rovna
|XF]:|Xd| = sina : sing,

kde a = odchylka podstavy kuzele od roviny fezu a 8 = odchylka
podstavy kuzele od jeho tvoficich pfimek.
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Mezihra

Mezishrnuti: kanonické tvary Kanonicke tvary 22

Nasledujici rovnicové vyjadfeni jsou tzv. kanonické tvary. Jednd se o
vyjadfeni v§ech moznych kuzelosecek vhledem k vhodné zvolenym
(kartézskym) soufadnym soustavam (viz s. 3, 17-19):

2 2

y

+ E +1=0 0
X2 2
S+ b 1=0 elipsa (pfip. kruznice)
X2 y2
T pE 1=0 hyperbola

y?—2px =0  parabola

y2—k®x2=0  dvé riznob&zné primky
yP-k®=0 dvé rovnobézné pfimky
y2+k?x>=0  bod
Y2+k3=0 0
y2=0  jedna (dvojnasobna) pfimka



Mezihra

Mezishrnuti: obecna rovnice Kanonické tvary 23

Rovnicové vyjadfeni kuzeloseCky zavisi na zvolené soufadné soustave.

Kazda z vySe uvedenych rovnic se vzhledem k obecné afinni
transformaci
X =k<+ly+o, y=mx+ny+gq 2

zmeéni na rovnici tvaru
Ax"? 4+ 2Bx'y’ + Cy"? +2Dx’ + 2Ey’ + F = 0, (3)

kde koeficienty A, B, ..., F zavisina k, |, ..., g (a na koeficientech
a,b,p,...).

Naopak, pokud rovnice tvaru (3) ma feSeni, potom urcuje néjakou
kuzelosecku.

Druh této kuzelosecky Ize nejlépe rozpoznat tak, Ze rovnici néjak
upravime do kanonického tvaru.

Pritom kazda z provedenych Uprav predstavuje néjakou (afinni)
transformaci soufadné soustavy (viz zavéry na s. 31-32).



Mezihra

Mezishrnuti: obecna Umluva Kanonické tvary 24

Pfi manipulacich s danou kuzelosec¢kou ¢asto kon&ime s obecnou
soufadnou soustavou.

Vzdy vSak predpokladame, Ze:

Umluva

Rovnice kuzelose¢ky v zadani kazdé ulohy je vyjadiena vzhledem ke
kartézské souradné soustavé.



v Mezihra
Me2|pr|klad 1 Ptiklady 25
Rozpoznejme kuzZeloseéku uréenou rovnici

4y —x2 —4x-8=0.

Levou stranu mizeme dopinénim do &tverce upravit takto:
4y?—x? —4x -8 =4y*—(x +2)° +4-8.

Nahrazenim
X'=x+2, y=y 4)
dostavame nové vyjadreni téZe kuZelosecky
4y? —x?_4=0.

Odtud jiz snadno rozpoznavame hyperbolu.

Soufadnice stfedu jsou ziejmé z (4). ..

Pouzita transformace je pouhym posunutim, tedy shodnosti. Proto po
dodate¢né Uprave
1
72 72
— —x? =1
y 2%

umime urcit velikosti hlavni a vedlejsi osy. ..



Mezihra

Mezipfiklad 1: obrazek Piikiady 26




Mezihra

MezipFl'kIad 2 Ptiklady 27
Rozpoznejme kuzZelosecku uréenou rovnici

Y2+ xy—-2x-2y—1=0.

Levou stranu mGzeme doplnénim do Ctverce upravit takto:

1 2 1
Y2+ xy—2y—2x —1 :(y+§x—1) —Zx2+x—1—2x—1.

Nahrazenim

’

1
x =X, y’:y+§X—1 (5)

dostavame nové vyjadreni téZe kuZelosecky

1
72 2 ’
- = - - 2 == O~
y X X

To je pravé zadani prikladu 1, odkud vime, Ze se jedna o hyperbolu.

Souradnice stfedu je mozné odvodit z pfikladu 1 a transformace (5). ..



Mezihra

Mezipfiklad 2: obrazek Piikiady 28




Mezihra

MezipFl'kIad 3 Ptikiady 29

Rozpoznejme kuzeloseéku uréenou rovnici

xy-2x-1=0.

Na levé strané postradame kvadraticky Elen, ke kterému si v8ak Ize
dopomoci napf. dosazenim

x=x+y, y=y, neboli X =x-y, y =y. (6)
Takto dostavame nové vyjadreni téZe kuZelosecky
X +y) -2xX +y)-1=y2+xy -2x -2y’ =1 =0.

To je pravé zadani prikladu 2, odkud vime, Ze se jedna o hyperbolu.

Soufadnice stfedu je mozné odvodit z pfikladu 2 a transformace (6).. .



Mezihra

Mezipriklad 3: obrazek Piikiady 30




Mezihra

Mezivysledky: kanonicky tvar Zavéry avyhledy 31
Zobecnénim Uvah z predchozich prikladi zjistujeme, ze. ..
... jakoukoli rovnici typu
Ax? +2Bxy + Cy? + 2Dx +2Ey + F =0 )

Ize vZdy upravit do kanonického tvaru, a to opakovanim Uprav dvojiho
druhu:

(1) dopinéni do ctverce a nasledna substituce (pfedp. A # 0)

Ax? +2Bxy +2Dx + --- =

oy, B +D2 B® . 2BD D°
- AV T a) Ay T A

A2
, B2 , 2BD , D?
=AY Y e

(2) substitucex =x"+y',y =y (pokudA=C =0)

Bxy_|_...:B(X'+y’)y’+...:By’2+BX/y'+...



Mezihra

Mezivysledky: transformace a dal? Zavéry avihledy 32

Postupnym skladanim pouzitych substituci Ize vzdy urcit vyslednou
transformaci souradnic.

V pripadé, ze kuzelosecka je stfedova, Ize odtud vyjadrit stfed
kuzelosecky.

Pokud je transformace shodnosti, potom Ize z kanonického tvaru zjistit
také smeéry os a Ciselné charakteristiky kuzelosecky.

Priklady 1-3

Na rozdil od transformace (4) neni transformace (5), resp. (6) shodnosti.
Proto ur€eni hlavni a vedlejsi osy hyperboly v pfikladu 2, resp. 3 nenf tak
bezprostfedni jako v pfikladu 1...



Mezihra

Vyhled: hlavni véta Zavéry avyhledy 33

Pfedchozi typ uvazovani je pomérné pracny, coz nas motivuje k dal§imu
zevrubnému studiu.

Od nynéjska sméfujeme k dikazu hlavni véty celého kurzu:

Véta
S trochou algebry je vSechno velmi snadné.



Mezihra

Vyhled: néstroje Zavéry a vyhledy 34

Obecnou rovnici (7),
Ax? + 2Bxy + Cy® + 2Dx + 2Ey + F = 0,
budeme zapisovat pomoci matic takto

A B D) (x
(x v 1)-[5 C E]-{y]:o. (8)
D E F) (1

Leva strana je vyéislenim kvadratické formy F : R® — R na vektoru
x=(x,y,1).

Vektor x = (x, y, 1) predstavuje homogenni soufadnice bodu v roviné s
(afinnimi) soufadnicemi X = [x, y]; zde uvazujeme projektivni rozsiteni
R2 = P(R3) afinni, piip. eukleidovské roviny R2.

Matice v (8) je matici polarni formy f : R® x R® — R pfislugné F vzhledem
k odpovidajici soufadné soustavé.



Mezihra

Cviceni Cviteni 35

(C.5) Podle pfedchoziho ndvodu rozpozneijte kuzelose€ku uréenou
rovnici

X2 +2xy+y?+2x+y =0 nebo 8x*+4xy+5y®+16x+4y = 28.

Vyjadrete celkovou transformaci soufadnic, pokuste se identifikovat
stfed a Ciselné charakteristiky kuzeloseCky a doplhte obrazek.



Geometrie 1

Mezihra 21
Opakovani 36
Projektivni rozsiteni 37
Dvojpomér a zakladni véta 42
Cviceni 44
Algebra 45
UzZitek 63

Poznamky 1083



Opakovani

PI’OjektiVI’]I' rozsireni Projektivni rozsifeni 37

Afinni pfimka ma jeden nevlastni bod = bod ,v nekoneénu®“.

Nevlastni body obecného afinniho prostoru (A, 0zn. co 4, jsou

reprezentovany skupinami navzajem rovnobéznych pfimek v A,
. . v L,

neboli sméry® v zaméfeni A.

Projektivni rozsifeni afinniho prostoru A je mnozina A= AU cog.

8smér = vektor ,aZ na nasobek“ = jednorozmérny vektorovy podprostor



Opakovani

PI’OjektiVI’]I' rozsireni Projektivni rozsifeni 38
Prifazeni
“ e d
bodA +— pfimkaa=A+S +— smér(a)=(SA)
urCuji bijektivni zobrazeni mezi mnozinami:
{body v projektivnim rozsiteni A = A U ooﬂ} =
= {pﬁmky v afinnim prostoru ‘A + S prochazejici bodem S} =

v 7 _—_—%
= {smery ve vektorovém prostoru A + S}.

Pfitom nevlastni body v A jsou charakterizovany takto:

Dewg e d| A de?[).



Opakovani

Projektivizace Projektivni rozsifeni 39

Obecny projektivni prostor je definovan takto:

Definice

Projektivni prostor s vektorovym zastupcem V (nebo projektivizace
vektorového prostoru V) je mnozina véech sméru ve V; znacime P(V).

Poznamky

Projektivni roz§ifeni A afinniho prostoru (A je projektivni prostor s
_— L~ e
vektorovym zéstupcem V = A + S, neboli A = P(A + S).
Uvédomme si, Ze
dimP(V) =dimV - 1.



Opakovani

Afinni vs. homogenni souradnice Projektivni rozsifeni 40

UvaZzme afinni prostor A s afinni soufadnou soustavou (O; ey, ey, ... ).

Afinni souradnice bodu X € A jsou soufadnice vektoru OX € A
vzhledem k bazi (eq,ez,...).

Piseme X = [x1, X2,...], coZz znamend X = O + xi€1 + Xo€2 + - - -.

Pro projektivni rozaiteni A = P(V), kde V > A, uvazme rozsifenou bazi
(e1,€2,...,€9), kde ey € V\§{>.

Definice

Homogenni soufadnice bodu X € A zastoupeného vektorem x € V jsou
soufadnice tohoto vektoru vzhledem k bazi (e, ey, ..., €o).
PiSeme X = (X1 T Xo e ﬁ), tzn. x = X1€1 + Xo€2 + - - - 4 X0€p-

Pozor

Homogenni soufadnice nejsou uréeny jednoznacné; kazdé dva
zastupujici vektory jsou vSak kolinearni, proto

X = (x4 :x2:--~:&):(ax1 :ax2:~--:%) pro lib. a # 0.



fi Projektivni rg;gmﬁ 41
Priklad

Afinni soufadnou soustavu (O; ey, ez) roviny A rozsitime o vektor

Vlevo: vlastnibod A = O + 3e; + €2 = S + ep + 3e; + e ma afinni
soufadnice [3, 1] a homogenni sourfadnice

B8:1:1)=(-6:-2:-2)="---.

Vpravo: nevlastni bod zastoupeny pfimkou se smérovym vektorem
a = —2e; + e, nelze vyjadfit v afinnich soufadnicich, jeho homogenni
soufadnice jsou

(-2:1:0)=(-6:3:0)="--.



Opakovani

DVOj pO m é r Dvojpomér a zékladni véta 42

Definice

Pro &tvefici (A, B, C, D) vlastnich, kolinearnich a navzéjem rliznych bodu
je dvojpomér této Ctverice roven podilu délicich pomér(:

(AB CD) = = g : )
BC

23]

Poznamky

Dvojpomér je zakladnim (definujicim) invariantem projektivnich
zobrazeni.

Je-li bod D nevlastni, potom (AB D) = Aim (AB D) = 1, a proto plati

(ABCD.,) = (ABC).

Pokud je ndhodou (AB CD) = —1, fikdme, Ze &tvefice bodu je v tzv.
harmonickém poméru.”

"Tedy napt. &tvefice A, B, stred Usetky AB a nevlastni bod piimky AB (v tomto pofadi)
je vzdy v harmonickém poméru.




Zakladni véta projektivni geometrie Dvoipomér 8 zékiadnivera 43

Bijektivni linearni zobrazeni W : V — V’ indukuje zobrazeni mezi
projektivnimi prostory ¢ : P(V) - P(V’), a to tak, ze

w((x)) = (V(x)), pro lib. nenulovy x € V. (10)

Toto zobrazeni je zfejmé bijektivni a projektivni.
Naopak:
Véta

KaZdé bijektivni projektivni zobrazeni v : P(V) — P(V’) je uréeno
néjakym bijektivnim linedrnim zobrazenim WV : V — V’ jako v (10).

Poznamka

Projektivni zobrazeni ¢ : A A je afinni < y zobrazuje o4 C A
~ — -
docoy C A® = W:V > V zobrazuje Ac Vdo A c V.

8nevlastni body na nevlastni (tzn. vlastni na vlastni)



Opakovani

Cviceni Cvigeni 44

(C.6) Zopakujte si vSechny pojmy, které pouzivame a budeme pouzivat
bez vysvétleni, jako napt. vektorové prostory a (multi-)linearni
zobrazeni, charakteristicka Cisla a vektory, afinni prostory a
zobrazeni, ...
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Algebra

Bilinearni a kvadratické formy Kvadratické formy 46

Definice

Zobrazeni F : V — R vektorového prostoru V do télesa R se zove
kvadratickou formou, pokud plati

F(x) = f(x,x), prolib.xeV,

kde f : V X V — R je néjaka symetricka bi-linearni forma.
Forma f je tzv. polarni forma kvadratické formy F.

Poznamka
Forma f je jednoznacné urCuje F a naopak:

f(x.y) = 5(FOc+y) ~ F(x) - F(y)).



Algebra

Bilinearni a kvadratické formy Kvadratické formy 47

Z bilinearity f plyne souf. vyjadreni (vzhledem k bazi (e, ey, ...))

f(x,y) = x1y1fi1 + x1yafio + Xoy1fo1 + Xoyofoo + -+ - =

fii f2 ) (n
:(x1 Xo ) for fo ... |Ye| (1)
kde X = X1€1 + Xz€2 + -+, ¥ = y1€1 + yo€2 + -+ a f = f(ej, €)).
Ze symetriCnosti f plyne f; = f; pro vSechna i aj.
Rovnost (11) schematicky zapisujeme
f(x,y) = x"-F-y, 12)

kde F = (fj) zna¢i matici formy f vzhledem k bazi (ey, ez, ... ).



Algebra

Regularni/singularni formy Kvadratické formy 48

Definice

Vektor u € V je singularnim vektorem bilinearni formy f: Vx V —» R,
pokud linearni forma f(u,—) : V — R je nulova.®

Bilinearni forma f je regularni, pokud jeji jediny singularni vektor je
nulovy vektor; v opacném ptipadé je forma f singularni.

Singularni vektory a regularita/sigularita kvadratické formy F: V —» R
jsou odvozeny od jeji polarni formy f.

Poznamky

VSechny singularni vektory tvofi vektorovy podprostor ve V.

Forma je regularni <= odpovidajici matice (vzhledem k lib. b&zi) je
regularni.

%zn. f(u,x) = O pro lib. x € V



Algebra

Polarni sdruzenost Polarita 49

Definice
Vektory u,v € V jsou polarné sdruzené vzhledem k f, resp. F, pokud

f(u,v) = 0.

Baze (ey,ez,...) prostoru V se jmenuje poldrni bazi vzhledem k f, resp.
F, pokud f(ej,e;) = 0 pro v8echna i # j.
Poznamky

Matice f, resp. F vzhledem k polarni bazi je diagonalni.

VSechny vektory, které jsou polarné sdruzeny s danym vektorem u € V,
tvofi vektorovy podprostor U C V:

» pokud u je singularni, potom U =V,

» pokud u neni singularni, potom U je nadrovina ve V;
rovnicové vyjadreni této nadroviny je

U={xeV:f(ux) =0} (13)



Algebra

O pOlérnI' bé.Z| Polarita 50

Véta
KaZd4 kvadraticka forma ma polarni bazi.

Dukaz.
Je-li F = 0, potom kazda baze je polarni.
Je-li F # 0, potom uvazujeme induktivné:

» Pokud dim V = 1, potom lib. vektor tvofi polarni bazi.

» Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro lib. prostor dimenze n, a uvazme
dmV=n+1:
Protoze F # 0, existuje vektor u € V takovy, ze F(u) # 0. Zejména u
neni singularni, a proto mnozina (13) je nadrovinou, tzn. ma dimenzi n.
Podle pfedpokladu ma zGzeni F|y polarni bazi.
Kdyz onu bazi U dopinime o vektor u, dostaneme bazi V (u € V \ U),
ktera je polarni (kazdy vektor z U je polarné sdruzen s u). O



Algebra

Pozné.m ky Polarita 51

Dukaz predchozi véty pfedstavuje navod k nalezeni polarni baze. (C.8)

V kazdém kroku mame zna¢nou volnost ve vybéru u tak, aby F(u) # O;
polarnich bazi je proto nepfeberné mnozstvi.

Pokud je f : V x V — R skalarni soucin, potom F je pravé norma vektoru
a pro kazdé u # o plati F(u) > 0.

Podminka F(u) # 0 z dikazu véty o polarni bazi je spinéna automaticky
a podprostor v (13) je pravé kolmy doplnék U = u*.

Polarni baze skalarniho soucinu proto neni nic jiného nez ortogonalni
béaze.



Algebra

O signature a setrvacnosti Polarita 52

Matice kvadratické formy F v polarni bazi (es,e,, ... ) je diagonalini,
pficemz na diagonale jsou &isla f; = f(ej, e;) = F(e;).

Ozn. p := pocet kladnych a g := pocet zapornych &isel na diagonale.
Usporadané dvojice (p, q) se nazyvé signaturou kvadratické formy F.

Je zfejmé, Zze p + g < dim V a navic tento soucet nezavisi na zvolené
polarni bazi (nebot p + g = hodnost matice formy F).

Ukazeme, Zze samotna Cisla p a g na polarni bazi také nezavisi:
Véta
Signatura kvadratické formy nezavisi na zvolené polarni bazi.



Algebra

Dikaz véty o setrvacnosti Polarita 53

Predpokladejme dvé riizné polarni baze se signaturami (p,q) a (p’, q’):

(e1,....€p,€p11,...,€7) @ (€,...,€,,€p y,....€p).
Bé4ze mame usporadany tak, Ze pro kazdy vektoru € P :=(eq,...,€p) je
F(u) > 0 a pro kazdy vektor v e Q" := (e[, ,,...., ;) je F(v) <0.

Proto P N Q" = {0} a podle véty o souctu a priniku vektorovych
podprostort plati

p+(n-p)=dmP +dimQ" =dm(P+ Q") +dm(PN Q") <n+0.

Odtud plyne, ze p < p'.

Pro opacnou volbu Q := (ep1,....ep) a P’ :=(e,.. .,e;,) obdobné
odvodime p > p’.

Celkem tedy plati p = p’, aprototaké g = q’ (nebot p+q=p’+q’). O



O kolmé polarni bazi Hiavni vektory 54

V eukleidovském vektorovém prostoru V, tj. ve vekt. prostoru se
skalarnim souéinem .: V x V — R, uvazme kvadratickou formu
F:V — R (s polarni formou f : V x V — R a matici F).

Ptame se, zda existuje polarni baze vzhledem k F, ktera by byla
soucasné ortogonalni, neboli kolma?

Odpovéd zni ANO, viz vétu na s. 60.

Nejdfiv si v§ak musime uvédomit nékolik véci. ..



Algebra

Hlavni Vek’[OI‘y Hlavni vektory 55

Vektory tvofici ortogonalni polarni bazi jsou tzv. hlavni vektory:

Definice

Vektor se nazyva hlavni, pokud je polarné sdruzen s kazdym vektorem,
ktery je k nému kolmy.

Poznamka
Jinak feceno, vektor u € V je hlavni, pokud pro lib. x € V plati

u.x=0—= f(u,x) =0. (14)



Algebra

Symetricka zobrazeni Hiavni vektory 56

Bilinearni forma f : V x V — R jednoznaéné urCuje linearni zobrazeni
® : V - V, ato nasledujicim zplsobem:

f(x,y) =x.®(y) prolib.x,ye V. (15)

Jak f, tak . jsou symetrické formy, proto pro lib. x,y € V plati:

X.d(y) = d(x).y. (16)
Definice
Linearni zobrazeni s vlastnosti (16) se nazyvaji samoadjungovana nebo
prosté symetricka.
Poznamka
Pfedchozi rovnosti Ize vzhledem k lib. ortonormalni bazi vyjadfit'®

XT-F-V :xT(Fy) — (Fx)Ty :xT.FT.y'

Tedy, zobrazeni ¢ je symetrické <= jeho matice F vzhledem K lib.
ortonormalni bazi je symetricka.
"Omatice skalarniho souéinu vzhledem k ortonormalni bazi je jednotkova




Algebra

O hlavnich a charakteristickych vektorech Hiavni vektory 57

Lemma
Vektor u je hlavnim vektorem formy f < u je charakteristickym

vektorem zobrazeni ¢.

Dudkaz.

Obraz lib. vektoru u vzhledem k ® mizeme vyjadfit jako ®(u) = cu + x
pro néjaké c e Rax € ut.

Pokud je u hlavnim vektorem formy f, potom plati:
0=f(ux)=®(u).x=(cu+x).X=CcU.X+X.X=X.X

Odtud plyne, Ze x = o, tedy ®(u) = cu; tzn. u je char. vektorem ®.
Naopak, pokud je u char. vektorem zobrazeni ¢, potom pro lib. x plati:

flu,x) = d(u) . x=Au.x = A(u.Xx)

pro néjaké A € R. Odtud plyne (14), tzn. vektor u je hlavni. O



O symetrickych zobrazenich Hiavni vektory 58

Symetricka zobrazeni maji nékolik zajimavych vlastnosti: (C.9)

Lemma

Pro kazdé symetrické linearni zobrazeni ® : V — V plati:

a) kolmy doplnék invariantniho podprostoru je invariantni podprostor,

b) vSechna charakteristicka Cisla jsou realna,

c) char. vektory pfislusné riznym char. ¢islim jsou navzajem kolmé,
)

d) char. vektory pfislusné char. ¢islu s ndsobnosti k tvofi vektorovy
podprostor dimenze k.

(
(
(
(



Algebra

Dikaz véty o symetrickych zobrazenich Hiavni vektory 59

(a) Predp. U C V je invariantni, tj. ®(u) € U pro lib. u € U.
Pro lib. v € U* plati
0=®(u).v=u.d(v).

Tzn. ®(v) € U*, tedy U* je taky invariantni.
(b) Pfedp. ®(u) = Au pro néjaké A € C. Potom pro lib. x plati'’

flux)=Au.x a f(u,x)=F(0,%)=21a.x
Odtud dostavame
Au.t = f(u,d) = f(U,u) = AW.u, tedy (1-Au.ua=0.
Prou#o0jeu.u> 0, proto 1 = 1, neboli 1 € R.
(c) Predp. ®(u) = Au a d(v) = «v. Potom plati
Au.v=f(uv)="f(v,u)=«v.u, tedy (1-«)u.v=0.

Z ptedpokladu A # k plyneu.v = 0.
(d) Plyne z (a) a (b).

"zde uvaZujeme komplexni rozsiteni V, f, ...



Algebra

O kOImé p0|érn|, béZ” Hlavni vektory 60

Nyni kone¢né odpovidame na otazku ze s. 54:

Véta
Kazda kvadraticka forma F v eukleidovském vektorovém prostoru ma
ortogonalni polarni bazi, a ta je tvofena char. vektory matice F.

Pokud je tato baze normovana, potom matice formy F vzhledem k oné
bazi je diagonalni s char. ¢isly matice F na diagonale.

Dukaz.
Prvni ¢ast je bezprostfednim dusledkem tvrzeni na s. 57 a 58.
V druhé &asti si staci pfipomenout, Ze pokud je ®(u) = Au, potom plati

F(u) = f(u,u) = $(u).u= Au.u. O



Algebra

Pozné.m ky Hlavni vektory 61

Pro obecnou kvadratickou formu je kolma polarni baze uréena

jednoznacéné az na nasobky hlavnich vektord. (C.8)
Véta o kolmé polarni bazi bude pfedstavovat nejucinnéjsi nastroj k

hledani os kuzelosecek (a kvadrik) v&etné jejich velikosti.



Algebra

Cviceni Cviteni 62

(C.7) Udeijte ptiklad regularni/singularni kvadratické formy a urcete
vSechny jeji singularni vektory.

(C.8) Pro formy z pfedchoziho cviceni urCete jejich polarni baze:
(a) podle navodu na s. 50,
(b) podle navodu na s. 60.

(C.9) Dokazte vétu o kolmé polarni bazi pro dim V = 2 ptimo
rozepsanim [F— AE| = 0aF” =F... [Sek Il s. 196-7]
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Priklad: opakovani Pridad 64

V piikladu 2 na s. 27 jsme uvazovali kuzeloseCku uréenou rovnici

Y24+ xy—2x-2y—-1=0, (17)
kterou jsme umeéli upravit do kanonického tvaru ve dvou krocich:

y?-1x?-x-2=0,
y?-1x"?-1=0. (18)
Pfitom vysledna transformace soufadnic byla
X"=x+2, y'=Iix+y-1,

neboli
x=x"-2, y=-Ix"+y"+2. (19)



Uzitek

Priklad: upfesnéni Piikiad 65
Z (18) umime rozpoznat, ze se jedna
o hyperbolu.

Z (19) umime urcit souradnice
nového pocatku (ij. sttedu hyperboly),

0" =[-2,2], (20)

a novych bazovych vektor(
(tj. smérl dvou vyznanych primér),

e/ =(1,-3), ey =(0,1). (21)
Odtud a z koeficientl v (18) Ize vydedukovat, Ze sméry asymptot jsou
ny =e} +1e; =(1,0), np=e]-ley=(1,-1). (22)
Odtud Ize dale urcit sméry os, které puli uhly uréené asymptotami,

hi = V2n; +n, = (V24+1,-1), hy = V2n; —n, = (V2-1,1). (23)



Pfiklad: reformulace Piikiad 66

Vzhledem ke konvencim ze s. 34 (a dél) zapisujeme rovnici (17),
y24+xy-2x-2y—-1=0,
pomoci matic takto

o 5 -
xT~F~x:<x y 1)[% 1 —1]~[

X
y|=0. (24)
-1 -1 - 1

Vektor x pfedstavuje homogenni soufadnice X = (x : y : 1) bodu v afinni
roviné A s afinnimi soufadnicemi X = [x, y]; F je matice kvadratické

formy F na trojrozmérném vektorovém prostoru V > §l>
Obecny bod v projektivni roviné A = #(V) ma homogenni soufadnice

X = (x:y: xo); dosazenim do (24) mame vyjadfeni kvadratické formy F,
tj. homogenni verzi rovnice (17):

y2 + xy — 2xx0 — 2yx — X2 = 0. (25)



Uzitek

Priklad: regularita a asymptoty Piikiad 67

(i) Hyperbola je regularni kuzelosecka; to souhlasi s poznatkem, Zze
odpovidajici kvadraticka forma s matici (24) je regularni:'? (s. 48)

detF =1 #0.

(if) Asymptoty hyperboly ukazuji pravé na jeji nevlastni body; ty Ize urc€it
jako prunik kuzelosecky (25) s nevlastni pfimkou x, = 0:'3 (s. 40)

y2+xy=y(y+x)=0.
Tato rovnice méa dvé feseni,
Ni=(1:0:0), No=(1:-1:0),

€0Z jsou pravé homogenni soufadnice sméru z (22).

Asymptoty jsou uréeny témito sméry a stredem hyperboly.

20becnosti na s. 76
3obecnosti na s. 90



Uzitek

Priklad: stred Piiklad 68

(iii) Stfed hyperboly (20) m& homogenni soufadnice O” = (-2:2:1);
odtud je patrné, ze zastupujici vektor 0" je polarné sdruzen s vektory (s. 49)
zastupujicimi vSechny nevlastni body:

X o= (s 0)-[2 % :1].[_22]_(* ) o).{g]_o.

10— —1) |

Tedy stfed O” = (x : y : xo) je fedenim soustavy rovnic'

3Y—X =0,
%x+y—x0:O.

4obecnosti na s. 88



Priklad: sdruzené sméry Priad 69

(iv) Rovnice (18) je v diagonalnim tvaru; to znamena, Ze pfislusné
vektory (21) tvofi polarni bazi podprostoru ﬁ cV: (s. 50)

TTELERRI

Ptritom koeficienty u x”, resp. y”’ v rovnici (18) jsou rovny

e/ -Fel = (1 -

NI—=
* NI= O

nT " o__ _ 1 nT "o _
e/ -Fe/=--=-2 resp. e, -F-ej =---=1.
Tedy pro e jako vySe jsou vSechny polarné sdruzené vektory obsazené
_) v v ’ .
v A C V Fedenim soustavy rovnic'®

Ix+y=0,
X0:0.

Sobecnosti na s. 77 a dal



Priklad: hlavni sméry, osy

Priklad 70

(v) Sméry os jsou tzv. hlavni sméry; to znamend, Ze prislusné vektory
-
(23) tvoti ortogonalni polarni bazi podprostoru A c V:

(s. 54)
0 % * V2 -1
hi"-Fhy=(v2+1 -1 0)-|F 1 #|-| 1 [=--=0,
* % % 0
V2 -1
hi"-ho=(¥2+1 -1 0)-| 1 |=0.
0
Vektory hy a h; jsou charakteristickymi vektory matice formy F z(zené (s 57)

N
na A c V, viz déle.



Priklad: hlavni sméry, osy

Uzitek

Piiklad 71
Charakteristicky polynom,

_ﬂ 2 =-A1-)-1=2-1-1=o0,

Io1-2 a 7
mé koteny 1y = 1+‘f al, =122

2
Odpovidajici charakterlstlcke vektory jsou feSenim soustavy

(1-4)x+1y=0,
Ix+(1-2)y=0,

pro i = 1 a 2; po dosazeni vskutku dostavame
h; =

(V2+1,-1) a hy=(V2-1,1).

Navic v normované bazi ma forma F|—> matici (/:) /?) jejiz determinant

je —1; odtud Ize vyvodit, ze délky poloos hyperboly jsou'®

(s. 60)
— 1 - —_
a——\a1 =0,910 a b=

1 -
= 2,197.

podrobnosti a obecnosti na s. 99



Pfiklad: obrazek Priklad 72




Uzitek

Ku ie I Oseéky Projektivni vlastnosti 73

Vzhledem k Gvodnim definicim (s. 2), jejich ekvivalentnim vyjadfenim
(s. 8, 17-19) a naslednym Upravam a Gvaham (s. 23 a dal) mizeme
obecnou kuzelosedku algebraicky vymezit nasledovné.!”

Definice

KuZeloselka v projektivni roviné K c P(V) je mnozina vSech bodu,
jejichz zastupujici vektory ve V jsou nulovymi vektory néjaké (nenulové)
kvadratické formy F : V — R, tzn.

K ={X e P(V): F(x) = 0}. (26)

Poznamka

Pokud se dvé kvadratické formy liSi o néjaky nasobek (F' = k- F),
zadavaji tutéz kuzelosecku.

7V je vektorovy prostor dimenze 3; P(V) je jeho projektivizace, tedy projektivni prostor
dimenze 2; pro bod X € P(V) znadi x € V jeho zastupuijici vektor, tzn. X = (x).



Uzitek

O uréenosti kuie|OSGéky Projektivni vlastnosti 74

Kvadraticka forma F na vektorovém prostoru dimenze 3 je urena 6

koeficienty f; € R. (s. 47)
Véta

KuZelosecka je jednoznacné uréena 5 body v dostate¢né obecné poloze.

Dukaz.

Dosazenim 5 bod(, Ax = (ax), dostdvame soustavu 5 lineérnich rovnic a
6 neznamych, F(ax) =0,k =1,..,5.

Pokud jsou uréujici body navzajem rdzné a zadné 4 nelezi na jedné
primce, potom je feSeni této soustavy uréeno jednoznacéné az na
nasobek. .. [Ja-Se, véta 12.2] O



Priklad Projektivnivlasn:](i)i:tl? 75
Predpokladejme, Ze kuzelosec¢ka K c P(V) obsahuje body
Ar=(-2:1:1), A =(-2:3:1), A3=(-1:0:2),
Ar=(1:-1:0), As=(1:0:0)
a odpovidajici kvadraticka forma je tvaru
ax? + 2bxy + cy? + 2dxxo + 2eyxg + fx2 = 0.

Po dosazeni dostavame soustavu rovnic:
da-4b+c-4d+2e+f=0,
4a-12b+9c—-4d+6e+f =0,

a—-4d+4f =0,
a-2b+c=0,
a=20,

jejiz véechna feSenijsoua =0, b =lib,, c=2b, d=e =f = -2b.
Kuzelosecka K je urena napf. rovnici (pro b = 15):

Xy + y? = 2xx0 — 2yxo — X3 = 0.



Uzitek

Regularni/singularni kuzelosecky Projektivni viastnosti 76

Definice

Bod B € K je singuldrnim bodem kuzelose¢ky K c P(V), pokud

zastupujici vektor b € V je singularnim vektorem odpovidajici kvadratické
formy F: V — R; bod B € K, ktery neni singularni se zove regularni. (s. 48)
Kuzelosetka K je regularni, pokud sestava pouze z regularnich bodu; v
opacném pripadé je K singularni.

Poznamky
KuZelosecka je regularni < odpovidajici kvadraticka forma je
regularni.

V8echny singularni body singularni kuzelosecky tvoii projektivni
podprostor v P(V), tj. pfimku nebo bod.
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Definice

Body A, B € P(V) jsou polarné sdruzené vzhledem ke kuzeloseéce K,
pokud jsou jejich zastupujici vektory a,b € V polarné sdruzené vzhledem
k odpovidajici kvadratické formé F : V — R. (s. 49)

Poznamky

V&echny body, které jsou polarné sdruzeny s danym bodem B € P(V)
vzhledem ke %, tvofi projektivni podprostor p C P(V):

» pokud B je singularni, potom p = P(V),
» pokud B neni singularni, potom p je pfimka;
rovnicové vyjadreni této pfimky je

p={XeP(V):f(b,x) =0}, (27)

kde f : V x V — R je polarni bilinearni forma kvadratické formy F. (s. 46)
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Definice

Pfimka p z pfedchozi poznamky se nazyvéa polarou bodu B a bod B se
nazyvéa polem pfimky p vzhledem ke kuzelosecCce K.

Poznamka
Z definice polarni sdruzenosti'® a singularniho bodu vyplyva, Ze:

» Bod A lezi na poléafe bodu B <= bod B lezi na polare bodu A.

» Poléra lib. (nesingularniho) bodu obsahuje v§echny singularni body
kuzelosecky.

8tedy ze symetricnosti formy f
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Jak vypada polara regularniho bodu obecné kuzelosecky K?

Predp., Zze B € K je regularni bod p je jeho polara.

Protoze, B € K, plati F(b) = f(b,b) = 0, a proto B € p; bod B je tedy
spole¢nym bodem K a p.

Bud je B jedinym spole¢nym bodem K a p, nebo je cela ptimka p
obsazena v K:

Véta

Je-li K regularni, potom p je te¢nou K v bodé B.

Je-li K singularni, potom p je jeji tvofici pfimkou obsahujici bod B.
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Dukaz.
Uvazme obecny spole¢ny bod P € K N p.
Pfitom podminky P € K, P € p a B € K znamenaji

f(p,p) = f(b,p) = f(b,b) = 0.
Celkem tedy, pro lib. @, € R, plati
f(ap + Bb, ap + Bb) = o*f(p,p) + 2a3f(b, p) + B*f(b,b) = 0.

Pokud B # P, potom tato rovnost znamen4, Ze cela polara p = BP patfi

do K; to je mozné, pouze kdyz K je singularni.

Pro K regularni je proto P = B jedinym spole¢nym bodem K a p, tzn. p

je te€nou K v bodé B. O
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Jak vypada polara obecného bodu vzhledem k regularni kuzelosecce K?

Z ptedchoziho vime, Ze

» P epolafe bodu T < T € polare bodu P,
» R € K = polara bodu R = te¢na ke K v tomto bodé.

Nazorna interpretace

Ozn. Q, R (resp. U, V) body dotyku
teCen z P (resp. T) ke kuzeloseCce K.

Potom pfimka QR je polarou bodu P;
pfimka UV je poléarou bodu T;
neoznaceny prasecik téchto dvou pfimek
je pélem pfimky PT;

apod.

(C.12)
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UrCete te¢nu kuzeloseCky
Xy + y? = 2xx0 — 2yxo — X3 = 0.

prochazejici bodem B = (2 : —1: 0).
Polara p bodu B je v homogennich soufadnicich uréena rovnici (27):

0§ -1 (2
xT~F-b:(x y x0)~ 1 | [-1|=-3x-X% =0,

-1 -1 -1 0

neboli x = —2xp (v afinnich soufadnicich x = -2).

Prasecikem této pfimky s kuzelose€kou jsou body dotyku tecen; ty

obdrzime fe$enim rovnice

—2Xoy + Y2 + 4x2 — 2yxo — X2 = y? — 4xoy + 3x5 = 0.
Ta pro xo = 0 nema vyhovuijici feSeni; pro x; # 0 dostavame

442
Y 2% bud 3. nebo 1.
Xo 2
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Body dotyku tedy jsou

Th=(-2:3:1) a T,=(-2:1:1).

Te¢na v bodé T; je polarou tohoto bodu:

0 1 -1 (-2
x-Fty=(x y x)-|3 1 -1 |3|=ix+y-2x=0.
1 1) U

Podobné uréime te¢nu v bodé To...

Teény kuZelosecky prochazejici (nevlastnim) bodem B jsou v afinnich
soufadnicich uréeny rovnicemi'®

y=-ix+2 a y=-ix

9srovnejte zavéry s obrazkem na s. 65



Projektivni klasifikace

Usitek
Projektivni vlastnosti 84

Druh kuZelosecky podle seznamu na s. 22 neni projektivné invariantni:

Pfi projektivnich zobrazenich mohou byt libovolné zaménovany viastni a
nevlastni body, proto napf. elipsa, hyperbola a parabola jsou projektivné
nerozligitelné, neboli ekvivalentni.2?

Véta

Kazda kuzelosecCka v projektivni roviné je vzhledem k vhodné zvolené
bazi vyjadiena nékterou z nasledujicich rovnic:

X +y*+x5=0

X +y?-xE=0

O (imaginarni regulérni kuZelosecka)

regularni kuZelosecka

y2—x2=0  dvé ptimky
y2 +x2=0 bod (priseéik dvou imaginarnich pfimek)
y2=0  jedna pfimka (dvojndsobna)

Zde jsou kuzeloseC€ky rozdéleny podle miry degenerovanosti:
regularni (hodnost 3), singularni hodnosti 2 a singularni hodnosti 1.

20yiz té% polozky (E) v definicich nas. 3,17 a 18
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Ptestoze druh kuzeloseCky se pfi projektivnich zobrazenich
nezachovava, polarni sdruzenost ano:

Véta

Ozn. A’, B’ a K’ obrazy bodu A, B a kuZeloseCky K vzhledem k
néjakému (bijektivnimu) projektivnimu zobrazeni.

Potom body A a B jsou polarné sdruzené vzhledem ke K <= body A’
a B’ jsou polarné sdruZené vzhledem ke K.

Dukaz.
Plyne ze z&kladni véty projektivni geometrie (a pfedchozich definici). 0O (s.43)
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Naposledy o polarité Projektivni viastnosti 86

Odtud a z predchozi interpretace polarni sdruzenosti vyplyva: (s. 81)

Véta

Ozn. p polaru obecného bodu P vzhledem k regularni kuZelosecce K.

Pro lib. pfimku prochédzejici P ozn. U, V a Q jeji praseéiky s K a p.

Potom plati, Ze tyto body jsou v harmonickém poméru, tzn. (s.42)

(PQUV) = 1.

Dlkaz.

Staci uvazovat néjaky velmi specificky pfipad a obecné projektivni
zobrazeni. ..

<OBR > O



O stredu Afinniv|astrlmjsfsetki 87

V dlikazu pfedchozi véty jsme operovali se sttedem kruznice a uvédomili
jsme si, Ze to neni projektivni invariant.

Stred kuzeloseéky (= jeji stred soumérnosti) je v§ak zachovan pfi
afinnich zobrazenich a plati

Véta

Stred kuZeloselky je pdlem neviastni pfimky.

Prameér kuZelosecky je polarou néjakého nevlastniho bodu.

Poznamky

Regularni kuzelosetka ma pravé jeden stied, singularni kuzelosecky
mohou mit stfed(i vic.?!

Stredové kuzelosecky maji (aspon jeden) vlastni stfed, nestfedové
nemaiji (zadny) vlastni stred.

21zejména kazdy singularni bod je sttedem
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Uvazme kuzelosecku K uréenou rovnici

ax? + 2bxy + cy? + 2dxxo + 2eyxg + ixZ = 0, (28)

tzn. matice odpovidajici kvadratické formy je

a b d a b
F=|b ¢ el|; ozn. E::( ) (29)
b c
d e f

Bod S = (x : y : xo) je stfedem kuzelosecky K, pravé kdyz plati

a b d) (x
xT-F-s:(* * 0)~ b ¢ el-|y|=0,
d e f Xo

tedy, pravé kdyz je feSenim soustavy rovnic

26

0
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Véta
Kuzelosecka K ma pravé jeden viastni stted < detF # 0.

Dlkaz.
Stfed S je vlastni < xy # 0.

V takovém pfipadé ma soustava (30) jednoznacné feSeni <
determinant matice soustavy je # 0. m|

Poznamky

Pokud K nema vlastni stfed, potom nutné detF = 0.

Pokud det F = 0, potom K nema vlastni stfed (napf. parabola) nebo ma
vlastnich stfedu vic (napf. dvojice rovnobézek).
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O nevlastnich bodech Afinni viastnosti 90

Nevlastni body kuzZelosedky jsou jeji priseéiky s nevl. ptimkou xg = 0.

Tedy bod N = (x : y : 0) je nevlastnim bodem kuzelosecky (28), pravé
kdyz plati
ax? 4 2bxy + cy? = 0. (31)

Véta
KuZelosecka K ma

» Zadny nevlastni bod (dva komplexné sdruZzené) < detF > 0,
» dva rizné nevlastni body < detF <0,
» jeden nevlastni bod (dvojnasobny) < detF = 0.

Dlkaz.

Nemuze byt souCasné x = 0 a y = 0; po déleni x, resp. y je (31)
kvadratickou rovnici vzhledem k % resp. § jejiz diskriminant je

D = 4b? - 4ac = —4detF. O
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Pokud je F’ = k- F jina kvadraticka forma urCujici tutéz kuzelosecku,
potom plati

detF’ = k3. detF a detF = k- detF.
Zejména det F’ a detF maji stejna znaménka, takze predchozi diskuze
vskutku nezavisi na zastupuijici kvadratické formé!

Tecna v nevlastnim bodé kuzeloseCky je jeji asymptotou.

Diky véem témto vymezenim se uréovani stfedd, primérd a asymptot
nelisi od uréovani péld, polar a teen. . . 22

22konkrétni ukazky jsou v Gvodnim piikladu na s. 67-69, viz té7 s. 82
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Afinni klasifikace kuzelosecek se nelisi od seznamu na s. 22, akorat
konstanty a, b, p a k nemaji vy8e uvedeny vyznam.

Véta
Kazda kuzelosecka v afinni roviné je vzhledem k vhodné zvolené afinni
soufadné soustavé vyjadiena néekterou z nasledujicich rovnic:
xX2+y?+1=0 0 (imagindmi elipsa)
X*+y?-1=0  elipsa
x2-y?-1=0  hyperbola
y?—-2x=0  parabola

y2-x2=0 dvé rdznobézné pfimky
y’-1=0 dvé rovnobézné pfimky
y2 +x2=0 bod (praseéik dvou imaginérnich riznobézek)

yvP+1=0 0 (prusecik dvou imagindrnich rovnobéZek)

y?=0  jedna pfimka (dvojndsobnd)



Afinni klasifikace

Uzitek
Afinni viastnosti

Vzhledem ke znaceni a pozorovani na s. 88—90 mlzeme predchozi
klasifikaci zpfehlednit nasledovné:

detF #0 detF =0
detF >0 elipsa (re, im) bod
detF <0 hyperbola riiznobézky
detF =0 parabola rovnobézky (re, im, =)
Poznamka

Ptipady ,re“a ,im“ znaci existenci redlnych bodu (,m*“ znamena 0).

Pfipad ,=" znaéi jednu dvojnasobnou pfimku; to je singularni
kuzelosecka hodnosti 1.
V klasifikaci neuvazujeme singularni kuzelosecky, jejichz tvofici pfimka je
nevlastni; takové kuzelosecky nelze vyjadfit v afinnich soufadnicich.

93
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S metrickymi zalezitostmi jsme cely kurz zahajovali, takze se nemusime
opakovat.

Zejména osy, hlavni priméry a jejich velikosti, excentricita, ohniska, fidici
pfimky apod. jsou v8echno pouze metrické invarianty.

Pro zajimavost dopliujeme:
Véta
Ohnisko je pdélem fidici pfimky, fidici pfimka je polarou ohniska.

Dlkaz.
Plyne z pfedchoziho popisu, viz téZ upfesnéni na s. 11. o (C.13)



Poznamky

Uzitek
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Ohnisko a fidici pfimka byly definovany pouze pro regularni kuzelosecky,

a to vztahem?®

|XF] : |Xd| = konst.,

kde F je ohnisko, d fidici pfimka a X lib. bod na kuzelosecce.

Je zajimavé, Ze v tomto duchu Ize charakterizovat také (nékteré) ostatni
kuzelosecCky. .. [Ja-Se, véta 18.4]

Fe¢d Fed
konst. < 1 elipsa (re) bod
konst. > 1 hyperbola rliznobézky
konst. = 1 parabola rovnobézky (=)

23yiz poloZky (C) v definicich nas. 3,17 a 18
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Metrickou klasifikaci zname ze s. 22; pro poradek jesté zopakujeme:
Véta
Kazda kuzelosecCka v eukleidovské roviné je vzhledem k vhodné zvolené

kartézské soufadné soustavé vyjadiena néekterou z nasledujicich rovnic:
X2 y2

S+ b7 +1=0 O (imaginarni elipsa)

X2 y2

= + b 1=0 elipsa, pfip. kruZnice (pro a = b)
X2 y2

Z b -1=0 hyperbola

Y2 -2px =0 parabola

y2—k®x2 =0 dvé riznobézné pFimky
y2-k®=0 dvé rovnobézné pfimky
y2+k?x2 =0 bod (prisesik dvou imaginarnich riznobézek)

2+ k?2=0 O (prusedik dvou imagindrnich rovnobézek)

y© = jedna pfimka (dvojnasobna)
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Hlavni vektory kuzelosecky jsou charakteristickymi vektory matice F. (s. 57)
Charakteristicky polynom Ize vyjadfit takto®*

det(F — AE) = 22 —trF-1 + detF = 0,

kde tr znaéi stopu matice, tj. soucet Cisel na diagonale.
Kofeny, tzn. charakteristicka Cisla, oznaCime 1; a Ao; tedy

detE: A1-Ao a tl’E: Ay + Ao

Zejména znaménko, pfip. nulovost det F souvisi se znaménky, pfip.
nulovosti A1 a A», viz dale.

24yiz (C.9) a priklad na s. 71
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Vzhledem k dosavadnim znaCenim a pozorovanim mdzeme predchozi
klasifikaci formulovat néasledovné:

detF#0 detF =0
sgn Ay = sgn A elipsa (re, im) bod
sgndy = —sgn A, hyperbola riiznobézky
A1 =0nebo A, =0 parabola rovnobézky (re, im, =)

Poznamky
Specialné, pokud plati 11 = A, potom je kazdy smér hlavni, tzn. kazdy
pramér uréuje osu soumeérnosti (napf. u kruznice).

Pokud je 21 = 0 nebo 1, = 0, potom odpovidajici smér ukazuje na
nevlastni stfed kuzelosecky (napf. u paraboly).
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Jaky je vztah mezi charakteristickymi Cisly matice F a Ciselnymi
charakteristikami kuzelosecky K?

Stfedova kuzelosetka méa ve vhodné kartézské souradné soustavé
(tvofené normovanymi hlavnimi vektory) rovnici

X2+ y? +€=0 pronéjaké ¢ € R.

Pfi pfechodu mezi ortonormalnimi bazemi se detF ani det F nezméni,
tedy detF=214-1>-Ca detE = Ay Ao.

Odtud vyjadfime ¢ a pfedchozi rovnice ma tvar

detF
A A — =0.
1X + y +detF

Porovnanim s kanonickymi tvary na s. 96 zjistujeme, ze

detF
detE- A4

detF
detE- Ao

/11

2

2 _

a2 = 2

resp. k%=
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Regularni nestfedova kuzeloseCka ma ve vhodné kartézské sourfadné
soustave (tvofené normovanymi hlavnimi vektory) rovnici

Aoy? +2mx =0, pro ngjaké m e R.

P¥i prechodu mezi ortonormalnimi bazemi se detF (ani detF = 0)
nezméni, tedy detF = — 1, - m?.

Odtud muzeme vyjadfit m; porovnanim s kanonickym tvarem na s. 96
zZjiStujeme, ze

detF

3
/12

2

(33)

Pro singularni nestfedové kuzelosecky je detF = detF = 0, tedy vztah
mezi A, a k z kanonického tvaru neni ziejmy. . .
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Pokud je F = k - F jina kvadraticka forma urcujici tutéz kuzelosecku,
potom plati

detF’ = k®. detF, detF =k?-detF, A, =k-4 a A,=k-1.

Tedy predchozi Gvahy a zejména zavéry v (32) a (33) vskutku nezavisi
na zastupujici kvadratické formé!
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Cviceni Cviteni 102

(C.10) Podle navodu z této kapitoly rozpoznejte kuzelose€ku uréenou
rovnici

X24+2xy+y?>+2x+y =0 nebo 8x2+4xy+5y?+16x+4y = 28.

UrCete nevlastni body, stfed, hlavni sméry (osy) a Ciselné
charakteristiky kuzeloseCky. Doplite obrazek a porovnejte se
zaveéry cviceni (C.5).

(C.11) Pro kuZelosecku z predchoziho cvi¢eni uréete te¢nu v néjakém
jejim regularnim bodé.

(C.12) Ukazte, ze rovnice polar na obrazku na s. 81 jsou spravné.

(C.13) Dokazte tvrzeni na s. 94.
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Poznamky

Obecné kvadriky Obecné kvadriky 104

Diky velmi obecnému algebraickému zakladu tusime, ze pojem
kuzelosetky ma vicerozmérné analogie: (s. 73)
Definice

n-rozmérna kvadrika v projektivnim prostoru @ c £(V) dimenze n+ 1 je
mnozina v8ech bodd, jejichZ zastupujici vektory ve V jsou nulovymi
vektory néjaké (nenulové) kvadratické formy F : V — R, tzn.

Q= (X eP(V): F(x) =0} (34)
Poznamky

1-rozmérné kvadriky jsou pravé kuzelosecky.
2-rozmérné kvadriky jsou napt. sféry, elipsoidy, hyperboloidy; kuzele,
valce; dvojice rovin apod.
Pranikem roviny s kteroukoli 2-rozmérnou kvadrikou je (zpravidla) néjaka
kuzelosecka.
Obecné: prlnikem n-rozmérné kvadriky Q s n-rozmérnym projektivnim
podprostorem je (n — 1)-rozmérna kvadrika.?®

25pokud Q onen podprostor neobsahuje




Poznamky

Analogie Obecné kvadriky 105

Vétsina poznatkd, které jsme formulovali pro kuzeloseCky (n = 1), maji

zfejma zobecnéni:

> n-rozmérna kvadrika je jednoznaéné uréena (n + 4)(n+ 1) body v
dostatecné obecné poloze;

» regularni/singularni body a kvadriky beze zmény;

» polarni sdruZzenost beze zmény, akorat misto polar mame polarni
nadroviny a misto te€en te¢né nadrovinu;

> stfedy a priméry beze zmény, akorat misto asymptot mame
asymptotické nadroviny;

> osy, hlavni prumeéry a jejich velikosti beze zmény.

Podstatnéjsi rozdily pozorujeme pouze pii klasifikacich — mysSlenky jsou
stejné, akorat se musime zorientovat ve vice moznostech; podrobnosti a
ostatni zajimavosti Ize najit napf. v [Ja—Se, Sek]...

»

»

»

.74)
. 76)

.77)

.87)
. 99)



Poznamky

n = 2: klasifikace Obecné kvadriky 106

Naznak afinni klasifikace 2-rozmérnych kvadrik je na nasledujicim

0

Planes

obrazku:

Double Planes Intersecting Planes

/

Elliptical Cylmrlers Parabolic Cylmrlers Hypemanc Cylinders

'vﬂ

El].lptlca.l Paraboloids Hyperbu].lc Parabulmrls

D ¢

Ellipsoids Hyperboloids (2 sheet) Hyperboloids (1 sheet)




Poznamky

Utha ApOllénlova Uloha Apolléniova a pod. 107

Ukolem obecné Apolléniovy lohy je sestrojit kruZnici (resp. cyklus),?®
ktera se dotyka tfi danych kruznic (resp. cyklud).

Stredy cykll, které se dotykaji dvou danych cykld tvofi vzdy néjakou
kuzelosecku (k) — pro cykly a, b se stiedy A, B a poloméry r,, r, plati:

Véta

> Je-li|ry — ry| > |AB|, pak k je elipsa s ohnisky A, B a délkou hlavni osy
|ra - rb|-

» Je-li|ry — ry| < |AB|, pak k je hyperbola s ohnisky A, B a délkou hlavni
osy |ra - rbl-

Zde uvazujeme ry, rp, € R jako orientované polomeéry, tzn. znaménko r,
odpovida orientaci cyklu a.

Ve specialnich, resp. meznich pfipadech mize byt kuzeloseCka k
kruznici nebo pfimkou. . .

26cylkus = orientovana kruznice
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(1) Stredy cyklu, které se dotykaji tfi dvojic danych cykld, tvofi tfi kuZelosecky;
(2) sttedy hledanych cykl( (My a M») jsou spoleénymi body téchto tfi kuzelosecek;

(3) dotykové body jsou na spojnicich stredd.
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Jiné feseni Apoll6niovy Ulohy je zaloZzeno na polarni sdruzenosti
(vzhledem k danym kruznicim).

Zdlvodnéni nasledujici konstrukce plyne z téchto poznatku:

(a) spojnice (I;) dvojic dotykovych bodli na kazdém cyklu prochazi
spoleénym bodem (P), jeZ je potenénim stfedem danych tii kruZnic;

(b) poly (L;) téchto spojnic vzhledem k odpovidajicim kruznicim lezZi na
jedné pfimce (ch), jeZ je pravé chodrélou dvou kruZnic feseni;

(c) pfimka ch je osou podobnosti tfi danych cykli;?”

(d) protoZe L; € ch a L; je pdl I;, musi pdl ch vzhledem ke kazdé z
danych kruZnic leZet na odpovidajici pfimce ;.

274j. spojnice tfi stfedl stejnolehlosti
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ac

kel

1
2
3
4

chap, chye, chye jsou chordaly tii dvojic danych kruznic, jez prochazi jejich potenénim stredem P;
Oapb, Opc, Oac jsou stfedy stejnolehlosti tfi dvojic danych cykld, jez lezi na jejich ose podobnosti;
P, Py, P; jsou pdly této pfimky vzhledem k danym kruznicim;

(
(
(
(4) dotykové body jsou na spojnicich PP,, PPy, PP..

)
)
)
)
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Uloha Apolléniova a pod.

Jiné feSeni Ulohy Apolléniovy je zaloZzeno na identifikaci cykll v
eukleidovskeé roviné s body na 3-rozmérné tzv. Lieové kvadrice a
polarni sdruzenosti (vzhledem k této kvadrice):

Cyklus c se sttedem (C; : G, : 1) a polomérem r, uréuje bod ve
4-rozmérném projektivnim prostoru

é:(C1C2I’CC12+C22_r§l)’

a ten navic lezi na 3-rozmérné kvadrice Q c P(V) uréené kvadratickou
formou F : V — R s matici

10 0 0 0
01 0 0 0
F=[0 0 -1 0 0
00 0 0 -}
00 0 -3 0O
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Pfifazeni
cyklus ¢ v eukleidovské roviné  —  bod C na Lieové kvadrice
je injektivni;?® pfimym rozepsanim se pfimo ovéfi, ze
Véta
Cykly ¢ a d se dotykaji < body Cab jsou poldrné sdruZené.
Tedy algebraické feSeni tlohy Apolléniovy vypada takto:

(1) Pro t¥i dané cykly a, b, ¢2° uvazme odpovidajici body A, B, € na Lieové kvadrice
QcP(V);

(2) v8echny body v P(V), které jsou polarné sdruzené k A, B, € vzhledem ke @Q, tvofi
pfimku (feSeni soustavy 3 linearnich rovnic);

(3) tato pfimka protina kvadriku Q ve dvou bodech M, N (feSeni 1 kvadratické rovnice);
(4) tyto body odpovidaji dvéma hledanym cyklim m, n.

28|ze rozsifit také pro body (r = 0) a pfimky (r = o). ..
29y dostatedné obecné poloze (ve spec. piipadech miize byt fedeni vic nebo taky zadné)



Poznamky

Cviceni Cviteni 113

(C.14) S vyuzitim poznatk( tohoto kurzu zpracuijte jakykoli (vas oblibeny)
priklad, a to nejlépe interaktivni formou.3°

30yiz napt. http://geogebra.org


http://geogebra.org
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