
19 Sloºitost

Základní otázka teorie sloºitosti je �jak rychle dokáºeme n¥jaký problém °e²it� .
Budeme p°itom vycházet z modelu Turingova stroje jako základního výpo£et-
ního modelu. Abychom mohli na tuto otázku smyslupln¥ odpovídat, musíme se
omezit pouze na ty Turingovy stroje, které na v²ech vstupech ukon£í sv·j vý-
po£et. Studium teorie sloºitosti se tedy omezuje na t°ídu rekurzivních jazyk·,
proto se jí také °íká subrekurzivní vy£íslitelnost.

19.1 Model sloºitosti

Sloºitost je v nejobecn¥j²ím významu míra vyuºití zdroje. Mezi základní zdroje,
které m·ºe algoritmus vyuºívat, je p°edev²ím £as a pam¥´ (prostor). M·ºeme
se ov²em ocitnout v situaci, kdy máme pro výpo£ty jiné omezení, nap°. po£et
p°ístup· na disk, po£et p°ístup· do sít¥, energie nebo téº mnoºství n¥jakého
vzácného prvku. Poºadavek na nízkou £asovou náro£nost se ov²em zdá být ve
v¥t²in¥ p°ípad· univerzální, proto jeho studium matematické teorii sloºitosti a
algoritm· dominuje.

De�nice. Sloºitost Turingova stroje M de�nujeme postupn¥ jako následující
zobrazení:

• £asová sloºitost strojeM na vstupu jako zobrazení tM : Σ∗ → N, kde tM(w)
je po£et krok·, které provede strojM na vstupu w. V p°ípad¥ nedeterministic-
kého stroje bereme maximum ze v²ech moºných výpo£t· na daném vstupu.

• £asová sloºitost stroje M jako zobrazení TM : N0 → N, kde TM(n) je
nejv¥t²í po£et krok·, které strojM provede na vstupu délky n, tj:

TM(n) = max{TM(w) | |w| = n}

• prostorová sloºitost stroje M na vstupu jako zobrazení sM : Σ∗ → N, kde
sM(w) je po£et polí£ek na pásce, které stroj M nav²tíví b¥hem výpo£tu na
slov¥ w. V p°ípad¥ nedeterministického stroje bereme op¥t maximum ze v²ech
moºných výpo£t· na daném vstupu.

• prostorová sloºitost stroje M jako zobrazení SM : N0 → N, kde SM(n)
je maximální po£et polí£ek, které nav²tíví stroj M b¥hem svého výpo£tu na
vstupu délky n, tj:

SM(n) = max{sM(w) | |w| = n}

�íkáme také, ºe strojM pracuje v £ase TM(n) a v prostoru SM(n).

Poznámka. V de�nici sloºitosti bereme maximum p°es v²echny moºné vstupy
dané velikosti. Odpovídá to konvenci po£ítat vºdy s nejhor²ím moºným p°í-
padem. Existují ale i jiné p°ístupy. Bylo by nap°. moºné po£ítat pr·m¥rnou
sloºitost, operace maxima by se nahradila aritmetickým pr·m¥rem. Tohoto p°í-
stupu se vyuºívá p°edev²ím v teorii náhodnostních algoritm·, kde se sloºitost
de�nuje jako st°ední hodnota (váºený aritmetický pr·m¥r).

Poznámka. Uvedená de�nice sloºitosti siln¥ závisí na volb¥ Turingova stroje
jako základního výpo£etního modelu. Volbou jiného modelu se tato de�nice
m·ºe zna£n¥ li²it. Tento problém budeme rozebírat dále v textu.
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19.2 Porovnávání r·stu

Motivace. Protoºe £asová i prostorová sloºitost stroje jsou de�novány jako funkce
N→ N a je²t¥ obecn¥ji jako funkce N→ R+ (abychom se nemuseli zabývat za-
okrouhlováním), je studium teorie sloºitosti p°edev²ím studiem funkcí tohoto
typu. Zastavme se na krátce u dvou problém·:

a) Máme-li dva stroje, které °e²í tentýº problém, který z nich jej °e²í lépe?
Intuitivní odpov¥dí je pochopiteln¥ ten, který jej °e²í rychleji. Co ale zna-
mená toto �rychleji�? Sloºitost jsme si nezavád¥li jako £ísla, která umíme
snadno srovnat, ale funkce a ty nemusí být vºdy porovnatelné. P°íkladem
jsou funkce 10n a n2 pro n < 10 platí 10n > n2 a pro n > 10 zase 10n < n2,
tak kterou z nich prohlásit za �tu, s men²í hodnotou�? Vzhledem k prak-
tickým omezením dne²ních po£íta£· nás zajímá, jak se sloºitost vyvíjí pro
velké vstupy, tj. pro n→∞. Zajímá nás tzv. asymptotické chování funkcí.
�e£eno laicky, pro porovnání nám slouºí kritérium, zda jedna funkce n¥kdy
tu druhou p°eroste.

b) Je tu je²t¥ dal²í problém, který musíme vzít v potaz p°ed následující de�nicí.
Kaºdý Turing·v stroj m·ºeme �lineárn¥ urychlovat� tím, ºe jej necháme
namísto s jednotlivými symboly po£ítat s dvojicemi (nebo obecn¥ k-ticemi)
symbol·. Tento fakt se shrnuje do tvrzení, ºe pro kaºdý strojM a libovolné
m ∈ N existuje ekvivalentní strojM′ spl¬ující:

T ′M(n) ≤ TM(n)

m
+ n+ 2

Toto zrychlení je tedy vºdy nejvý²e lineární a celková sloºitost nem·ºe
klesnout pod n.

Tyto dv¥ úvahy musíme zahrnout do na²í de�nice. Tato de�nice tedy musí
zohled¬ovat chování funkcí pro vysoké hodnoty n a musí ignorovat násobení
konstantou. V tomto moment¥ uº by m¥la následující volba p°ipadat naprosto
p°irozen¥.

De�nice. �ekneme, ºe funkce f neroste asymptoticky rychleji neº funkce g,
jestliºe existují n0 ∈ N a c ∈ R+ taková, ºe pro kaºdé n ≥ n0 platí f(n) ≤ cg(n).
O funkci g °íkáme, ºe je asymptotická horní závora pro f . Mnoºinu funkcí, které
nerostou asymptoticky rychleji neº g zna£íme O(g).

P°íklad 1. Platí 10n ∈ O(n2) volbou n0 = 10 a c = 1 nebo volbou n0 = 1 a
c = 10.

P°íklad 2. P°i pom¥°ování asymptotického r·stu nezáleºí na základech loga-
ritm·, totiº loga n ∈ O(logb n) pro libovolné a, b > 1. To vyplývá ze vzorce:

loga n = loga b · logb n

Dv¥ logaritmické funkce o r·zných základech se li²í pouze násobkem konstantou.
U logaritm· tedy nebudeme uvád¥t základ, pop°ípad¥ si jej p°i výpo£tech volit
podle pot°eby.

P°íklad 3. Platí log n ∈ O(n). To vyplyne, jakmile ukáºeme, ºe log n ≤ n pro
kaºdé n ∈ N. To se dá ukázat geometricky nebo indukcí, totiº log 1 = 0 < 1 a
za p°edpokladu, ºe tvrzení platí pro n, je induk£ní krok tvaru:

log(n+ 1) ≤ log(n+ n) = log n+ log 2 = log n+ 1 ≤ n+ 1
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V¥ta 19.1. Vlastnosti symbolu O:

a) Pro libovolnou funkci f : N→ R+ platí f ∈ O(f).

b) Pro libovolné funkce f, g, h : N→ R+ platí:

f ∈ O(g) ∧ g ∈ O(h)⇒ f ∈ O(h)

Relaci �neroste asymptoticky rychleji neº� je re�exivní a tranzitivní (není
uspo°ádáním, nebo´ není antisymetrická), proto ji m·ºeme intuitivn¥ chápat
jako �men²í nebo rovno� . K tomu dostáváme p°idruºené pojmy:

pojem analogie zna£ka
neroste rychleji ≤ O
neroste pomaleji ≥ Ω
roste stejn¥ rychle ≡ Θ
roste pomaleji < o
roste rychleji > ω

De�nice. Uve¤me formální de�nice v²ech p°edchozích pojm·:

O(g) = {f : N0 → R | ∃n0 ∈ N, c ∈ R+∀n ≥ n0 : f(n) ≤ cg(n)}
Ω(g) = {f : N0 → R | ∃n0 ∈ N, c ∈ R+∀n ≥ n0 : f(n) ≥ cg(n)}
Θ(g) = {f : N0 → R | ∃n0 ∈ N, c1, c2 ∈ R+∀n ≥ n0 : c1g(n) ≤ f(n) ≤ c2g(n)}

Dále:

o(g) =

{
f : N0 → R | lim

n→∞

f(n)

g(n)
= 0

}
ω(g) =

{
f : N0 → R | lim

n→∞

f(n)

g(n)
=∞

}
Cvi£ení 1. Uspo°ádejte následující funkce podle r·stu:

2n n log n n! log log n en n5 − 100n+ 3

nn log n! log5 n 1 22
n

arctann

n
√

2n 5
√
n (2n)! (n!)2 log n2

Cvi£ení 2. Dokaºte následující implikace:

a) f ∈ o(g) ∧ g ∈ o(h)⇒ f ∈ o(h)

b) f ∈ o(g)⇔ g ∈ ω(f)

c) f ∈ o(g)⇒ f ∈ O(g)

d) g /∈ O(f)⇒ f ∈ o(g)

Asymptotickou symboliku m·ºeme pouºívat spolu s n¥kterými základními
aritmetickými operacemi:

a) Výrazem O(f) + O(g) v¥t²inou dáváme najevo, ºe stroj provádí za sebou
dva úseky v £asech O(f) a O(g). Je potom logické klást:

O(f) +O(g) = O(f + g)
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b) Podobn¥ m·ºeme pouºít O(f) · O(g) = O(fg) pro p°ípady, kdy stroj opa-
kuje úsek, jehoº £asová sloºitost je O(g), a po£et iterací je asymptoticky
ohrani£en funkcí f . Díky tomu sta£í znát odhad po£tu iterací a ne jeho
p°esný po£et.

c) V n¥kterých p°ípadech bude uºite£né psát 2O(n), je ale t°eba si uv¥domit
2O(n) 6= O(2n), protoºe nap°:

O(2n) 63 4n = 22n ∈ 2O(n)

19.3 Vliv modelu

Jak uº bylo °e£eno, volba výpo£etního modelu siln¥ ovliv¬uje rychlost výpo£t·.
Nap°. RAM (random access machine) pracující v £ase O(f(n)) lze p°evést na
vícepáskový deterministický Turing·v stroj pracující v £aseO(f3(n)(f(n)+n)2).
N¥které vztahy probereme formáln¥.

V¥ta 19.2 (Cena za jednu pásku.). Pro kaºdý vícepáskový Turing·v stroj pra-
cující v £aseO(f(n)) existuje ekvivalentní jednopáskový Turing·v stroj pracující
v £ase O(f2(n)).

D·kaz. Obsahy v²ech pásek zapí²eme za sebe a kaºdý krok výpo£tu vícepás-
kového stroje simulujeme pr·chodem celé pásky. T¥chto pr·chod· je pot°eba
O(f(n)). Bylo-li k pásek, pak máme za sebou k úsek· délky nejvý²e O(f(n)).
Celkem se provede nejvý²e O(kf2(n)) = O(f2(n)) krok·.

V¥ta 19.3 (Cena za determinizmus.). Pro kaºdý nedeterministický Turing·v
stroj pracující v £ase O(f(n)) existuje ekvivalentní deterministický Turing·v
stroj pracující v £ase 2O(f(n)).

D·kaz. P°ipome¬me, ºe p°evod nedeterministického stroje na deterministický
provádíme tak, ºe procházíme výpo£etní strom nedeterministického stroje do
²í°ky. Ozna£me míru v¥tvení tohoto stroje a. Potom aO(f(n)) je horní závora
pro po£et uzl· v tomto strom¥. Na druhé pásce si p°itom zaznamenáváme
polohu ve strom¥ pomocí °et¥zce délky O(f(n)). Sloºitost této simulace je
O(f(n)aO(f(n))) = 2O(f(n)). P°evod na jednopáskový stroj má kvadratickou
cenu, coº je stále (2O(f(n)))2 = 2O(f(n)).

Cvi£ení 3. M¥jme jazyk L = {anbn | n ≥ 1}. Nalezn¥te:

a) Deterministický jednopáskový stroj rozpoznávající L v £ase O(n2).

b) Deterministický dvoupáskový stroj rozpoznávající L v £ase O(n).

c) Deterministický jednopáskový stroj rozpoznávající L v £ase O(n log n).

Sta£í uvád¥t my²lenky, není pot°eba stroje formáln¥ konstruovat.

19.4 T°ídy sloºitosti

Protoºe m·ºeme mít více Turingových stroj·, které °e²í daný problém, de�nu-
jeme sloºitost problému p°irozen¥ jako sloºitost toho nejrychlej²ího z nich.
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De�nice. Pro libovolnou funkci f : N0 → R de�nujeme následující t°ídy pro-
blém·:

TIME (f) = {L | existuje deterministický Turing·v strojM
akceptující L a TM ∈ O(f)}

NTIME (f) = {L | existuje nedeterministický Turing·v stroj N
akceptující L a TN ∈ O(f)}

SPACE (f) = {L | existuje deterministický Turing·v strojM
akceptující L a SM ∈ O(f)}

NSPACE (f) = {L | existuje nedeterministický Turing·v stroj N
akceptující L a SN ∈ O(f)}

Poznámka. Deterministický stroj je speciálním p°ípadem nedeterministického,
proto platí:

TIME (f) ⊆ NTIME (f) SPACE (f) ⊆ NSPACE (f)

Poznámka. �ádný stroj nem·ºe nav²tívit více polí£ek pásky, neº kolik má k
dispozici krok·. Proto je prostorová sloºitost vºdy men²í nebo stejná jako £asová.
Z toho dostáváme dal²í dva vztahy:

TIME (f) ⊆ SPACE (f) NTIME (f) ⊆ NSPACE (f)

De�nice. De�nujeme £asové t°ídy problém·:

P =
⋃
k∈N

TIME
(
nk
)

EXPTIME =
⋃
k∈N

TIME
(

2n
k
)

NP =
⋃
k∈N

NTIME
(
nk
)

NEXPTIME =
⋃
k∈N

NTIME
(

2n
k
)

Poznámka. P°evod vícepáskového na jednopáskový stroj m¥l kvadratickou cenu.
Polynomiální cenu mají i p°evody mezi jinými modely (RAM, stroje s více po-
£ítadly atd.) Výjimkou je vztah mezi deterministickými a nedeterministickými
modely, kde se zatím nepoda°il ukázat lep²í neº exponenciální nár·st. Proto se
pro nedeterministické výpo£ty vyhradily samostatné t°ídy sloºitosti a v násle-
dující v¥t¥ jiº neberou v úvahu. T°ídy P, NP, EXPTIME a NEXPTIME nejsou
citlivé na volbu výpo£etního modelu, °íkáme, ºe jsou robustní.
Poznámka. Protoºe nár·st sloºitosti p°i p°evodu nedeterministického stroje na
deterministický je nejvý²e asymptoticky exponenciální, dostáváme následující
inkluze:

P ⊆ NP ⊆ EXPTIME ⊆ NEXPTIME

Na tomto míst¥ uve¤me, ºe doposud nebylo dokázáno, zda inkluze P ⊆ NP je
£i není ostrá, tj. zda ve skute£nosti nenastává rovnost P = NP. Tento �P rovná
se NP� problém se ukázal obzvlá²t¥ náro£ný a v roce 2000 na jeho vy°e²ení
Clay Mathematics Institute vypsal odm¥nu jeden milion dolar·. P°itom °e²ení
tohoto problému t¥sn¥ souvisí s efektivitou v¥t²iny moderních kryptogra�ckých
protokol· a jejich bezpe£ností. Pokud by se totiº ukázalo, ºe P = NP, jedním z
d·sledk· by byla existence efektivního algoritmu na prolomení ²ifer s ve°ejným
klí£em.

Cvi£ení 4. Ukaºte, ºe t°ída P je uzav°ena na operace dopl¬ku, sjednocení,
pr·niku i komplementu.
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19.5 Polynomiální vy£íslitelnost

Z praktického hlediska jsou pouºitelné pouze algoritmy pracující v polynomiál-
ním £ase, tzn. problémy v t°íd¥ P, i kdyº existují i výjimky. Nap°. pouºívaným
algoritmem pro °e²ení systému lineárních nerovnic je simplexový algoritmus,
a£koli má asymptoticky exponenciální sloºitost a a£koli existují algoritmy pro
tento problém pracující v polynomiálním £ase.

P°íklad 4. Uvaºme problém cesty de�novaný jako problém p°íslu²nosti do ja-
zyka:

PATH = {G#s#t | graf G obsahuje cestu z s do t}

Platí PATH ∈ P.

P°íklad 5. Uvaºme problém hamiltonovské cesty jako problém p°íslu²nosti do
jazyka:

HAMPATH = {G#s#t | v grafu G existuje hamiltonovská cesta z s do t}

Platí HAMPATH ∈ NP. Nedeterministický stroj pro tento jazyk bude pracovat
následovn¥: Nedeterministický stroj konstruuje cestu z s tak, ºe vºdy nedeter-
ministicky zvolí následující hranu do dal²ího vrcholu. Je-li poslední vrchol t a
nav²tívili jsme v²echny vrcholy grafu práv¥ jednou, pak akceptujeme, jinak za-
mítáme. Tento algoritmus má z°ejm¥ polynomiální sloºitost a akceptuje práv¥
tehdy, kdyº v grafu existuje hamiltonovská cesta z s do t.

P°íklad 6. Problém rozpoznání prvo£íselnosti:

COMPOSITES = {n ∈ N | n = pq pro n¥jaká p, q > 1}

Potom COMPOSITES ∈ NP. Nedeterministický stroj uhodne dv¥ £ísla p a q,
vynásobí je a výsledek porovná se vstupem, pokud se hodnoty shodují, pak
akceptuje, jinak zamítá.

V²echny p°edchozí p°íklady problém· z NP m¥li spole£nou strukturu: Vºdy
jsme nedeterministicky uhodli °e²ení a poté deterministicky ov¥°ili, ºe uhád-
nuté °e²ení spl¬ovalo zadání. Ukazuje se, ºe toto schéma p°esn¥ vystihuje t°ídu
NP. Jsou to práv¥ ty problémy, které lze polynomiáln¥ veri�kovat. Provedeme
formalizaci:

De�nice. Polynomiální veri�kátor pro jazyk L je deterministický Turing·v
stroj V takový, ºe w ∈ L práv¥ tehdy, kdyº existuje °et¥zec c takový, ºe V
akceptuje w#c v polynomiálním £ase vzhledem ke |w|.

V¥ta 19.4. Platí L ∈ NP práv¥ tehdy, kdyº existuje polynomiální veri�kátor
pro L.

D·kaz. ⇒: Je-li L ∈ NP, pak podle de�nice existuje nedeterministický Turing·v
stroj N akceptující L v polynomiálním £ase. M¥jme w ∈ L libovolné. Za °et¥zec
c zvolme posloupnost cifer, která kóduje seznam nedeterministických výb¥r·,
které provedl stroj N na vstupu w. Polynomiální veri�kátor V bude pracovat
p°esn¥ jako stroj N , p°i£emº nedeterministické volby bude provád¥t determinis-
ticky podle °et¥zce c. Z°ejm¥ je V polynomiální, protoºe byl N polynomiální a
akceptuje práv¥ w#c pro w ∈ L.
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⇐: Máme-li polynomiální veri�kátor V pro jazyk L, pak m·ºeme sestrojit ne-
deterministický stroj N akceptující L jako stroj, který dostane na vstupu w,
nedeterministicky uhádne °et¥zec c a poté simuluje £innost stroje V na w#c. Z
de�nice polynomiálního veri�kátoru vyplývá, ºe stroj N pracuje s polynomiální
sloºitostí. Proto L ∈ NP.

Cvi£ení 5. Dokaºte, ºe t°ída NP je uzav°ena na sjednocení, pr·nik i z°et¥zení.

Poznámka. Otázka uzav°enosti t°ídy NP na komplement je dodnes otev°eným
problémem.

Cvi£ení 6. De�nujeme t°ídu:

coNP = {LC | L ∈ NP}

Rozhodn¥te, zda platí následující tvrzení:

a) NPC = coNP

b) T°ída coNP je uzav°ena na pr·nik.

c) L1 ∈ NP, L2 ( L1, L2 ∈ coNP⇒ L1 \ L2 ∈ NP

19.6 Polynomiální redukce

De�nice. �ekneme, ºe problém A se polynomiáln¥ redukuje na B, pí²eme A ≤p

B, jestliºe se na n¥j redukuje a p°íslu²ná funkce je vy£íslitelná Turingovým
strojem pracujícím v polynomiálním £ase.

V¥ta 19.5. Nech´ A ≤p B. Potom platí:

a) B ∈ P⇒ A ∈ P

b) A /∈ P⇒ B /∈ P

c) B ∈ NP⇒ A ∈ NP

d) A /∈ NP⇒ B /∈ NP

Analogicky teorii vy£íslitelnosti de�nujeme koncept t¥ºkého a úplného pro-
blému, tentokrát vzhledem k polynomiální redukci.

De�nice. Nech´ C je t°ída jazyk· a A libovolný jazyk. �ekneme, ºe A je

a) C-t¥ºký, jestliºe C ≤p A pro libovolné C ∈ C

b) C-úplný, jestliºe je C-t¥ºký a A ∈ C

Poznámka. Kaºdý netriviální problém z t°ídy P je P-úplný. Pojem úplnosti má
tedy smysl uvaºovat aº pro v¥t²í t°ídy, p°edev²ím pro t°ídy NP. Stejn¥ jako
tomu bylo u t°ídy rekurzivn¥ spo£etných jazyk·, sta£í nám dokázat o jednom
problému, ºe je NP-úplný. O dal²ích nám sta£í sestrojit redukci n¥jakého pro-
blému, o kterém uº víme, ºe je NP-úplný. Historicky prvním byl takovým pro-
blémem SAT. Tento problém je de�nován jako problém pro danou výrokovou
formuli ur£it, zda je splnitelná. Snadno se ukáºe, ºe SAT ∈ NP: Nedeterminis-
ticky uhodneme valuaci prom¥nných, potom snadno deterministicky polynomi-
áln¥ ov¥°íme, ºe tato valuace spl¬uje zadanou formuli.
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Cvi£ení 7. Rozhodn¥te, zda jsou následující formule splnitelné:

a) (x ∨ y) ∧ (x ∨ ¬y) ∧ (¬x ∨ y) ∧ (¬x ∨ ¬y)

b) (x ∨ ¬y) ∧ (x ∨ y ∨ z) ∧ (¬x ∨ ¬y) ∧ (¬x ∨ y) ∧ (x ∨ ¬z)

c) (x ∨ ¬y) ∧ (x ∨ ¬y ∨ z) ∧ (¬x ∨ ¬y) ∧ (¬x ∨ y) ∧ (x ∨ ¬z)

d) (u ∨ ¬v ∨ ¬w) ∧ (w ∨ ¬y ∨ z) ∧ (w ∨ ¬z ∨ x) ∧ (x ∨ y ∨ z)

V¥ta 19.6 (Cook, Levin). Problém SAT je NP-t¥ºký.

D·kaz. D·kaz nebudeme uvád¥t, nebo´ je p°eváºn¥ technicky. My²lenka je ta,
ºe kaºdý Turing·v stroj p°eloºíme do výrokové formule, p°i£emº tato formule
je splnitelná práv¥ tehdy, kdyº stroj akceptuje vstup. Navíc tato formule má
délku úm¥rnou délce výpo£t· p·vodního stroje. Pokud tedy stroj pracoval v
polynomiálním £ase, je tato redukce polynomiální.

P°íklad 7. Problém 3SAT je podproblém SAT ur£it, zda zadaná formule v 3-
CNF je splnitelná. Formule je v 3-CNF, jestliºe je v konjunktivní normální form¥
a kaºdá klauzule má maximáln¥ t°i literály. Ukáºeme, ºe 3SAT je NP-úplný
pomocí redukce SAT ≤ 3SAT. Pro kaºdou formuli ϕ v CNF sestrojíme formuli
ψ v 3-CNF takovou, ºe ϕ je splnitelná práv¥ tehdy, kdyº je ψ splnitelná (formule
ϕ a ψ nemusí být ekvivalentní). Z°ejm¥ m·ºeme zachovat v²echny klauzule, které
neobsahují více neº t°i literály. Kaºdou zbývající klauzuli x1 ∨ . . . ∨ xn (n > 3)
ve ϕ nahradíme formulí v 3-CNF:

(x1 ∨ x2 ∨ y1) ∧ . . . ∧ (¬yi ∨ xi+3 ∨ yi+1) ∧ . . . ∧ (¬yn−4 ∨ xn−1 ∨ xn)

kde y1, . . . , yn−4 jsou nové prom¥nné, které se nevyskytují v p·vodní formuli ϕ.
Tato redukce je p°itom polynomiální, pro kaºdou klauzuli p°idáme asymptoticky
lineární po£et nových prom¥nných a v²e m·ºeme provést v jedním pr·chodem
formule ϕ.

P°íklad 8. Mnoho grafových problém· je NP-úplných, prove¤me d·kaz pro
následující problém kliky:

CLIQUE = {G#k | graf G obsahuje kliku velikosti k}

P°ipome¬me, ºe klika je úplný podgraf. Provedeme redukci problému 3SAT.
M¥jme formuli ϕ v 3-CNF s k klauzulemi. Vytvo°íme graf, jehoº vrcholy jsou
v²echny literály ze v²ech klauzulí. Dva literály jsou spojeny hranou práv¥ tehdy,
kdyº se nacházejí v jiné klauzuli a jsou navzájem kompatibilní (jeden není ne-
gací druhého). Potom p·vodní formule byla splnitelná práv¥ tehdy, kdyº takto
sestrojený graf obsahuje kliku velikosti k. Tato redukce je p°itom polynomiální.

Cvi£ení 8. Dokaºte, ºe problém podgrafového izomor�zmu je NP-úplný. Tento
problém je de�nován jako problém pro dané dva grafy H a G ur£it, zda G
obsahuje H jako sv·j podgraf (je izomorfní n¥jakému jeho podgrafu).

8



19.7 Prostorové t°ídy sloºitosti

Prostor je kvalitativn¥ odli²ný zdroj neº £as, p°edev²ím jej m·ºeme pouºívat
opakovan¥ (tzv. �recyklovat�), coº vede k tomu, ºe celková prostorová sloºitost
problém· bude niº²í neº jejích £asová sloºitost. Zm¥na modelu také nevede k
tak velkým cenám, jako tomu bylo u £asu. Nap°. p°evod vícepáskového stroje na
jednopáskový nemá ºádný vliv na pouºitý po£et polí£ek, celková sloºitost bude
prost¥ sou£et v²ech pouºitých polí£ek na v²ech páskách.

V¥ta 19.7. Pro kaºdou funkci f : N0 → R+ platí:

SPACE (f(n)) ⊆ TIME
(

2O(f(n))
)

NSPACE (f(n)) ⊆ NTIME
(

2O(f(n))
)

D·kaz. Zvolme za k velikost páskové abecedy stroje, který pracuje v prostoru
O(f(n)). Potom tento stroj m·ºe nav²tívit pouze kO(f(n)) moºných kon�gurací,
p°i£emº v kaºdém kroku výpo£tu nav²tíví práv¥ jednu. Stroj tedy musí skon£it
v £ase 2O(f(n)).

De�nice. Zade�nujeme analogické prostorové t°ídy:

PSPACE =
⋃
k∈N

SPACE
(
nk
)

EXPSPACE =
⋃
k∈N

SPACE
(

2n
k
)

NPSPACE =
⋃
k∈N

NSPACE
(
nk
)

NEXPSPACE =
⋃
k∈N

NSPACE
(

2n
k
)

P°íklad 9. Pomocí polynomiální redukce m·ºeme dokázat inkluzi:

NP ⊆ PSPACE

Vzpome¬me si, ºe problém SAT je NP-úplný. Tento problém p°itom snadno
vy°e²it v lineární prostoru. Sta£í, kdyº si na druhou pásku vypí²eme n¥jakou
valuaci (coº je vlastn¥ posloupnost nul a jedni£ek) prom¥nných a zkusíme for-
muli vyhodnotit (t°eba na dal²í pásce). P°itom nespot°ebujeme více prostoru,
neº je trojnásobek vstupu (obsah druhé ani t°etí pásky nikdy nep°ekro£í délku
formule). Protoºe polynomiální redukce musí probíhat také v polynomiálním
prostoru (nem·ºeme spot°ebovat více polí£ek, neº máme k dispozici krok·), je
kaºdý problém z NP v PSPACE.

V¥ta 19.8 (Savitch). Pro libovolnou funkci f : N0 → N spl¬ující f(n) ≥ n
platí:

NSPACE (f(n)) ⊆ SPACE
(
f2(n)

)
D·kaz. M¥jme nedeterministický stroj N s prostorovou sloºitostí f(n). Stroj
N upravíme tak, aby m¥l pouze jednu akceptující kon�guraci - t°eba tak, ºe
stroj donutíme p°ed akceptováním smazat obsah pásky a posunout hlavu úpln¥
vlevo. Ozna£me tuto akceptující kon�guraci cacc. Ekvivalentní deterministický
strojM implementuje proceduru comp(c1, c2, t), která akceptuje, pokud lze ve
stroji N b¥hem nejvý²e t krok· p°ejít z kon�gurace c1 do kon�gurace c2, jinak
zamítá. Ozna£íme-li cw iniciální kon�guraci pro vstup w, potom sta£í, abychom
na za£átku výpo£tu spustili comp(cw, cacc, kf(n)), kde k je velikost páskové abe-
cedy. Stroj s prostorovou sloºitostí f(n) totiº nem·ºe nav²tívit více neº kf(n)

kon�gurací. Proceduru comp pro trojici (c1, c2, t) implementujeme rekurzivn¥:
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a) Jestliºe t = 1, ov¥°íme pouze, jestli c1 = c2 nebo c1 `N c2.

b) Jestliºe t > 1, zavoláme comp(c1, c, bt/2c) a comp(c, c2, dt/2e) pro kaºdou
kon�guraci c délky f(n). Akceptujeme, jestliºe ob¥ volání akceptují

Prostorová sloºitost kaºdého volání procedury comp je |c1|+ |c2|+ |c|+ |t|+C ∈
O(f(n)) (C je n¥jaká konstanta). Celková prostorová sloºitost strojeM je tedy
prostorová sloºitost procedury comp krát hloubka rekurze, tedy:

TM(n) ∈ O(f(n) log kf(n)) = O(f2(n))

Poznámka. D·sledkem Savitchovy v¥ty jsou rovnosti:

NPSPACE = PSPACE

NEXPSPACE = EXPSPACE

Dohromady jsme jiº dokázali následující °et¥zec:

P ⊆ NP ⊆ PSPACE = NPSPACE ⊆ EXPTIME ⊆ NEXPTIME

Cvi£ení 9. Ur£ete vztahy inkluze/rovnost mezi následujícími dvojicemi sloºi-
tostních t°íd. Své tvrzení zd·vodn¥te.

a) TIME
(
n2
)
a TIME

(
n3
)

b) SPACE
(
2n2
)
a SPACE

(
100n2

)
c) SPACE

(
n2
)
a TIME

(
n2
)

d) NSPACE
(
n2
)
a SPACE

(
n5
)

e) P a TIME (2n)

P°íklad 10. Jen pro zajímavost uve¤me p°íklad problému, který je PSPACE-
úplný. Jde op¥t o p°ípad problému splnitelnosti, tj. ur£it pro danou formuli, zda
existuje valuace, která ji spl¬uje. Formule tentokrát bereme z mnoºiny kvan-
ti�kovaných výrokových formulí, jsou to výrokové formule se v²eobecnými a
existen£ními kvanti�kátory (kvanti�kuje se p°es mnoºinu {0, 1}).
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