Greibachové normalni forma

Dalsim kanonickym tvarem, kterym se budeme zabyvat, je bezkontextova gramatika v Greiba-
chové normalni formé (déle téz GNF). Nejdiive si uvedeme definici této formy.

Definice — CFG v Greibachové normalni formé

Bud G = (N,X, P,S) bezkontextova gramatika. Reknéme, 7Ze G je v Greibachové normalni
formé pravé tehdy, kdyz je bez e-pravidel a kazdé pravidlo z P je tvaru A — aa, kde A € N,a €
Y, € N*.

Poznamka.
Pfevod do GNF vyzaduje znalost né€kolika operaci. Uvedeme si je nejdfive v souhrnu a pak si
je popiseme:

1. substituce néjakého pravidla obsahujictho neterminal A (vice viz Lemma o substituci)

2. eliminace bezprostfedni levé rekurze — odstranéni pravidel A — Aa, kde o € (N U X)*

3. eliminace levé rekurze (neboli neptimé levé rekurze)

4. algoritmus pro pfevod do GNF

Poznamka.

Jesté nez se zacneme zabyvat jednotlivymi algoritmy, méli bychom si vysvétlit, pro¢ je uzi-
tecné prevést si néjakou bezkontextovou gramatiku do Greibachové normalni formy. Predstavte
si néjaky imagindrni nastroj, ktery bude pracovat dle pravidel gramatiky a ¢ist vstupni slovo.
V zavislosti na ném bude pouzivat jednotliva pravidla. Je patrné, ze takovému ,stroji“ bude
platnéjsi, kdyz pravidla budou ve tvaru odpovidajicimu GNF, tj. jejich pravé strany budou
zacinat terminalem. Bude totiz moci porovnat aktualné ¢teny symbol vstupniho slova s poca-
te¢nim termindlem kazdého pravidla. Zvoli poté to pravidlo, které zacina stejnym terminalem
jako aktualné ¢teny vstupni symbol.

KaZdopéadné, predchozi idea nemusi platit v pripadé, ze gramatika v GNF obsahuje dvé
A-pravidla zacinajici stejnym terminalem. V tu chvili uz se stroj opét musi chovat nedetermi-
nisticky, tj. volit, jaké pravidlo mé pouzit.

Lemma (o substituci)
Bud G = (N, X, P, S) bezkontextova gramatika. Mé&jme pravidlo
A—zxBy, BeN, z,ye (NUX)*

a B-pravidla
B_)ﬁ1|ﬁ2|‘ﬁn7 ﬁ17ﬁ27"'7/6n€(NU2)*'

Pak gramatika G; = (N, X, P/, 5), kde
P'= P\{A— 2By} U{A — zfwy | 2fay | --- | 2Bny},

je jazykové ekvivalentni gramatice G.



Priklad 1.
Bud déna bezkontextova gramatika G = ({5, A, B}, {a, b}, P, S) s pravidly
P={S — aAb|bB

A — aaAb| Baa
B — bBb|aSh})

Uvazujme napt. pravidlo A — Baa. Pokud bychom misto pravé strany Baa dosadili bBbaa, aSbaa
(tj. nahradili symbol B vSemi B-pravidly), tak jazyk generovany novou gramatikou se nezméni.
Tj. pomoci pravidel

P'={S — aAb|bB
A — aaAb|bBbaa | aSbaa
B — bBb|aSh}

dostaneme stejna slova jako v pfipadé pravidel P.

Definice — rekurzivni neterminal

Neterminal A € N v gramatice G = (N, X, P, S) se nazyva rekurzivni, pravé kdyz v G existuje
derivace tvaru A =T aAS, kde a, 3 € (N U X)*. Navic,

e je-lia=c (tedy A =T ApB), pak A se nazyva levorekurzivni.

e pokud 3 = ¢ (tedy A =T aA), pak A se nazyva pravorekurzivni.

Poznamka.

Jisté vas napadne, Ze pro pirevod do GNF je potfeba odstranit levorekurzivni netermindly.
K tomu slouzi algoritmus pro odstranéni levé rekurze, ktery vyuzivd postupu pro odstranéni
tzv. piimé (neboli bezprostiedni) levé rekurze.

Pfimou levou rekurzi pfedstavuji pravidla, kterd jsou tvaru A — Aa, kde a € (N U X)*.
Neptimou levou rekurzi rozumime derivaci ve vice nez jednom kroku, ktera vede k levé rekurzi.
Naptiklad derivace A = BaaB = AbaaB je pfic¢inou toho, Ze neterminal A je levorekurzivni,
avsak dand rekurze neni pfima.

Lemma (o odstranéni pfimé levé rekurze)

Bud G = (N, X, P, S) bezkontextova gramatika v niz vSechna A-pravidla (A € N) jsou tvaru:
(x) A— Aoy |Aaz|---|Aay [ S| B2 |-+ | B,

kde kazdy fetéz (; zafind jinym symbolem nez A.
Necht G' = (NU{A'}, %, P', S), kde pravidla (*) nahradime takto:

A — B Ba|-| Bk | BiA | BA || BrA

A = ar|ag | an | ar A | Al | A

Pak L(G) = L(G").



Priklad 2.

Eliminujte pfimou levou rekurzi z gramatiky G = ({E, T, F}, {+,*,4,(,)}, P, E), kde mnozina
pravidel

P={E — E+T|T
T — Tx«F|F
Fo— (E)]}

ReSeni. Po pozorném prozkoumani pravidel zjistime, Ze p¥ima leva rekurze je u pravidel
E—-E+T,T—-TxF.
1. Misto E-pravidel E — E + T | T dosadime novd E a E’-pravidla:
E — T|TFE
E — +T|+TFE
2. Misto T-pravidel T'— T % F' | F' dosadime nova T a T’-pravidla:
T — F|FT
E' — xF|«FT'

Vysledna gramatika G' = ({E, T, F, E',T'},{+,*,4,(,)}, P', E), kde mnozina pravidel

P={FE — T|TFE
E' — 4TE'|+T
T — F|FT
T — *F|*FT’
o= (E) [}

neobsahuje pfimou levou rekurzi a plati L(G) = L(G’).

Poznamka.

Je dilezité si uvédomit, ze pouzity algoritmus funguje tak, ze zachovava jazyk obou gramatik,
tj. L(G) = L(G"). V ptvodni gramatice G jsme mohli mit napf. tuto derivaci:

(1) E>E4+T=>E+T+T=T+T+T

vy

Tedy: pouzivali jsme pravidlo E — E + T, které zapfi¢inuje, ze E je levorekurzivni. Derivaci
(1) nahradime v nové gramatice takto:

(2) E=>TE =T+TE =T+T+T

Snad je zfejmé, ze pravidlo E + T mizeme pouzivat, kolikrat chceme, avsak poté stejné musime
zvolit jiné nerekurzivni pravidlo (F — T), abychom sméfovali k vysledku, tj. termindlnimu
Tetézu.

Nové pravidla funguji opa¢né: nejdfive pouzijeme nerekurzivni pravidlo (F — TE’) a poté
pivodni levou rekurzi nahrazujeme odvozenim pomoci pravidla (E’ — +TFE"), kde E’ je pra-
vorekurzivni. Nahrazujeme tedy levou rekurzi za pravou...



Priklad 3.
Eliminujte pfimou levou rekurzi z gramatiky G = ({5, 4, B, C}, {a,b}, P, S), kde

P={S — AB]e,
A — abB| Aa| AbbC | aC | BC | ba
B — BC|BbA| Ab| bbb,
C — CAb| AAA| aba}

Algoritmus (odstranéni levé rekurze)

Vstup: Vlastni CFG G = (N, %, P, S)
Vystup: Ekvivalentni gramatika bez levorekurzivnich neterminald

Uspotadej libovolné mnozinu N — N = {4, As, ..., A, }
for i :=1ton do
for j:=1toi—1do
foreach pravidlo tvaru 4; — Aja do

pouzij lemma o substituci a pfidej pravidlo 4; — f1a | faa | -+ - | B
(kde Aj — (1| B2 | -+ | Br jsou vSechna Aj-pravidla);
vypust pravidlo 4; — Ajo.
od

od
foreach pravidlo tvaru A; — A;a do
odstran pfimou levou rekurzi
od
od

Poznamka.

1. V predchozim algoritmu byly pouzity symboly «, 51, ..., Bk, které znaci libovolny Fetézec
terminali a neterminald.

2. Algoritmus je korektni v tom smyslu, Ze neméni jazyk generovany ptvodni gramatikou.
Vysvétleni je nasnadé: pouziva pouze lemma o substituci a lemma o odstranéni pfimé levé
rekurze. O téchto dvou postupech vime, Ze zachovévaji jazyk.

Poznamka.
Jesté si algoritmus slovné popiseme. Sklada se v podstaté ze tii ¢asti:

1. usporadani neterminalid — neni dulezité, jakym zptsobem neterminaly usporadéame, mu-
sime vSak toto poradi v dalsi ¢asti algoritmu dodrzet.

2. prochazeni mnoziny netermindlti od prvniho k poslednimu a aplikace nasledujicich dvou
krokti:

2a) lemma o substituci: mame-li mnozinu neterminalt uspofadanou (N = {41, Aa, ..., A, }),
pak tento krok nemusime délat pro A;. U ostatnich netermindla A4; (2 <1 < n) po-
stupujeme tak, Ze sledujeme vSechna Aj;-pravidla tvaru A4; — Aja, kde j < i, tj.
hledame pravé strany A;-pravidel zacinajici na néjaky neterminal v usporadani pred
A;. Pokud takové pravidlo najdeme, provedeme jeho substituci. Velmi dulezité je,



Ze pravé strany nahrazujeme postupné od 1. do i — 1-tého neterminalu, nemizeme
ménit poradi substituci. Neméné podstatny je fakt, ze kazda nova mnozina pravidel
vznikla diky substituci jiz slouzi jako vstup pro dalsi substituci.

2b) odstranéni p¥imé levé rekurze: po provedeni kroku 2a miize netermindl A; obsaho-
vat pouze pfimou levou rekurzi, tj. pravidla tvaru A; — A;«. Tento druh rekurze
odstranime pomoci lemmatu o odstranéni pfimé levé rekurze.

Priklad 4.
Odstraiite levou rekurzi z gramatiky G = ({5, X, Y },{a,b, ¢, d}, P, S), kde mnozina pravidel

P={S — Xc|Yd|YD
X — Xd|a
Y — SaS}

ReSeni. Nejdiive uspofadame mnozinu neterminalii. ProtoZe nezélezi na potfadi, ponechadme
jej takto: N = {S, X,Y}. Poté provadime kroky 2a, 2b postupné pro netermindly S, X,Y":

1. Pro prvni netermindl S nemusime délat krok 2a. Ovéfime tedy pouze, zda v S-pravidlech
neni pfitomna pfiméa leva rekurze. Zjistime, Ze nikoliv, proto S-pravidla zistavaji beze
zZmeny.

2. Zkouméme dals$i netermindl X. Zjisfujeme, Ze ani pro néj neni tieba provést krok 2a.

Krok 2b je vSsak nutno provést, protoze je v pravidlech X — Xd. Vytvorime tedy novy
neterminal X’ a ptivodni X-pravidla nahradime. Nova pravidla vypadaji takto:

P'={5 — Xec|Yd|Yb
X — al|aX'
X' - d|dX’'
Y — SaS}

3. Poslednim neterminalem v pofadi je Y a jediné pravidlo Y — SaS. S je usporadan pred
Y, takze pouzijeme lemma o substituci. Vysledkem je:

P'={S — Xec|Yd|Yb
X — alaX’
X' — d|dX’
Y — XcaS|YdaS|YbaS}

Vsimnéte si nyni nového pravidla ¥ — XcaS. X je v pofadi pfed netermindlem Y,
provedeme tedy jesté jednu substituci:

P={S — Xc|Yd|Yb
X — al|aX’
X' — d|dX’
Y — acaS|aX'caS|YdaS|YbaS}

Krok 2a je hotov, pfistoupime ke kroku 2b. U pravidel Y —| YdaS | YbaS muZeme
sledovat pfimou levou rekurzi. Vytvofime novy netermindl Y’ a zménime Y -pravidla tak,



abychom rekurzi odstranili:

P'={S — Xc|Yd|Yb
X — alaX’
X' — d|dX’
Y — acaS|aX'caS | acaSY’' | aX'caSY’
Y' — daS|baS|daSY'|baSY'}
Vysledna gramatika G’ = ({S, X, X', Y,Y’'},{a,b,c,d}, P',S) je bez levé rekurze a plati
L(G) = L(G").
Poznamka.

Jesté jednou zdaraznime, Ze krok 2a provadime dle poradi neterminalid a tak dlouho, dokud
muzeme. V predchozim prikladu 4 jste si mohli vSimnout, Ze pro posledni neterminal Y jsme
substituci provadéli dvakrat.

Priklad 5.

Eliminujte levou rekurzi u bezkontextové gramatiky G = ({5, 4, B}, {a, b}, P, S), kde mnoZina
pravidel

P={S — Aa|Bb|aaA|SaA|SbB
A — AAb|ab|SBb
B — Bbb| BBB | bAb}

Algoritmus (pfevod do GNF)

Vstup: vlastni CFG G = (N, X, P, S) bez levé rekurze.
Vystup: CFG G’ v GNF takova, ze L(G) = L(G").

Usporadej libovolné dva neterminaly A, B mnoziny N tak, ze A << B, pravé kdyz existuje
pravidlo A — Ba, kde « € (N UZX)*. Necht tedy mnozina N = {4;, Aa, ..., A,} je uspofddand
dle <<.

for i :=n — 1 downto 1 do
foreach pravidlo tvaru A; — Aja (5 > 1)
pouZij lemma o substituci a pfidej pravidlo 4; — S1a, ..., Bk,
kde A; — (1| -+ | Bx jsou vSechna Aj-pravidla;
vypust pravidlo 4; — A«
od
od

Pro kazdé pravidlo nahrad libovolny terminal a € ¥ na 2. az posledni pozici novym netermindlem
a’ a ptidej pravidlo a’ — a.
Poznamka.

Predchozi algoritmus si opét slovné popiseme. Mizeme si jej pracovné rozdélit do t¥i ¢asti,

N



1. usporadani neterminald — pfi aplikaci algoritmu pro pfevod do GNF jiz neterminély nera-
dime libovolné, avsak podle urcitého pravidla. Je doporuceno, abyste si prosli celou mno-
Zinu pravidel a kdykoliv naleznete pravidlo tvaru A — Ba, kde A,B € N, a € (NUX)*,
tak si zapiSte nerovnost A << B. Jakmile budete mit souhrn vSech nerovnosti <<, muzete
pristoupit k vytvofeni usporadani.

2. aplikace lemmatu o substituci — prochézime netermindly v opa¢ném poradi, tj. od posled-
niho n-tého k prvnimu. Za¢indme (n — 1)-tym netermindlem v poradi a hleddme pravidlo
tvaru A,_1 — A,a. Pokud jej nalezneme, uplatnime lemma o substituci a misto pravé
strany A,« vloZime fia | --- | Bra, kde A, — B1 | --- | Bk jsou vSechna A,-pravidla.
Podobnym zptisobem postupujeme dale. Je potfeba mit neustile na paméti, ze kazdou
substituci pro -ty neterminal je potfeba uvazovat pro netermindly s nizsim cislem. Tj.
novou mnozinu pravidel vzdy zahrneme do dalSich operaci!

3. ,ocarkovani“ — vyslednd gramatika mtize obsahovat pravidla, kterd maji na 2. az posledni
pozici pravé strany libovolny terminal x € 3. To nevyhovuje definici Greibachové normalni
formy. Pravidla tedy upravime tak, ze kazdy vyskyt x nahradime novym netermindlem x’
a priddme pravidlo z/ — x.

Priklad 6.
Pievedte gramatiku G = ({4, B,C, D}, {a,b}, P, A) do Greibachové normélni formy.

P={A — BC,
B — CD|AB,
C — Aalb,
D — ba|DD}

Reseni. Pozorny ¢tenéf si zajisté viimne, ze gramatika G obsahuje levou rekurzi. Napi. pravi-
dlo D — DD je ukazkou piimé levé rekurze. Pfevodem na gramatiku bez levé rekurze dostaneme
nésledujici gramatiku G; = ({4, B,C, D},{a,b}, P1, A), kde

pP={A — BC
B — CD|CDB
B — CB|CBB
C — b|bC’
C' — DCa|DB'Ca| DCaC’| DB'CaC’
D — bal|baD’
D' — D|DD}

Nyni nas cekaji postupné 3 tkoly: usporadani, poté substituce a na konci oc¢arkovani.

1. Postupnym prochézenim pravidel P; zjistime nésledujici nerovnosti:
A<< B, B<< C, B << (C, C'" << D, D' << D. Vsimnéte si nyni, Ze neterminaly
C, D jsou v nerovnostech vzdy napravo, tudiz by mély byt nejvétsi. Nasledné usporadani
mizeme provést napiiklad takto: N = {A, B, B’,C',D’,C, D}.

2. Nyni postupujeme od neterminalu D aZ k netermindlu A. Netermindl D ponechdme beze
zmeény. Taktéz C' neni potfeba upravovat, obsahuje pravidla zacinajici terminaly. Dalsim v



poradi je D’. U néj jiz budeme muset pouzit substituci, protoze pro pravidla D’ — D | DD’
plati, ze D’ << D. Zapisme tedy D’-pravidla znovu:

D' — ba | baD' | baD'D’

Piechézime k netermindlu C’. I zde musime pouzit substituci, a to hned u vSech 4 C'-
pravidel:

C" — baCa | baB'Ca | baCaC' | baB'CaC’ | baD'Ca | baD'B’'Ca | baD'CaC’ | baD'B'Cal’

Nyni neterminél B a jeho pravidla B — C'B | C BB'. Z uspotadani je patrné, ze B’ << C,
pouzijeme tedy opét substituci:

B' — bB | bC'B | bBB' | bC' BB’

Pokra¢ujeme netermindlem B a je to obdobné jako u B’. Pravidla B — CD | CDB’
nahradime:
B —bD | bC'D | bDB' | bC'DB’

Poslednim neterminal, ktery méame prozkoumat, je A. Jeho jediné pravidlo A — BC
splituje nerovnost A << DB, tj. musime jej nahradit. Za neterminal B vSak dosadime
postupné 4 nové pravé strany B-pravidel!

A —bDC | bC'DC | bDB'C | bC'DB'C

3. Ttetim krokem je ocarkovani, které provedeme a rovnou podame vyslednou mnozinu pra-

videl P’

A — bDC|bC'DC |bDB'C | bC'DB'C

B — bD|bC'D|bDB'|bC' DB’

B' — bB|bC'B|bBB' | bC' BB

C'" — bd'Cd |ba’B'Cd’ | ba'Cad'C" | ba’B'Cad’C" | ba’D'Cad’ | b’ D'B'Cd’ | ba’ D’'Ca’C” | ba' D' B'Ca’C’
D' — bd |ba'D' | ba'D'D'

C — b|bC’

D — bd |bd' D

Priklad 7.
Prevedte bezkontextovou gramatiku G = ({S,X,Y},{5,6},P,S) do Greibachové normalni

formy.
P={S — 55|X66
X — 56|56
Y — 65 | S5Y}

Véta.

K libovolné bezkontextové gramatice existuje jazykové ekvivalentni CFG v Greibachové nor-
malni formé.



