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ZUZANA HRDLIČKOVÁ
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Označeńı

Dále budeme znǎcit
N(µ, σ2) normálńı rozďeleńı s parametryµ aσ

Ro(a, b) rovnom̌erńe rozďeleńı na intervalu(a, b), tj. s parametrya, b

Ex(λ) exponencíalńı rozďeleńı s parametremλ

χ2(n) Pearsonovoχ2 rozďeleńı o n stupńıch volnosti

t(n) Studentovot rozďeleńı o n stupńıch volnosti

F (n1, n2) Fisher-SnedecorovoF rozďeleńı o n1 an2 stupńıch volnosti

A(θ) alternativńı rozďeleńı s parametremθ

Bi(n, θ) binomicḱe rozďeleńı s parametryn a θ

Po(λ) Poissonovo rozďeleńı s parametremλ

G(θ) geometricḱe rozďeleńı s parametremθ

Zb(n, θ) záporňe binomicḱe rozďeleńı s parametryn a θ

N = {1, 2, . . .} mnǒzina v̌sech p̌rirozeńych č́ısel

N0 = {0, 1, 2, . . .} mnǒzina v̌sech p̌rirozeńych č́ısel v̌cetňe nuly

Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .} mnǒzina v̌sech ceĺych č́ısel

R = (−∞,∞) mnǒzina v̌sech réalných č́ısel

Ostatńı znǎceńı odpov́ıdaj́ı zápis̊um b̌ežně ǔźıvańych v literatǔre.
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Kapitola 1

Kombinatorika

Nejďrı́ve p̌ripomeneme źakladńı pojmy.
Počet uspǒr ádaných dvojic: Ze dvou koněcných mnǒzin A = {a1, . . . , am},

B = {b1, . . . , bn} vybı́ráme uspǒrádańe dvojice typu[al, bk], kdeal ∈ A, bl ∈ B.
Všechny mǒzné dvojice sestav́ıme do tabulky tak,̌ze dvojice[al, bk] bude vl-tém
řádku ak-tém sloupci. Kǎzdá dvojice bude v tabulce zapsána pŕavě jednou, tedy
počet uspǒrádańych dvojic zm an prvkových mnǒzin jemn.

Počet uspǒr ádaných k-tic: Nynı́ přejděme kek mnǒzinám A,B . . . , X, je-
jich počet prvk̊u bude pǒraďen1, . . . , nk. Z těchto mnǒzin vyb́ıráme uspǒrádanou
k-tici prvků [ai, bj, . . . , xl] tak, žeai ∈ A, bj ∈ B, . . . , xl ∈ X. Pokud bychom
uvǎzovali pouze 3 mnǒziny, vezmeme v̌sechny uspǒrádańe dvojice z prvńıch dvou
mnǒzin za prvky nov́e mnǒziny. Z p̌redchoźıho v́ıme, že ḿa tato mnǒzina n1n2

prvků. Nyńı tedy m̊užeme pohĺıžet na trojici [a, b, c] jako na dvojici [[a, b], c].
Zřejmě má n1n2n3 prvků. Matematickou indukćı pak zjist́ıme, že zk mnǒzin,
kdei-tá máni prvků, i = 1, . . . , k, můžeme vytvǒrit n1 × · · · × nk uspǒrádańych
k-tic.

Variace: Je d́ann prvkový základńı souborA = {a1, . . . , an}. Libovolnou us-
pǒrádanouk-tici [aj1 , . . . , ajk

], aj1 ∈ A, . . . , ajk
∈ A budeme naźyvat uspǒrádańy

výběr rozsahuk ze źakladńıho souboru. Pǒcet v̌sech takov́ych výběrů bude žrejmě
zálězet na tom, zda se prvky vk-tici mohou, nebo nemohou opakovat. Když se
prvky v uspǒrádańem v́yběru nemohou opakovat, tvořı́ tento uspǒrádańy výběr va-
riaci bez opakov́ańı k-té ťrı́dy zn prvků. Když se mohou opakovat, tvořı́ uspǒrádańy
výběr variaci s opakov́ańım k-té ťrı́dy zn prvků.

Počet variaćı bez opakov́ańı: P̌redpokĺadejme,že n ≥ k. Pak prvńı prvek
výběru m̊uže b́yt vybrán zn možných prvk̊u základńıho souboru, druh́y už pouze
z n−1 prvků atd. Variace bez opakováńı tedy odpov́ıdá uspǒrádańek-tici vybrańe
postupňe z mnǒzin rozsahun1 = n, n2 = n− 1, . . . , nk = n− k + 1. Tedy pǒcet
variaćı bez opakov́ańı je (n)k = n(n − 1) · · · (n − k + 1). Zřejmě (n)k = 0 pro
k > n. Prox ∈ R klademe(x)k = x(x− 1)× · · · × (x− k + 1).
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Počet permutaćı bez opakov́ańı Pokudn = k udávaj́ı variace bez opakováńı
počet v̌sech uspǒrád́ańı n prvkové mnǒziny a naźyvaj́ı se permutace. Počet per-
mutaćı je (n)n = n(n− 1) · · · 1 = n!. Klademe0! = 1.

Počet variaćı s opakov́anı́m: Jak bylořečeno, pokud se prvky ze základńıho
souboru mohou v uspořádańem v́yběru opakovat, mluv́ıme o variaci s opakov́ańım
(uspǒrádańem v́yběru s opakov́ańım). Každý prvek v́yběru rozsahuk volı́me zn
prvků základńıho souboru. Variace s opakováńım tedy odpov́ıdá uspǒrádańe k-
tici, když n1 = . . . = nk = n. Proto je pǒcet variaćı s opakov́ańım k-té ťrı́dy z n
prvků rovennk.

Kombinace: Nynı́ budeme p̌red p̌redpokĺadat,že zn prvkového źakladńıho
souboruA = {a1, . . . , an} vyb́ırámek-prvkový soubor, p̌ričem̌z na uspǒrád́ańı
prvků ve v́yběru neźalěźı. Libovolný takov́y vybrańy soubor naźyváme kombinaćı
k-té ťrı́dy zn prvků. Pokud se prvky v kombinaci nemohou opakovat, mluvı́me o
kombinaci bez opakov́ańı, v opǎcném p̌rı́paďe o kombinaci s opakováńım. Kom-
binacek-té ťrı́dy z n prvků tedy odpov́ıdaj́ı neuspǒrádańemu v́yběru rozsahuk z
n prvkového źakladńıho souboru.

Počet kombinaćı bez opakov́ańı: P̌redpokĺadejme nejďrı́ve,že se prvky v ne-
uspǒrádańem v́yběru nemohou opakovat. Prvky každého takov́eho v́yběru mohou
být uspǒrád́anyk! způsoby. Z p̌redchoźıho v́ıme,že pǒcet v̌sech variaćı bez opa-
kováńı je (n)k. Tedy pokud pǒcet v̌sech kombinaćı bez opakov́ańı rozsahuk z n

prvků oznǎćımex, pakxk! = (n)k. Odtudx = (n)k

k!
= n!

(n−k)!k!
=

(
n
k

)
pro k ≤ r.

Klademe
(

n
k

)
= 0 prok > n a

(
x
k

)
= (x)k

k!
prox ∈ R.

Počet kombinaćı s opakov́ańım: Kombinaćı s opakov́ańım rozuḿıme neu-
spǒrádańy výběr k prvků, kteŕe vyb́ıráme zn-prvkové źakladńı mnǒziny tak, že
se vyb́ırańe prvky mohou opakovat (a na pořad́ı vybrańych prvk̊u neźalěźı). Je-
jich počet odpov́ıdá pǒctu v̌sech rozklad̊u č́ıslak na soǔcetk1 + k2 + · · · + kn,
kdeki ≥ 0 je pǒcet v́yskytů i-tého prvku źakladńıho souboru ve vybrańem sou-
boru, i = 1, . . . , n. Libovolnou kombinaci s opakováńım můžeme zapsat po-
moćı posloupnosti

”
∗” a

”
|”. Nap̌r. kombinace s opakováńım ze źakladńı mnǒziny

M = {a1, a2, a3} může b́yt tvořena prvkya1, a3, a1, a1. Tuto kombinaci z opa-
kováńım, kdy prveka1 byl vybrán ťrikrát, prveka2 nebyl vybŕan a prveka3

byl vybrán pŕavě jednou, lze zńazornit pomoćı posloupnosti symbolů
”
∗” a

”
|”

typu | ∗ ∗ ∗ || ∗ |. P̌ričem̌z pǒcet
”
∗” mezi sousedńımi prvky typu

”
|” chápeme

jako pǒcet prvk̊u v p̌rihrádce, vymezeńe dv̌ema ńasledńymi symboly
”
|” (tzv.

hranice p̌rihrádek). Kdy̌z v dańe posloupnosti uvedených symbol̊u nepǒćıtáme
pevńe krajńı hranice p̌rihrádek, je d́elka takov́e posloupnostik + (n − 1) (k-
krát je obsǎzena

”
∗” a (n − 1)-krát je obsǎzena hranice p̌rihrádky

”
|”). Protǒze

uḿısťeńım hranic p̌rihrádek
”
|” na ḿısta t́eto posloupnosti jednoznačně uřćıme

jednu z mǒzných kombinaćı s opakov́ańım, odpov́ıdá pǒcet kombinaćı s opa-
kováńım pǒctu v̌sech rozḿısťeńı (n−1) hranic p̌rihrádek

”
|” na vybrańa ḿısta po-
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sloupnosti d́elky k +(n− 1). Rozḿısťeńı tedy m̊užeme popsat jako neuspořádańy
výběr rozsahun− 1 hranic p̌rihrádek

”
|” z množiny n + k − 1 pozic. Tedy pǒcet

všech kombinaćı s opakov́ańım je roven
(

n+k−1
n−1

)
.

Počet permutaćı s opakov́ańım: Nyńı hled́ame pǒcet zp̊usob̊u, jakými může
být rozďelenon prvků základńı mnǒziny dok mnǒzin, kde prvńı mán1, druh́an2

a posledńı nk prvků. P̌redpokĺad́ame,že ḿa b́yt rozďeleno v̌sechn prvků základńı
mnǒziny, tj. n = n1 + · · ·+ nk. Nejprve vybereme do prvnı́ mnǒziny n1 prvků ze
základńı mnǒziny, n2 prvků pro druhou mnǒzinu vyb́ıráme ǔz pouze ze zbylých
n− n1 prvků základńı mnǒziny, atd. Po v́yběru do(k − 1)-vé mnǒziny už zb́yvá
pouzenk prvků pro v́yběr dok-té mnǒziny. Tedy pǒcet v̌sech ťechto rozḿısťeńı je

(
n

n1

)(
n− n1

n2

)(
n− n1 − n2

n3

)
· · ·

(
n− n1 − · · · − n(k−1)

nk

)
.

Po rozepśańı kombinǎcńıch č́ısel aúprav̌e dost́aváme,že pǒcet ťechto rozḿısťeńı
je

n!

n1!n2! . . . nk!
.

Toto č́ıslo ud́avá pǒcet uspǒrád́ańı n prvkové mnǒziny, kde jen1 stejńych prvk̊u
typu 1,. . ., nk stejńych prvk̊u typuk. Takov́a uspǒrád́ańı se naźyvaj́ı permutace s
opakov́ańım.

Př ı́klad 1.1. Dokǎzte,že pro libovolńex ∈ R a libovolńe r ∈ N plat́ı
(

x

r − 1

)
+

(
x

r

)
=

(
x + 1

r

)
. (1.1)

Př ı́klad 1.2. Dokǎzte,že pro libovolńe ceĺe č́ısloa a libovolńe t ∈ (−1, 1) plat́ı

(1 + t)a = 1 +

(
a

1

)
t +

(
a

2

)
t2 +

(
a

3

)
t3 + . . . . (1.2)

Př ı́klad 1.3. Dokǎzte,že pro p̌rirozeńen ≥ 2 plat́ı

1−
(

n

1

)
+

(
n

2

)
− . . . = 0,

(
n

1

)
+ 2

(
n

2

)
+ 3

(
n

3

)
+ . . . = n2n−1,

(
n

1

)
− 2

(
n

2

)
+ 3

(
n

3

)
− . . . = 0,

2 · 1
(

n

2

)
+ 3 · 2

(
n

3

)
+ 4 · 3

(
n

4

)
+ . . . = n(n− 1)2n−2.

[V důkaze poǔzijte rovnost1.2.]

5



Př ı́klad 1.4. Dokǎzte,že pro libovolńan ∈ N, k ∈ N plat́ı
(

n

0

)(
n

k

)
−

(
n

1

)(
n− 1

k − 1

)
+

(
n

2

)(
n− 2

k − 2

)
− . . . + (−1)k

(
n

k

)(
n− k

0

)
= 0.

Tento vztah je zvĺǎstńım p̌rı́padem obecňejš́ı rovnosti

k∑
ν=0

(
n

ν

)(
n− ν

k − ν

)
tν =

(
n

k

)
(1 + t)k.

Př ı́klad 1.5. Pro libovolńea > 0
(−a

k

)
= (−1)k

(
a + k − 1

k

)
.

[Při důkazu vyǔzijte vlastnost geometrické řady:
∞∑

k=0

xk = (1 − x)−1, pro x ∈
(−1, 1).]

Př ı́klad 1.6. Dokǎzte,že
(

2n

n

)
22n = (−1)n

(−1/2

n

)
.

Př ı́klad 1.7. Dokǎzte,že pro neźaporńa ceĺa č́ıslan a r a libovolńe réalné č́ısloa
plat́ı

n∑
ν=0

(
a− ν

r

)
=

(
a + 1

r + 1

)
−

(
a− n

r + 1

)
.

[Při důkazu vyǔzijte rovnost (1.1). Dokazovańy vztah ječasto ǔźıván p̌ri n = a.]

Př ı́klad 1.8. Dokǎzte,že pro libovolńea a p̌rirozeńen ≥ 0 plat́ı

n∑
ν=0

(−1)ν

(
a

ν

)
= (−1)n

(
a− 1

n

)
. (1.3)

[Při důkazu vyǔzijte rovnost1.1.]

Př ı́klad 1.9. Pro p̌rirozeńa č́ıslar ak plat́ı

r∑
ν=0

(
ν + k − 1

k − 1

)
=

(
r + k

k

)
.

a) Dokǎzte toto tvrzeńı pomoćı rovnosti1.1.
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b) Dokǎzte,že toto tvrzeńı je zvlá̌stńım p̌rı́padem1.3.

Př ı́klad 1.10. Matematickou indukćı dokǎzte,že pro p̌rirozeńa č́ıslaa, b an plat́ı
(

a

0

)(
b

n

)
+

(
a

1

)(
b

n− 1

)
+ . . . +

(
a

n

)(
b

0

)
=

(
a + b

n

)
. (1.4)

[Tvrzeńı nejprve dokǎzte proa = 1 a b libovolné.]

Př ı́klad 1.11. Pomoćı rovnosti (1.4) dokǎzte,že

(
n

0

)2

+

(
n

1

)2

+

(
n

3

)2

+ . . . +

(
n

n

)2

=

(
2n

n

)
.

Př ı́klad 1.12. Kolik inici ál je mǒzno vytvǒrit, pokud kǎzdý člověk má jednu ro-
dinu a

a) právě dv̌e jména,

b) ne v́ıce jak dv̌e jména,

c) ne v́ıce jak ťri jména?

[Česḱa abeceda ḿa 34 ṕısmen.]

Př ı́klad 1.13. Kolika způsoby mohou b́yt postaveny nǎsachovnici dv̌e věže r̊uzńe
barvy tak, aby jedna mohla vzı́t druhou?

Př ı́klad 1.14. V Morseov̌e abeceďe zastupujı́ pı́smena posloupnosti symbolů čárek
a těcek s r̊uzńym pǒctem opakov́ańı. Kolik takových ṕısmen tvǒreńych posloup-
nost́ı těchto dvou symbolů délky nejv́yše 10 je mǒzno vytvǒrit?

Př ı́klad 1.15. Každá kostka domina je označena dv̌emač́ısly. Kostky jsou sy-
metricḱe, takže č́ısla ve dvojićıch nejsou uspǒrád́ana. Kolik je mǒzno vytvǒrit
růzńych kostek poǔźıvaj́ıćıch č́ısla1, 2, . . . , n?
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Kapitola 2

Klasická pravděpodobnost

Př ı́klad 2.1. Čı́sla1, 2, . . . , n jsou ńahodňe uspǒrád́ana. Uřcete pravďepodobnost
toho, že č́ısla a) 1 a 2, b) 1, 2 a 3 jsou uspořád́ana hned vedle sebe v uvedeném
pǒrádku.

Př ı́klad 2.2. Určete pravďepodobnost toho,̌ze ve v́yběru s opakov́ańım mezi ťremi
náhodňe vybrańymi č́ıslicemi

a) všechny 3̌ćıslice budou shodńe,

b) právě 2č́ıslice budou shodńe,

c) žádńe 2č́ıslice nebudou shodné.

Řěste podobnoúulohu pro v́yběr čtyř cifer.

Př ı́klad 2.3. Hráč A hážešesti hraćımi kostkami a vyhraje, pokud padne alespoň
jedna jednǐcka. Hŕač B háže dv̌emi hraćımi kostkami a vyhŕavá, pokud padnou
alespǒn dvě jednǐcky. Kdo ḿa věťśı pravďepodobnost v́yhry?

Př ı́klad 2.4. Najděte pravďepodobnost toho,̌ze mezik náhodňe vybrańymi č́ısli-
cemi nebudoǔzádńe dv̌e stejńe.

Př ı́klad 2.5. Jaḱa je pravďepodobnost toho,̌ze mezik náhodňe vybrańymi č́ısli-
cemi

a) se nevyskytne 0,

b) se nevyskytne 1,

c) se nevyskytne 0 ani 1,

d) se nevyskytne jedna ze dvouč́ıslic 0 a 1?

Necht’ A aB znǎćı jevy v a) a v b). Vyj́aďrete ostatńı jevy pomoćı A aB.
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Př ı́klad 2.6. Určete pravďepodobnost toho,̌ze p̌ri náhodńem rozḿısťeńı n kouĺı
don přihrádek bude pŕavě jedna p̌rihrádka pŕazdńa.

Př ı́klad 2.7. Na parkovǐsti je vedle sebe v jedné řaďe 12 ḿıst. Někdo poznamenal,
že na parkovǐsti se nach́aźı osm automobil̊u ažečtyři volná ḿısta jsou vedle sebe.
Odpov́ıdá takov́e rozďeleńı čtyř volných ḿıst ńahodńemu obsazov́ańı mı́st?

Př ı́klad 2.8. Osoba dostalan klı́čů, z nicȟz pŕavě jeden paťril k jej ı́m dvěrı́m.
Zkoǔśı je postupňe. Nalezňete pravďepodobnost,̌ze spŕavńy klı́č najde teprve p̌ri
k-tém pokusu,k = 1, 2, . . . , n. Ukǎzte,že tato pravďepodobnost nezáviśı nak a je
rovna 1

n
.

Př ı́klad 2.9. Každá zn tyč́ı je rozlomena na dv̌e části - dlouhou a kŕatkou. Pak se
2n źıskańych d́ılů spoj́ı v n párů tvǒrı́ćıch nov́e

”
tyče”. Jaḱa je pravďepodobnost,

a) že se v̌sechny d́ıly spoj́ı v počátěcńım pǒrádku,

b) že v̌sechny dlouh́e d́ıly se spoj́ı s kŕatkými?

Př ı́klad 2.10. Jeden profesor Cornellovy univerzity dostal dvanáctkŕat pokutu
za neźakonńe nǒcńı parkov́ańı auta, p̌ričem̌z všechna pokutov́ańı prob̌ehla bud’
v úteŕy nebo večtvrtek. Najďete pravďepodobnost tohoto jevu. Je předpoklad,̌ze
policie kontroluje parkov́ańı vždy jeden ńahodňe vybrańy den v t́ydnu, réalný?

Př ı́klad 2.11. Pokrǎcováńı přı́kladu 2.10. Ani jednu pokutu z dvańacti profesor
nedostal v neďeli. Odpov́ıdá to hypot́eze ńahodnosti?

Př ı́klad 2.12. Bedna obsahuje 90 dobrých a 10 vadńych soǔcástek. Uřcete prav-
děpodobnost toho,̌ze mezi 10 vybrańymi soǔcástkami neńı žádńa vadńa.

Př ı́klad 2.13. Ze souboru p̌eti symbol̊u a, b, c, d, e se provede uspořádańy výběr
s opakov́ańım rozsahu 25. Stanovte pravděpodobnost toho,̌ze tento v́yběru bude
obsahovat p̌et symbol̊u kǎzdého druhu.

Př ı́klad 2.14. Ve výtahu, kteŕy zastavuje vn poschod́ıch,n ≥ k, je na zǎcátkuk
osob. Jaḱa je pravďepodobnostp toho,žežádńe dv̌e osoby nevystoupı́ ve stejńem
poschod́ı, když p̌redpokĺad́ame,že osoba volı́ poschod́ı, v němž vystouṕı náhodňe
a neźavisle na ostatńıch osob́ach.

Př ı́klad 2.15. Narozeninyk lidı́ představuj́ı výběr s opakov́ańım rozsahuk ze sou-
boru v̌sech dn̊u v roce. Roky nemajı́ stejnou d́elku, a v́ıme, že porodnost b̌ehem
roku nez̊ust́avá st́alá. Nicḿeňe v prvńım p̌riblı́žeńı je mǒzné p̌redpokĺadat, že
v roce je 365 dn̊u a uvǎzovat ńahodńy výběr lidı́ mı́sto ńahodńeho v́yběru dn̊u
narozenin. P̌ri těchto p̌redpokladech určete pravďepodobnost toho,̌ze v̌sechk dnů
narozenin je v r̊uzńych dnech.
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Př ı́klad 2.16. P̌ri bridži obdřźı hráč 13, p̌ri pokru 5 z 52 hraćıch karet. Uřcete
pravďepodobnost toho,̌ze hŕač a) briďze b) pokru dostane karty růzńych hodnot
(barvy karet se mohou shodovat).

Př ı́klad 2.17. Uvažujme rozḿısťeńı k kouĺı do n osud́ı. Určete pravďepodobnost
toho,že p̌redem vybrańe osud́ı obsahuje pŕavě r kouĺı.

Př ı́klad 2.18. P̌ri bridži je všech 52 hraćıch karet rozďelenočtyřem hŕačům. Sta-
novte pravďepodobnost,̌ze kǎzdý hráč dostane jedno eso.

Př ı́klad 2.19. (Odhad velikosti populace) Předpokĺadejme,̌ze z rybńıku bylo vy-
loveno tiśıc ryb, kteŕe byly ńasledňe oznǎceny barvou a vypǔsťeny zp̌et. P̌ri dalš́ım
odlovu tiśıce ryb se uḱazalo, že sto z nich bylo oznǎceńych. Z pozorovańeho
výsledku odhadňete nejpravďepodobňejš́ı velikost populace ryb v rybnı́ku.

Př ı́klad 2.20. Z 52 hraćıch karet ńahodňe vybereme 13 karet. Stanovte pravděpo-
dobnost,̌ze mezi ťemito kartami bude 5♠, 4♣, 3♦ a 1♥.

Př ı́klad 2.21. Z osud́ı obsahuj́ıćı koule sč́ısly 1, 2, . . . , N k-krát vyt́ahneme kouli
a pokǎzdé ji

a) vrát́ıme zp̌et,

b) nevŕat́ıme zp̌et.

Najděte pravďepodobnost toho,̌ze č́ısla vytǎzeńych kouĺı tvořı́ rostoućı posloup-
nost.

Př ı́klad 2.22. Technicḱa kontrola prov̌ěruje výrobky ze sady skládaj́ıćı se zm
výrobků prvńıho druhu an výrobků druh́eho druhu. Zkoǔska prvńıch b výrobků
(b < n) náhodňe vybrańych ze sady uḱazala,že v̌sechny byly druh́eho druhu.
Určete pravďepodobnost toho,̌ze mezi daľśımi dvěma v́yrobky vybrańymi z dosud
neprov̌ěreńych nejv́yše jeden v́yrobek bude druh́eho druhu.

Př ı́klad 2.23. Z baĺıčku 52 karet ńahodňe vybereme 6 karet. Určete pravďepo-
dobnost toho,̌ze mezi ťemito kartami budou źastupci v̌sechčtyřech barev.

Př ı́klad 2.24. Skupina se sklád́a z 5 mǔzů a 10žen. Uřcete pravďepodobnost toho,
že p̌ri jejich náhodńem rozďeleńı do 5 skupin po ťrech lidech bude v kǎzdé skupiňe
muž.

Př ı́klad 2.25. Je d́ana posloupnosťćısel1, 2, . . . , n a pevňe dańe č́ıslo z mnǒziny
{1, 2, . . . , n}. Určete pravďepodobnost toho,̌ze mezi dv̌emač́ısly vybrańymi ná-
hodňe z t́eto posloupnosti bude jedno menš́ı a druh́e věťśı něz k.

10



Př ı́klad 2.26. Dvacet lid́ı, mezi kteŕymi je 10 mǔzů a 10žen, je ńahodňe sesku-
peno do dvojic. Uřcete pravďepodobnost toho,̌ze kǎzdou z 10 dvojic tvǒrı́ osoby
opǎcného pohlav́ı.

Př ı́klad 2.27. Háźımen hraćıch kostek. Uřcete pravďepodobnost toho,̌ze padne
n1 jednǐcek,. . ., n6 šestek,n1 + n2 + . . . + n6 = n.

Př ı́klad 2.28. Devět cestuj́ıćıch ńahodňe nastouṕı do ťrı́ vaǵonů. Kǎzdý cestuj́ıćı
zvoĺı vaǵon ńahodňe a neźavisle na ostatńıch cestuj́ıćıch. Jaḱa je pravďepodobnost
toho,že

a) v každém vaǵoně sed́ı 3 cestuj́ıćı,

b) v jednom vaǵoně sed́ı 4, v druh́em 3 a ve ťret́ım 2 cestuj́ıćı?

Př ı́klad 2.29. Háźımen hraćıch kostek. Uřcete pravďepodobnost toho,̌ze źıskańy
soǔcet ok je roven a)n, b) n + 1, c) dańemuč́ıslu s.

Př ı́klad 2.30. Z posloupnostǐćısel1, 2, . . . , n náhodňe vyberemek č́ısel. Uřcete
pravďepodobnost,̌ze

a) všechna vybrańa č́ısla budou ďelitelná dańym č́ıslemq,

b) každé z ťechtoč́ısel bude ďelitelné pŕavě jedńım ze dvou nesouďelných č́ısel
q1, q2.

Př ı́klad 2.31. Posloupnosťćısel 1, 2, . . . , 4n náhodňe rozďeĺıme na dv̌e stejńe
mnǒziny. Určete pravďepodobnost toho,̌ze

a) v každé mnǒzině bude stejńy počet sud́ych a lich́ych č́ısel,

b) všechnǎćısla ďelitelnán budou v jedńe mnǒzině,

c) č́ısla ďelitelnán budou rovnom̌erňe rozďelena do obou skupin.

Př ı́klad 2.32. Co pravďepodobňeji vybereme z osudı́ sn koulemi, sud́y nebo lich́y
počet kouĺı, když kǎzdý výběrk kouĺı je stejňe mǒzný?

Př ı́klad 2.33. V nádob̌e jeN l ı́stků s r̊uzńymi č́ısly. Z nádoby vyberemem krát
pon l ı́stćıch a pokǎzdé je vŕat́ıme zp̌et. Uřcete pravďepodobnost toho,̌ze

a) k l ı́stků se ve v́yběru nevyskytne,

b) všechny ĺıstky se ve v́yběru vyskytnou.

Př ı́klad 2.34. Z posloupnostǐćısel1, 2, . . . , n je náhodňe vybŕanok č́ısel:
x1 < x2 < . . . < xk. Jaḱa je pravďepodobnost,̌zexm = M?
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Př ı́klad 2.35. Soubor se sklád́a zN výrobků, ze nicȟz n je podrobeno zkoǔsce
kvality. Soubor je p̌rijat, pokud mezi ťemiton výrobky bude odhaleno ḿeňe něz
m vadńych. Uřcete pravďepodobnost toho,̌ze soubor bude přijat, pokud pǒcet
vadńych výrobků v ceĺem souboru jeM .

Př ı́klad 2.36. Z osud́ı obsahuj́ıćıho koule šćısly 1, 2, . . . , N je postupňe vytǎzeno
n kouĺı. Po kǎzdém tahu je vybrańa koule vŕacena zp̌et.Čı́sla vybrańych kouĺı jsou
zapśana v neklesajı́ćım pǒrad́ı. Určete pravďepodobnost toho,̌ze č́ıslo xm, kteŕe
je nam-té vybrańe kouli, je rovnoč́ısluM .

Př ı́klad 2.37. Kolikr át muśıme h́azet hraćı kostkou, aby prvńı padnut́ı
”
šestky”

mělo pravďepodobnost a) v̌eťśı něz 0,5 b) v̌eťśı něz 0,8 c) v̌eťśı něz 0,9?

Př ı́klad 2.38. Pravďepodobnost źasahu teřce p̌ri jednom v́ysťrelu je rovna 0,7.
Na teřc vysťreleno 7-kŕat neźavisle. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze teřc bude pŕavě
jednou zasǎzen?

Př ı́klad 2.39. Kolikr át muśıme h́azet dv̌ema hraćımi kostkami, abychom s prav-
děpodobnostı́ věťśı něz 1/2 ǒceḱavali, že aspǒn jednou padne součet ok rovńy 12?

Př ı́klad 2.40. Hod́ıme źarověn dvěma kostkami. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze
soǔcin padĺych ok bude sud́e č́ıslo?

Př ı́klad 2.41. Hod́ıme ťrikrát jednou minćı. Určete pravďepodobnost,̌ze

a) padne dvakŕat ĺıc a jednou rub,

b) padne ťrikrát ĺıc,

c) padne ťrikrát rub,

d) padne jednou lı́c a dvakŕat rub.

Př ı́klad 2.42. V osud́ı je a kouĺı bı́lých ab kouĺı čerńych. Vytáhneme dvakŕat po
sob̌e vždy po jedńe kouli, p̌ričem̌z prvńı kouli nevŕat́ıme zp̌et. Uřcete pravďepo-
dobnost,̌ze

a) obě vytǎzeńe koule jsou b́ılé,

b) prvńı koule je b́ılá a druh́a čerńa,

c) prvńı koule ječerńa a druh́a b́ılá,

d) jedna koule buděcerńa a druh́a b́ıla, p̌ričem̌z neźalěźı na jejich pǒrad́ı,

e) druh́a vytǎzeńa koule je b́ılá.

Př ı́klad 2.43. V osud́ı je a kouĺı bı́lých ab kouĺı čerńych. Vytáhnemek-krát po
sob̌e vždy po jedńe kouli, p̌ričem̌z po žádńem tahu kouli nevŕat́ıme zp̌et. Uřcete
pravďepodobnost,̌ze posledńı vytažeńa koule je b́ılá.
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Př ı́klad 2.44. V osud́ı je a kouĺı bı́lých ab kouĺı čerńych. Jedńım tahem vyt́ah-
neme(α + β) kouĺı. Určete pravďepodobnost,̌ze vyt́ahneme pŕavě α bı́lých aβ
čerńych kouĺı.

Př ı́klad 2.45. V osud́ı je n l ı́stků oč́ıslovańych č́ısly 1, 2, . . . , n. Vytáhneme na-
jednoum l ı́stků. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze mezi vytǎzeńymi lı́stky budek l ı́stků
oznǎceno p̌redem dańymi č́ısly?

Př ı́klad 2.46. Hod́ımen-krát po sob̌e jednou hraćı kostkou. Jaḱa je pravďepodob-
nost,že alespǒn v jednom hodu padne

”
šestka”?

Př ı́klad 2.47. V osud́ı je r kouĺı oč́ıslovańych č́ısly 1, 2, . . . , r. Táhnemen-krát
po sob̌e po jedńe kouli, p̌ričem̌z kǎzdou vytǎzenou kouli vraćıme zp̌et. Jaḱa je
pravďepodobnost,̌ze soǔcet č́ısel, jimiž jsou vytǎzeńe koule ǒćıslovány, je roven
č́ıslu s? (n ≤ s ≤ nr) [Spǒctěte koeficient u mocninyxs v polynomu(x + x2 +
. . . + xr)n]

Př ı́klad 2.48. V osud́ı je n kouĺı oč́ıslovańych č́ısly 1, 2, . . . , n. Vytáhnemen-
krát po sob̌e po jedńe kouli, p̌ričem̌z vytǎzeńe koule nevraćıme zp̌et. Osud́ı tedy
vyprázdńıme.Řekneme,̌ze pro kouli šćıslemi nastane setḱańı, pokud ji vyt́ahne-
me pŕavě v i-tém tahu. Uřcete pravďepodobnost,̌ze

a) pro kouli sč́ıslemi nenastane setkáńı,

b) ani pro kouli sč́ıslei ani pro kouli sč́ıslemk nenastane setkáńı, i 6= k.

Př ı́klad 2.49. V osud́ı je a kouĺı bı́lých ab kouĺı čerńych. Koule postupňe vyta-
hujeme z osud́ı, přičem̌z vytǎzeńe koule nevraćıme zp̌et. Jaḱa je pravďepodobnost
toho,že poprv́e vyt́ahneměcernou kouli p̌ri k-tém tahu?

Př ı́klad 2.50. V osud́ı je a kouĺı bı́lých ab kouĺı čerńych. Koule postupňe vytahu-
jeme z osud́ı, p̌ričem̌z vytǎzeńe koule nevraćıme zp̌et. Jaḱa je pravďepodobnost,
že nastane okam̌zik, kdy pǒcet dosud tǎzeńych b́ılých ačerńych kouĺı bude stejńy?

Př ı́klad 2.51. Banach byl silńy kuřák. Aby m̌el u sebe st́ale źapalky, nosil ve
dvou kapśach po jedńe krabǐcce źapalek. Źapalky si bral ńahodňe z jedńe nebo
druh́e krabǐcky s pravďepodobnostı́ 1/2. Jednou si dal do každé kapsy novou
krabǐcku; v kǎzdé z obou krabǐcek bylo n zápalek. Spǒctěte pravďepodobnost,
že v okam̌ziku, kdy jednu krabǐcku shledal pŕazdnou bylo v druh́e krabǐcce pŕavě
k zápalek. Pro jaḱek je sledovańa pravďepodobnost maxiḿalńı?
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Kapitola 3

Podḿıněná pravděpodobnost
a neźavislost

Př ı́klad 3.1. Kolikr át neźavisle muśıme opakovat pokus, abychom s pravděpo-
dobnost́ı alespǒn r tvrdili, že pŕavě jednou nastane jevA, jehǒz pravďepodobnost
je v kǎzdém pokusu rovnap?

Př ı́klad 3.2. Sťrı́lı́me opakovaňe a neźavisle na baĺon. Abychom jej sestřelili, stač́ı
se do baĺonu trefit pŕavě jednou. Pravďepodobnost źasahu p̌ri jednom v́ysťrelu je
rovna 0,05. Kolikŕat muśıme vysťrelit, abychom shodili balón s pravďepodobnostı́
věťśı něz 0,8?

Př ı́klad 3.3. Jsou d́ana ťri osud́ı s b́ılými a čerńymi koulemi. Pravďepodobnost
volby i-tého osud́ı je pi, i = 1, 2, 3. Pravďepodobnost vytǎzeńı b́ılé koule zi-
tého osud́ı je qi, i = 1, 2, 3. Zvoĺıme ńahodňe jedno z dańych osud́ı, vytáhneme
z něj jednu kouli a zjist́ıme,že tato koule je b́ılá. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze tato
vytažeńa koule poch́aźı z prvńıho osud́ı?

Př ı́klad 3.4. Jsou d́ana ťri osud́ı, pravďepodobnost volby kǎzdého osud́ı je stejńa.
Prvńı osud́ı obsahuje 1 b́ılou, 2 čerńe a 3červeńe koule. Druh́e osud́ı obsahuje
2 b́ılé koule, 1černou a 1̌cervenou koulı́. Třet́ı osud́ı obsahuje 4 b́ılé koule, 5
čerńych kouĺı a 3 červeńe. Náhodňe zvoĺıme jedno osud́ı a vyt́ahneme z ňej dvě
koule a zjist́ıme,že jedna z ťechto vytǎzeńych kouĺı je b́ıla a druh́a červeńa. Jaḱa
je pravďepodobnost,̌ze tyto koule poch́azej́ı

a) z prvńıho osud́ı,

b) z druh́eho osud́ı,

c) ze ťret́ıho osud́ı?
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Př ı́klad 3.5. Osud́ı obsahuje celkem 10 koulı́, z nicȟz někteŕe jsou b́ılé a ňekteŕe
čerńe. Pǒcet b́ılých kouĺı a čerńych kouĺı však neńı přesňe zńam. V́ıme jenom,̌ze
osud́ı bylo naplňeno t́ımto zp̊usobem: 10-kŕat po sob̌e bylo hozeno jednou mincı́
a pokud padl rub, byla do osudı́ vložena b́ılá koule, pokud padl lı́c, byla do osud́ı
vloženačerńa koule. Z takto naplňeńeho osud́ı bylo vytǎzenom-krát po sob̌e po
jedńe kouli, p̌ričem̌z po kǎzdém tahu byla vytǎzeńa koule vŕacena zp̌et do osud́ı.
Po provedeńı těchtom tah̊u bylo zjišťeno,že v̌sechm kouĺı bylo b́ılých. Stanovte
pravďepodobnost,̌ze

a) dańe osud́ı obsahovalo pouze bı́lé koule, tj. 10 b́ılých ažádńe čerńe koule.

b) dańe osud́ı obsahovalo jednu bı́lou a dev̌et čerńych kouĺı.

Př ı́klad 3.6. Z osud́ı, kteŕe obsahuje 5 b́ılých a 5čerńych kouĺı, bylo vytǎzeno
5 kouĺı a vloženo do jińeho pŕazdńeho osud́ı. Z tohoto osud́ı byly vytaženy 3
koule a vlǒzeny do ťret́ıho pŕazdńeho osud́ı. Z tohoto ťret́ıho osud́ı byla vytǎzena
jedna koule a bylo zjišťeno,že je b́ılá. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze v̌sech 5 kouĺı,
vytažeńych z prvńıho osud́ı, bylo b́ılých?

Př ı́klad 3.7. Jsou d́ana ťri osud́ı s b́ılými a čerńymi koulemi. Pravďepodobnost
volby i-tého osud́ı je pi, i = 1, 2, 3. Pravďepodobnost vytǎzeńı bı́lé koule zi-tého
osud́ı je qi, i = 1, 2, 3. Zvoĺıme ńahodňe jedno z dańych osud́ı, vytáhneme z ňej
jednu kouli a zjist́ıme,že tato koule je b́ılá. Aniž bychom tuto kouli vŕatili zpět do
osud́ı, vytáhneme ze stejného osud́ı ješťe jednu kouli. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze
tato druh́a vytǎzeńa koule je b́ılá? P̌ritom necht’ pravďepodobnost,̌ze vyt́ahneme
z i-tého osud́ı ve druh́em tahu b́ılou kouli, za p̌redpokladu,̌ze jsme vyt́ahli v prvńım
tahu b́ılou kouli, jeq′i, i = 1, 2, 3.

Př ı́klad 3.8. Jsou d́ana ťri osud́ı, pravďepodobnost volby kǎzdého osud́ı je stejńa.
V prvńım osud́ı je 1 b́ılá koule a 2čerńe koule. Ve druh́em osud́ı jsou 2 b́ılé
koule a 1čerńa koule. Ťret́ı osud́ı obsahuje 2 b́ılé koule a 2̌cerńe koule. Ńahodňe
zvoĺıme jedno osud́ı a vyt́ahneme z ňej jednu kouli a zjist́ıme,že je b́ılá. Vytǎzenou
kouli nevŕat́ıme zp̌et do osud́ı a vyt́ahneme ze stejného osud́ı ješťe jednu kouli.
Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze i tato druh́a koule je b́ılá?

Př ı́klad 3.9. Dańe osud́ı obsahuje 3 b́ılé a 5čerńych kouĺı. Z tohoto osud́ı vybe-
reme najednou 4 koule a vlož́ıme je do jińeho pŕazdńeho osud́ı. Z tohoto druh́eho
osud́ı pak vyt́ahneme jedńım tahem 2 koule a zjistı́me,že ob̌e jsou b́ılé. Dále pak
z tohoto druh́eho osud́ı vytáhneme jěsťe jednu kouli. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze
tato posledńı vytažeńa koule je b́ılá, jestlǐze jsme prvńı dvojici vytažeńych kouĺı

a) vrátili před daľśım tahem zp̌et do osud́ı?

b) zpět do osud́ı nevŕatili?
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Př ı́klad 3.10. Osud́ı obsahuje 5 b́ılých a 5čerńych kouĺı. Vytáhneme z ňej 5
kouĺı a vlož́ıme je do jińeho pŕazdńeho osud́ı. Z tohoto druh́eho osud́ı vytáhneme
jednu kouli a zjist́ıme, že je čerńa. Tuto kouli nevŕat́ıme po tahu zp̌et do osud́ı
a vyt́ahneme z tohoto osudı́ ješťe jednu kouli. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze tato
druh́a vytǎzeńa koule je b́ılá?

Př ı́klad 3.11. Hod́ıme dv̌emi hraćımi kostkami. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze padla
alespǒn jednašestka, kdy̌z v́ıme,že soǔcet ok padĺych na 1. a 2. kostce je 8?

Př ı́klad 3.12. Z osud́ı, ve kteŕem jem bı́lých an čerńych kouĺı, postupňe bez
vraceńı vytáhneme dv̌e koule. Zjistili jsme,̌ze prvńı vytažeńa koule je b́ılá. Jaḱa
je pravďepodobnost,̌ze druh́a vytǎzeńa koule bude taḱe b́ılá?

Př ı́klad 3.13. Zjistili jsme, že p̌ri hodu deseti hraćımi kostkami padla aspoň jedna
jednǐcka. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze padly 2 anebo vı́ce jednǐcek?

Př ı́klad 3.14. Dokǎzte,že jsou-liA aB neslǔcitelné jevy aP(A ∪B) 6= 0, pak

P(A|A ∪B) =
P(A)

P(A) + P(B)
.

Př ı́klad 3.15. Necht’ P(A|B) = 0, 7, P(A|B) = 0, 3, P(B|A) = 0, 6. Vypočtěte
P(A).

Př ı́klad 3.16. Hod́ıme dv̌emi hraćımi kostkami. Oznǎcme ńahodńe jevy A1 na
prvńı kostce padne sudé č́ıslo,A2 na druh́e kostce padne lich́e č́ıslo,A3 soǔcet ok,
kteŕe padly na 1. a 2. kostce, je liché č́ıslo. Dokǎzte,že kǎzdé dva z jev̊uA1, A2, A3

jsou neźavisĺe, ale jevyA1, A2, A3 nejsou neźavisĺe.

Př ı́klad 3.17. Necht’ jevy A aB1 jsou neźavisĺe a taḱe jevyA aB2 jsou neźavisĺe,
přičem̌z B1 aB2 jsou neslǔcitelné. Dokǎzte,že jevyA aB1 ∪B2 jsou neźavisĺe.

Př ı́klad 3.18. Necht’ P(A) > 0 a P(B|A) = P(B|A). Dokǎzte, že jevyA a B
jsou neźavisĺe.

Př ı́klad 3.19. Osud́ı obsahujen kouĺı. Všechny mǒzné pǒcty b́ılých kouĺı v osud́ı
jsou stejňe pravďepodobńe. Zjistili jsme,že koule ńahodňe vybrańa z osud́ı je b́ılá.
Stanovte pravďepodobnost v̌sech mǒzných p̊uvodńıch pǒctů b́ılých kouĺı v osud́ı.
Jaḱy je nejpravďepodobňejš́ı původńı počet b́ılých kouĺı v osud́ı?

Př ı́klad 3.20. Každé zN + 1 osud́ı obsahujeN kouĺı. Osud́ı s č́ıslemk obsahuje
k červeńych aN−k bı́lých kouĺı, k = 0, 1, . . . , N . Z náhodňe zvoleńeho osud́ı n-
krát vybereme kouli, p̌ričem̌z vybranou kouli po tahu ihned vrát́ıme zp̌et. Stanovte

a) pravďepodobnost,̌ze jsou v̌sechny vybrańe koulečerveńe.
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b) podḿıněnou pravďepodobnost,̌ze rovňež (n + 1)-nı́ koule buděcerveńa, za
podḿınky, že v̌sechny p̌redchoźı koule bylyčerveńe.

Př ı́klad 3.21. Tři myslivci soǔcasňe vysťrelili na medv̌eda. Medv̌eda zasťrelili
jednou kuĺı. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze medv̌eda zasťrelil prvnı́, resp. druh́y,
resp. ťret́ı myslivec, kdy̌z maj́ı pravďepodobnost źasahu postupňe p1 = 0, 2; p2 =
0, 4; p3 = 0, 6?

Př ı́klad 3.22. Z osud́ı, kteŕe obsahujem b́ılých (m > 3) a n čerńych kouĺı, se
ztratila jedna koule. Proto, abychom určili obsah osud́ı, vybereme z osudı́ dvě
koule. Zjistili jsme,že jsou b́ılé. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze ztraceńa koule je
b́ılá?

Př ı́klad 3.23. Z osud́ı, kteŕe obsahuje 3 b́ılé a 2čerńe koule, byly naŕaz vybŕany
dvě koule. Ty byly vlǒzeny do druh́eho osud́ı, kteŕe p̌redt́ım obsahovalo 4 b́ılé
a 4čerńe koule. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze po tomto p̌reḿısťeńı bude z druh́eho
osud́ı vytažena b́ılá koule?

Př ı́klad 3.24. Hod́ıme 5-kŕat hraćı kostkou. Uřcete pravďepodobnost,̌ze pŕavě
dvakŕat padne ńasobek 3.

Př ı́klad 3.25. 20-kŕat vysťreĺıme na ćıl. Pravďepodobnost źasahu p̌ri jednom v́y-
sťrelu je 0,7. Uřcete

a) pravďepodobnost,̌ze ćıl bude alespǒn jedenkŕat zasǎzen,

b) pravďepodobnost,̌ze ćıl nebude zasǎzen v́ıce něz dvakŕat,

c) nepravďepodobňejš́ı počet źasah̊u.

Př ı́klad 3.26. Baterie 14-kŕat vysťrelila na objekt. Pravďepodobnost źasahu p̌ri
libovolném z v́ysťrelů je rovna 0,2. Uřcete

a) nejpravďepodobňejš́ı počet źasah̊u a jeho pravďepodobnost,

b) pravďepodobnost zničeńı objektu, pokud pro je pro jeho zničeńı poťreba
alespǒn čtyř zásah̊u.

Př ı́klad 3.27. Určete pravďepodobnost

a) padnut́ı alespǒn jedńe šestky p̌ri hodu 6 hraćımi kostkami,

b) padnut́ı alespǒn dvoušestek p̌ri hodu 12 hraćımi kostkami,

c) padnut́ı alespǒn ťrı́ šestek p̌ri hodu 18 hraćımi kostkami.

Př ı́klad 3.28. Co je pravďepodobňejš́ı vyhrát se stejňe silným soupěrem 4 partie
z 8 nebo 3 partie z 5?

Př ı́klad 3.29. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze p̌ri hodu 12 hraćımi kostkami padne
každá sťena dvakŕat?
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Kapitola 4

Geometrická pravděpodobnost

Př ı́klad 4.1. Na jedńe stop̌e magnetofonov́e ṕasky dlouh́e 200 m je nahŕana zpŕava
na intervalu d́elky 20m. Na druh́e stop̌e je podobńa zpŕava. Uřcete pravďepodob-
nost toho,̌ze v intervalu od 60 do 85 m nebude na pásce ḿısto, kteŕe by neobsaho-
valo nahŕavku, jestlǐze pǒcátky obou nahŕavek jsou stejňe mǒzné v kǎzdém bodu
od 0 do 180 m.

Př ı́klad 4.2. V každém okam̌ziku časov́eho intervalu d́elky T je stejňe mǒzné,
že p̌rij ı́mǎc p̌rijme někteŕy ze dvou sigńalů. P̌rij ı́mǎc je zablokov́an, jestlǐze rozd́ıl
mezi okam̌ziky přı́jmu sigńalu je meňśı něz τ . Určete pravďepodobnost toho,̌ze
přij ı́mǎc bude zablokov́an.

Př ı́klad 4.3. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze soǔcet dvou ńahodňe zvoleńych klad-
ných č́ısel, z nicȟz žádńe neńı věťśı něz jedna, bude nejv́yše roven jedńe a jejich
soǔcin nebude v̌eťśı něz 2

9
?

Př ı́klad 4.4. V kruhu o polom̌eru r se v dańem sm̌eru vedou ťetivy. Všechny
průsěćıky tětiv s pr̊uměrem kolḿym k dańemu sm̌eru jsou stejňe mǒzné. Jaḱa je
pravďepodobnost,̌ze d́elka ńahodňe zvoleńe ťetivy je nejv́yšer?

Př ı́klad 4.5. Na úsěcce o d́elce l se ńahodňe zvoĺı dva body. Jaḱa je pravďepo-
dobnost toho,̌ze jejich vzd́alenost bude menš́ı něz kl, kde0 < k < 1.

Př ı́klad 4.6. Na úsěcceAB o délce l jsou ńahodňe uḿısťeny dva bodyL a M .
Určete pravďepodobnost toho,̌ze bodL je bĺıže k boduM něz k boduA.

Př ı́klad 4.7. Na úsěcce o d́elce l se ńahodňe uḿıst́ı dva body tak,̌ze seúsěcka
rozďeĺı na ťri části. Uřcete pravďepodobnost toho,̌ze z ťrı́ vzniklých úsěcek lze
sestavit troj́uhelńık.

Př ı́klad 4.8. Na krǔznici o polom̌erur jsou ńahodňe uḿısťeny ťri bodyA, B, C.
Jaḱa je pravďepodobnost toho,̌ze troj́uhelńık ABC bude ostróuhlý?
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Př ı́klad 4.9. Jaḱa je pravďepodobnost toho,̌ze z ťrı́ náhodňe zvoleńych úsěcek,
dlouh́ych nejv́yšel, bude mǒzno sestrojit troj́uhelńık?

Př ı́klad 4.10. Na úsěcceAB o délcel jsou ńahodňe uḿısťeny dva bodyM a N .
Určete pravďepodobnost toho,̌ze d́elky ťrı́ vzniklých úsěcek nep̌rekrǒćı danou
hodnotua (l ≥ a ≥ l/3).

Př ı́klad 4.11. Na autobusovou stanici přij ı́žd́ı každé čtyři minuty autobus linky
A a kǎzdých šest minut autobus linkyB. Délkačasov́eho intervalu mezi p̌rı́jezdy
autobusu linkyA a nejblǐzš́ıho ńasleduj́ıćıho autobusu linkyB může b́yt se stejnou
pravďepodobnostı́ jakákoliv v meźıch od 0 do 4 minut. Uřcete pravďepodobnost
toho,že

a) prvńı autobus, kteŕy přijede, bude autobus linkyA,

b) během dvou minut p̌rijede ňejaḱy autobus.

Př ı́klad 4.12. Dva parńıky muśı přirazit k témǔz p̌rı́stavǐsti. P̌rı́jezdy obou parńıků
jsou neźavisĺe a stejňe mǒzné b̌ehem ceĺeho dne. Uřcete pravďepodobnost toho,
že jeden z parńıků bude museťcekat na uvolňeńı přı́stavǐsťe, jestlǐze prvńı parńık
stoj́ı v přı́stavǐsti jednu hodinu a druh́y dvě hodiny.

Př ı́klad 4.13. Dvě osoby majı́ stejnou pravďepodobnost toho,̌ze p̌rijdou na do-
hodnut́e ḿısto v libovolńem okam̌ziku časov́eho intervalu d́elky T . Určete prav-
děpodobnost toho,̌ze jedeňclověk na druh́eho buděcekat nejv́yše po dobut.

Př ı́klad 4.14. (Buffonovaúloha) V roviňe jsou naŕysov́any rovnob̌ežky, jejicȟz
vzdálenost jeL. Určete pravďepodobnost,̌ze ńahodňe vřzeńa jehla d́elky l (l < L)
protne kteroukoliv p̌rı́mku.

Př ı́klad 4.15. Určete pravďepodobnost toho,̌ze kǒreny

a) kvadraticḱe rovnicex2 + 2ax + b = 0 jsou réalné,

b) kvadraticḱe rovnicex2 + 2ax + b = 0 jsou kladńe,

c) kubické rovnicex3 + 3ax + 2b = 0 jsou réalné,

jsou-li stejňe mǒzné hodnoty koeficientů v obd́elńıku |a| ≤ n, |b| ≤ m.
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Kapitola 5

Náhodné velǐciny

Př ı́klad 5.1. Dvakŕat h́aźıme minćı. Popǐste prostor elementárńıch jev̊u Ω. Necht’
náhodńa velǐcinaX udává pǒcet padĺych ĺıců. Určete rozďeleńı náhodńe velǐciny
X, jej́ı pravďepodobnostńı a distribǔcńı funkci. Nakreslete jejich grafy.

Př ı́klad 5.2. Dvakŕat h́aźıme hraćı kostkou. Popǐste prostor elementárńıch jev̊u
Ω. Necht’ náhodńa velǐcinaX udává soǔcet hodnot, kteŕe padnou v 1. a 2. hodu.
Určete rozďeleńı náhodńe velǐciny X, jej́ı pravďepodobnostńı a distribǔcńı funkci.
Nakreslete jejich grafy.

Př ı́klad 5.3. Háźıme minćı, dokud nepadne lı́c. Popǐste prostor elementárńıch
jevů Ω. Necht’ náhodńa velǐcinaX udává pǒcet provedeńych hod̊u. Určete rozďe-
leńı náhodńe velǐciny X, jej́ı pravďepodobnostńı a distribǔcńı funkci. Nakreslete
jejich grafy.

Př ı́klad 5.4. Sťrı́lı́me na ćıl do prvńıho źasahu. Źasahy p̌ri růzńych výsťrelech jsou
neźavisĺe jevy, pravďepodobnost źasahu p̌ri každém v́ysťrelu jep. Popǐste prostor
element́arńıch jev̊u Ω. Necht’ náhodńa velǐcinaX udává celkov́y počet v́ysťrelů.
Určete rozďeleńı náhodńe velǐciny X, jej́ı pravďepodobnostńı a distribǔcńı funkci.
Nakreslete jejich grafy.

Př ı́klad 5.5. Která z d́ale uvedeńych funkćı je pravďepodobnostńı funkce diskŕetńı
náhodńe velǐciny

a) pxq2, q = 1− p, 0 < p ≤ 1, x = 1, 2, . . .,

b) px−nq2, q = 1− p, 0 < p ≤ 1, n > 0, x = n, n + 1, . . .,

c) 1
x(x+1)

, x ∈ R,

d)
x+1∫
x

f(t)dt, x = 0, 1, . . ., kde
∞∫
0

f(t)dt = 1, f je neźaporńa funkce,
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e) 2x

x!
e−2, x = 0, 1, . . .?

Př ı́klad 5.6. Náhodńa velǐcinaX má rozďeleńı

x -1 0 1

p 1
3

1
3

1
3

Určete pravďepodobnostńı a distribǔcńı funkci a) ńahodńe velǐciny Y = |X|,
b) náhodńe velǐciny Y = X2. Nakreslete grafy těchto funkćı.

Př ı́klad 5.7. Náhodńa velǐcinaX má rozďeleńı

x -1 0 1 2

p 0,2 0,1 0,3 0,4

Určete pravďepodobnostńı a distribǔcńı funkci náhodńe velǐciny Y = 2X . Na-
kreslete jejich grafy.

Př ı́klad 5.8. Necht’ X je náhodńa velǐcina s rozďeleńım

x -1 1

p 1
2

1
2

Určete pravďepodobnostńı a distribǔcńı funkci náhodńe velǐcinyY = sin(Xπ).
Nakreslete jejich grafy.

Př ı́klad 5.9. Náhodńa velǐcinaX má rozďeleńı

x -1 -0,5 -0,1 0 0,1 0,2 0,5 1 1,5 2

p 0,005 0,012 0,074 0,102 0,148 0,231 0,171 0,16 0,081 0,016

VypočtěteP
(|X| ≤ 1

2

)
.

Př ı́klad 5.10. Háźıme dv̌ema hraćımi kostkami. Popǐste prostor elementárńıch
jevůΩ. Necht’ náhodńa velǐcinaX udává pǒcetšestek, kteŕe padly na prvńı kostce,
náhodńa velǐcina Y udává pǒcet šestek, kteŕe padly na druh́e kostce. Uřcete si-
multánńı rozďeleńı X aY . Dokǎzte,že jsou velǐciny X aY neźavisĺe.

Př ı́klad 5.11. Háźıme dv̌ema hraćımi kostkami. Popǐste prostor elementárńıch
jevů Ω. Necht’ náhodńa velǐcinaX je pǒcet ok padĺych na prvńı kostce, ńahodńa
veličinaY udává pǒcet ok padĺych na druh́e kostce. Uřcete simult́anńı rozďeleńı
X aY . Dokǎzte,že jsou velǐciny X aY neźavisĺe.
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Př ı́klad 5.12. Háźıme dv̌ema hraćımi kostkami. Necht’ náhodńa velǐcina X je
počet ok, kteŕe padly na prvńı kostce, ńahodńa velǐcinaY udává maximum z pǒctu
ok na obou kostḱach. Uřcete simult́anńı rozďeleńı X aY .

Př ı́klad 5.13. Náhodńa velǐcinaX má rozďeleńı

x -1 0 1 2

p 0,2 0,1 0,3 0,4

Dokǎzte,žeX aY = 2X jsou neźavisĺe ńahodńe velǐciny.

Př ı́klad 5.14. Necht’ X nab́yvá hodnot±1,±2, každou s pravďepodobnostı́ 1
4
,

aY = X2. a) Uřcete simult́anńı rozďeleńı X aY . b) Dokǎzte,že jsou velǐciny X
aY neźavisĺe.

Př ı́klad 5.15. n-krát sťrı́l ı́me na ćıl. Zásahy p̌ri jednotlivých výsťrelech jsou ne-
závisĺe jevy. Pravďepodobnost źasahu p̌ri každém v́ysťrelu je rovnap. Necht’ X
udává pǒcet źasah̊u p̌ri n výsťrelech. Uřcete pravďepodobnostńı a distribǔcńı funkci
náhodńe velǐciny X a nakreslete jejich grafy.

Př ı́klad 5.16. Náhodńe velǐciny X1 aX2 jsou neźavisĺe a maj́ı stejńe geometricḱe
rozďeleńı (qxp, x = 0, 1, . . .). Dokǎzte,že

P (X1 = x|X1 + X2 = n) =
1

n + 1
, x = 0, 1, . . . n

Je opǎcné tvrzeńı pravdiv́e?

Př ı́klad 5.17. Náhodńe velǐciny X1 a X2 jsou neźavisĺe a maj́ı stejńe geomet-
rické rozďeleńı (qxp, x = 0, 1, . . .). Necht’ Y = max(X1, X2). Určete rozďeleńı
náhodńe velǐciny Y a simult́anńı rozďeleńı veličin Y aX1.

Př ı́klad 5.18. Necht’ X1 aX2 jsou neźavisĺe ńahodńe velǐciny a maj́ı Poissonovo
rozďeleńı X1 ∼ Po(λ1) aX2 ∼ Po(λ2).

a) Dokǎzte,že ńahodńa velǐcinaY = X1 + X2 má Poissonovo rozďeleńı s pa-
rametremλ1 + λ2.

b) Dokǎzte, že podḿıněńe rozďeleńı veličiny X1 za podḿınky X1 + X2 = n
je binomicḱe rozďeleńı s parametryn ap = λ1

λ1+λ2
, tj.

P (X1 = x|X1 + X2 = n) =

(
n

x

)(
λ1

λ1 + λ2

)x (
1− λ1

λ1 + λ2

)n−x

,

prox = 0, 1, . . . n.
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Př ı́klad 5.19. Necht’ X je náhodńa velǐcina na pravďepodobnostńım prostoru
(Ω,A, P) aF (x) je distribǔcńı funkce t́eto ńahodńe velǐciny.

a) Dokǎzte,že mnǒziny

{ω : X(ω) < x}, {ω : X(ω) = x},
{ω : a < X(ω) ≤ b}, {ω : a ≤ X(ω) ≤ b}

jsou ńahodńe jevy.

a) Dokǎzte,že

P{ω : X(ω) < x} = lim
t→x−

F (t),

P{ω : X(ω) = x} = F (x)− lim
t→x−

F (t),

P{ω : a < X(ω) ≤ b} = F (b)− F (a),

P{ω : a ≤ X(ω) ≤ b} = F (b)− lim
t→a−

F (t).

Př ı́klad 5.20. Necht’ X je náhodńa velǐcina na pravďepodobnostńım prostoru
(Ω,A, P) s distribǔcńı funkćı F (x).

a) Dokǎzte,že pro libovolńe c ∈ R mnǒziny {ω : X(ω) > c} a {ω : X(ω) ≥
c} jsou ńahodńymi jevy.

b) Vyj áďrete pravďepodobnosti ťechto jev̊u pomoćı distribǔcńı funkceF (x).

Př ı́klad 5.21. Necht’ A je náhodńy jev. Dokǎzte,že funkce

IA(ω) =

{
1, ω ∈ A,

0, ω /∈ A

je náhodńa velǐcina.

Př ı́klad 5.22. Necht’ X je náhodńa velǐcina. Dokǎzte,že funkce a)Y1 = aX, b)
Y2 = |X|, c) Y3 = X2 jsou taḱe ńahodńe velǐciny.

Př ı́klad 5.23. Necht’ Y = X2 je náhodńa velǐcina. Můžemeřı́ci, že a)X je
náhodńa velǐcina, b)|X| je náhodńa velǐcina?

Př ı́klad 5.24. Necht’ X1, X2, . . . , Xn jsou ńahodńe velǐciny. Dokǎzte,že

Y1 = max{Xi, 1 ≤ i ≤ n},
Y2 = min{Xi, 1 ≤ i ≤ n}

jsou ńahodńe velǐciny a odvod’ te jejich rozďeleńı.
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Př ı́klad 5.25. Která z d́ale uvedeńych funkćı je distribǔcńı funkce

a) F (x) = 3
4

+ 1
2π

arctan x,

b) F (x) =





0, x ≤ 0,
[x]
2

, 0 < x ≤ 2,

1, x ≤ 2,

kde[x] znǎćı celoučástč́ıslax.

c) F (x) =

{
0, x ≤ 0,

x
1+x

, x > 0
,

d) F (x) = exp{− exp{−x}},

e) F (x) =

{
0, x ≤ 0,

1− 1−e−x

x
, x > 0?

Př ı́klad 5.26. Hustota ńahodńe velǐciny X je rovnaf(x) = ae−λ|x|, x ∈ R, (λ >
0). Určete a) koeficienta, b) distribǔcńı funkci náhodńe velǐciny X, c) nakreslete
grafy hustoty a distribǔcńı funkce.

Př ı́klad 5.27. Určete za jaḱych p̌redpoklad̊u jsou ńasleduj́ıćı funkce hustotami
(a, b, c, d, k, α, λ jsou vhodńa réalná č́ısla.).

a) f(x) =

{
c, x ∈ [a, b],

0, x /∈ [a, b],
, (a < b),

b) f(x) =

{
k|x− a|, c ≤ x ≤ d,

0, x /∈ [c, d],
,

c) f(x) =

{
c

ax+b
, d ≤ x < ∞,

0, x < d,
,

d) f(x) =

{
ax2 + bx + c, ax2 + bx + c ≥ 0,

0, ax2 + bx + c < 0,
,

e) f(x) =

{
cxαe−λx, x < 0,

0, x ≤ 0,
,

f) f(x) = ceα(x−b)2,

g) f(x) = d
a+bx+cx2 .

Př ı́klad 5.28. Náhodńa velǐcinaX má hustotuf(x) = 1
π

1
1+x2 (Cauchyovo rozďe-

leńı). Určete pravďepodobnosti
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a) P (X ≥ 1),

b) P (|X| ≥ 1).

Př ı́klad 5.29. Náhodńa velǐcina X má exponencíalńı rozďeleńı s parametrem
λ = 1

3
. Určete pravďepodobnosti

a) P (X > 3),

b) P (X > 6|X > 3),

c) P (X > t + 3|X > t).

Př ı́klad 5.30. Necht’ F (x) je distribǔcńı funkce ńahodńe velǐciny X. Určete dis-
tribučńı funkci a hustotu ńahodńe velǐciny Y = eX .

Př ı́klad 5.31. Necht’ F (x) je distribǔcńı funkce ńahodńe velǐciny X. Určete dis-
tribučńı funkci Y = −X.

Př ı́klad 5.32. Náhodńa velǐcinaX se naźyvá symetricḱa, pokud jsou distribǔcńı
funkce ńahodńych velǐcin X a−X totožné. Zformulujte podḿınku symetrǐcnosti
náhodńych velǐcin

a) pomoćı distribǔcńı funkce,

b) pomoćı hustoty.

Př ı́klad 5.33. Necht’ F (x) je distribǔcńı funkce ńahodńe velǐciny X. Určete dis-
tribučńı funkci náhodńe velǐciny Y = sign(X).

Př ı́klad 5.34. Náhodńa velǐcinaX má distribǔcńı funkci F (x). Určete distribǔcńı
funkci náhodńe velǐciny

a) aX + b, kdea a b jsou libovolńa pevńa č́ısla, b) X2,

c) g(X), kdeg(x) je monot́onńı funkce, d) |X|,
e) sin(X), f) tan(X).

Př ı́klad 5.35. Hustota ńahodńe velǐciny X je f(x). Určete hustotu ńahodńe veli-
činy

a) aX + b, (a 6= 0), b) |X|,
c) X2, d) sin(X),

e) g(X), kdeg(x) je monot́onńı diferencovatelńa funkce,

f) g(X), kdeg(x) je počástech monotónńı diferencovatelńa funkce.

Př ı́klad 5.36. Necht’ náhodńa velǐcina X má rovnom̌erńe rozďeleńı na [−1, 1].
Určete rozďeleńı náhodńe velǐciny Y = |X|.
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Př ı́klad 5.37. Necht’ náhodńa velǐcinaX má rovnom̌erńe rozďeleńı na intervalu
[0, 1]. Určete hustotu ńahodńe velǐciny a) Y = X2, b) Y = 1

X
, c) Y = eX .

Nakreslete jejich grafy.

Př ı́klad 5.38. Náhodńa velǐcinaX má hustotuf(x) = 1
π

1
1+x2 . Určete rozďeleńı

náhodńe velǐciny Y = arctan(X).

Př ı́klad 5.39. Náhodńa velǐcinaX má rovnom̌erńe rozďeleńı na intervalu[ 0, 2].
Určete distribǔcńı funkci náhodńe velǐciny Y = |X − 1|.
Př ı́klad 5.40. Náhodńa velǐcinaX má rovnom̌erńe rozďeleńı na intervalu[ 0, 2].
Určete distribǔcńı funkci náhodńe velǐciny Y = |X|.
Př ı́klad 5.41. Náhodńa velǐcinaX má exponencíalńı rozďeleńı s parametremλ.
Určete hustotu ńahodńe velǐciny Y = X2.

Př ı́klad 5.42. Náhodńa velǐcinaX má hustotu

f(x) =
1√
2π

x−2e−1/2x2

, x 6= 0.

Určete hustotu ńahodńe velǐciny Y = 1/X.

Př ı́klad 5.43. Náhodńa velǐcinaX má hustotu

f(x) =
1

π

1

1 + x2
.

Určete hustotu ńahodńe velǐciny Y = X2.

Př ı́klad 5.44. Náhodńa velǐcinaX má rovnom̌erńe rozďeleńı na intervalu[−π
2
, π

2
].

Určete hustotu ńahodńe velǐciny Y = sin X.

Př ı́klad 5.45. Náhodńa velǐcinaX má rovnom̌erńe rozďeleńı na intervalu[ 0, 4π].
Určete distribǔcńı funkci a hustotu ńahodńe velǐciny Y = sin X.

Př ı́klad 5.46. Náhodńa velǐcinaX má rovnom̌erńe rozďeleńı na intervalu[−π
2
, π

2
].

Určete hustotu ńahodńe velǐciny Y = | sin X|.
Př ı́klad 5.47. Náhodńa velǐcinaX má Cauchyovo rozďeleńı s hustotou

f(x) =
1

π

1

1 + x2
.

Určete hustotu ńahodńe velǐciny Y = 1/X.

Př ı́klad 5.48. Necht’ X je náhodńa velǐcina se spojitou distribǔcńı funkćı F (x)
aY = F (X). Určete distribǔcńı funkci Y .
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Př ı́klad 5.49. Necht’ F (x) je distribǔcńı funkce, p̌ričem̌z F (0) = 0. Dokǎzte,že
funkce

G(x) =

{
F (x)− F ( 1

x
), x ≥ 1

0, x < 1

je distribǔcńı funkćı.
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Kapitola 6

Čı́selńe charakteristiky

Př ı́klad 6.1. Náhodńa velǐcinaX má rozďeleńı

x 10 20 30 40 50 60

p 0,1 0,25 0,3 0,2 0,1 0,05

a) Vypočtěte sťredńı hodnotuµ, rozptylσ2 a sm̌erodatnou odchylkuσ.

b) Nakreslete graf pravďepodobnostńı funkcep(x).

c) Oznǎcte v grafu hodnotuµ a intervalµ ± 2σ. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze
X padne do intervaluµ± 2σ?

Př ı́klad 6.2. Náhodńa velǐcinaX má rozďeleńı

x 1 2 3 4 5

p 0,05 0,3 0,35 0,2 0,1

a) Vypočtěte sťredńı hodnotuµ, rozptylσ2 a sm̌erodatnou odchylkuσ.

b) Nakreslete grafp(x).

c) Oznǎcte v grafu hodnotuµ a intervalµ± σ. Jaḱa je pravďepodobnost,̌zeX
padne do intervaluµ± σ?

d) Oznǎcte v grafu hodnotuµ a intervalµ ± 3σ. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze
X padne do tohoto intervalu?

Př ı́klad 6.3. Náhodńa velǐcinaX má rozďeleńı

x -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

p 0,02 0,07 0,1 0,15 0,3 0,18 0,1 0,06 0,02
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a) Vypočtěte sťredńı hodnotuµ, rozptylσ2 a sm̌erodatnou odchylkuσ.

b) Nakreslete grafp(x). Oznǎcte v grafu hodnotuµ, µ− 2σ aµ + 2σ.

c) Jaḱa je pravďepodobnost,̌zeX padne do intervaluµ± 2σ?

Př ı́klad 6.4. Ve velkém m̌esťe byl proveden pr̊uzkum věrejného ḿıněńı u 20-ti
voličů. Účelem je zjistit pozorov́ańı náhodńe velǐciny X, kteŕa je rovna pǒctu
hlas̊u ve prosp̌ech uřcitého kandid́ata na starostu. Předpokĺadejme,̌ze ve skutěc-
nosti ńam nezńamých 60% volǐců ve m̌esťe up̌rednosťnuje tohoto kandid́ata.

a) Vypočtěte sťredńı hodnotuµ a sm̌erodatnou odchylkuσ náhodńe velǐciny
X.

b) Určete pravďepodobnostP (X ≤ 10).

c) Určete pravďepodobnostP (X > 12).

d) Určete pravďepodobnostP (X = 11).

e) Nakreslete pravďepodobnostńı funkćı náhodńe velǐciny X a oznǎcte v ňem
hodnotyµ, µ− 2σ aµ + 2σ.

Př ı́klad 6.5. Náhodńa velǐcinaX má pravďepodobnostńı funkci

p(x) =

{
2xe−2/x!, x = 0, 1, . . .

0, jinak.

a) JeX diskŕetńı nebo spojit́a ńahodńa velǐcina?

b) Jak se naźyvá toto rozďeleńı?

c) Nakreslete pravďepodobnostńı funkci.

d) Určete sťredńı hodnotu a sm̌erodatnou odchylku ńahodńe velǐciny X.

Př ı́klad 6.6. Náhodńa velǐcinaX má Poissonovo rozďeleńı s parametrem 2.

a) Nakreslete pravďepodobnostńı funkci prox = 0, 1, . . . , 9.

b) Určete sťredńı hodnotuµ a sm̌erodatnou odchylkuσ náhodńe velǐciny X
a zakreslete interval[µ− σ, µ + σ] do grafu.

c) Jaḱa je pravďepodobnost,̌zeX lež́ı v intervalu[µ− σ, µ + σ]?

Př ı́klad 6.7. Náhodńa velǐcinaX má Poissonovo rozďeleńı se sťredńı hodnotou
1,5. Vypǒctěte pravďepodobnost a)P (X ≤ 2), b) P (X ≥ 2), c) P (X = 2), d)
P (X = 0), e)P (X > 0), f) P (X > 5).
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Př ı́klad 6.8. Náhodńa velǐcina X má binomicḱe rozďeleńı s parametryn = 20
a p = 0, 7. a) VypǒctěteP (X = 14). b) VypǒctěteP (X ≤ 10). c) Vypǒctěte
P (X > 10). d) VypǒctěteP (8 ≤ X ≤ 17). e) VypǒctěteP (8 < X < 17). f) Vy-
počtěte sťredńı hodnotuµ, rozptylσ2 a sm̌erodatnou odchylkuσ náhodńe velǐciny
X. g) Jaḱa je pravďepodobnost,̌zeX padne do intervalu[µ− 2σ, µ + 2σ]?

Př ı́klad 6.9. Náhodńa velǐcinaX má rovnom̌erńe rozďeleńı s parametrya = 20,
b = 45.

a) Určete hustotuf(x).

b) Vypočtěte sťredńı hodnotuµ a sm̌erodatnou odchylkuσ náhodńe velǐciny
X.

c) Nakreslete graf hustotyf(x), vyznǎcte hodnotuµ spolu s intervalem[µ −
2σ, µ+2σ]. Všimňete si,že ńahodńa velǐcinaX lež́ı v intervalu[µ−2σ, µ+
2σ] s pravďepodobnostı́ 1.

Vypočtěte: d) P (20 ≤ X ≤ 35) , e) P (20 < X < 35),

f) P (X ≥ 35), g) P (X ≤ 20),

h) P (X ≤ 25), i) P (10 ≤ X ≤ 40),

j) P (X ≥ 36), k) P (X ≥ 35, 5),

l) P (20, 2 ≤ X ≤ 35, 5), m) P (X < 20, 5).

Př ı́klad 6.10. Náhodńa velǐcinaX má rovnom̌erńe rozďeleńı s parametrya = 2,
b = 4.

a) Určete hustotuf(x).

b) Vypočtěte sťredńı hodnotuµ a sm̌erodatnou odchylkuσ náhodńe velǐciny
X.

Vypočtěte: c) P (µ− σ ≤ X ≤ µ + σ) , d) P (X > 2, 78),

e) P (2, 4 ≤ X ≤ 3, 7), f) P (X < 2).

Př ı́klad 6.11. Náhodńa velǐcinaX má norḿalńı rozďeleńı s parametryµ = 45,
σ = 10. Určete:
a) P (X ≤ 50) , b) P (X ≤ 35, 6), c) P (40, 7 ≤ X ≤ 65, 8),

d) P (22, 9 ≤ X ≤ 33, 2), e) P (X ≥ 25, 3), f) P (X ≤ 25, 3).

Př ı́klad 6.12. Náhodńa velǐcinaX má norḿalńı rozďeleńı s parametryµ = 30,
σ = 8. Určete konstantux0 tak, aby
a) P (X ≥ x0) = 0, 5, b) P (X < x0) = 0, 025,

c) P (X > x0) = 0, 1, d) P (X > x0) = 0, 95,
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e) 10% hodnotX bylo meňśıch něz x0,

f) 80% hodnotX bylo meňśıch něz x0,

g) 1% hodnotX bylo věťśıch něz x0.

Př ı́klad 6.13. Náhodńa velǐcina X má norḿalńı rozďeleńı se sťredńı hodnotou
100 a sm̌erodatnou odchylkou 8. Načrtněte graf hustoty ńahodńe velǐciny X. Do
grafu zakreslete hodnotuµ a intervalµ± 2σ. Určete pravďepodobnost
a) P (µ− 2σ ≤ X ≤ µ + 2σ) , b) P (X ≥ µ + 2σ) ,

c) P (X ≤ 92), d) P (92 ≤ X ≤ 116) ,

e) P (92 ≤ X ≤ 96) , f) P (76 ≤ X ≤ 124) .

Př ı́klad 6.14. Náhodńa velǐcina X má norḿalńı rozďeleńı se sm̌erodatnou od-
chylkou 25. V́ıme, že pravďepodobnost,̌ze X bude v̌eťśı něz 150 je 0,9. Uřcete
sťredńı hodnotuµ náhodńe velǐciny X.

Př ı́klad 6.15. Vypočtěte sťredńı hodnotu a rozptyl ńahodńe velǐciny, kteŕa má
rozďeleńı
a) alternativńı A(θ), b) binomicḱe Bi(n, θ),

c) Poissonovo Po(λ), d) geometricḱe G(θ),

e) źaporňe binomicḱe Zb(n, θ), f) rovnom̌erńe R(α, β),

g) exponencíalńı Ex(λ), h) norḿalńı N(µ, σ2),

i) Pearsonovoχ2(ν), j) Studentovo t(ν),

k) Fisher-Snedecorovo F(ν1, ν2).

Př ı́klad 6.16. Městsḱa rada se sklád́a zečtyř liberálů a čtyř konzervativc̊u. Tři
členov́e rady jsou ńahodňe vybŕani do komise. Necht’ X udává pǒcet vybrańych
liberálů. Určete pravďepodobnostńı funkci náhodńe velǐciny X a spǒctěte sťredńı
hodnotu.

Př ı́klad 6.17. Náhodňe bez opakov́ańı zvoĺıme ťri č́ısla z1, 2, . . . , 9. Necht’ X
udává nejv̌eťśı z těchto ťrı́ č́ısel. Uřcete sťredńı hodnotuE(X).

Př ı́klad 6.18. P̌redpokĺadejme,̌ze v uřcité populaci ḿa ńahodńa velǐcinaX udá-
vaj́ıćı počet telefon̊u v jedńe doḿacnosti pravďepodobnostńı funkci p zadanou
následuj́ıćı tabulkou.

x 1 2 3 4 5

p 0,35 0,45 0,15 0,04 0,01

Určete sťredńı hodnotu a sm̌erodatnou odchylku ńahodńe velǐciny X.
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Př ı́klad 6.19. Necht’ X aY maj́ı simult́anńı rozďeleńı s pravďepodobnostńı funkćı
zavedenou v ńasleduj́ıćı tabulce.

y 1 2 3
x

1 0 0 1/2 1/2

2 0 1/3 0 1/3

3 1/6 0 0 1/6

1/6 1/3 1/2 1

Určete kovarianciC(X,Y ) a korelǎcńı koeficientρ. Rozhodňete, zdaX aY jsou
neźavisĺe ńahodńe velǐciny.

Př ı́klad 6.20. Hodnoty pravďepodobnostńı funkce ńahodńych velǐcin X aY jsou
zapśany v ńasleduj́ıćı tabulce.

x 0 1 2 3 4

pX(x) 0,6 0,3 0,1 0 0

pY (x) 0,1 0,3 0,3 0,1 0,2

VypočtěteEX, EY , DX aDY

Př ı́klad 6.21. Necht’ E(X2) = 65 a E(X) = 7. Určete sm̌erodatnou odchylku
náhodńe velǐciny X.

Př ı́klad 6.22. Necht’ E(X) = 3 aE[X(X − 1)] = 6. Určete rozptylD(X).

Př ı́klad 6.23. Jedenkŕat hod́ıme osmi kostkami. Vypǒctěte sťredńı hodnotu a sm̌e-
rodatnou odchylku soǔctu ok padĺych na v̌sech osmi kostḱach.

Př ı́klad 6.24. Osoba ḿa čtyři podobńe kĺıče, z nicȟz pouze jedńım může otev̌rı́t
dvěre sv́e kanceĺǎre. Náhodňe, bez opakov́ańı zkoǔśı tyto klı́če. Necht’ náhodńa
veličinaX udává pǒcet kĺıčů, kteŕe osoba musela vyzkoušet, něz odemkla svou
kanceĺǎr (včetňe kĺıče, kteŕym kanceĺǎr odemkla).

a) Určete pravďepodobnostńı funkci náhodńe velǐciny X.

b) Vypočtěte sťredńı hodnou a sm̌erodatnou odchylkuX.

c) Stanovte pravďepodobnostńı funkciX za p̌redpokladu,̌ze osoba vyb́ırá kĺıče
náhodňe, s opakov́ańım.

Př ı́klad 6.25. V osud́ı jsou 3 b́ılé a 6čerńych kouĺı. Naŕaz ńahodňe vybereme
čtyři koule. Necht’ X udává pǒcet takto vytǎzeńych b́ılých kouĺı. Vypočtěte sťredńı
hodnou a rozptyl ńahodńe velǐciny X.
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Př ı́klad 6.26. Necht’ X a Y maj́ı simult́anńı rozďeleńı definovańe ńasleduj́ıćı ta-
bulkou hodnot pravďepodobnostńı funkce.

y 0 1 2
x

1 0,2 0,1 0,3

2 0 0,2 0,2

Vypočtěte kovarianciC(X,Y ) a rozptylD(X + Y ). Rozhodňete, zdaX aY jsou
neźavisĺe.

Př ı́klad 6.27. Necht’ D(X) = D(Y ) = C(X, Y ) = 1. Vypočtěte
a) D(3−X), b) C(X, X),

c) D(2X + 4), d) C(X, X + Y ),

e) D(X − Y ), f) D(4X + Y − 7),

Př ı́klad 6.28. Necht’ X a Y jsou neźavisĺe ńahodńe velǐciny s σX = σY = 1.
Vypočtěte

a) D(2X + Y ), b) C(2X + Y, X − Y ),

c) ρX,Y , d) ρU,V , kdeU = 2X + Y , V = X − Y .

Př ı́klad 6.29. Necht’ náhodńe velǐciny X aY maj́ı simult́anńı pravďepodobnostńı
funkci

a) p(x, y) = 1
3
, (x, y) ∈ {(0, 0), (1, 1), (2, 2)}, jinak jep(x, y) = 0.

b) p(x, y) = 1
3
, (x, y) ∈ {(0, 2), (1, 1), (2, 0)}, jinak jep(x, y) = 0.

c) p(x, y) = 1
3
, (x, y) ∈ {(0, 0), (1, 1), (2, 0)}, jinak jep(x, y) = 0.

Vypočtěte korelǎcńı koeficientX a Y . Dále ov̌ěrte, zdaX a Y jsou neźavisĺe
náhodńe velǐciny.

Př ı́klad 6.30. Simult́anńı pravďepodobnostńı funkce ńahodńych velǐcin X aY je
zad́ana ńasleduj́ıćı tabulkou.

(x, y) (1,1) (1,2) (1,3) (2,1) (2,2) (2,3)

p(x, y) 2/15 4/15 3/15 1/15 1/15 4/15

Jinak je funkcep(x, y) = 0. Nalezňete korelǎcńı koeficientρ. Ově̌rte, zdaX a Y
jsou neźavisĺe.
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Př ı́klad 6.31. Necht’ korelǎcńı koeficientρ náhodńych velǐcin X a Y existuje.
Ukažte, že−1 ≤ ρ ≤ 1. [Vezměte vúvahu diskriminant neźaporńe kvadraticḱe
funkceg(v) = E {[(X − µ1) + v(Y − µ2)]

2}, kde réalné č́ıslo v neńı funkćı X
aniY .]

Př ı́klad 6.32. Necht’ X1, X2 aX jsou neźavisĺe ńahodńe velǐciny, pro kteŕe plat́ı
EX1 = 1, EX2 = 2, EX = 3, DX1 = 4, DX2 = 5, DX = 6. PolǒzmeY =
X1 + X, Z = X2 − X. Vypočtěte korelǎcńı koeficientρY,Z , parcíalńı korelǎcńı
koeficientρY,Z.X a koeficient mnohońasobńe korelaceρX,(Y,Z).

Př ı́klad 6.33. Necht’ pro ńahodńe velǐciny Y a Z plat́ı P (Y = 0, Z = 0) =
0, 1; P (Y = 0, Z = 1) = 0, 2; P (Y = 1, Z = 0) = 0, 3; P (Y = 1, Z = 1) =
0, 4. Vypočtěte korelǎcńı koeficientρY,Z .

Př ı́klad 6.34. Necht’ náhodńe velǐciny X aY maj́ı sdrǔzenou hustotu

f(x, y) =





1, (x, y) ∈ (0, 1
2
)× (1

2
, 1) ∪ (1

2
, 1)× (0, 1

2
),

2, (x, y) ∈ (1
2
, 1)× (1

2
, 1),

0, jinak.

Vypočtěte korelǎcńı koeficientρX,Y . (Doplňuj́ıćı úloha: takto zadanou hustotu
nǎcrtněte a ov̌ěrte, zda skutěcně má vlastnosti, kteŕe má hustota ḿıt. Ově̌rte tyto
vlastnosti i u spǒcteńych margińalńıch hustot.)

Př ı́klad 6.35. Necht’ X1, X2 a X3 jsou ńahodńe velǐciny s koněcnými druhými
momenty a s kladńymi rozptyly. Oznǎcmeρij korelǎcńı koeficient meziXi aXj,
(i,j=1,2,3). Dokǎzte,že plat́ı

ρ12ρ13 − [(1− ρ2
12)(1− ρ2

13)]
1/2 ≤ ρ23 ≤ ρ12ρ13 + [(1− ρ2

12)(1− ρ2
13)]

1/2.

Př ı́klad 6.36. Necht’ náhodńe velǐciny X aY maj́ı sdrǔzenou hustotu

f(x, y) =

{
π−1, x2 + y2 ≤ 1,

0, jinak.

Vypočtěte margińalńı hustoty velǐcin X a Y , dále vypǒctěteEX, EY, DX, DY
aρX,Y .

Př ı́klad 6.37. Dokǎzte,že pro koeficient mnohonásobńe korelace platı́

ρ2
Y,X =

det(var(Y,X1, . . . , Xn)′)
det(var(X1, . . . , Xn)′)

,

za p̌redpokladu,že variaňcńı maticevar(Y, X1, . . . , Xn)′ je reguĺarńı, p̌ričem̌z
X = (X1, . . . , Xn)′.
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Př ı́klad 6.38. Necht’ X aY jsou ńahodńe vektory o rozm̌erechm× 1 an× 1, a
a b jsou réalné vektory o rozm̌erechm × 1 a n × 1. Dokǎzte,že pro kovariaňcńı
matici plat́ı

cov(X − a,Y − b) = cov(X,Y ).

Př ı́klad 6.39. Dokǎzte,žecov(X,Y ) = E(XY ′)− (EX)(EY )′.

Př ı́klad 6.40. Necht’ X = (X1, X2, . . . , Xn)′ je náhodńy vektor a uvǎzujme
náhodńe velǐciny Y1 = X1, Yi = Xi − Xi−1, i = 2, 3, . . . , n. Najďete variaňcńı
matici var(X) = var(X1, X2, . . . , Xn)′ za p̌redpokladu,̌ze ńahodńe velǐciny Yi

jsou navźajem neźavisĺe a kǎzdá z nich ḿa stejńy rozptylσ2.

Př ı́klad 6.41. Necht’ X = (X1, X2, . . . , Xn)′ je náhodńy vektor a uvǎzujme
náhodńe velǐciny Y1 = X1, Yi = Xi − Xi−1, i = 2, 3, . . . , n. Najďete variaňcńı
matici var(Y ) = var(Y1, Y2, . . . , Yn)′ za p̌redpokladu,̌ze ńahodńe velǐciny Xi

jsou navźajem neźavisĺe a kǎzdá z nich ḿa stejńy rozptylσ2.

Př ı́klad 6.42. Necht’ X1, X2, . . . , Xn jsou ńahodńe velǐciny, kteŕe maj́ı stejńy roz-
ptyl σ2. PolǒzmeZ1 = X1 a Zi+1 = ρZi + a pro i = 1, 2, . . . , n − 1, kdea a ρ
jsou réalná č́ısla. Najďete variaňcńı maticivar(Z) = var(Z1, Z2, . . . , Zn)′.

Př ı́klad 6.43. Necht’ A je symetricḱa matice aX je náhodńy vektor. Dokǎzte,že
E(X ′AX) = tr[AE(XX ′)], kdetr(A) znǎćı stopu maticeA.

Př ı́klad 6.44. Necht’ X1, X2, . . . , Xn jsou neźavisĺe stejňe rozďeleńe ńahodńe
veličiny se stejńymi sťredńımi hodnotamiµ a rozptylyσ2

1, σ
2
2, . . . , σ

2
n, X je jejich

průměr. SpǒctěteD(X).

Př ı́klad 6.45. Necht’ X1, X2, . . . , Xn jsou neźavisĺe stejňe rozďeleńe ńahodńe
veličiny se stejńymi sťredńımi hodnotamiµ a rozptylyσ2

1, σ
2
2, . . . , σ

2
n. Dokǎzte,

že
∑n

i=1(Xi −X)2/[n(n− 1)] je nestranńym odhademD(X).

Př ı́klad 6.46. Necht’ náhodńe velǐciny X1, X2, . . . , Xn maj́ı stejńe sťredńı hod-
notyµ, stejńe rozptylyσ2 a korelace libovolńeho ṕaru ťechto r̊uzńych ńahodńych
veličin je rovna konstantěρ. NajďeteD(X) a ukǎzte odtud,̌ze −1

n−1
≤ ρ ≤ 1.

Př ı́klad 6.47. Necht’ X0, X1, X2, . . . , Xn jsou neźavisĺe stejňe rozďeleńe ńahodńe
veličiny s rozďeleńım N(µ, σ2). Polǒzme

S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2.

Dokǎzte,žeS2 je nestranńym odhademσ2.
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Př ı́klad 6.48. Necht’ X0, X1, X2, . . . , Xn jsou neźavisĺe stejňe rozďeleńe ńahodńe
veličiny s rozďeleńım N(µ, σ2). Polǒzme

S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2,

Q =
1

2(n− 1)

n−1∑
i=1

(Xi−1 −Xi)
2.

a) Dokǎzte,ževar(S2) = 2σ4

n−1
.

b) Dokǎzte,žeQ je nestranńy odhad parametruσ2.

Př ı́klad 6.49. Necht’ náhodńe velǐciny X a Y maj́ı stejńy rozptyl. Dokǎzte, že
C(X + Y, X − Y ) = 0. Najďete protip̌rı́klad, kteŕym ukážete,že z nulovosti t́eto
kovariance neplyne nezávislost ťechto ńahodńych velǐcin.

Př ı́klad 6.50. Necht’ každá z ńahodńych velǐcin X a Y nab́yvá pouze hodnot 0
a 1, p̌ričem̌z P (X = i, Y = j) = pij, i = 0, 1, j = 0, 1. Dokǎzte,že tyto velǐciny
jsou neźavisĺe pŕavě tehdy, kdy̌z C(X, Y ) = 0.

Př ı́klad 6.51. Necht’ náhodńa velǐcina X má symetrickou hustotu (f(−x) =
f(x)) a nulov́e sťredńı hodnoty. P̌redpokĺadejme nav́ıc, že existuj́ı jejı́ 3. momenty.
Dokǎzte,žeC(X,X2) = 0.

Př ı́klad 6.52. Necht’ hustota ńahodńych velǐcin X, Y aZ má tvar

f(x, y, z) = 1
8
(1 + xyz), −1 ≤ x, y, z ≤ 1.

Dokǎzte,že tyto velǐciny jsou po dvou neźavisĺe, ale nejsou vźajemňe neźavisĺe.

Př ı́klad 6.53. Necht’ náhodńe velǐciny X1, X2, . . . , Xn maj́ı stejńe sťredńı hod-
notyµ a jsou stochasticky nezávisĺe. Polǒzme

Q1 =
n∑

i=1

(Xi −X)2,

Q2 = (X1 −X2)
2 + (X2 −X3)

2 + · · ·+ (Xn−1 −Xn)2 + (Xn −X1)
2.

Dokǎzte,že

E

[
3Q1 −Q2

n(n− 3)

]
= var(X).
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Př ı́klad 6.54. Necht’ X je náhodńy vektor o rozm̌erech3× 1,

var(X) =




5 2 3

2 3 0

3 0 2


 .

a) PolǒzmeZ = X1 − 2X2 + X3. NajďeteD(Z)

b) Najděte variaňcńı maticivar(Y ) = var(Y1, Y2)
′, kdyžY1 = X1+X2 aY2 =

X1 + X2 + X3.

Př ı́klad 6.55. Necht’ X1, X2, . . . , Xn jsou neźavisĺe ńahodńe velǐciny se stejńym
rozďeleńım N(0, σ2) a A a B jsou symetricḱe réalné matice o rozm̌erechn × n,
X = (X1, X2, . . . , Xn)′ je náhodńy vektor. Dokǎzte,žecov(X ′AX,X ′BX) =
2σ4tr(AB).
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Kapitola 7

Náhodné vektory

Př ı́klad 7.1. Náhodńy vektor(X, Y )′ má rovnom̌erńe rozďeleńı na krǔznici o rov-
nici x2 + y2 = 1.

a) Nalezňete margińalńı hustoty ńahodńe velǐciny X a ńahodńe velǐciny Y .

b) VypočtěteEX, EY, DX, DY .

c) Rozhodňete, zda jsouX aY neźavisĺe.

Př ı́klad 7.2. Náhodńy vektor(X, Y )′ má rovnom̌erńe rozďeleńı na oblasti:
x2

a2 + y2

b2
= 1.

a) Nalezňete margińalńı hustotu ńahodńe velǐciny X.

b) Nalezňete margińalńı hustotu ńahodńe velǐciny Y .

c) VypočtěteEX, EY .

d) VypočtěteC(X,Y ). P̌resv̌eďcte se,̌ze ńahodńe velǐciny X a Y jsou neko-
relovańe, ale źavisĺe.

Př ı́klad 7.3. Náhodńy vektor (X,Y, Z)′ má hustotuf(x, y, z) rovnou konstanťe
c, když x2 + y2 + z2 ≤ 1. Jinak je hustota(X,Y, Z)′ rovna 0.

a) Stanovte konstantuc.

b) Nalezňete margińalńı hustoty ńahodńych velǐcin X, Y , Z.

c) Nalezňete margińalńı hustoty vektor̊u (X, Y )′ a (X, Z)′.

d) VypočtěteEX, EY, EZ, DX, DY, DZ, C(X, Y )′ avar(X, Y, Z)′.

Př ı́klad 7.4. Hustota ńahodńeho vektoru(X, Y )′ je tvaru

f(x, y) =

{
[(1 + ax)(1 + ay)− a] e−x−y−axy, x > 0, y > 0,

0, jinak,

kde0 < a < 1. Určete
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a) margińalńı hustoty ńahodńych velǐcin X, Y .

b) distribǔcńı funkci (X, Y )′.

c) sťredńı hodnotyEX, EY , rozptylyDX, DY a kovarianciC(X, Y ).

Př ı́klad 7.5. Hustota ńahodńeho vektoru(X, Y )′ je tvaru

f(x, y) =

{
24x2y(1− x), 0 < x < 1, 0 < y < 1,

0, jinak.

a) Nalezňete margińalńı hustotu ńahodńe velǐciny X.

b) Nalezňete margińalńı hustotu ńahodńe velǐciny Y .

c) Dokǎzte,že jsouX aY neźavisĺe.

Př ı́klad 7.6. Necht’ fX(x) a fY (y) jsou hustoty,FX(x) a FY (y) přı́slušńe dis-
tribučńı funkce,|a| < 1. Dokǎzte,že

a) f(x, y) = fX(x)fY (y) {1 + a [2FX(x)− 1] [2FY (y)− 1]} je hustota ńa-
hodńe vektoru(X, Y ).

b) hustota ńahodńe velǐciny X, resp.Y je rovnafX(x), resp.fY (x)

Př ı́klad 7.7. Necht’ X aY jsou neźavisĺe ńahodńe velǐciny s norḿalńım rozďele-
ńım N(0,1). VypǒctěteP (X2 + Y 2 ≤ r2).

Př ı́klad 7.8. Hustota ńahodńeho vektoru(X, Y )′ je rovna

f(x, y) =

{
24xy(1− x2), 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1,

0, jinak.

Dokǎzte,že jsouX aY neźavisĺe.

Př ı́klad 7.9. Hustota ńahodńeho vektoru(X, Y )′ je rovna

f(x, y) =

{
xe−x(1+y), x > 0, y > 0,

0, jinak.

Najděte margińalńı hustoty ńahodńych velǐcin X aY .

Př ı́klad 7.10. Hustota ńahodńeho vektoru(X, Y )′ je rovna

f(x, y) =

{
xp−1(y−x)q−1e−y

Γ(p)Γ(q)
, 0 < x < y,

0, jinak.

Najděte margińalńı hustoty ńahodńych velǐcin X aY .
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Př ı́klad 7.11. Náhodńe velǐciny X1 aX2 jsou neźavisĺe aXi ∼ Ro(0,1),i = 1, 2.
Stanovte distribǔcńı funkci náhodńe velǐciny

Y =
X1

X1 + X2

.

Př ı́klad 7.12. Necht’ X1 a X2 jsou neźavisĺe ńahodńe velǐciny aXi ∼ N(0, σ2),
i = 1, 2. Vypočtěte hustotu ńahodńe velǐciny Y = max(|X1|, |X2|).
Př ı́klad 7.13. Necht’ X1 aX2 jsou neźavisĺe ńahodńe velǐciny aXi ∼ Ro(−1

2
, 1

2
),

i = 1, 2. Najďete hustotu ńahodńe velǐciny Y = X1 + X2.

Př ı́klad 7.14. Necht’ X aY jsou neźavisĺe ńahodńe velǐciny s hustotami

fX(x) =

{
1

π
√

1−x2 , |x| < 1,

0, |x| ≥ 1,
fY (x) =

{
0, x ≤ 0

xe−x2/2, x > 0.

Dokǎzte,že ńahodńa velǐcinaXY má norḿalńı rozďeleńı.

Př ı́klad 7.15. Necht’ X1 a X2 jsou neźavisĺe ńahodńe velǐciny aXi ∼ N(0, σ2),
i = 1, 2. Dokǎzte,že ńahodńa velǐcinaY = X1/X2 má Cauchovo rozďeleńı.

Př ı́klad 7.16. Náhodńe velǐciny X1 aX2 jsou neźavisĺe a stejňe rozďeleńe s hus-
totouf1(x) = f2(x) = c

1+x4 . Určete

a) konstantuc.

b) hustotu ńahodńe velǐciny Y = X1/X2.

Př ı́klad 7.17. Necht’ X1 a X2 jsou neźavisĺe ńahodńe velǐciny a Xi ∼ Ex(λi),
i = 1, 2, λ1 6= λ2. Dokǎzte,že hustota ńahodńe velǐciny Y = X1 + X2 je rovna

fY (y) =

{
λ1λ2

e−λ1y−e−λ2y

λ1−λ2
, y > 0

0, y ≤ 0.

Nalezňete hustotuY pro p̌rı́padλ1 = λ2.

Př ı́klad 7.18. Necht’ náhodńy vektor(X1, X2) má hustotuf(X1,X2)(x, y). Vypočtěte
hustotu soǔcinuX1X2 a hustotu pod́ılu X1/X2.

Př ı́klad 7.19. Hustota ńahodńeho vektoru(X1, X2) je rovna

f(x1, x2) =

{
x1 + x2, 0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 1,

0, jinak.

Vypočtěte hustotu ńahodńe velǐciny Y = X1 + X2.
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Př ı́klad 7.20. Necht’ (X1, X2) ∼ N2(0, 0, σ
2
1, σ

2
2, ρ), σ2

1 6= σ2
2, Y1 = X1 cos α +

X2 sin α, Y2 = −X1 sin α + X2 cos α, kdeα je dańa réalná konstanta.

a) Nalezňete hustotu(Y1, Y2).

b) Dokǎzte,že kdy̌z tan2 α = 2ρσ1σ2

σ2
1−σ2

2
, jsou ńahodńe velǐciny Y1 aY2 neźavisĺe.

Př ı́klad 7.21. Necht’ (X1, X2) ∼ N2(0, 0, σ
2
1, σ

2
2, ρ). Odvod’ te hustotu ńahodńe

veličiny Y = X1/X2.

Př ı́klad 7.22. Necht’ náhodńy vektor(X,Y ) má dvourozm̌erńe norḿalńı rozďeleńı,
přičem̌z EX = EY = 0, EX2 = EY 2 = 1 aEXY = ρ. Dokǎzte,že

E(max{X,Y }) =

√
1− ρ

π
.
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Kapitola 8

Margin álnı́ a podḿıněná rozděleńı

Př ı́klad 8.1. Necht’ náhodńe velǐciny X1, X2 maj́ı simult́anńı hustotuf(x1, x2) =
x1 + x2, 0 < x1 < 1, 0 < x2 < 1, 0 jinak. Nalezňete podḿıněnou sťredńı hodnotu
a podḿıněńy rozptylX2 za podḿınky X1 = x1, 0 < x1 < 1.

Př ı́klad 8.2. Necht’ f(x1|x2) = c1x1/x
2
2, 0 < x1 < x2, 0 < x2 < 1 a f(x1|x2) =

0 jinak, resp.f2(x2) = c2x
4
2, 0 < x2 < 1 a f(x2) = 0 jinak, znǎćı podḿıněnou

hustotuX1 za podḿınky X2 = x2, resp. margińalńı hustotuX2. Stanovte

a) konstantyc1 a c2,

b) simult́anńı hustotuX1 aX2,

c) P
(

1
4

< X1 < 1
2
| X2 = 5

8

)
,

d) P
(

1
4

< X1 < 1
2

)
.

Př ı́klad 8.3. Necht’ f(x1, x2) = 21x2
1x

2
2, 0 < x1 < x2 < 1 a f(x1, x2) = 0 jinak,

je simult́anńı hustotaX1 a X2. Vypočtěte podḿıněnou sťredńı hodnotu a rozptyl
X1 za podḿınky X2 = x2, 0 < x2 < 1.

Př ı́klad 8.4. Necht’ X1 a X2 jsou diskŕetńı náhodńe velǐciny se simult́anńı prav-
děpodobnostńı funkćı

p(x1, x2) = (x1 + 2x2)/18, (x1, x2) ∈ {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)}.
Nalezňete podḿıněnou sťredńı hodnotu a podḿıněńy rozptyl X2 za podḿınky
X1 = x1, x1 ∈ {1, 2}.
Př ı́klad 8.5. Z baĺıčku briďzových karet je ńahodňe bez vraceńı vytaženo 5 ka-
ret. Necht’ X1, X2 a X3 oznǎcuj́ı počet♠, resp. pǒcet♥, resp. pǒcet♦ v takto
vytažeńych 5 kart́ach.

a) Určete simult́anńı pravďepodobnostńı funkci X1, X2 aX3.
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b) Nalezňete margińalńı pravďepodobnostńı funkceX1, X2 aX3.

c) Jaḱa je simult́anńı podḿıněńe rozďeleńı X2 aX3 za podḿınky X1 = 3?

Př ı́klad 8.6. Simult́anńı pravďepodobnostńı funkce ńahodńych velǐcin X1 a X2

je zad́ana ńasleduj́ıćı tabulkou.

(x, y) (0,0) (0,1) (1,0) (1,1) (2,0) (2,1)

f(x, y) 1/18 3/18 4/18 3/18 6/18 1/18

Jinak je funkcef(x, y) = 0. Nalezňete margińalńı pravďepodobnostńı funkce
a ob̌e podḿıněńe sťredńı hodnoty.

Př ı́klad 8.7. Necht’ f(x), resp.F (x), znǎćı hustotu, resp. distribǔcńı funkci, ńa-
hodńe velǐciny X. Podḿıněńa hustotaX za podḿınky X > x0, kdex0 je dańe
reálné č́ıslo, je definovańa jakof(x| X > x0) = f(x)/[1 − F (x0)], x0 < x a 0
jinak. Tato podḿıněńa hustota jěcasto ǔźıvána pro popišcasu doúmrt́ı, pokud
vı́me,že jedinec p̌režil až dočasux0.

a) Ukažte,žef(x| X > x0) je hustota.

b) Necht’ f(x) = e−x, 0 < x < ∞) af(x) = 0 jinak. Vypǒctěte pravďepodob-
nostP (X > 2| X > 1).

Př ı́klad 8.8. Necht’ f(x, y) = 2, 0 < x < y, 0 < y < 1 a f(x, y) = 0 jinak, je
simult́anńı hustota ńahodńych velǐcin X aY .

a) Vypočtěte podḿıněńe sťredńı hodnoty ńahodńych velǐcin X aY

b) Ukažte,že korelǎcńı koeficientX aY je ρ = 1/2.

c) Vypočtěte rozptyl podḿıněńeho rozďeleńı Y za podḿınky X = x a rozptyl
podḿıněńeho rozďeleńı X za podḿınky Y = y.

Př ı́klad 8.9. P̌redpokĺadejme,̌ze osoba odch́aźı do pŕace ŕano mezi 8:00 a 8:30
a do sv́e kanceĺǎre se z domu dopravı́ za 40 ǎz 50 minut. OznǎcmeX dobu od-
chodu aY dobu cesty. P̌redpokĺadejme,̌ze jsou tyto ńahodńe velǐciny neźavisĺe
a maj́ı rovnom̌erńe rozďeleńı. Určete pravďepodobnost,̌ze osoba p̌rijde do kan-
ceĺǎre p̌red 9:00.
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Kapitola 9

Charakteristick á funkce

Př ı́klad 9.1. Necht’ náhodńa velǐcinaX nab́yvá hodnot 1 a -1, kǎzdé s pravďepo-
dobnost́ı 1/2. Uřcete charakteristickou funkciX.

Př ı́klad 9.2. Dokǎzte,že funkceψ(t) = cos2 t je charakteristickou funkcı́ a uřcete
přı́slušńe rozďeleńı pravďepodobnosti.

Př ı́klad 9.3. Necht’ náhodńa velǐcinaX nab́yvá hodnot -1, 0, 1, kǎzdou s pravďe-
podobnost́ı 1/3. Uřcete charakteristickou funkciX.

Př ı́klad 9.4. Vypočtěte charakteristickou funkci rozděleńı Ro(0, 1), Ro(α, β),
N(0, 1), N(µ, σ2), Ex(λ), χ2(ν), A(θ), Bi(n, θ), Po(λ).

Př ı́klad 9.5. Necht’ X1, . . . , Xn jsou neźavisĺe ńahodńe velǐciny, p̌ričem̌z kǎzdá
z nich nab́yvá hodnot 1 a -1 s pravděpodobnostmi 1/2. Vypǒctěte charakteristic-
kou funkci ńahodńe velǐciny Sn = X1 + . . . + Xn.

Př ı́klad 9.6. Dokǎzte,že pro kǎzdé p̌rirozeńen je ψ(t) = cosn t charakteristickou
funkćı.

Př ı́klad 9.7. Necht’ X1 a X2 jsou neźavisĺe stejňe rozďeleńe ńahodńe velǐciny
s charakteristickou funkcı́ ψ(t). Určete charakteristickou funkci náhodńe velǐciny
X1 −X2.

Př ı́klad 9.8. Dokǎzte, že je-li ψ(t) charakteristicḱa funkce, pak|ψ(t)|2 je taḱe
charakteristickou funkćı.

Př ı́klad 9.9. Dokǎzte,že pokud je charakteristická funkceψ(t) náhodńe velǐciny
X absolutňe integrovatelńa, tj.

∫ ∞

−∞
|ψ(t)|dt < ∞,
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pak ńahodńa velǐcinaX má hustotuf(x), přičem̌z

f(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
e−itxψ(t)dt.

Př ı́klad 9.10. Uved’ te p̌rı́klad źavislých ńahodńych velǐcin X a Y , pro kteŕe je
charakteristicḱa funkce soǔctu X + Y shodńa se soǔcinem charakteristicḱych
funkćı veličin X aY .
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Kapitola 10

Zákon velkých č́ısel

Př ı́klad 10.1. Náhodńa velǐcinaX má sťredńı hodnotuE(X) = 1 a sm̌erodatnou
odchylkuσ = 0, 2. Pomoćı Čeby̌sevovy nerovnosti odhadněte pravďepodobnost,
že0, 5 < X < 1, 5.

Př ı́klad 10.2. (Pravidlo
”
třı́ σ”) Odhadňete pravďepodobnost toho,̌ze odchylka

libovolné ńahodńe velǐciny od jej́ı sťredńı hodnoty nebude v̌eťśı něz ťri směrodatńe
odchylky t́eto velǐciny.

Př ı́klad 10.3. Směrodatńa odchylka chyby m̌ěreńı kurzu letadla jeσ = 2◦. P̌red-
pokládejme,̌ze sťredńı hodnota chyby m̌ěreńı je rovna nule. Odhadněte pravďepo-
dobnost toho,̌ze chyba p̌ri dańem m̌ěreńı kurzu letadla bude v̌eťśı něz 56◦.

Př ı́klad 10.4. Pomoćı Čeby̌sevovy nerovnosti určete pravďepodobnost,̌ze re-
lativńı četnost padnutı́ lı́ce p̌ri stech hodech mincı́ se lǐśı od pravďepodobnosti
padnut́ı lı́ce nejv́yše o 0,1. V́ysledek porovnejte s pravděpodobnostı́ źıskanou
využitı́m Moivre-Laplaceovy v̌ety.

Př ı́klad 10.5. Pravďepodobnost jevuA v každém pokuse zn neźavislých pokus̊u
je p = 1/3.

a) Pomoćı Čeby̌sevovy nerovnosti odhadněte pravďepodobnost,̌ze odchylka
relativńı četnosti jevuA od jeho pravďepodobnosti je v p̌rı́paďe,že bylo pro-
vedenon = 9000 pokus̊u, v absolutńı hodnoťe nejv́yše 0,01. Źıskańy odhad
porovnejte s v́ysledkem vypǒcteńym pomoćı Moivre-Laplaceovy v̌ety.

b) Řěsteúlohu a) pron = 75000 pokus̊u.

c) Pomoćı Čeby̌sevovy nerovnosti stanovte nejmenš́ı počet pokus̊u, p̌ri kterém
bude s pravďepodobnostı́ alespǒn 0,99 odchylka relativńı četnosti jevuA od
jeho pravďepodobnostip nejvýše 0,01.

d) Úlohu c)řešte pomoćı Moivre-Laplaceovy v̌ety.
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e) Pomoćı Čeby̌sevovy nerovnosti stanovte maximálńı absolutńı hodnotu od-
chylky relativńı četnosti jevuA od jeho pravďepodobnosti, kterou je možné
očeḱavat s pravďepodobnostı́ alespǒn 0,99, kdy̌z bylo provedeno 12100 po-
kus̊u.

f) Úlohu e)řešte pomoćı Moivre-Laplaceovy v̌ety.

Př ı́klad 10.6. Rozptyl kǎzdé z 2500 neźavislých ńahodńych velǐcin je nejv́yše 5.
Odhadňete pravďepodobnost,̌ze odchylka aritmeticḱeho pr̊uměru ťechto ńahod-
ných velǐcin od aritmeticḱeho pr̊uměru jejich sťredńıch hodnot nebude věťśı něz
0,4.

Př ı́klad 10.7. Technicḱa kontrola prov̌ěruje soubor p̌rı́strojů. S pravďepodobnostı́
0,01 m̊uže ḿıt každý přı́stroj vaduA a neźavisle na tom s pravďepodobnostı́ 0,02
může ḿıt vaduB. V jaký meźıch bude prakticky jisťe stanoven pǒcet vadńych
výrobků v souboru o tiśıci kusech, pokud za dostatečnou pravďepodobnost bereme
0,997?

Př ı́klad 10.8. Dokǎzte ńasleduj́ıćı zobecňeńı Čeby̌sevovy nerovnosti.

a) Diskrétńı náhodńa velǐcinaX nab́yvá neźaporńych hodnot. Potom pro libo-
volná kladńa č́ıslaa aα plat́ı nerovnost

P (X ≥ a) ≤ E(Xα)

aα
, pokud E(Xα) existuje.

b) Rožsǐrte p̌redchoźı zobecňeńı na libovolńe spojit́e neźaporńe ńahodńe veli-
činy.

Př ı́klad 10.9. Dokǎzte,že pokud jef(x) neźaporńa funkce nab́yvaj́ıćı při x ≥ a
hodnot alespǒn b ≥ 0 a pokud existujeE(f(X)), pak

P (X ≥ a) ≤ E(f(X))

b
.

Př ı́klad 10.10. Dokǎzte,že pokud existujeE(eaX), kdea je konstanta, pak

P (X ≥ ε) ≤ E(eaX)

eaε
.

Př ı́klad 10.11. Dokǎzte,že pro libovolnou ńahodnou velǐcinu X při libovolném
a > 0 plat́ı následuj́ıćı odhady shora i zdola proP (|X| ≥ a).

a) P (|X| ≥ a) ≤ E(f(X))
f(a)

, pokudf(x) je neźaporńa a proa ≥ 0 neklesaj́ıćı
funkce.

b) P (|X| ≥ a) ≥ E(f(X))−f(a)
k

, pokudf(x) je sud́a neźaporńa a pro kladńe x
neklesaj́ıćı ohranǐceńa funkce,f(x) ≤ k.

c) P (|X| ≥ a) ≥ E(f(X))−f(a)
f(M)

, pokud je podḿınka ohranǐcenosti funkcef(x)

nahrazena podḿınkou ohranǐcenostiX, |X| ≤ M .
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Kapitola 11

Statistika

Př ı́klad 11.1. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodńy výběr rozsahun z rozďeleńı s hus-
totou f(x; θ) = 1

θ
e−x/θ, 0 < x < ∞, 0 < θ < ∞, 0 jinak. Ukǎzte, že X je

nestranńym odhademθ a má rozptylθ2/n.

Př ı́klad 11.2. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodńy výběr rozsahun z norḿalńıho roz-
děleńı N(0, θ), 0 < θ < ∞. Ukažte,že

∑n
i=1

1
n
X2

i je nestranńym odhademθ a má
rozptyl2θ2/n.

Př ı́klad 11.3. Necht’ Y1 aY2 jsou neźavisĺe nestranńe odhadyθ. P̌redpokĺadejme,
že rozptylY1 je dvojńasobkem rozptyluY2. Stanovte konstantyk1 a k2 tak, aby
k1Y1 + k2Y2 byl nestranńym odhadem s nejmenš́ım mǒzným rozptylem.

Př ı́klad 11.4. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodńy výběr rozsahun z rozďeleńı s hus-
totou

a) f(x; θ) = θxe−θ/x!, x = 1, 2, . . . , 0 ≤ θ < ∞, 0 jinak, p̌ričem̌z
f(0; 0) = 1.

b) f(x; θ) = θxθ−1, 0 < x < 1, 0 < θ < ∞, 0 jinak.

c) f(x; θ) = (1/θ)e−x/θ, 0 < x < ∞, 0 < θ < ∞, 0 jinak.

d) f(x; θ) = 1
2
e−|x−θ|,−∞ < θ < ∞.

e) f(x; θ) = e−(x−θ), θ ≤ x < ∞,−∞ < θ < ∞, 0 jinak.

Nalezňete maxiḿalně věrohodńy odhadθ̂ parametruθ.

Př ı́klad 11.5. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodńy výběr z rozďeleńı s hustotou

f(x; θ1, θ2) = (1/θ2)e
−(x−θ1)/θ2 , θ1 ≤ x < ∞, −∞ < θ1 < ∞, 0 < θ2 < ∞,

f(x; θ1, θ2) = 0 jinak. Nalezňete maxiḿalně věrohodńe odhady parametrů θ1, θ2.
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Př ı́klad 11.6. Paretovo rozďeleńı sečasto ǔźıvá pro modelov́ańı přı́jmů a ḿa dis-
tribučńı funkci F (x; θ1, θ2) = 1− (θ1/x)θ2 , θ1 ≤ x, 0 jinak, kde0 < θ1 a0 < θ2.
Oznǎcuje-li X1, . . . , Xn náhodńy výběr z tohoto rozďeleńı, nalezňete maxiḿalně
věrohodńe odhady parametrů θ1, θ2.

Př ı́klad 11.7. Necht’ Yn je statistika takov́a,že lim
n→∞

E(Yn) = θ a lim
n→∞

D(Yn) = 0.

Dokǎzte,žeYn je konzistentńı odhadθ.

Př ı́klad 11.8. Pro kǎzdé rozďeleńı z p̌rı́kladu 11.4nalezňete metodou momentů
odhad parametruθ a ukǎzte,že je konzistentńı.

Př ı́klad 11.9. Necht’ pozorov́ańı průměruX náhodńeho v́yběru rozsahu 20 z roz-
děleńı N(µ, 80) je 81,2. Stanovte 95%-nı́ interval spolehlivosti proµ.

Př ı́klad 11.10. Necht’ X je aritmeticḱy průměr ńahodńeho v́yběru rozsahun
z rozďeleńı N(µ, 9). Nalezňeten takov́e, aby p̌ribli žně platilo

P
(
X − 1 < µ < X + 1

)
= 0, 9.

Př ı́klad 11.11. Z realizace ńahodńeho v́yběru rozsahu 17 z rozděleńı N(µ, σ2)
bylo vypǒctenox = 4, 7 as2 = 5, 76. Určete 90%-ńı interval spolehlivosti proµ.

Př ı́klad 11.12.Necht’ X1, . . . , X9 je náhodńy výběr rozsahu 9 z rozďeleńı N(µ, σ2).

a) Je-liσ známé, nalezňete d́elku 95%-ńıho intervalu spolehlivosti proµ zalo-
žeńeho na ńahodńe velǐcině

√
9(X − µ)/σ.

b) Je-li σ nezńamé, vypǒctěte sťredńı hodnotu d́elky 95%-ńıho intervalu spo-
lehlivosti proµ zalǒzeńeho na ńahodńe velǐcině

√
8(X − µ)/S.

c) Porovnejte ob̌e tyto odpov̌edi. [RozepǐsteE(S) = (σ/
√

n)E(
√

nS2/σ2).]

Př ı́klad 11.13. Necht’ X1, . . . , Xn, Xn+1 je náhodńy výběr rozsahun + 1, n > 1,
z rozďeleńı N(µ, σ2). Necht’ X = 1

n

∑n
i=1 Xi a S2 = 1

n

∑n
i=1(Xi − X)2. Určete

konstantuc tak, aby m̌ela statistikac(X − Xn+1)/S Studentovot rozďeleńı. Pro
n = 8 určetek tak, abyP

(
X − kS < X9 < X + kS

)
= 0, 8. Pozorovańy inter-

val (x− ks, x + ks) sečasto naźyvá 80%-ńı prediǩcńı interval proX9.

Př ı́klad 11.14. Necht’ Y ∼ Bi(300, p). Je-liy = 75 pozorovańı náhodńe velǐciny
Y , stanovte p̌ribli žný 90%-ńı interval spolehlivosti prop.

Př ı́klad 11.15. Uvažujme dva neźavisĺe ńahodńe výběry rozsahu 10, z rozděleńı
postupňe N(µ1, σ

2) a N(µ2, σ
2). Z jejich realizaćı bylo vypǒctenox = 4, 8, s2

1 =
8, 64, y = 5, 6, s2

2 = 7, 88. Stanovte 95%-ńı interval spolehlivosti proµ1 − µ2.

49



Př ı́klad 11.16. Necht’ Y1, Y2 jsou neźavisĺe ńahodńe velǐciny aY ∼ Bi(100, p1),
Y ∼ Bi(100, p2). Jejich pozorov́ańı jsouy1 = 50 a y2 = 40. Stanovte p̌ribli žný
90%-ńı interval spolehlivosti prop1 − p2.

Př ı́klad 11.17. Necht’ X a Y jsou aritmeticḱe pr̊uměry dvou neźavislých ńahod-
ných výběrů rozsahun z rozďeleńı postupňe N(µ1, σ

2) a N(µ2, σ
2), p̌ričem̌z roz-

ptyl σ2 je zńamý. Nalezňeten takov́e, že

P
(
X − Y − σ/5 < µ1 − µ2 < X − Y + σ/5

)
= 0, 9.

Př ı́klad 11.18.Necht’ 8,6; 7,9; 8,3; 6,4; 8,4; 9,8; 7,2; 7,8; 7,5 je realizace náhodńe-
ho výběru rozsahu 9 z rozděleńı N(8, σ2). Stanovte 90%-ńı interval spolehlivosti
proσ2.

Př ı́klad 11.19. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodńy výběr rozsahun z norḿalńıho
rozďeleńı N(µ, σ2). Necht’ 0 < a < b. Ukǎzte,že sťredńı hodnota d́elky náhodńeho
intervalu (

1

b

n∑
i=1

(Xi − µ)2,
1

a

n∑
i=1

(Xi − µ)2

)

je (b− a)nσ2

ab
.

Př ı́klad 11.20. Z realizace ńahodńeho v́yběru rozsahu 15 z rozděleńı N(µ, σ2)
bylo vypǒctenox = 3, 2 a s2 = 4, 24. Stanovte 90%-ńı interval spolehlivosti pro
σ2.

Př ı́klad 11.21. Z realizace dvou nezávislých ńahodńych výběrů rozsahun1 = 16,
resp.n2 = 10, z rozďeleńı N(µ1, σ

2
1), resp.N(µ2, σ

2
2), byly vypočteny hodnoty

x = 3, 6 a s2
1 = 4, 14, y = 13, 6 a s2

2 = 7, 26. Stanovte 90%-ńı interval spolehli-
vosti proσ2

2/σ
2
1, jsou-li parametryµ1 aµ2 nezńamé.

Př ı́klad 11.22.Rozeberte problém stanoveńı intervalu spolehlivosti pro podı́l roz-
ptylů σ2

2/σ
2
1 dvou nezńamých rozptyl̊u dvou neźavislých norḿalńıch rozďeleńı,

jsou-li parametryµ1 aµ2 známé.

Př ı́klad 11.23. Necht’ S2
1 , resp.S2

2 , znǎćı výběrov́y rozptyl výběru rozsahun,
resp.m, z dvou neźavislých norḿalńıch rozďeleńı N(µ1, σ

2), resp.N(µ2, σ
2).

Využijte toho,že
(nS2

1 + mS2
2)/σ

2 ∼ χ2(n + m− 2),

pro nalezeńı intervalu spolehlivosti pro neznámý rozptylσ2.

Př ı́klad 11.24. Necht’ X1, . . . , X10 je náhodńy výběr rozsahu 10 z norḿalńıho
rozďeleńı N(0, σ2). Nalezňete nejlep̌śı kritický obor rozsahuα = 0, 05 pro tes-
továńı H0: σ2 = 1 proti H1: σ2 = 2. Je tento obor i oborem pro testováńı H0:
σ2 = 1 proti H1: σ2 = 4? Proti H1: σ2 = σ2

1 > 1?
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Př ı́klad 11.25. Necht’ X1, . . . , X10 je náhodńy výběr rozsahu 10 z norḿalńıho
rozďeleńı N(θ1, θ2). Nalezňete nejlep̌śı test jednoduch́e hypot́ezy H0: θ1 = θ′1 =
0, θ2 = θ′2 = 1 proti jednoduch́e alternativ̌e H1: θ1 = θ′1 = 1, θ2 = θ′2 = 4.

Př ı́klad 11.26.Necht’ X1, . . . , Xn je náhodńy výběr z rozďeleńı N(θ, 100). Ukǎzte,
žeC = {(x1, . . . , xn)| c ≤ x = 1

n

∑n
i=1 xi} je nejlep̌śı kritický obor pro testov́ańı

H0: θ = 75 proti H1: θ = 78. Stanovten a c tak, aby p̌ribli žně platilo

P {(X1, . . . , Xn) ∈ C| H0} = P
{
X ≥ c| H0

}
= 0, 05,

P {(X1, . . . , Xn) ∈ C| H1} = P
{
X ≥ c| H1

}
= 0, 9.

Př ı́klad 11.27. Uvažujme rozďeleńı N(θ, 4). Jednoduchou hypotézu H0: θ = 0
zaḿıtáme a alternativu H1: θ > 0 nezaḿıtáme pŕavě tehdy, kdy̌z pozorovańa hod-
nota v́yběrov́eho pr̊uměrux výběru rozsahu 25 je v̌eťśı nebo rovna 3/5. Stanovte
silofunkciβ(θ), 0 ≤ θ, tohoto testu.

Př ı́klad 11.28. Uvažujme dv̌e neźavisĺa rozďeleńı N(µ1, 400), N(µ2, 225). Ne-
cht’ θ = µ1 − µ2. Necht’ x a y znǎćı pozorovańe hodnoty v́yběrov́ych pr̊uměrů
dvou neźavislých výběrů, rozsahun z těchto dvou rozďeleńı. Hypot́ezu H0: θ = 0
zaḿıtáme a alternativu H1: θ > 0 nezaḿıtáme pŕavě tehdy, kdy̌z x − y ≥ c. Je-li
β(θ) silofunkce tohoto testu, stanovten a c tak, aby p̌ribli žně platiloβ(0) = 0, 05
aβ(10) = 0, 9.

Př ı́klad 11.29. Necht’ X1, . . . , X25 je náhodńy výběr rozsahu 25 z norḿalńıho
rozďeleńı N(θ, 100). Nalezňete stejnom̌erňe nejsilňejš́ı kritický obor rozsahuα =
0, 1 pro testov́ańı H0: θ = 75 proti H1: θ > 75.

Př ı́klad 11.30. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodńy výběr z rozďeleńı N(θ, 16). Na-
lezňete rozsah v́yběrun a stejnom̌erňe nejsilňejš́ı test hypot́ezy H0: θ = 25 proti
alternativ̌e H1: θ < 25 se silofunkciβ(θ) takovou,že p̌ribli žně plat́ı β(25) = 0, 1
aβ(23) = 0, 9.

Př ı́klad 11.31.Necht’ X1, . . . , Xn aY1, . . . , Yn jsou ńahodńe výběry z neźavislých
rozďeleńı N(θ1, θ3), resp.N(θ2, θ4).

a) Ukažte, že v̌erohodnostńı poměr pro testov́ańı H0: θ1 = θ2, θ3 = θ4 proti
všem alternativ́am je tvaru

[
n∑

i=1

(xi − x)2/n

]n/2 [
m∑

i=1

(yi − y)2/m

]m/2

{[
n∑

i=1

(xi − u)2 +
m∑

i=1

(yi − u)2

] /
(m + n)

}(n+m)/2
,

kdeu = (nx + my)/(n + m).
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b) Ukažte,že test pom̌erem v̌erohodnosti pro testováńı H0: θ3 = θ4, bez pod-
mı́nky proθ1 a θ2, proti H1: θ3 6= θ4, bez podḿınky proθ1 a θ2, může b́yt
zalǒzen na ńahodńe velǐcině

F =

n∑
i=1

(Xi −X)2/(n− 1)

n∑
i=1

(Yi − Y )2/(m− 1)
.

Př ı́klad 11.32. V osud́ı se nach́aźı velký počet čerńych a b́ılých kuliček, kteŕe
jsou hmatem nerozlišitelńe. P̌redpokĺad́ame,že pǒcet čerńych a b́ılých kuliček je
stejńy. Tuto hypot́ezu p̌rijmeme, jestlǐze p̌ri vytáhnut́ı 80 kuliček mezi nimi bude
30–40čerńych kuliček. Jaḱa je pravďepodobnost chyby 1. druhu?

Př ı́klad 11.33. K ově̌reńı neutŕalńı reakce vody bylo odebráno 9 vzork̊u. Na Ph-
metru byly zjǐsťeny hodnoty 7,2 7,09 6,92 7,18 6,79 6,98 6,86 7,18 7,16. Kolı́sáńı
zjišťeńych hodnot m̊užeme vysv̌etlit jednak nehomogenitou vody, z nı́ž bereme
vzorky (jiných 9 vzork̊u by nejsṕıš dalo jińych 9 hodnot) a taḱe nep̌resnost́ı přı́s-
troje. Základńı soubor p̌redstavuje v̌sechny mǒzné vzorky vy̌seťrovańeho vodńıho
zdroje kombinovańe se v̌semi mǒznými náhodńymi chybami m̌ěreńı.

Testujte hypot́ezu,že sťredńı hodnota m̌ěreńe velǐciny je rovna hodnoťeµ0 = 7
(reakce je skutěcně neutŕalńı a p̌rı́stroj neḿa systematickou chybu) proti obou-
stranńe alternativ̌e.

Př ı́klad 11.34. U 12 pacient̊u byl zjišťen krevńı tlak vždy p̌red pod́ańım (Y ) a dv̌e
hodiny po pod́ańı (Z) farmaka. Zaj́ımá ńas, zda ĺečivo skutěcně zp̊usobuje sńıžeńı
krevńıho tlaku. O velǐcině X = Y − Z můžeme p̌redpokĺadat,že ḿa norḿalńı
rozďeleńı N(µ, σ2). Zı́skańe výsledky pokusu jsou uvedeny dále. Ǔzijte hladinu
významnostiα = 0, 05 a testujte hypot́ezuH0: µ ≤ 0 proti alternativ̌eH1: µ > 0.

Y 125 126 138 117 143 128 146 133 127 135 126 131

Z 120 124 130 118 140 128 140 135 126 130 126 127

X 5 2 8 -1 3 0 6 -2 1 5 0 4

Př ı́klad 11.35. Sestrojte 95% oboustranný interval spolehlivosti pro rozptyl nor-
málně rozďeleńe ńahodńe velǐciny na źaklaďe údaj̊u z ńahodńeho v́yběru 42, 48,
60, 43, 36, 50, 52, 38, 56, 45.

Př ı́klad 11.36. Náhodńy vektorX spojitých ńahodńych velǐcin X1, X2, X3 má
simult́anńı hustotu pravďepodobnosti

f(x) =

{
2
27

x3(x1 + x2) 0 < x1 < 1, 0 < x2 < 2, 0 < x3 < 3,

0 jinak.

Určete kovariaňcńı matici cov(X).
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Př ı́klad 11.37. Velkoobchod dost́avá baĺıčky sǔsenek, o jejicȟz hmotnosti m̊uže-
me p̌redpokĺadat,že ḿa norḿalńı rozďeleńı s nezńamou sťredńı hodnotou a sm̌e-
rodatnou odchylkouσ = 5[g]. Z velké dod́avky, kteŕa má b́yt kontrolov́ana, bylo
náhodňe vybŕano 30 baĺıčků, u nicȟz byla zjǐsťena pr̊uměrńa hmotnostX =
150, 4[g]. Určete, v jaḱych meźıch lze ǒceḱavat sťredńı hmotnost balı́čku, jestlǐze
požadovańa spolehlivost odhadu je 0,95.

Př ı́klad 11.38. Hmotnost v́yrobku ḿa norḿalńı rozďeleńı. P̌resńym mě̌reńım byl
kontrolov́anúdaj o hmotnosti na obalu výrobku. Výsledky (skutěcná váha minus
udańa váha v gramech):

a) -2,-4, -3, -6, -5;

b) -2, -4, -3, -6, -20.

Svěďćı výsledky o tom,̌ze udańa hmotnost je zkreslena v neprospěch odb̌eratele
(α = 0, 05)? Vysv̌etlete p̌rı́padńy rozd́ıl mezi výsledky obou variant p̌rı́kladu.

Př ı́klad 11.39. 11 stejňe staŕych selat bylo ńahodňe rozďeleno do dvou skupin.
Do prvńı skupiny jich p̌ripadlo 6 a tato selata byla krmena dietou A, ve druhé
skupiňe jich bylo 5 a byla krmena dietou B. Pošesti m̌eśıćıch byly vypǒcteny
průměrńe denńı přı́růstky v dkg. Byly źıskány tyto v́ysledky: Dieta A: 62, 54, 55,
60, 53, 58; dieta B: 52, 56, 49, 50, 51. Je třeba zjistit, zda jsou ob̌e diety stejňe
efektivńı.
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1967.

[7] McClave, J. T., Dietrich, F. H.: Statistics. Macmillan Publishing Co., Inc.,
New York, 1991.
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