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Oznacen

Dale budeme zrét
N(x, o)
Ro(a, b)
Ex(\)
x*(n)
t(n)

No ={0,1,2,...}

normalni rozcelen s parametry: ao

rovnonerré rozelen na intervalu(a, b), tj. s parametry:, b
exponendlni rozceéleri s parametrem

Pearsonova? rozcéleri o n stuprich volnosti
Studentova rozcéleri o n stuprich volnosti
Fisher-Snedecorovb rozckleri o n; an, stuprich volnosti
alternativi rozcéleri s parametrerni

binomicke rozlen s parametry: af

Poissonovo rozéleri s parametrem

geometricle rozé&len s parametrem

zaporreé binomicle rozclen s parametry: af

mnazina \sech pirozerych Cisel

mnazina \Sech pirozenych Cisel \Cetré nuly

mnazina \Vsech cefch Cisel

mnazina \sech ralnych Cisel

Ostatn zn&eri odpovidaji zapisim b&zné wivanych v literatufe.



Kapitola 1

Kombinatorika

Nejdfive pfipomeneme akladr pojmy.

PoCet uspa’adanych dvojic: Ze dvou konénych mnain A = {a,...,an},
B = {by,...,b,} vybirame usptadaré dvojice typula;, b;|, kdea; € A, b, € B.
VSechny mané dvojice sestdme do tabulky takze dvojice|a;, b;| bude vi-tém
fadku ak-tém sloupci. Kada dvojice bude v tabulce zagsa pave jednou, tedy
pocet uspdadarych dvojic zm an prvkowch mnain je mn.

PoCet uspdadanych k-tic: Nyni pfejdeme kek mnazinam A, B ..., X, je-
jich pocet prvki bude pdad€ny, . . ., n,. Z téchto mndin vybirame usptadanou
k-tici prvkl [a;, b;, ..., x| tak, Zea; € A, b; € B,...,x; € X. Pokud bychom
uvazovali pouze 3 mniiny, vezmeme $echny uspi@daré dvojice z prvich dvou
mnazin za prvky noe mnainy. Z predchozho vime, Zze na tato mndinann,
prvkl. Nyni tedy nfizeme pohiket na trojici[a, b, c| jako na dvoijici|[a, b], c.
Zfejmé ma ninyns prvkl. Matematickou indukicpak zjisime, ze z k mnazin,

kdei-ta man,; prvkl,i = 1, ..., k, mlzeme vytvdit n, x --- x n;, uspdadarych
k-tic.

Variace: Je dann prvkow zakladn souborA = {ay, ..., a,}. Libovolnou us-
poradanou-tici [a;,, ..., a;, ], aj, € A, ..., a;, € Abudeme nagvat uspdadary

vybér rozsahu ze ZAkladriho souboru. Peet \Sech takoych whéri bude fejmé

zalezet na tom, zda se prvky &-tici mohou, nebo nemohou opakovat. Kdge

prvky v uspdadarem whbéru nemohou opakovat, tiidento uspéadary vybér va-

riaci bez opakoari k-té ffidy zn prvki. Kdyz se mohou opakovat, tiiauspdadary
vybér variaci s opakaarim k-té ffidy zn prvka.

Pocet variad bez opakowani: Predpokhdejme,zen > k. Pak prvi prvek
vybéru mize byt vybran zn maznych prvkl zakladriho souboru, drupuz pouze
zn—1 prvki atd. Variace bez opakavi tedy odpovda uspdadare k-tici vybrang
postup®@ z mna@in rozsahth; =n, no =n—1,...,n, =n—k+ 1. Tedy p&et
variad bez opakoan je (n)y = n(n —1)---(n — k 4+ 1). Zfejmé (n), = 0 pro
k> n.Prox € R klademe(z), = z(x — 1) x -+ X (x — k+ 1).



PoCet permutad bez opakowani Pokudn = k& udavaj variace bez opakari
pocet \Sech uspiadan n prvkove mnainy a nagvaji se permutace. et per-
mutag je (n), = n(n —1)---1 = nl. Klademe0! = 1.

Pocet variad s opakowvanim: Jak bylofeCeno, pokud se prvky zéakladriho
souboru mohou v uspadareém vybéru opakovat, mluvne o variaci s opak@rnm
(uspdadarem whbeéru s opako&rim). Kazdy prvek whbéru rozsahuk volime zn
prvkll zakladriho souboru. Variace s opakaim tedy odpoida uspdadare k-
tici, kdyzn, = ... = ny = n. Proto je p@et variat s opakoanm k-té ffidy zn
prvkll rovenn*.

Kombinace: Nyni budeme ped gedpokhdat,ze zn prvkoveho zAkladriho
souboruA = {ay,...,a,} vybiramek-prvkowy soubor, fiCentz na uspéadan
prvkll ve wbéru nealezi. Libovolny takovy vybrany soubor nagvame kombinaic
k-té fidy zn prvkl. Pokud se prvky v kombinaci nemohou opakovat, rithe/o
kombinaci bez opakani, v opa&nem gipace o kombinaci s opak@rim. Kom-
binacek-té fidy z n prvkd tedy odpoidaji neuspdadaremu Vybéru rozsahu: z
n prvkoveho Akladriho souboru.

Pocet kombinad bez opakowani: Predpokbdejme nejtive, Ze se prvky v ne-
uspdadarem whbéru nemohou opakovat. Prvky4deho takoeho Wbéru mohou
byt uspdadany k! zplisoby. Z fiedchozho vime, Ze pdet \Sech variatbez opa-
kovari je (n),. Tedy pokud poet \Sech kombingichez opako@n rozsahuk z n
prvkll oznd&ime , pakzk! = (n)y. Odtudz = Gt = —2m = (1) prok < r.

Klademe(}) = 0 prok > na(f) = & prox € R.

PoCet kombinad s opakovanim: Kombinad s opakoarim rozunmime neu-
spdadary vybeér k prvkil, ktee vybirame zn-prvkove zakladri mnaziny tak, ze
se vybraré prvky mohou opakovat (a na faa vybranych prvki nealez). Je-
jich potet odpovda pattu Sech rozkladl Cislak na sodetk, + ky + - -+ + k,,
kdek; > 0 je patet vyskytll i-tého prvku akladriho souboru ve vybra@m sou-
boru,i = 1,...,n. Libovolnou kombinaci s opak@im miizeme zapsat po-
mod posloupnostj*” a ,|”. Napf. kombinace s opak@nim ze Akladrin mnaziny
M = {ay,as, a3} mize byt tvofena prvkya,, as, a;,a;. Tuto kombinaci z opa-
kovanim, kdy prveka; byl vybran fikrat, prveka, nebyl vyban a prvekas
byl vybran pave jednou, Ize zazornit pomot posloupnosti symbaél, " a ,,|”
typu | x % * || * |. PfiCen¥ pcCet,«” mezi sousedmi prvky typu,|” chapeme
jako pdtet prvkli v prihradce, vymezem dvema rasledymi symboly,|” (tzv.
hranice fiihradek). Kdy v daré posloupnosti uved§oh symboli nepditame
pevre krajii hranice pihradek, je élka takoe posloupnostk + (n — 1) (k-
krat je obsdena,*” a (n — 1)-krat je obsdena hranice fthradky ,|”). Protaze
umisttrim hranic gihradek,|” na mista &to posloupnosti jednozteé utime
jednu z mdnych kombinat s opakoarim, odpovda pcet kombinat s opa-
kovarim pcctu vSech rozristen (n — 1) hranic gihradek,|” na vybrara mista po-




sloupnosti élky k£ + (n — 1). Roznisténi tedy ntizeme popsat jako neusialary
vybér rozsahw — 1 hranic gihradek,|” z mnoziny n + k& — 1 pozic. Tedy pget
vSech kombingcs opakowarim je roven(™* ).

PoCet permutad s opakovanim: Nyni hlecame pd@et zisoh, jakymi miize
byt rozclenon prvkll zakladri mnaziny dok mnazin, kde prvihman,, druban,
a posledinn,, prvkll. Fredpokhdame,ze na byt rozcéleno \Bechn prvkl zakladn
mnaziny, tj. n = n; + - - - + ng. Nejprve vybereme do prémnaziny n, prvkl ze
zakladri mnaziny, n, prvkll pro druhou mnbinu vybdrame & pouze ze zbyich
n — ny prvkl zakladn mnaziny, atd. Po ybéru do(k — 1)-vé mnainy uz zbyva
pouzen;, prvkl pro Wbér dok-té mnainy. Tedy p@et \Sech &chto roznistéri je

n n—ny n—ny — N9 n—nl—---—n(k,l)
ny Ny ny ny, '

Po rozepan kombinanich Cisel alprae dosavame,ze pdet €chto rozristn
je

n!
Toto Cislo uchva patet uspdadar n prvkove mnainy, kde jen; stejnych prvki
typu 1,..., n, stejrych prvkl typuk. Takowva uspdadari se nagvaji permutace s
opakovanim.

Priklad 1.1. Dokazte,Ze pro libovolre z € R a libovolrér € N plafi

(o) ()= (L.1)

Priklad 1.2. Dokazte,ze pro libovolre cekE Cisloa a libovolret € (—1, 1) plat

(1+t)a:1+(cll)t+<g>t2+(g)t3+.... (1.2)

Priklad 1.3. Dokazte,Ze pro girozereén > 2 plat

+... = n(n—1)2""72

[V dlikaze poiiijte rovnosfl.2.]



Priklad 1.4. Dokazte,Ze pro libovoldn € N, k € N plat

G- 0D () -

Tento vztah je z\d@Strim pfipadem obed#si rovnosti

k
n\(n—-v\, [(n k
£ )G o
v=0
Priklad 1.5. Pro libovolréa > 0
—a\ g fetk-1
(¥) - ()
[PFi dlikazu vydijte vlastnost geometriékfady: i 2" = (1—2)7!, prox €

(_L 1)] .

Priklad 1.6. Dokazte,ze

()= ()

Priklad 1.7. Dokazte,Ze pro neaporra ceb islan ar a libovolre realné Cisloa

plat
zn: a—v) (a+1 _(a—n
— r S \r+1 r+1)
[PFi dikazu vy&ijte rovnost/l.1). Dokazovag vztah jetasto ivan @i n = a.]
Priklad 1.8. Dokazte,ze pro libovolre a a pfirozerén > 0 plat
- Ja nfa—1
S (f) = (") 13)
14 n
v=0
[PFi dikazu vywijte rovnosfl.1.]
Priklad 1.9. Pro girozeraCislar a k plati
i v+k—1\ (r+k
—~\ k-1 ) \ k)

a) Dokazte toto tvrzenpomog rovnostil.l.
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b) Dokazte,Ze toto tvrzenje zvlaStrim pfipadenil.3.

Priklad 1.10. Matematickou indukicdokazte, ze pro firozeracislaa, b an plaf

B) ) OGE) = G)E)-(07) e

[Tvrzen nejprve dokate proa = 1 ab libovolné.]

Priklad 1.11. Pomog rovnosti {1.4) dokazte,ze

2 2 2 2
n n n + n n n n\" _ 2n
0 1 3 o n n/)
Priklad 1.12. Kolik inici al je mazno vytvdit, pokud k&dy clovék ma jednu ro-
dinu a
a) prave dwe jmeéna,
b) ne \ice jak d& jména,
c) ne Mce jak i jména?

[Cesla abeceda m34 psmen.]

- v

Priklad 1.13. Kolika zplisoby mohou ¥t postaveny n&achovnici de véze izré
barvy tak, aby jedna mohla it-druhou?

Priklad 1.14. V Morseo\e abeced zastuptjpismena posloupnosti symitdiarek
a tetek s Biznym pactem opakoéri. Kolik takovych pismen tvdenych posloup-
nost téchto dvou symbdi delky nejwsSe 10 je m@no vytvdit?

Priklad 1.15. Kazda kostka domina je oz8ana demadcisly. Kostky jsou sy-
metricke, tak ze Cisla ve dvojiéch nejsou usp@dana. Kolik je m@no vytvdit
rliznych kostek podivajicich ¢islal, 2,...,n?



Kapitola 2

Klasicka pravdépodobnost

Priklad 2.1. Cislal,2,...,n jsou rahodré uspdadana. Utete pravépodobnost
toho,zecislaa) 1 a 2, b) 1, 2 a 3 jsou ugioana hned vedle sebe v uveéem
poradku.
Priklad 2.2. UrCete pravépodobnost tohd@e ve Wbéru s opako&rim mezi femi
nahodré vybrarymi Cislicemi

a) vSechny Xislice budou shod

b) prave 2¢islice budou shodr

c) zadre 2cislice nebudou shodn

VT T 4 ~ .

Reste podobnotilohu pro Wher &tyF cifer.

Priklad 2.3. Hra€ A hazeSesti hraomi kostkami a vyhraje, pokud padne aleBpo
jedna jedntka. Hi&t B haze dvemi hraémi kostkami a vyhava, pokud padnou
alespd dve jedntky. Kdo ma etSi pravdeépodobnost yhry?

Priklad 2.4. Najdéte pravépodobnost toh@e mezik nahodre vybrarymi Cisli-
cemi nebudodadre dwe stejré.

Priklad 2.5. Jala je prav@podobnost tohd,e mezik nahodré vybrarymi Cisli-
cemi

a) se nevyskytne 0,

b) se nevyskytne 1,

c) se nevyskytne O ani 1,

d) se nevyskytne jedna ze dvéislic0a 1?

Necht A a B zn&i jevy v a) a v b). Vyadete ostathjevy pomod A a B.
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Priklad 2.6. UrCete prav@podobnost tohg;e @i nahodreém roznmsten n kouli
don pfihradek bude @ jedna pihradka pazdra.

Priklad 2.7. Na parkovsti je vedle sebe v jedface 12 nist. Nekdo poznamenal,
Ze na parkoiti se nachz osm automobil azeGtyfi volna mrista jsou vedle sebe.
Odpovida takowe rozcelen Ctyr volnych mist rahodreému obsazaoani mist?

Priklad 2.8. Osoba dostala kli¢l, z niclz pravé jeden pdil k jejim dvaim.
Zkousi je postupe. Nalezigéte pravépodobnostze spavry kli¢ najde teprveip
k-tém pokusuk = 1,2, ..., n. Ukazte,Ze tato pravépodobnost néwid nak a je
rovnal.

Priklad 2.9. Kazda zn tyCi je rozlomena na d¥casti - dlouhou a katkou. Pak se
2n ziskarych dll spoj v n pard tvoricich nowe ,tyce”. Jaka je pravépodobnost,

a) ze se gechny dy spoji v pocate&nim paradku,
b) Ze \Bechny dloub dly se spoj s kratkymi?

Priklad 2.10. Jeden profesor Cornellovy univerzity dostal d&etkidt pokutu
za neakonré nani parkovan auta, fiicent vsechna pokutdni probéhla bud
v (tery nebo veCtvrtek. Najdte pravépodobnost tohoto jevu. Jégupoklad ze
policie kontroluje parko&n vzdy jeden @hodré vybrary den v fdnu, re&alny?

Priklad 2.11. Pokra&ovan prikladu2.1Q Ani jednu pokutu z dvaacti profesor
nedostal v neéli. Odpovda to hypoéze r@hodnosti?

Priklad 2.12. Bedna obsahuje 90 dolwh a 10 vadfich sowtastek. Utete prav-
dépodobnost toh@e mezi 10 vybraymi sowtastkami nenzadra vadra.

Priklad 2.13. Ze souboru pti symbofl a, b, ¢, d, e se provede usgadary vybér
s opakoanm rozsahu 25. Stanovte pragbdobnost tohde tento ybéru bude
obsahovat gt symboli kazdeho druhu.

Priklad 2.14. Ve vytahu, ktey zastavuje \n poschodch,n > k, je na z&atku k
osobh. Ja& je prav@podobnosp toho,ze Zzadré dwe osoby nevystolye stejiem
poschod, kdyz predpokbdame,ze osoba vdlposchod, v néni vystoup nahodré
a neavisle na ostafich osolach.

Priklad 2.15. Narozeninyk lidi predstavujvybér s opako@nim rozsahu: ze sou-
boru VSech dii v roce. Roky nemajstejnou @lku, a ime, Ze porodnost éhem
roku neZistiva shla. Nicméré v prvrim priblizeri je mazné predpokhbdat, ze
v roce je 365 di a uvaovat rahodry vybér lidi misto rahodrgho Wbéru dni
narozenin. B téchto fedpokladech urete pravépodobnost tohde Vsechk dnii
narozenin je viiznych dnech.



Priklad 2.16. P¥i bridzi obdizi hra€ 13, @i pokru 5 z 52 hraich karet. Uéete
pravéépodobnost tohdze hiét a) bridze b) pokru dostane kartyiznych hodnot
(barvy karet se mohou shodovat).

Priklad 2.17. Uvazujme roznisten k kouli don osud. UrCete pravé@podobnost
toho,ze gedem vybraa osud obsahuje gve r kouli.

Priklad 2.18. P¥i bridzi je vSech 52 hraich karet rozélenoctyfem hiactim. Sta-
novte pravépodobnostze ka&dy hrat dostane jedno eso.

Priklad 2.19. (Odhad velikosti populace)f@dpokbdejme ze z rybriku bylo vy-
loveno tisc ryb, ktegé byly rasled@ ozn&eny barvou a vypieny zget. Hidalsim
odlovu tidce ryb se ukzalo,Ze sto z nich bylo ozri@rnych. Z pozorovaého
vysledku odhadéte nejpravépodobgjsi velikost populace ryb v ryliu.

Priklad 2.20. Z 52 hradch karet @hodré vybereme 13 karet. Stanovte prapd-
dobnostze mezi €mito kartami bude %, 4 &, 3O a 1.

Priklad 2.21. Z osud obsahuici koule sCisly 1,2, ..., N k-krat vytahneme kouli
a pokade ji

a) vraime zpgt,
b) neviatime zpet.

Najdéte pravépodobnost tohde Cisla vytaerych koul tvori rostoué posloup-
nost.

Priklad 2.22. Technicla kontrola pro#fuje wrobky ze sady skdajci se zm
vyrobkll prvriho druhu an vyrobkil drukeho druhu. Zkoska prviich b vyrobkil
(b < n) ndhodré vybrarych ze sady ulzala,ze \Sechny byly drubho druhu.
UrCete pravépodobnost toh@e mezi daimi dvéma vrobky vybrarymi z dosud
neprorenych nejyse jeden yrobek bude drugho druhu.

Priklad 2.23. Z balicku 52 karet ahodré vybereme 6 karet. dete pravépo-
dobnost tohoze mezi €mito kartami budou&stupci $echctyfech barev.

Priklad 2.24. Skupina se skdda z 5 muzl a 10zen. Ugete pravépodobnost toho,
Ze (i jejich nahodrem rozeleri do 5 skupin pofech lidech bude v Kade skupiré
muz.

Priklad 2.25. Je dina posloupnogiisel 1,2, ..., n a pevré dare Cislo z mnainy
{1,2,...,n}. UrCete prav@podobnost tohde mezi deémacisly vybrarymi na-
hodreé z €to posloupnosti bude jedno n&a drute Vvetsi nez k.
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Priklad 2.26. Dvacet lid, mezi ktefmi je 10 mwzl a 10Zen, je rahodré sesku-
peno do dvojic. Utete prav@podobnost toh@e kadou z 10 dvojic tvéi osoby
opaného pohla.

Priklad 2.27. Haamen hradch kostek. Utete prav@podobnost toh@e padne
n, jedniCek,. . ., ng Sestekn, +ny + ... + ng = n.

Priklad 2.28. Devét cestticich nahodré nastoupdo i vagonll. Kazdy cestuijci
zvoli vagbn mahodré a neavisle na ostafich cestlicich. Jala je pravé@podobnost
toho,ze

a) v kazdem vagne sed 3 cestuici,

b) v jednom va@nré sed 4, v drutem 3 a veitetim 2 cestuiici?

Priklad 2.29. Haamen hradch kostek. Ugete prav@podobnost toh@e Zskary
soltet ok je roven aj, b) n + 1, ¢) daremucislu s.

Priklad 2.30. Z posloupnosttisel 1, 2, ...,n nahodre vybereme: Cisel. UCete
pravcepodobnostze
a) vSechna vybramCisla budou élitelna darym Cislemg,
b) kazdé z €chtocCisel bude dlitelné pave jedrim ze dvou nesouwnych Cisel
qi,4z2-

Priklad 2.31. Posloupnostisel 1,2,...,4n nahodré rozc&lime na de stejré
mnaziny. UrCete prav@podobnost tohge

a) v kazdé mnainé bude stejf poCet sugch a lichych Cisel,
b) vSechn&isla cElitelnan budou v jedé mn@iné,
c) Cisla celitelnan budou rovnorgrreé rozalena do obou skupin.

Priklad 2.32. Co prava@podobgji vybereme z osudn koulemi, sug nebo licty
pocet koul, kdyz kazdy vybér k kouli je stejré mazny?

Priklad 2.33. V nadol® je N listkll s tiznymi ¢isly. Z madoby vyberemen krat
pon listdch a pokddé je viatime zggt. UrCete pravépodobnost tohde

a) k listkll se ve ybéru nevyskytne,
b) vSechnyistky se ve ybéru vyskytnou.

Priklad 2.34. Z posloupnosttisell, 2, ..., n je nahodré vybanok cisel:
T < x9 < ... < x}.Jaka je pravépodobnostzez,, = M?
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Priklad 2.35. Soubor se skida z N vyrobkil, ze niclz n je podrobeno zkaice
kvality. Soubor je fijat, pokud mezi&miton vyrobky bude odhaleno émé ne&
m vadrych. Urtete pravépodobnost tohaze soubor budefpat, pokud p@et
vadrych wrobkll v ceeém souboru jél/.

Priklad 2.36. Z osud obsahtijciho koule Sisly 1,2, ..., N je postupg vytazeno
n kouli. Po k&dem tahu je vybrakoule vacena zpt. Cisla vybrarych koul jsou
zapsana v nekles&im paad. UrCete prav@podobnost tohge Cislo z,,,, které
je nam-té vybrare kouli, je rovnoCislu M.

Priklad 2.37. Kolikrat musme hazet hratkostkou, aby prvhnpadnut ,Sestky”
mélo praveépodobnost a)é&fsi nez 0,5 b) \étsi nez 0,8 ¢) \eSi nez 0,9?

Priklad 2.38. Prav@&podobnost @sahu tete @i jednom Wstrelu je rovna 0,7.
Na te vysteleno 7-kat neavisle. Jak je prav@épodobnostze tet bude pave
jednou zaszen?

Priklad 2.39. Kolikrat musme hazet déma hraami kostkami, abychom s prav-
dépodobnostvétsi nez 1/2 cekavali, Ze aspa jednou padne s@et ok rovry 127?

Priklad 2.40. Hodime zroveh dvema kostkami. Jakje pravé@podobnostze
soltin padi/ch ok bude suécislo?

Priklad 2.41. Hodime fikrat jednou mint UrCete pravépodobnostze

a) padne dvalat lic a jednou rub,

b) padnettikrat lic,

c) padnefitikrat rub,

d) padne jednolit a dvakat rub.
Priklad 2.42. V osud je a kouli bilych ab kouli Cerrych. Vytahneme dvalat po
solk® vzdy po jed kouli, @icent prvri kouli neviatime zg@t. Urcete pravépo-
dobnostze

a) obeé vytaZzere koule jsou bé,

b) prvni koule je bla a drulacCerrg,

c) prvni koule jeCerra a drula bila,

d) jedna koule budéerra a drula bila, pficen¥ nealezi na jejich pdad,

e) druha vytazera koule je la.
Priklad 2.43. V osud je a kouli bilych ab kouli Cerrych. Vytahnemek-krat po

solke vzdy po jed kouli, @icen¥ pozadrem tahu kouli nevatime zg@t. Urcete
pravceépodobnostze poslednvytazera koule je fila.
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Priklad 2.44. V osud je a kouli bilych ab kouli Cerrych. Jedim tahem vyhh-
neme(a + /) kouli. UrCete prav@podobnostze vytahneme @ve « bilych as
cerrych kouli.

Priklad 2.45. V osud je n listkll ocislovarych €isly 1,2, ..., n. Vytahneme na-
jednoum listkll. Jaka je pravépodobnostze mezi vytaerymi listky budek listki
ozna&eno gedem dagmi Cisly?

Priklad 2.46. Hodimen-krat po sol jednou hraickostkou. Ja& je prav@podob-
nost,Zze alespo v jednom hodu padngestka”?

Priklad 2.47. V osud je r kouli o€islovarych€isly 1,2, ..., r. Tahnemen-krat
po sol& po jede kouli, gficent kazdou vytZenou kouli vraome zgt. Jak je
pravcepodobnostze sodetcisel, jimiz jsou vytaere koule @islovany, je roven
Cislus? (n < s < nr) [Spattéte koeficient u mocniny® v polynomu(z + 22 +

a2

Priklad 2.48. V osud je n kouli o€islovarych Cisly 1,2, ..., n. Vytahnemen-
krat po sol po jed® kouli, gfiCent¥ vytazere koule nevraiene zget. Osud tedy
vyprazdrime.ReknemeZze pro kouli S5islem: nastane se#ii, pokud ji vytahne-
me pave vi-tém tahu. Utete prav@podobnostze

a) pro kouli s¢islemi nenastane seiiki,
b) ani pro kouli sCislei ani pro kouli sCislemk nenastane sedki, i £ k.

Priklad 2.49. V osud je a kouli bilych ab kouli €errych. Koule postupé vyta-
hujeme z osduid pfiCent vytazere koule nevraitne z@t. Jala je pravépodobnost
toho,ze popre vytahnemeernou kouli i £-tém tahu?

Priklad 2.50. V osud je a kouli bilych ab kouli ¢ernych. Koule postup@ vytahu-
jeme z osud pricent vytazere koule nevrakine zet. Jala je pravépodobnost,
Ze nastane okanik, kdy patet dosud taerych bilych acernych koul bude stejg?

Priklad 2.51. Banach byl sily kufak. Aby nel u sebe stle zAapalky, nosil ve
dvou kapéch po jedd krabtce Apalek. Apalky si bral ahodré z jedré nebo
druhé krabtky s pravépodobnos$tl/2. Jednou si dal do kdé kapsy novou
krabicku; v kazdé z obou kraliiek bylon zapalek. Spoététe pravépodobnost,
Ze v okanZiku, kdy jednu krakiku shledal pizdnou bylo v drué krabtce pave

k zapalek. Pro ja& k je sledovaa prav@podobnost maxiaini?
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Kapitola 3

Podminéna pravdépodobnost
a nezavislost

Priklad 3.1. Kolikrat neavisle mugme opakovat pokus, abychom s prapd-
dobnostalespa r tvrdili, Ze pave jednou nastane je¥, jeha pravd@podobnost
je v kazdem pokusu rovna?

Priklad 3.2. Stfilime opakovaé a neavisle na ban. Abychom jej segelili, staCi

se do babnu trefit pave jednou. Pravépodobnostasahu p jednom vstrelu je
rovna 0,05. Kolikat musme vystelit, abychom shodili b&@in s pravépodobnost
vetSi nez 0,8?

Priklad 3.3. Jsou @na fi osud s blymi a Cerrymi koulemi. Pravépodobnost
volby i-tého osudje p;, i = 1,2,3. Pravéépodobnost vytgeri bilé koule zi-
teho osudje ¢;, « = 1,2, 3. Zvolime rahodré jedno z dajch osud, vytahneme
z néj jednu kouli a zjisime, Ze tato koule je Bha. Jala je pravépodobnostze tato
vytaZzera koule pochz z prvriho osud?

Priklad 3.4. Jsou éna ti osud, pravdepodobnost volby kaleho osudije stejra.

Prvri osud obsahuje 1 tou, 2 Cerre a 3Cerverg koule. Druleé osud obsahuje
2 bilé koule, 1€ernou a 1¢ervenou kodl Trefi osud obsahuje 4 té koule, 5
cerrych koul a 3 cervere. Nahodré zvoime jedno osuida vytahneme z @j dvé

koule a zjistme, ze jedna zéchto vytaenych kouli je bila a drufa Cervera. Jala

je pravéépodobnostze tyto koule pochzej

a) z prvriho osudi,
b) z drureho osud
c) ze fefiho osud?
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Priklad 3.5. Osud obsahuje celkem 10 kdulkz nichz nékteg jsou blé a rékteé
cerre. Pa&et Hlych koul acernych koul vsak neipfesré zram. Vime jenomze
osud bylo naplréno imto zgisobem: 10-kat po sok bylo hozeno jednou minc
a pokud padl rub, byla do osudloZena fila koule, pokud padit¢, byla do osud
vloZzenacCerra koule. Z takto napkrého osudbylo vytazenom-krat po so po
jedre kouli, gficen po k&dém tahu byla vytzera koule vacena zpt do osud
Po provedeitéchtom tahll bylo zjisttno,ze vsechm kouli bylo bilych. Stanovte
pravcepodobnostze

a) daré osud obsahovalo pouzéile koule, tj. 10 lych azadre Cerre koule.
b) daré osudl obsahovalo jednuilwu a deét cernych kouli.

Priklad 3.6. Z osud, ktere obsahuje 5ibych a 5¢errych koul, bylo vytazeno
5 kouli a vlozeno do jireho pazdreho osud Z tohoto osudbyly vytazeny 3
koule a vi@eny do tetiho pazdreho osud Z tohoto tefiho osud byla vytazena
jedna koule a bylo Z§ttno,ze je hila. Jala je pravépodobnostze Vsech 5 koul,

vytazernych z prvriho osud, bylo bilych?

Priklad 3.7. Jsou @na fi osud s blymi a Cerrymi koulemi. Pravépodobnost
volby i-teho osudje p;, i = 1, 2, 3. Pravé@@podobnost vyteen bilé koule zi-teého
osud je ¢;, i = 1,2, 3. Zvolime réhodre jedno z dajch osud, vytahneme z §j
jednu kouli a zjistme, Ze tato koule je tha. Aniz bychom tuto kouli vatili zpét do
osud, vytahneme ze ste@ho osudjeSt jednu kouli. Jak je prav@podobnostze
tato druta vytazera koule je la? Fitom nechtpraviépodobnostze vytahneme
zi-tého osudve drurem tahu lou kouli, za gfedpokladuze jsme vy&hli v prvrim
tahu Blou kouli, jeq., i = 1,2, 3.

Priklad 3.8. Jsou éna ti osud, pravdpodobnost volby kaleho osudije stejra.
V prvnim osud je 1 bla koule a 2Cerré koule. Ve drubm osud jsou 2 blé
koule a 1€erra koule. Teti osud obsahuje 2 té koule a Zerré koule. Nahodré
zvolime jedno osuica vytahneme z @j jednu kouli a zjisime, Ze je bBla. Vytazenou
kouli neviatime zg@t do osuda vytahneme ze ste@gho osudjest jednu kouli.
Jala je prav@podobnostze i tato drula koule je bla?

Priklad 3.9. Daré osud obsahuje 3 e a 5¢errych koui. Z tohoto osudvybe-
reme najednou 4 koule a \#iome je do jireho pazdreho osud Z tohoto druleho
osud pak vytathneme jedim tahem 2 koule a zjighe,Ze ol® jsou hlé. Dale pak
z tohoto druleho osudvytahneme j&t jednu kouli. Ja& je pravépodobnostze
tato poslednvytazera koule je fla, jestlze jsme prvindvojici vytazenych koul

a) vratili pfed dakim tahem zpt do osud?

b) zpét do osudneviatili?
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Priklad 3.10. Osud obsahuje 5 tych a 5¢ernych koul. Vytahneme z & 5
kouli a vlozime je do jireho pazdreho osud Z tohoto drulého osudvytahneme
jednu kouli a zjistme, Ze je Cerra. Tuto kouli nevatime po tahu zet do osud
a vytahneme z tohoto osugest jednu kouli. Jak je pravépodobnostze tato
druha vytazera koule je Bla?

Priklad 3.11. Hodime dwemi hraémi kostkami. Ja& je pravépodobnoste padla
alespd jednaSestka, kdy vime,Ze sodet ok padych na 1. a 2. kostce je 8?

Priklad 3.12. Z osud, ve kteeém jem bilych an Cernych koul, postup@ bez
vracen vytahneme d& koule. Zjistili jsme,ze prvi vytazera koule je fla. Jalka
je pravéépodobnostze drula vytazera koule bude tai& bila?

Priklad 3.13. Zjistili jsme, Ze @i hodu deseti hrami kostkami padla asgojedna
jednicka. Jala je prav@podobnostze padly 2 aneboige jednEek?

Priklad 3.14. Dokazte,Ze jsou-liA a B nesliEitelné jevy aP(A U B) # 0, pak

P(4)

P(A|[AUB) = —————F——.
(A ) P(A) + P(B)

Priklad 3.15. NechtP(A|B) = 0,7, P(A|B) = 0,3, P(B|A) = 0,6. Vypottéte

P(A).

Priklad 3.16. Hodime dwemi hraémi kostkami. Oznéme rahodre jevy A; ha
prvni kostce padne s@fislo, A, na drule kostce padne li@cislo, A; soltet ok,
které padly na 1. a 2. kostce, je lielislo. Dokéate,ze kade dva z jewt A, A,, As
jsou neavisk, ale jevyA;, A, A3 nejsou neavisk.

Priklad 3.17. Nechtjevy A a B, jsou neaviske a tale jevy A a B, jsou neavisk,
priCent B; a B, jsou nesléitelné. Dok&te,ze jevy A a B; U B, jsou heaviske.

Priklad 3.18. NechtP(A4) > 0 aP(B|A) = P(B|A). Dokazte, ze jevy A a B
jsou neavisk.

Priklad 3.19. Osud obsahuje: kouli. VSechny méané pcty bilych koul v osud
jsou stej@ pravéépodobg. Zjistili jsme,ze koule @hodré vybrara z osudje bila.
Stanovte pravéipodobnost #ech manych plivodrich pactd bilych koui v osud.
JaK/ je nejpravépodobgsi plivodri pocet klych koui v osud?

Priklad 3.20. Kazdé z N + 1 osud obsahujeV kouli. Osud s Cislemk obsahuje
k Cerverych aN — k bilych koul, £ = 0,1, ..., N. Z ndahodré zvolereho osutdn-
krat vybereme kouli, pEent vybranou kouli po tahu ihned &ime zg@t. Stanovte

a) pravcepodobnostze jsou bechny vybraa kouleCervere.
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b) podminénou prav@podobnostze rovréz (n + 1)-ni koule budeCerverd, za
podminky, Zze \Bechny pedchoiz koule bylycervere.

Priklad 3.21. TFi myslivci soltasre vystelili na mededa. Mededa zagelili
jednou kul. Jalka je prav@épodobnostze mededa zaselil prvni, resp. druly,
resp. tefi myslivec, kdy maj pravéepodobnostasahu postugp, = 0,2; p; =
0,4; p3 =0,6?

Priklad 3.22. Z osud, které obsahujen bilych (m > 3) an Cerrych koul, se
ztratila jedna koule. Proto, abychomCilr obsah osud vybereme z ostddvé
koule. Zjistili jsme,Ze jsou flé. Jala je pravépodobnostze ztracea koule je
bila?

Priklad 3.23. Z osud, které obsahuje 3itke a 2Cerre koule, byly naaz vybiany
dvé koule. Ty byly vi@deny do drukho osud ktere pfedim obsahovalo 4 ibe
a 4cCerre koule. Jak je prav@podobnostze po tomto pemistn bude z drukho
osud vytaZzena lla koule?

Priklad 3.24. Hodime 5-kiat hra¢ kostkou. Utete prav@podobnostze pave
dvakrat padne asobek 3.

Priklad 3.25. 20-krat vystelime na @. Pravdépodobnostasahu fi jednom /-
stfelu je 0,7. UCete

a) pravdepodobnostze dl bude alespd jedenkat zasaen,
b) praviépodobnostze dl nebude zasgen vice n& dvakat,
c) nepravépodobgjsi potet Asalil.

Priklad 3.26. Baterie 14-kat vystelila na objekt. Pravébodobnost @sahu fi
libovolném z Wsftrelll je rovna 0,2. Uzete

a) nejpravapodobijsi potet Asalli a jeho pravéipodobnost,
b) pravéépodobnost zGeri objektu, pokud pro je pro jeho zieri potfeba
alespa Ctyf zasalil.
Priklad 3.27. UrCete prav@podobnost
a) padnut alespa jedre Sestky i hodu 6 hraami kostkami,
b) padnut alesp@ dvouSestek pi hodu 12 hraomi kostkami,
c) padnut alespa tfi Sestek i hodu 18 hraomi kostkami.

Priklad 3.28. Co je pravépodob®jsi vyhrat se steja silnym soupéem 4 partie
z 8 nebo 3 partie z 5?

Priklad 3.29. Jala je pravépodobnostze i hodu 12 hraomi kostkami padne
kazda séna dvakat?
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Kapitola 4

Geometricka pravdépodobnost

Priklad 4.1. Na jedre sto@ magnetofono¥ pasky dloute 200 m je natana zpava
na intervalu élky 20m. Na drubk stog je podoba zpiava. Ucete pravépodob-
nost tohoze v intervalu od 60 do 85 m nebude réspe nisto, kteé by neobsaho-
valo nahavku, jestlze p&atky obou nahavek jsou stej@ mazné v kazdem bodu
od 0 do 180 m.

Priklad 4.2. V kazdem okanziku Casowho intervalu élky T' je stejré mane,
Ze fijimat prijme néktel ze dvou sigall. Fijimat je zablokoan, jestlze rozdl
mezi okanZiky pfijmu sigralu je medi nez 7. UrCete pravépodobnost tohdze
prijimat bude zabloko&n.

Priklad 4.3. Jala je prav@&podobnostze soidet dvou mhodré zvolerych klad-
nych Cisel, z niclz Zadré nen vétsi nez jedna, bude nejge roven jeda a jejich
SoLEin nebude &fSi nez 2?

Priklad 4.4. V kruhu o polon&éru r se v daem sn&ru vedou étivy. VSechny
priseiky tétiv s pfimérem kolnym k daremu sn&ru jsou stejié mazne. Jalk je
pravéepodobnostze telka rahodré zvolere t®tivy je nejWser?

Priklad 4.5. Na Usé&ce o @lcel se rahodré zvol dva body. Ja# je prav@po-
dobnost tohoze jejich vzéilenost bude ménnez ki, kde0 < k& < 1.

Priklad 4.6. Na Us€ce AB o délcel jsou rahodré unisteny dva bodyl a M.
UrCete prav@podobnost toh@e bodL je blize k bodu)M nez k boduA.

Priklad 4.7. Na Use€ce o @lcel se rahodré unisti dva body takze sels&ka
rozcéli na fi casti. Uitete pravé@podobnost tohaze z i vzniklych Use&ek Ize
sestavit trajihelrik.

Priklad 4.8. Na kruznici o polonérur jsou rahodré umisteny i body A, B, C.
Jala je prav@épodobnost tohde trojauhelrik ABC bude ostrahly?

18



Priklad 4.9. Jala je pravépodobnost tohdze z i nahodré zvolerych Us&ek,
dlouhych nejwsel, bude mdno sestrojit trajhelrik?

Priklad 4.10. NaUs&ce AB o délcel jsou rahodré unisteny dva bodyM a V.
UrCete prav@podobnost tohaze celky ffi vzniklych Us€ek neekrati danou
hodnotua (I > a >1/3).

Priklad 4.11. Na autobusovou staniciipizdi kazde Ctyfi minuty autobus linky
A a kadych Sest minut autobus linkjg. Délkaasoeho intervalu meziipjezdy
autobusu linkyA a nejblz&iho nasleduiciho autobusu linky3 miize byt se stejnou
pravcepodobnostjakakoliv v meich od 0 do 4 minut. Urete pravépodobnost
toho,ze

a) prvni autobus, kter pfijede, bude autobus linky,

b) béhem dvou minutijede réjaky autobus.
Priklad 4.12. Dva parnky musd prirazit k ttmuz pristaviti. Ffijezdy obou pariki
jsou neavisk a stej@ mazné bkehem cetho dne. Utete pravépodobnost toho,

Ze jeden z paiikll bude musetekat na uvolan pristavit, jestlze prvni parrik
stoji v pristavéti jednu hodinu a druhdvé hodiny.

Priklad 4.13. Dvé osoby mdjstejnou pravépodobnost toh@ze @ijdou na do-
hodnué misto v libovolrem okanziku Casoeho intervalu élky 7. UrCete prav-
dépodobnost toh@e jedertlovek na drukho budeekat nejysSe po dobu.

Priklad 4.14. (Buffonovauloha) V rovirg jsou nagsovany rovnol@zky, jejichz
vzdalenost jel.. UrCete prav@podobnostze rahodré vrzera jehla @lky ! (I < L)
protne kteroukoliv fimku.

Priklad 4.15. UrCete prav@podobnost toh@e kdeny

a) kvadraticke rovnicez? + 2ax + b = 0 jsou realne,
b) kvadraticlé rovnicez? + 2ax + b = 0 jsou kladré,
c) kubické rovnicez? + 3ax + 20 = 0 jsou realne,

jsou-li stejré mazné hodnoty koeficierttv obcelniku |a| < n, [b] < m.
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Kapitola 5
Nahodne velCiny

Priklad 5.1. Dvakrat aame mind. Popite prostor elemeatrich jev ). Necht
nahodra velicina X udava paet padych licli. Urcete rozéleri nahodré veliiny
X, jeji pravdépodobnostima distribleni funkci. Nakreslete jejich grafy.

Priklad 5.2. Dvakrat hazme hra¢ kostkou. Pogite prostor elemeatrich jevi
Q2. Nechtnahodra velicina X udava sowget hodnot, kter padnou v 1. a 2. hodu.
UrCete rozéleri nahodre veliCiny X, jeji pravdépodobnostima distribieni funkci.
Nakreslete jejich grafy.

Priklad 5.3. Haame mind, dokud nepadneid. Popste prostor elemeatrich
jevil Q2. Nechtnahodra velitina X udava pdiet provedefch hodl. Urtete rozeé-
leni ndhodré veliCiny X, jeji pravcépodobnostna distribleni funkci. Nakreslete

jejich grafy.

Priklad 5.4. Sffilime na @ do prvriho zZasahu. Zsahy pi rliznych wstfelech jsou
nezvisk jevy, prav@épodobnostasahu fi kazdem wstrelu je p. PopBte prostor
elemenarrich jewl Q2. Necht nahodra velicina X udava celkowy pocet strell.
UrCete rozéleri nahodre veliCiny X, jeji pravdépodobnostima distribieni funkci.
Nakreslete jejich grafy.
Priklad 5.5. Ktera z dale uvedeiich funkd je prav@podobnostifunkce disketri
nahodre veliCiny

a) p*¢>,q=1—-p,0<p<1l,x=12,...,

b) p* "¢, q=1-p,0<p<1,n>0,z=nn+1,...,

c) ———,x €R,

z(x+1)

z+1 00
d [ ft)dt,x=0,1,..., kde [ f(¢t)dt =1, f je neAaporra funkce,
T 0
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Priklad 5.6. Nahodra veli¢ina X ma rozcleri

-1

wi~| O
W= =

Wl

UrCete prav@podobnostina distribieni funkci a) rahodre veli€iny Y = | X|,
b) nahodré veliCiny Y = X?2. Nakreslete grafyéchto funkg.

Priklad 5.7. Nahodra veli¢ina X ma rozclen

-1, 0|1 2
0,2(01/03|0,4

Urcete prav@podobnostim distribiEni funkci nahodr veliciny Y = 2X. Na-
kreslete jejich grafy.

Priklad 5.8. Necht X je nahodra velicina s rozélerim

-1

= =

N[+

UrCete prav@podobnostira distribieni funkci nahodré veliciny Y = sin(X ).
Nakreslete jejich grafy.

Priklad 5.9. Nahodra velicina X ma rozcleri

-1 -0,5 | -0,1 0 01, 02 | 05 1 1,5 2
p || 0,005| 0,012/ 0,074| 0,102/ 0,148| 0,231, 0,1/71| 0,16| 0,081 0,016

VypotteteP (] X| < 1).

Priklad 5.10. Haame dw¥ma hraomi kostkami. Pogte prostor elemeatrich
jevl Q. Nechtnahodra velitina X udava pacetSestek, kte padly na prvinkostce,
nahodra veliCinaY udava pcet Sestek, ktex padly na drué kostce. Ugete si-
multanr rozceleri X aY . Dokazte,Ze jsou veltiny X aY nezvisk.

Priklad 5.11. HaZzme dw¥ma hraoni kostkami. Po@te prostor elemeatrich
jevi ©. Nechtnahodra velicina X je patet ok padjch na prvin kostce, @hodra
veliCinaY udava pcet ok padych na drule kostce. Utete simulann rozceleri
X aY. Dokatte,Ze jsou veltiny X aY nezvisk.
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Priklad 5.12. Hazme dwma hraami kostkami. Nechtnahodra velicina X je
pocet ok, kteeé padly na prvikostce, @hodra veli€inaY udava maximum z potu
ok na obou kostikch. UEete simulanri rozcéleri X aY'.

Priklad 5.13. Nahodra velicina X ma rozaleri

-1 01 2
02/01/03|04

Dokazte,ze X aY = 2 jsou neavisle nahodré veli€iny.

Priklad 5.14. Necht X nalyva hodnot+1, 42, kazdou s pravdpodobnogt?,
aY = X2 a) Urtete simulanri rozckleri X aY'. b) Dokazte,ze jsou veliny X
aY neavisk.

Priklad 5.15. n-krat sfilime na @. Zasahy pi jednotlivych wstfelech jsou ne-
zavisk jevy. Pravépodobnost @sahu fi kazdem wstrelu je rovnap. Necht X
udava pacet Asaltl pi n vystrelech. Utete pravé@podobnostia distribieni funkci
nahodré veliCiny X a nakreslete jejich grafy.

Priklad 5.16. Nahodre veliCiny X; a X, jsou neavisle a maj stejré geometrick
rozcelen (¢"p,z = 0,1,...). Dokacte,ze

1

P(Xlza:\Xl—f—Xg:n): n—|—]_’

r=0,1,...n

Je opé&neé tvrzen pravdive?

Priklad 5.17. Nahodre veliCiny X; a X, jsou neavisk a maj stejre geomet-
rické rozéleri (¢“p,x = 0,1,...). NechtY = max(Xy, X3). UrCete rozéleri
nahodre veliCiny Y a simuléinri rozckleri veliCin Y a X;.

Priklad 5.18. Necht X; a X, jsou neaviske nahodré veliciny a maj Poissonovo
rozcélen X; ~ Po(\) a Xy ~ Po(Ag).

a) Dokazte,ze rahodra veliCinaY = X, + X, ma Poissonovo rozden s pa-
rametremi; + \s.
b) Dokazte,ze podninéré rozalen veliCiny X; za podninky X; + X; = n

je binomiclkeé rozcleri s parametry: ap = >\1)-\&-1>\2’ tj.

n )\ xT )\ n—x
P(Xlzx\Xl—i-XQ:n):(x)()\1_:)\2) (1—A1+1A2> :

prox =0,1,...n.
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Priklad 5.19. Necht X je nahodra veli¢ina na pravépodobnostim prostoru
(2, A, P)aF(x) je distribieni funkce &to rahodre veli€iny.

a) Dokazte,ze mnainy
{w: X(w) <z} {w: X(w) ==z},
{w:a < X(w) <b},{w:a < X(w) <b}

jsou rahodre jevy.
a) Dokazte,ze

Plw: X(w) <z} = tl—i>n£ F(t),

Plw: X(w) =2} = F(x)— tlirﬁ F(t),
Plw:a < X(w) <b} = F(b)— F(a),
Plw:a < X(w)<b} = F(b)— lim F(t).

t—a—

Priklad 5.20. Necht X je nahodra veli¢ina na pravépodobnostim prostoru
(2, A, P) s distribiéni funkd F(z).

a) Dokazte,ze pro libovolre ¢ € R mnaziny {w : X (w) > ¢} a{w : X(w) >
c} jsou rahodrymi jevy.

b) Vyjadete pravépodobnosti&chto jevi pomod distribucni funkce F'(z).
Priklad 5.21. Necht A je nahodry jev. Dokate,Ze funkce

1, weAd
]' — Y Y
Alw) {0, we A
je nahodra veliCina.
Priklad 5.22. Necht X je nahodra velicina. Dokate, ze funkce a); = a X, b)
Y, = |X]|, ¢) Y3 = X? jsou take rahodré veliciny.

Priklad 5.23. Necht Y = X2 je nahodra veliina. Mizemefici, ze a) X je
nahodra veli€ina, b)| X| je nahodra veliCina?

Priklad 5.24. Necht X, X5, ..., X,, jsou rahodre veliciny. Dokate,ze
Y1 = max{X;,1 <i <n},
Yo = min{X;,1 <i <n}

jsou rahodre veli¢iny a odvode jejich rozaleri.
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Priklad 5.25. Ktera z dale uvedefich funkd je distribueni funkce

a) F(z) =2 + ;L arctan,

0, =<0,
b) F(z) = 4 0<a <2, kde[z] znai celoutasttislaz.
1, x<2,
0 <0
o) Flry=4, =7,
=, >0

d) F(z) = exp{—exp{—z}},
@P@ﬂ:{a L

1—1%, x> 07

Priklad 5.26. Hustota fahodré veli€iny X je rovnaf(z) = ae ™ 2z € R, (A >
0). UrCete a) koeficient, b) distribltni funkci nahodré veliCiny X, c) nakreslete
grafy hustoty a distribeni funkce.

Priklad 5.27. UrCete za jajch predpokladi jsou rasleduici funkce hustotami
(a,b,c,d, k, a, X jsou vhodi realna Cisla.).

) f(:c):{g’ i;{g’gmm,

klx —a|, ¢<xz<d,
0, x ¢ e, d],

aHb, d < x < o0,

r <d, ’
ax? +bxr+c, ar’®+br+c>0,
0, ar’ 4+ br+c<0,

¢ f)\a:’ T < O,

:1:§0,'

b) f(z
c) f(x
d) f(z
e) f(z
f) flz) = ce@b?

g) f(l‘) - a+b$d+cm2

Pfiklad 5.28. Nahodra velina X ma hustotuf (z) = 1 -
lent). UrCete pravépodobnosti

(Cauchyovo rozé-
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a) P(X >1),

b) P (| X]| > 1).
Priklad 5.29. Nahodra veli€ina X ma exponendilni rozdleri s parametrem
A = 3. UrCete prav@podobnosti

a) P(X > 3),

b) P(X > 6|X > 3),

c) P(X >t+3|X >1).

Pfiklad 5.30. Necht F'(z) je distriblieni funkce rahodré veli€iny X. UrCete dis-
tribucni funkci a hustotu ahodre veliginy Y = e¥.

Pfiklad 5.31. Necht F'(x) je distribiEni funkce rahodré veli€iny X. UrCete dis-
tribucni funkci Y = —X.

Priklad 5.32. Nahodra veliCina X se nagva symetriclka, pokud jsou distribtni
funkce rahodrych veli€in X a — X totozné. Zformulujte podrimku symetrénosti
nahodrych veli€in

a) pomodg distributni funkce,

b) pomod hustoty.

Pfiklad 5.33. Necht F'(z) je distribieni funkce rahodré veli€iny X. UrCete dis-
tribucni funkci nahodre veli€iny Y = sign(X).

Priklad 5.34. Nahodra veli€ina X ma distribieni funkci F'(x). UrCete distrib@ni
funkci nahodre veliCiny
a) aX + b, kdea abjsou libovolra peviacisla, b) X2,
c) g(X), kdeg(x) je monobnn funkce, d) |X|,
e) sin(X), f) tan(X).
Priklad 5.35. Hustota @hodre veliCiny X je f(z). UrCete hustotu ahodre veli-
ciny
a) aX+b,(a#0), b) |X],
c) Xz d) sin(X),

e) g(X), kdeg(z) je monobnri diferencovatela funkce,
f) ¢g(X), kdeg(x) je poCastech mondinri diferencovatela funkce.

Priklad 5.36. Necht nahodra veli€éina X ma rovnongérré rozaleri na[—1,1].
UrCete rozéleri nahodre veliCiny Y = | X|.
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Priklad 5.37. Necht nahodra velicina X ma rovnon&rré rozcleri na intervalu
[0,1]. UrCete hustotu @hodré velEiny a)Y = X2, b)Y = £, )Y = ¥,
Nakreslete jejich grafy.

PFiklad 5.38. Nahodra veliina X ma hustotuf(z) = ©L5. UrCete rozéleri
nahodre veliCiny Y = arctan(X).

Priklad 5.39. Nahodra veli€ina X ma rovnongérré rozeleri na intervalu 0, 2].
UrCete distrib@ni funkci nahodré veliciny Y = | X — 1].

Priklad 5.40. Nahodra veliCina X ma rovnongérré rozeeleri na intervalu 0, 2|.
UrCete distrib@ni funkci nahodre velCiny Y = | X|.

Priklad 5.41. Nahodra velicina X ma exponendilni rozcéleri s parametrem.
Urc€ete hustotu ahodre veliCiny Y = X?2.

Priklad 5.42. Nahodra velicina X ma hustotu

1 2
f(z) = \/—2_7Tx_26_1/2$ , x#0.

UrCete hustotu &hodré veliiny Y = 1/X.

Priklad 5.43. Nahodra velicina X ma hustotu

1 1
flw) = Tl+a2

Urcete hustotu @ahodré veliCiny Y = X?2.

Priklad 5.44. Nahodra veli€inaX ma rovnongrré rozeleri naintervald —7, 7].
UrCete hustotu ahodre veliCiny Y = sin X.

Priklad 5.45. Nahodra veli€ina X ma rovnongérré rozeeleri na intervalu 0, 47].
UrCete distrib@ni funkci a hustotu ahodré veliCiny Y = sin X.

Priklad 5.46. Nahodra velicina X marovnongrré rozeleri naintervald —7, 7].
UrCete hustotu ahodré veliCiny Y = | sin X|.

Priklad 5.47. Nahodra veli¢ina X ma Cauchyovo rozleri s hustotou

1 1
w14 22

fx) =

UrCete hustotu éhodré veliCiny Y = 1/X.

Priklad 5.48. Necht X je nahodra veli€ina se spojitou distribtni funkc F(z)
aY = F(X). UrCete distribéni funkci Y.
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Priklad 5.49. Necht F'(z) je distribieni funkce, gicenz F(0) = 0. Dokazte, ze

funkce
F(zx)— F(: > 1
G(a) = { (1)~ F(). =2
0, r <1

je distribleni funkd.
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Kapitola 6

Ciselné charakteristiky

Priklad 6.1. Nahodra velicina X ma rozcleri

10| 20 | 30| 40 | 50 | 60
0,1/025/03/0,2|0,1|0,05

a) Vypoctéte stedri hodnotuy, rozptylo? a smérodatnou odchylky-.
b) Nakreslete graf pravdbodobnostnfunkcep(z).

c) Oznate v grafu hodnoty: a intervaly, 4 20. Jalka je pravépodobnostze
X padne do intervaly + 20?

Priklad 6.2. Nahodra velicina X ma rozcleri

1 2 3 4 | 5
0,05/0,3/0,35/0,2| 0,1

a) Vypoctéte stedri hodnotuy, rozptylo? a smérodatnou odchylky-.
b) Nakreslete grap(z).

c) Ozn&te v grafu hodnotw a intervaly + 0. Jaka je prav@épodobnostze X
padne do intervaly 4+ o?

d) Ozn&ate v grafu hodnotw a intervaly + 30. Jaka je pravé@podobnostze
X padne do tohoto intervalu?

Priklad 6.3. Nahodra velicina X ma rozcleri

-4 312 -1,0 1 2 3 4
0,02|0,07|0,1|0,15/0,3|0,18| 0,1 | 0,06| 0,02
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a) Vypoctéte stedri hodnotuy, rozptylo? a smérodatnou odchylky-.
b) Nakreslete grap(z). Ozndte v grafu hodnotw, u — 20 ap + 20.
c) Jala je prav@podobnostze X padne do intervaly + 20?

Priklad 6.4. Ve velkem mésg byl proveden przkum véejného ninéri u 20-ti
voligll. Utelem je zjistit pozoroari nahodré veli€iny X, ktera je rovna pétu
hladl ve prosgch utiteho kandidta na starostu.fBdpokbhdejme ze ve skuté-
nosti ram nezamych 60% voltl ve nésé ugednosiiuje tohoto kandidta.

a) Vypoctete stedri hodnotup a snérodatnou odchylkw nahodré veliCiny
X.

b) UrCete prav@podobnosP (X < 10).

c) UrCete prav@podobnosP (X > 12).

d) UrCete prav@podobnosP (X = 11).

e) Nakreslete pravpodobnostnfunkci nahodre veliCiny X a ozn#&te v rém
hodnotyu, i — 20 au + 20.

Priklad 6.5. Nahodra velicina X ma prava@podobnostrfunkci

2%e=2/xl, =0,1,...
p(x) = { o @
0, jinak.

a) Je X diskrétni nebo spojid rahodra velicina?

b) Jak se nagva toto rozeleri?

c) Nakreslete pravgpodobnostrfunkci.

d) UrcCete stedri hodnotu a srérodatnou odchylkuahodre veliciny X.

Priklad 6.6. Nahodra veliCina X ma Poissonovo rozderi s parametrem 2.

a) Nakreslete pravepodobnostrfunkci proxz = 0,1,...,9.

b) UrCete stedri hodnotuy a smérodatnou odchylkw nahodré veliCiny X
a zakreslete intervali — o, i + o] do grafu.

c) Jalé je pravépodobnostze X lezi v intervalu|u — o, u + o]?

Priklad 6.7. Nahodra velicina X ma Poissonovo rozler se stedri hodnotou
1,5. Vypctéte pravépodobnost aP (X < 2), b) P (X > 2), ¢) P (X = 2), d)
P(X =0),e)P(X >0),f) P(X > 5).

29



Priklad 6.8. Nahodra veli€ina X ma binomiclke rozéleri s parametryn = 20
ap = 0,7. a) Vypcatéte P (X = 14). b) Vypcttete P (X < 10). c) Vypoctéte
P (X > 10).d) VypotteteP (8 < X < 17). e) VypdteteP (8 < X < 17).f) Vy-
poctéte stedri hodnotuy, rozptylo? a snérodatnou odchylka nahodre veliciny
X. g) Jak je pravépodobnostze X padne do intervally — 20, i + 20]?

Priklad 6.9. Nahodra veli€ina X ma rovnonérré rozelen s parametry; = 20,
b = 45.

a) UrCete hustoty (z).

b) Vypoctéte stedri hodnotuu a smérodatnou odchylka nahodré veliCiny
X.

c) Nakreslete graf hustoty(x), vyzna&te hodnoty: spolu s intervalenfu —
20, u+20]. VSimrete si,ze rahodr@ velicina X leZi v intervalu|y — 20, i+
20] s pravé@podobnostl.

Vypottéte: d) P (20 < X <35), e) P (20 < X < 35),
f) P(X >35), g) P (X <20),
h)y P(X <25), ) P (10 < X < 40),
) P(X>36), ) P(X >355),
) P(20,2< X <355), m) P(X <20,5)

Priklad 6.10. Nahodra velicina X ma rovnon@rreé rozclen s parametry; = 2,
b =4.

a) UrCete hustoty (z).

b) Vypoctéte stedri hodnotup a smérodatnou odchylka nahodré veliiny

X.
Vypottete: ¢) P(u—o <X <pu+o), d) P(X >278),
e) P(2,4<X<3,7), fy) P(X<2).

Priklad 6.11. Nahodra velicina X ma nornalni rozceleri s parametry: = 45,

o = 10. Urcete:
a) P(X <50), b) P(X <35,6), c) P(40,7 < X <65,8),

d) P(22,9<X<33,2), e P(X>253), f) P(X<253).

Priklad 6.12. Nahodra velicina X ma nornalni rozceleri s parametry: = 30,
o = 8. UrCete konstantu tak, aby

a) P(X >mz)=0,5 b) P(X <uz)=0,025,
c) P(X>uz9)=0,1, d) P(X >z =0,95,
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e) 10% hodnotX bylo mer$ich n& z,
f) 80% hodnotX bylo mersich n& z,
g) 1% hodnotX bylo vétSich n& .

Priklad 6.13. Nahodra velicina X ma nornalni rozdeleni se stedri hodnotou
100 a snérodatnou odchylkou 8. Niatnéte graf hustoty ahodré veliCiny X. Do
grafu zakreslete hodnojua intervaly + 20. UrCete pravépodobnost

a) Pu—20<X<pu+20), b) P(X>pu+20),

c) P(X <92), d) P(92 <X <116),

e) P(92<X <96), f) P(76 <X <124).

Priklad 6.14. Nahodra veli€ina X ma nornalni rozckleri se snérodatnou od-

chylkou 25. Mme, Ze pravé@podobnostZze X bude etSi nez 150 je 0,9. Utete
stfedri hodnotuu nahodre veliCiny X.

Priklad 6.15. Vypoctéte stedri hodnotu a rozptyl ahodre veliCiny, ktea ma
rozcéleri

a) alternativihA(6), b) binomiclé Bi(n,0),
c) Poissonovo Ro), d) geometrick G(0),
e) zaporré binomicle Zb(n,0), f) rovnomerré R(a, ),
g) exponendlni Ex()), h) normalni N(u, o?),
i) Pearsonovo?(v), j) Studentovo(v),

k) Fisher-Snedecorovo(F, vs).

Priklad 6.16. Méstsk rada se skida zeCtyr liberalll a étyf konzervativdl. Tri
¢lenowe rady jsou Ahodré vybrani do komise. NechfX udava paiet vybrarych
liberalll. Urete pravépodobnostinfunkci nahodré veliGiny X a spd&téte sfedri
hodnotu.

Priklad 6.17. Nahodr@ bez opakoari zvolime fi ¢isla z1,2,...,9. Necht X
udava nej\etsi z techto fi Cisel. Utete stedri hodnotuE(.X).

Priklad 6.18. Pfedpokhdejme ze v ukité populaci na rahodra veli€ina X uda-
vajici pocet teleforli v jedré don@cnosti pravépodobnostnfunkci p zadanou
nasleduici tabulkou.

x 1 2 3 4 5
p || 0,35]| 0,45| 0,15| 0,04| 0,01

UrCete stedri hodnotu a srérodatnou odchylkuahodre veliCiny X .
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Priklad 6.19. Necht X aY maji simultanri rozcéleri s prav@podobnosfifunkdi
zavedenou v &sleduici tabulce.

yl 17273

0| 0 |1/2]|1/2
0 13| 0 | 1/3
/6| 0 | O | 1/6

1/6 | 1/3|1/2| 1

W N P8

UrCete kovariancC(X,Y') a korel&ni koeficientp. Rozhodmte, zdaX aY jsou
nezviske rahodre veli€iny.

Priklad 6.20. Hodnoty pravépodobnostrfunkce rahodrych velicin X aY jsou
zapsany v rasleduici tabulce.

x o112 )| 3] 4
px(r) | 06/03[01| 0 | O
py(z) | 0,1/0,3/0,3|01]|0,2

VypoctéteEX, EY, DX aDY

Priklad 6.21. Necht E(X?) = 65 aE(X) = 7. UrCete snérodatnou odchylku
nahodre veliCiny X.
Priklad 6.22. NechtE(X) = 3aE[X (X — 1)] = 6. UrCete rozptylD(X).

Priklad 6.23. Jedenkat hodme osmi kostkami. Vypttéte stedri hodnotu a sré-
rodatnou odchylku sdiu ok padych na sech osmi kostkch.

Priklad 6.24. Osoba na ¢tyfi podobre klice, z niclz pouze jedim miiZze otevit
dvee s\e kancedife. Nahodré, bez opakaari zkousi tyto klice. Nechtnahodra
veli¢ina X udava paiet kiicli, ktelé osoba musela vyzkéat, n¢ odemkla svou
kance#r (vCetre klice, ktefym kanceé odemkla).

a) UrCete prav@podobnostnfunkci nahodre veliCiny X.

b) Vypoctéte stedri hodnou a sr@rodatnou odchylkix.

c) Stanovte pravéipodobnostifunkci X za ffedpokladuze osoba vylsa klice
nahodre, s opako&nim.

Priklad 6.25. V osud jsou 3 hlé a 6Cerrych koul. Naraz rahodré vybereme
ctyfi koule. NechtX udava pacet takto vytaenych bilych koul. Vypoctéte stedri
hodnou a rozptyl ahodre veliciny X .
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Priklad 6.26. Necht X aY maiji simultanri rozcéleri definova® rasleduici ta-
bulkou hodnot pravéipodobnostifunkce.

.Y 0| 1] 2
1 0,2/0,1/0,3
2 0 02|02

Vypottéte kovariancC (X, Y') arozptylD(X + Y'). Rozhodite, zdaX aY jsou
nezaviske.
Pfiklad 6.27. NechtD(X) = D(Y) = C(X,Y) = 1. Vypottete

a) DB3-X), b)) CX, X),

c) D2X +4), d) CX,X+Y),

e) DIX-VY), f) DUX+Y —7),

Priklad 6.28. Necht X aY jsou neaviske nahodr veliiny sox = oy = 1.
Vypoctéte

a) D2X+Y), b) CX+Y X-Y),

C) PX,Y d) PUV kdeU:2X—|—Y,V:X—Y

Priklad 6.29. Nechtnahodré veli€iny X aY maiji simultanri pravcépodobnostn
funkci

a) p(z,y) =3, (v,y) € {(0,0),(1,1),(2,2)}, jinak jep(z,y) = 0.
b) p(z,y) = %v (z,y) € {(0,2),(1,1),(2,0)}, jinak jep(x, y) = 0.
c) p(z,y) = %v (z,y) € {(0,0),(1,1),(2,0)}, jinak jep(x, y) = 0.

Vypoctéte korel@&ni koeficientX a Y. Dale owfte, zdaX aY jsou neaviske
nahodré veliCiny.

Priklad 6.30. Simultanni pravdepodobnostrfunkce rahodrych velicin X aY je
zacdhna rasleduici tabulkou.

(z,y) | 11| (12)] (1,3)](21)](22))(23)
p(z,y) || 2/15 | 4/15| 3/15| 1/15 | 1/15 | 4/15

Jinak je funkcep(z, y) = 0. Nalezréte korel&ni koeficientp. Ovéfte, zdaX aY
jsou neavisk.
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Priklad 6.31. Necht korelani koeficientp nahodrych veli¢in X aY existuje.
Ukazte,ze —1 < p < 1. [Vezméte vlvahu diskriminant negporré kvadraticle
funkceg(v) = E{[(X — 1) + v(Y — uz)]?}, kde réalné €islo v neri funkd X
aniY.]

Priklad 6.32. Necht X, X, a X jsou neavisk rahodre veli€iny, pro kteé plat
EX, =1, EX, = 2,EX = 3,DX, = 4,DX, = 5, DX = 6. PolameY =
X; + X, Z = Xy — X. Vypoctéte korel&ni koeficientpy z, parcalni korelani
koeficientpy z x a koeficient mnohoasobie korelacex (v, z).

Pfiklad 6.33. Necht pro rahodre veli€iny Y a Z plat P(Y = 0,Z = 0)
0,,P(Y =0,Z=1)=0,2,P(Y =1,Z=0)=0,3;PY =1,Z = 1)
0,4. Vypoctete korelé@ni koeficientpy. .

Priklad 6.34. Nechtnahodre veli¢iny X aY maji sdrizenou hustotu

L, (z,y) €(0,3) x (5, 1)U(5,1) x(0,3),
fla,y) =132, (z,y) € (3,1)x (3
0, jinak.

VypocCtete korel@&ni koeficientpx y. (Dopliujici Gloha: takto zadanou hustotu
nacrtnéte a owfte, zda skuténé ma vlastnosti, kte¥ ma hustota rit. Ovéfte tyto
vlastnosti i u spéterych margiralnich hustot.)

Priklad 6.35. Necht X, X, a X3 jsou rahodr veli¢iny s kon€nymi druhymi
momenty a s kladymi rozptyly. Ozn&mep,; korelani koeficient meziX; a X,
(1,j=1,2,3). Dokéte, ze plat

pr2p1z — [(1 — P%2)(1 - P%s)]l/Q < pa3 < prap1s +[(1 — P%2)(1 - P%s)]lﬂ-
Priklad 6.36. Nechtnahodre veli¢iny X aY maji sdrizenou hustotu

w? = ..
f(@y) {O, jinak.

Vypoctéte margialni hustoty vel€in X a Y, dale vyp&téte EX, EY, DX, DY
apxy-
Priklad 6.37. Dokazte, ze pro koeficient mnoh@sob korelace plat

o det(var(Y, Xy,...,X,)")
Prx = det(var(Xy,...,X,)) ’

za gedpokladu,ze variattni maticevar(Y, X1,...,X,,)" je regubrri, pficent
X =(X1,..., X
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Priklad 6.38. Necht X aY jsou rahodré vektory o rozrérechm x 1 an x 1, a
ab jsou realné vektory o rozrérechm x 1 an x 1. Dokazte, ze pro kovariadni
matici plat

cov(X —a,Y —b) =cov(X,Y).

Priklad 6.39. Dokazte, zecov(X,Y) = E(XY') — (EX)(EY).

Pfiklad 6.40. Necht X = (X, X,,...,X,) je nahodry vektor a uvaujme
nahodre veliciny Y, = X1,Y; = X, — X;_1,7 = 2,3,...,n. Najdéte variagni
matici var(X) = var(Xy, X, ..., X,,) za fedpokladuze réahodre vel€iny Y;
jsou navajem neavisk a kada z nich na stejry rozptyl o2.

Pfiklad 6.41. Necht X = (X, X,,...,X,)" je nahodry vektor a uvaujme
nahodre vel€iny Y1 = X1,Y; = X; — X;_1,4 = 2,3,...,n. Najdéte variagni
matici var(Y') = var(Yy,Ys,...,Y,) za gedpokladu,ze rahodre veliCiny X;
jsou navajem neavisle a kada z nich né stejiy rozptyl o2.

Priklad 6.42. Necht X, X, ..., X,, jsou rahodr veli¢iny, ktele maj stejny roz-
ptyl 0. Poleme 7, = X, aZ;.1 = pZ; +aproi = 1,2,...,n— 1, kdea ap
jsou réalna Cisla. Najcéte variagni maticivar(Z) = var(Zy, Zs, ..., Zy,)'.

Priklad 6.43. Necht A je symetrick matice aX je nahodry vektor. Dokate,ze
E(X'AX) = tr[AE(X X')], kdetr(A) zn&i stopu maticeA.

Priklad 6.44. Necht X, X5, ..., X, jsou neaviske stejre rozdélen’:; nahodre

veliCiny se stejfimi stfedrimi hodnotamiu a rozptylyo?, o3, ..., o2, X je jejich
primér. SpdtéteD(X).

Priklad 6.45. Necht X, X5, ..., X, jsou neavisk stej rozelere mhodre
veliCiny se stejgimi sfedrimi hodnotamiy a rozptyly o7, 3, . .., 7. Dokate,
zey " (X;— X)?/[n(n —1)] je nestranpm odhadenD(X).

Priklad 6.46. Necht nahodré veliciny X, X5, ..., X,, maji stejré sfedri hod-
noty 1., stejré rozptylyo* a korelace libovolaho garu €chto fiznych rdhodrych
velitin je rovna konstagtp. NajdéteD(X) a ukate odtudze =L < p < 1.

Priklad 6.47. Necht X, X1, Xs, ..., X,, jsou neavisk stej® rozé&lere mhodre
veli¢iny s rozeéélerim N (i, o%). Pol&zme

1 —
S? = — » (X —X)%
=1

Dokazte,ze S? je nestranjim odhadenw?.
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Priklad 6.48. Necht X, X, X5, ..., X,, jsou neavisk stejié rozc&leré rahodré
veli¢iny s rozeéélerim N (i, 0%). Pol&zme

1 n—1

Q = m iZI(Xi—l - Xl)Q

a) Dokazte,zevar(S?) = 20%

n—1"

b) Dokatte,ze () je nestranft odhad parametra?.

Priklad 6.49. Necht nahodré veliGiny X aY maiji stejry rozptyl. Dokéte, ze
C(X +Y,X —Y) = 0. Najcete protigiklad, ktefym ukdzete,ze z nulovostiéto
kovariance neplyne néxislost &chto rahodrych veli€in.

Priklad 6.50. Nechtkazda z rahodrych velicin X aY nabyva pouze hodnot 0
al fgicenz P(X =14,Y =j) =p;;,i=0,1, 5 =0, 1. Dokazte, ze tyto veltiny
jsou neaviske praveé tehdy, kdy C(X,Y) = 0.

Pfiklad 6.51. Necht nahodra veli€¢ina X ma symetrickou hustotuf(—z) =
f(z)) anulo stedri hodnoty. Pedpokbdejme naic, Ze existuij jeji 3. momenty.
Dokazte,ze C(X, X?) = 0.

Priklad 6.52. Nechthustota @hodrych velicin X, Y aZ ma tvar
fly,2) =1 +ayz), —1<wzyz<1
Dokazte, ze tyto veltiny jsou po dvou neaviske, ale nejsou \@emré neaviske.

Priklad 6.53. Necht nahodré veliciny X, X5, ..., X,, maji stejré sfedri hod-
noty 1 a jsou stochasticky néxziske. Polgme

Ql = Z(XZ - 7)27
=1
Q= (X1 — Xo)? + (Xo — X3)* 4 -+ + (X1 — X0)? + (X, — X1)%
Dokazte, ze
3Q1 — Q2

E [m] = var(X).
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Priklad 6.54. Necht X je nahodry vektor o rozngérech3 x 1,

var(X) =

W N Ot
S W N
N O W

a) PolzmeZ = X; — 2X, + X3. NajdéteD(Z2)
b) Najdete variagni maticivar(Y') = var(Y3, Y2), kdyzY; = X;+ X, aY, =
X1+ X+ Xs.
Priklad 6.55. Necht X, X5, ..., X,, jsou neaviske mahodre veliiny se stejfim
rozcelerim N(0,0%) a A aB jsou symetrick realné matice o rozrérechn x n,
X = (Xy, Xo, ..., X,,) je nahodry vektor. Dokate,zecov(X'AX, X'BX) =
20'tr(AB).
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Kapitola 7

Nahodne vektory

Priklad 7.1. Nahodry vektor (X, Y')’ marovnonérré rozcéleri na kruznici o rov-
nici 22 + y? = 1.
a) Nalezréte margialni hustoty rahodré veliciny X a rahodré veliciny Y.
b) VypocteteEX, EY, DX, DY.
c) Rozhodrte, zda jsolX aY nezaviske.
Priklad 7.2. Nahodry vektor (X, Y’)" ma rovnongrré rozeleri na oblasti:
$2 2
L+ =1
a) Nalezréte margialni hustotu @hodre veliciny X .
b) Nalezréte margialni hustotu mhodré veliciny Y.
c) VypocteteEX, EY.
d) VypocteteC(X,Y'). Pfes\edtte seze rahodre veliCiny X aY jsou neko-
relovare, ale avisk.

Priklad 7.3. Nahodry vektor (X, Y, Z) ma hustotuf(z, y, z) rovnou konstaré
¢, kdyz 22 + y? + 22 < 1. Jinak je hustotaX, Y, Z)' rovna 0.

a) Stanovte konstantt
b) Nalezréte margi@lni hustoty rahodrych velicin X, Y, Z.
c) Nalezréte margialni hustoty vektod (X,Y) a(X, Z)'.
d) VypotteteEX,EY,EZ DX,DY,DZ, C(X,Y) avar(X,Y, Z).
Priklad 7.4. Hustota @hodreho vektoru X, Y)’ je tvaru
Frny) = {g(’l +azx)(l+ ay) —ale Y9, ;cmzk(),,y >0,

kde0 < a < 1. UrCete
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a) margirélni hustoty rahodrych velicin X, Y.
b) distribueni funkci (X,Y)'.
c) stfedri hodnotyE X, EY, rozptyly DX, DY a kovarianciC(X,Y").
Priklad 7.5. Hustota @hodreho vektoru X, Y')’ je tvaru
242%y(1—2), 0<ax<1,0<y<]l,
flz,y) = (1-2) )
0, jinak.

a) Nalezréte margi@lni hustotu @hodre veliCiny X .
b) Nalezréte margi@alni hustotu mhodré veliciny Y.
c) Dokazte,ze jsouX aY nezvisk.

Pfiklad 7.6. Necht fx(z) a fy(y) jsou hustoty,Fx(z) a Fy(y) pfislusré dis-
tribuni funkce,|a| < 1. Dokazte,Zze

a) f(z,y) = fx(@)fy(y) {1 +a2Fx(x) — 1][2Fy (y) — 1]} je hustota a-
hodre vektoru(X,Y").

b) hustota @hodre veliCiny X, resp.Y” je rovnafx(z), resp.fy (x)

Priklad 7.7. Necht X aY jsou neavisle nahodré veli¢iny s nornéalnim rozcle-
nim N(0,1). VypdtéteP (X2 + Y2 < r?).

Priklad 7.8. Hustota @hodrého vektoru X, Y')’ je rovna

24xy(1 —2?), 0<x<1,0<y<1,
fla,y) = ( ) )
0, jinak.

Dokazte,ze jsouX aY nezviske.

Priklad 7.9. Hustota mhodreho vektoru X, Y')’ je rovna

—z(1+y)

e , x>0,y >0,
x? = .o

f@:9) {0, jinak.

Najdéte margialni hustoty rahodrych velicin X aY'.
Priklad 7.10. Hustota @hodreho vektoru X, Y')" je rovna

S ) L S WP
z,y) = NENCYR Y
f(z.y) {O, jinak.

Najdéte margialni hustoty rahodrych velicin X aY'.
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Priklad 7.11. Nahodre veliciny X; a X, jsou neavisk aX; ~ Ro(0,1),i = 1, 2.
Stanovte distribéni funkci ndhodré veliCiny

X4

Y = ———.
X1+ Xy

Pfiklad 7.12. Necht X; a X, jsou neavisk nahodre veliciny a X; ~ N(0, 02),
i = 1,2. Vypoctéte hustotu ahodre veli€iny Y = max(| X[, | X2|).

Priklad 7.13. Necht X, a X, jsou neaviske rahodré veli€iny aX; ~ Ro(—1, 3),
i = 1, 2. Najdéte hustotu ahodre veliciny Y = X; + X.

Priklad 7.14. Necht X aY jsou neavisle mahodr veli¢iny s hustotami
1
N Bt lz| < 1, o, x <0
xr) = xr) =
fx(@) {0, lz| > 1, Jr(z) ze ™2 1> 0.
Dokazte,ze rahodra velicina XY ma nornalni rozcélenr.

Pfiklad 7.15. Necht X; a X, jsou neavislke nahodré veliCiny a X; ~ N(0,0?),
i = 1,2. Dokatte,ze rahodra veli€inaY = X; /X, ma Cauchovo rozéleni.

Priklad 7.16. Nahodre veli€iny X; a X, jsou neavisk a stej@ rozdlere s hus-
totou f1(x) = fo(w) = 1754 UrCete

a) konstantur.

b) hustotu @hodre veliciny Y = X;/X..

Pfiklad 7.17. Necht X; a X, jsou neaviske nahodré veliciny a X; ~ Ex()\;),
i =1,2, A\ # X\o. Dokazte, Ze hustota ahodre veli€iny Y = X; + X; je rovna

f = PR >0
i 0, y <0.

Nalezréte hustotld” pro gfipad\; = \,.

Priklad 7.18. Nechtnahodry vektor (X, X,) ma hustotuf x, x,)(z,y). Vypottéte
hustotu sodinu X; X, a hustotu potu X/ X,.

Priklad 7.19. Hustota @hodreho vektoru X, X,) je rovna

T1+ 22, 0<2<1,0< 2, <1,
0, jinak.

f(xlaxQ) = {

Vypoctéte hustotu ahodre veliciny Y = X; + Xo.
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Priklad 7.20. Necht (X1, X3) ~ Ny(0,0,0%, 03, p), 0% # 03,Y; = Xjcosa +
Xosina, Yo = — X sina + X, cos «, kdea je dara redlna konstanta.

a) Nalezréte hustotuY;, Y3).

b) Dokazte,ze kdy? tan? o = 279  jsou rahodre vel€iny Y; aY; neAviske.

2 2
017093

Pfiklad 7.21. Necht (X, X3) ~ Ny(0,0,0%, 03, p). Odvodte hustotu Ahodré
veliciny Y = X,/ Xs.

PFiklad 7.22. Nechtnahodry vektor (X, Y') ma dvouroznérré nornélni rozcélerd,
plicent EX = EY =0, EX? = EY? =1 aEXY = p. Dokazte, ze

1 —

=

E(max{X,Y}) =
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Kapitola 8

Margin alni a podminéna rozdélen

Pfiklad 8.1. Nechtnahodr veli€iny X, X, maji simultanr hustotuf (z1, z2) =
1+ 19,0 <17 < 1,0 < 29 < 1, 0jinak. Naleziéte podnménou stedri hodnotu
a podmnény rozptyl X, za podninky X; = 21,0 < z; < 1.

Priklad 8.2. Necht f(z1|z2) = c1z1/22,0 < 11 < 12,0 < w5 < 1 @ f(x1]x0) =
0 jinak, resp.fy(z2) = 3,0 < 1y < 1 a f(xz) = 0 jinak, zn&i podninénou
hustotuX; za podninky X, = x4, resp. margialni hustotuX,. Stanovte

a) konstantyc; acs,

b) simultanni hustotuX; a X5,

) P(l<X <l|X,=13),

d) P(3<Xi<3).
Priklad 8.3. Necht f(z1, 7o) = 212323,0 < 71 < 13 < 1 a f(x1,12) = 0 jinak,

je simuléanr hustotaX; a X,. Vypoctéte podriménou stedri hodnotu a rozptyl
X7 za podninky X; = 25,0 < x5 < 1.

Priklad 8.4. Necht X, a X, jsou diskétni nahodre veliciny se simulanri prav-
dépodobnostrfunkd

p(x1, ) = (1 + 229) /18, (21, 22) € {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}.

Nalezréte podnménou stedri hodnotu a podimmény rozptyl X, za podninky
X1 =T1,T1 € {1,2}

Priklad 8.5. Z balicku bridzowch karet je @hodré bez vracenvytazeno 5 ka-
ret. Necht X, X, a X5 ozn&uji pocet &, resp. péet Q, resp. pdet > v takto
vytazernych 5 karéch.

a) UrCete simulann pravdépodobnostrfunkci X;, X, a X;.
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b) Nalezréte margialni pravcépodobnostnfunkce X, X, a X3.
c¢) Jala je simulainri podninéré rozélen X, a X5 za podninky X; = 3?

Priklad 8.6. Simultanni pravdepodobnostnfunkce rahodrych velicin X; a X,
je zadhna rasleduici tabulkou.

(z,y) | (0,0)](0,1)] (1,0)](11)] (20 (21)
fz,y) | 1/18 | 3/18| 4/18 | 3/18 | 6/18 | 1/18

Jinak je funkcef(x,y) = 0. Nalezréte margialni pravcepodobnostnfunkce
a oke podmnéreé stedri hodnoty.

Pfiklad 8.7. Necht f(x), resp.F(x), zna&i hustotu, resp. distrikini funkci, na-
hodreé veliciny X. Podmnéna hustotaX za podninky X > z(, kde z, je dare
realné Cislo, je definovaa jako f(z| X > x¢) = f(z)/[1 — F(x0)],z0 < z a0
jinak. Tato podrméra hustota jeasto @ivana pro popis€asu doumrti, pokud
vime, ze jedinec pezil az doCasuz,.

a) Ukazte,ze f(z| X > xo) je hustota.

b) Nechtf(z) =e™*,0 < z < o0) af(z) = 0jinak. Vypottéte pravépodob-
nostP (X > 2| X > 1).

Priklad 8.8. Necht f(z,y) =2, 0 <z < y,0 <y < 1a f(z,y) = 0 jinak, je
simultanri hustota @hodrych velicin X aY'.

a) Vypoctéte podnménreé stedri hodnoty rahodrych veli€in X aY

b) Ukazte,ze korel&ni koeficientX aY jep =1/2.

c) Vypoctéte rozptyl podriméreho rozéleri Y za podninky X = x a rozptyl
podninérého rozélern X za podninky Y = y.

Priklad 8.9. Predpokbhdejme ze osoba odd®d do prace ano mezi 8:00 a 8:30
a do se kancelfe se z domu dopraza 40 & 50 minut. Oznéme X dobu od-
chodu aY" dobu cesty. Redpokbdejme,ze jsou tyto @hodre veliCiny neAvisle
a maj rovnonmerré rozéleri. UrCete pravépodobnostze osoba fijde do kan-
celdfe pred 9:00.
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Kapitola 9

Charakteristick a funkce

Priklad 9.1. Nechtnahodra velicina X nalyva hodnot 1 a -1, kedé s pravépo-
dobnost 1/2. Urtete charakteristickou funkey .

Priklad 9.2. Dokazte,ze funkcey) (t) = cos? t je charakteristickou funka urtete
prisludré rozcleri pravdépodobnosti.

Priklad 9.3. Nechtnahodra velicina X nabyva hodnot -1, 0, 1, kadou s pravé-
podobnost1/3. Urtete charakteristickou funkdyi .

Priklad 9.4. Vypoctéte charakteristickou funkci rogtéri Ro(0, 1), Ro(a, ),
N(0,1), N(u, 0%), Ex(A), x*(v), A(0), Bi(n,0), Po()).

Priklad 9.5. Necht X, ..., X,, jsou neaviske nahodré veli€iny, pficent kazda
z nich nalyva hodnot 1 a -1 s praggpodobnostmi 1/2. Vypiete charakteristic-
kou funkci rahodre veliciny S, = X; + ... + X,,.

Priklad 9.6. Dokazte,Ze pro kadé prirozeren je 1)(t) = cos™ t charakteristickou
funkdi.

Priklad 9.7. Necht X, a X, jsou neavisle stej@ roz&leré nahodré veliciny
s charakteristickou funke)(¢). UrCete charakteristickou funkcahodre veliCiny
X7 — Xo.

Priklad 9.8. Dokazte, Ze je-li ¢(t) charakteristick funkce, pakv(t)|? je také
charakteristickou funkc

Priklad 9.9. Dokazte,Zze pokud je charakteristiékfunkcey(¢) nahodré veli€iny
X absolutm integrovatela, tj.

/ B (@)t < oo,

—00
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~

pak rahodra velicina X ma hustotuf (z), pficent

fo =5 | e,

:% N

Priklad 9.10. Uvedte piklad zavislych mahodrych veliéin X aY’, pro ktegé je
charakteristick funkce sottu X + Y shodra se sotinem charakteristigkch
funkdi veli¢in X aY'.
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Kapitola 10

Z akon velkych Cisel

Priklad 10.1. Nahodra veli€ina X ma stedri hodnotuk(X) = 1 a snérodatnou
odchylkuo = 0, 2. Pomog Cebysevovy nerovnosti odhaéte pravépodobnost,
2e0,5 < X < 1,5.

Priklad 10.2. (Pravidlo,tfi ¢”) Odhadréte pravépodobnost tohaze odchylka
libovolné nahodré veliciny od jej stfedri hodnoty nebudeéfSi nez tfi smérodati@
odchylky ©to veltiny.

Priklad 10.3. Smeérodati odchylka chyby é&en kurzu letadla jer = 2°. Pred-
pokladejmeze stedri hodnota chyby r&eni je rovna nule. Odhadiie pravépo-
dobnost tohoze chyba i danem nméfen kurzu letadla bude@éfSi nez 56°.

Priklad 10.4. Pomoé Cebysevovy nerovnosti tdete pravépodobnostze re-
lativni Cetnost padniitiice @i stech hodech miricse I8 od pravépodobnosti
padnut lice nejWsSe o 0,1. Ysledek porovnejte s praggodobnostziskanou
vyuzitim Moivre-Laplaceovy &ty.

Priklad 10.5. Pravdépodobnost jevul v kazdem pokuse z. nezaviskch pokusi
jep=1/3.

a) Pomo¢ éeby“sevovy nerovnosti odhaéte pravépodobnostze odchylka
relativri Cetnosti jevuAd od jeho pravépodobnosti je viipack, Ze bylo pro-
vedenon = 9000 pokusl, v absoluthhodno@ nejyse 0,01. Zskary odhad
porovnejte s ysledkem vypoternym pomoé Moivre-Laplaceovy ety.

b) Restellohu a) pron = 75000 pokus.

c) Pomoé Cebysevovy nerovnosti stanovte nejnepocet pokusd, pri kterém
bude s pravélpodobnostalespa 0,99 odchylka relativirtetnosti jevuAd od
jeho pravépodobnostp nejwse 0,01.

d) Ulohu c)feste pomotMoivre-Laplaceovy wty.
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e) Pomod Cebysevovy nerovnosti stanovte maxaini absoluti hodnotu od-
chylky relativri Cetnosti jevuA od jeho prav@podobnosti, kterou je nioé
oCekavat s pravédpodobnostalespa 0,99, kdy bylo provedeno 12100 po-
kusll.

f) Ulohu e)feste pomotMoivre-Laplaceovy eéty.

Priklad 10.6. Rozptyl k&dé z 2500 neavislych rahodrych velicin je nejwse 5.
Odhadriéte pravépodobnostze odchylka aritmetickho pfiméru €chto rahod-
nych veli¢in od aritmeticleho pfiméru jejich stedrich hodnot nebudeéssi nez
0,4.

Priklad 10.7. Technicka kontrola pro@fuje soubor fistroji. S pravépodobnost
0,01 nmiize it kazdy pristroj vaduA a neavisle na tom s pravihodobno$t0,02
mUze nit vadu B. V jaky meZch bude prakticky jis stanoven poet vadiych
vyrobkil v souboru o tiki kusech, pokud za dosté&teou pravépodobnost bereme
0,997?

Priklad 10.8. Dokazte rasleduici zobectéri Cebysevovy nerovnosti.

a) Diskrétri nahodra velicina X nabyva neaporrych hodnot. Potom pro libo-
volna kladra Cislaa a« plafi nerovnost

E(X*
P(X >a)< (X%) pokud E(X“) existuje.

a*
b) RoZifte pfedchoz zobecm®n na libovolré spojie neaporré rahodre veli-
ciny.
Priklad 10.9. Dokazte, ze pokud jef (x) nezporra funkce navajici pfi x > a
hodnot alespdb > 0 a pokud existujéi(f (X)), pak
E(f(X))
P
Priklad 10.10. Dokazte,ze pokud existuj& (e*¥), kdea je konstanta, pak
E(eaX)
eac
Priklad 10.11. Dokazte, Ze pro libovolnou ahodnou veliinu X pfi libovolném
a > 0 plafi nasleduici odhady shora i zdola p® (| X| > a).
a) P(|X| > a) < 2L, pokud f(x) je neporra a proa > 0 neklesdc]
funkce.
b) P(|X]|>a) > w pokud f(x) je sudx neaporra a pro kladé x
neklesaici ohraniera funkce,f(z) < k.

c) P(X|>a)> W pokud je podrinka ohrantenosti funkcef ()

nahrazena podmkou ohrantenostiX, | X| < M.

P(X >a) <

P(X >¢) <
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Kapitola 11

Statistika

Priklad 11.1. Necht X, ..., X,, je nahodry vybér rozsahw z rozcéleri s hus-
totou f(z;0) = e /%, 0 << o0, 0 < # < oo, 0 jinak. Ukate, ze X je
nestrangim odhademi) a ma rozptylo? /n

Priklad 11.2. Necht X1, ..., X,, je nahodry vybér rozsahw z normélniho roz-
déleri N(0,6),0 < 6 < co. UkaZte,ze}"!" | 1 X? je nestranfim odhadent a ma
rozptyl 26% /n.

Priklad 11.3. NechtY; aY; jsou neavisk nestrana odhady). Predpokhdejme,
Ze rozptylY; je dvojrasobkem rozptyll;. Stanovte konstanty, a k. tak, aby
k1Y1 + koYs byl nestrangm odhadem s nejm&m maznym rozptylem.

Priklad 11.4. Necht X, ..., X,, je nahodry vybér rozsahu. z rozceleri s hus-
totou

a) f

)zl x=1,2,..., 0<0 < oo, 0jinak, gicent

I

I

(x;
f(0;
b) f(;
(x;
(x;
(x;

/0)e™*% 0 < x < o0, 0 <6< oo, 0jinak.

c) f
d) f
e) f

Nalezréte maxinalné vérohodiy odhadd parametrs.

’

S ,—00 < 0 < 0.

9

0) = 0%
0 1.
0) =021 0<x <1, 0<6 < oo, 0jinak.
0)=(1
0) =3
0 e~

)
)
)
)
) =
)

@=0) 9 < 2 < 00, —00 < < 00, 0jinak.

I

Priklad 11.5. Necht X1, ..., X,, je nahodry vybér z rozetleri s hustotou
f(2:601,0,) = (1/65)e” @0/ g < 4 < 00, —00 < 6 < 00,0 < by < 00,

f(x;61,605) = 0 jinak. Nalezréte maxinalné verohodé odhady parametid,, 0.
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Priklad 11.6. Paretovo rozéleri secasto iiva pro modelo@ri prijml a ma dis-
tribuéni funkci F'(z;6,,0,) = 1 — (01 /2)%,0, < x, 0 jinak, kde0 < 6, a0 < 6,.
Ozn&uje-li X1, ..., X, nahodry vybér z tohoto rozdlen, nalezréte maxinalné
vérohod@ odhady parameti,, 0.

Pfiklad 11.7. NechtY,, je statistika tako&,ze lim E(Y,,) = #a lim D(Y,) = 0.
Dokazte,zeY,, je konzistentnodhadd.

Priklad 11.8. Pro k&dé rozeleri z prikladu/11.4 nalezréte metodou momeint
odhad parametré a uk&te,Ze je konzistentn

Piiklad 11.9. Nechtpozorowari priméruX nahodreho Wbéru rozsahu 20 z roz-
déleri N(u, 80) je 81,2. Stanovte 95%timterval spolehlivosti prou.

Piiklad 11.10. Necht X je aritmetick/ primér rahodreho Whéru rozsahun
z rozceleri N(u,9). Nalezréten takowe, aby fiblizné platilo

P(X-1<p<X+1)=0,9.

Pfiklad 11.11. Z realizace ahodrého Whbéru rozsahu 17 z ro&teri N(u, o?)
bylo vypditenoz = 4,7 as? = 5, 76. Urcete 90%-ninterval spolehlivosti prou.

Priklad 11.12.Necht X}, ..., X, je nahodry vybér rozsahu 9 z rozderi N(u, o?).

a) Je-lioc znameé, nalezite ctlku 95%-nho intervalu spolehlivosti prp zalo-
zerého na ahodré veliting v/9(X — p)/o.

b) Je-lio nezrameé, vypctete stedri hodnotu élky 95%-riho intervalu spo-
lehlivosti proy zaldzereho na @hodré veli€ing v/8(X — 11)/S.

c) Porovnejte 0b tyto odpoedi. [RozepsteE(S) = (o/v/n)E(y/nS%/0?).]

Priklad 11.13. Necht X, ..., X,,, X, je nahodry vybér rozsahw + 1,n > 1,
z rozcBleri N(p, 02). NechtX = 15" X;a8% = 157" (X; — X)2 Urcete
konstantu tak, aby néla statistikee(X — X,,,,)/S Studentova rozcéleri. Pro
n = 8 uréetek tak, abyP (X — kS < Xy < X + kS) = 0,8. Pozorovag inter-
val (T — ks, T + ks) seCasto nagva 80%-n prediktni interval proX.

Priklad 11.14. NechtY ~ Bi(300, p). Je-liy = 75 pozorovainahodr veli¢iny
Y, stanovte fiblizny 90%-ni interval spolehlivosti prg.

Priklad 11.15. Uvazujme dva neavisle rahodré whbéry rozsahu 10, z ro&den
postup@ N(u1,0?) aN(us, 0?). Z jejich realizat bylo vypaitenoz = 4,8, s? =
8,64,y = 5,6, s3 = 7, 88. Stanovte 95%-rinterval spolehlivosti prou; — .
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Priklad 11.16. NechtY}, Y5 jsou neaviske nahodré veliciny aY ~ Bi(100, p,),
Y ~ Bi(100, py). Jejich pozoro&n jsouy; = 50 ay, = 40. Stanovte fiblizny
90%-n interval spolehlivosti prp; — p,.

Piiklad 11.17. Necht X aY jsou aritmeticle priméry dvou neavislych rahod-
nych whérli rozsahuwn z rozcéleri postup®@ N(uy, 0%) aN(uq, 02), pficent roz-
ptyl o2 je znamy. Nalezréten takowe, ze

P(X-Y—-0/5<pm—p<X-Y+0/5)=0,9.

Priklad 11.18.Necht8,6;7,9; 8,3;6,4;8,4;9,8;7,2;7,8; 7,5 je realizaabodré-
ho whbéru rozsahu 9 z ro&deri N(8, #%). Stanovte 90%-ninterval spolehlivosti
proo?.

Priklad 11.19. Necht X,..., X, je nahodry vybér rozsahun z nornmalniho
rozcBler N(u, 0?). Necht0 < a < b. Ukazte,Ze stedri hodnota élky nahodrého

intervalu . .
(% > (X =), % > (X - u)2>

i=1 =1

je (b—a)ne”.

Priklad 11.20. Z realizace ahodrého Whéru rozsahu 15 z ro&deri N(u, o?)

bylo vypoitenoz = 3,2 as? = 4, 24. Stanovte 90%-ninterval spolehlivosti pro
2

o-.

Priklad 11.21. Z realizace dvou néwiskych nahodrych whbeérl rozsahu, = 16,
resp.ny = 10, z rozcleri N(uy,0?), resp.N(us, 03), byly vypoSteny hodnoty
T =3,6as? =4,14,7 = 13,6 as2 = 7,26. Stanovte 90%-ninterval spolehli-
vosti proo3 /o, jsou-li parametryu; a i, nezrame.

Priklad 11.22. Rozeberte prokim stanoverintervalu spolehlivosti pro pabroz-
ptyll o2 /0% dvou nezamych rozptyli dvou neavislch nornélnich rozcler,
jsou-li parametry; a o zname.

Priklad 11.23. Necht S?, resp. Sz, zn&i vybérow rozptyl whbéru rozsahun,
resp.m, z dvou neavislych normélnich rozcleri N(u,,0?), resp.N(uz, o?).
VyuZijte toho,ze

(nSZ +mS32)/o* ~ x*(n+m —2),

pro nalezehintervalu spolehlivosti pro neamy rozptyl o2.

Priklad 11.24. Necht X, ..., X1y je nahodry vybér rozsahu 10 z norainiho
rozcleri N(0,0?). Nalezréte nejlefi kriticky obor rozsahuy = 0,05 pro tes-
tovan Hy: 02 = 1 proti H;: 02 = 2. Je tento obor i oborem pro testov Hy:
0% =1protiHy: 0> = 4? Proti H: 0% = 07 > 1?
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Priklad 11.25. Necht X, ..., X, je nahodry vybér rozsahu 10 z norainiho
rozcéleri N(6,,0,). Nalezréte nejledi test jednoduch hypoézy Hy: 6, = 0] =
0,60, = 0, = 1 proti jednoduchk alternatie H,: 6, = 0] = 1,0, = 0, = 4.

Priklad 11.26.Necht X, ..., X,, je nahodry vybér z rozaétleri N(6, 100). Ukazte,
zeC ={(x1,...,x,)| c <T= 13" 2} je nejle kriticky obor pro testori
Ho: 0 = 75 proti Hy: 6 = 78. Stanovten ac tak, aby giblizné platilo

P{(X1,...,X,) € C|Ho} =P {X > ¢|Hp} = 0,05,
P{(X1,...,X,) €C|H;} =P{X >¢|/H} =0,9.

Priklad 11.27. UvaZzujme rozeéleri N(6,4). Jednoduchou hypetu H: 6 = 0
zanitame a alternativu H ¢ > 0 nezanitame pawe tehdy, kdy pozorovaa hod-
nota Wbéroweho piiméruz vybéru rozsahu 25 jeatsi nebo rovna 3/5. Stanovte
silofunkci 3(0), 0 < 6, tohoto testu.

Priklad 11.28. Uvazujme d& neavish rozaler N (s, 400), N(u,225). Ne-
cht & = u; — pe. Nechtz ay znai pozorovag hodnoty ybérovych prtimér
dvou neavislych whérll, rozsahw: z téchto dvou rozéleri. Hypotezu Hy: = 0
zanitame a alternativu H 6 > 0 nezanitame pave tehdy, kdy z — 3 > ¢. Je-li
B(0) silofunkce tohoto testu, stanovtea c tak, aby giblizré platilo5(0) = 0,05
a3(10) = 0,9.

Priklad 11.29. Necht X1,..., Xy5 je nahodry vybér rozsahu 25 z norainiho
rozceleri N(6,100). Nalezréte stejnorérré nejsilréjsi kriticky obor rozsahu =
0,1 pro testoari Hy: 6 = 75 proti Hy: 6 > 75.

Pfiklad 11.30. Necht X, ..., X,, je nahodry vybér z rozeleri N(6,16). Na-
lezréte rozsah ybérun a stejnongérré nejsilrejsi test hypokzy H,: § = 25 proti
alternative H;: 0 < 25 se silofunkcis(6) takovou,ze iblizné plat 3(25) = 0, 1
aB(23) =0,9.

Priklad 11.31.Necht Xy, ..., X,,aYi,...,Y, jsou rahodre whéry z neaviskch
rozceleri N(6y,603), resp.N(6y,0,).
a) Ukazte, ze verohodnosthpomer pro testo@n Hy: 6, = 6y, 65 = 0, proti
v8em alternati@m je tvaru

m/2

{ {i(x —u)? + i(yi _ u)g} /(m N n)}(wm)/g,

i=1 =1

kdeu = (nT + my)/(n +m).
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b) Ukazte,Ze test porarem \erohodnosti pro testéwi Hy: 03 = 6,, bez pod-
minky prod, a s, proti H;: 03 # 6,, bez podrinky pro ¢, af,, mize byt
zalazen na ahodré veliCiné

S (X; = X)2/(n — 1)
F== :
(Y~ )2/ (m — 1)

ﬁ
Il
—

Priklad 11.32. V osud se nachz velky poCet Cernych a llych kuliCek, kteé

jsou hmatem neroditelné. Fedpokhdame,ze paetcerrych a blych kulicek je

stejry. Tuto hypoézu gijmeme, jestlte @i vytahnut 80 kulicek mezi nimi bude
30-40¢Cerrych kulicek. Jak je prav@podobnost chyby 1. druhu?

Priklad 11.33. K ové&en neutalni reakce vody bylo odebino 9 vzorki. Na Ph-
metru byly zjst€ny hodnoty 7,2 7,09 6,92 7,18 6,79 6,98 6,86 7,18 7,16 s&al
zjisnych hodnot nizeme vysetlit jednak nehomogenitou vody, Znbereme
vzorky (jinych 9 vzorKi by nejsps dalo jinych 9 hodnot) a taé neffesnosit pris-
troje. Zakladn soubor fiedstavuje 8echny mane vzorky vysefovareho vodiho
zdroje kombinovaé se semi ma@nymi nahodrymi chybami n&en.

Testujte hypatzu,ze stedri hodnota néferé veliCiny je rovna hodndtp, = 7
(reakce je skuiné neutalni a pfistroj nend systematickou chybu) proti obou-
stranré alternatie.

Priklad 11.34. U 12 pacient byl zji&n krevi tlak vzdy pred podhrim (Y) a dw
hodiny po podri (7) farmaka. Zdma ras, zdaéCivo skuté&né zpisobuije sizeri
krevriho tlaku. O veltiné X = Y — Z mlzeme pedpokbdat,Ze nma nornalni
rozceler N(u,o?). Ziskare wsledky pokusu jsou uvedenyald. Wijte hladinu
vyznamnostiy = 0, 05 a testujte hypd@zu H,: u < 0 proti alternativé Hy: p > 0.

Y || 125] 126 | 138 | 117 | 143 | 128 | 146| 133 | 127 | 135| 126| 131
Z || 120| 124 | 130| 118| 140| 128 | 140| 135| 126| 130| 126 | 127
X| 5 2 8 | -1 | 3 0 6 | -2 | 1 5 0 4
Priklad 11.35. Sestrojte 95% oboustrapinterval spolehlivosti pro rozptyl nor-

malné rozeleré rahodré veliciny na Aklace Gdaji z rahodieho Whéru 42, 48,
60, 43, 36, 50, 52, 38, 56, 45.

Priklad 11.36. Nahodry vektor X spojitych rahodrych veli€in X1, X5, X3 ma
simultinn hustotu pravépodobnosti

flz) = %$3($1+$2) O0<r <1,0<m <2, 0 <3 <3,
0 jinak.

UrCete kovariatini matici cov(X).

52



Priklad 11.37. Velkoobchod dostva balcky susenek, o jejich hmotnosti niize-
me fedpokbdat,Zze ma nornalni rozckleri s nez@mou stedri hodnotou a sié
rodatnou odchylkouw = 5[g|. Z velké dodavky, kte& ma byt kontrolovana, bylo
nahodré vybano 30 bdkkl, u nictz byla zjgna pomérra hmotnostX =
150, 4[g]. UrCete, v jakch meich Ize celavat stedri hmotnost batku, jestlze
pozadova®@ spolehlivost odhadu je 0,95.

Priklad 11.38. Hmotnost Wrobku ma normalni rozcéleri. Presrym méferim byl
kontrolovan idaj o hmotnosti na obaluywobku. \Wsledky (skuténa vaha minus
udara vaha v gramech):

a) -2,-4, -3, -6, -5;
b) -2, -4, -3, -6, -20.

Svedi vysledky o tomze uda@ hmotnost je zkreslena v neprésh odl@ératele
(v = 0,05)? Vyswetlete gipadry rozdl mezi wsledky obou variantipkladu.

Priklad 11.39. 11 stejré staych selat bylo ahodré roz&leno do dvou skupin.
Do prvn skupiny jich gipadlo 6 a tato selata byla krmena dietou A, ve @uh
skupirg jich bylo 5 a byla krmena dietou B. F&esti nédcich byly vypdteny
prameérré denm prirlistky v dkg. Byly izskany tyto vysledky: Dieta A: 62, 54, 55,
60, 53, 58; dieta B: 52, 56, 49, 50, 51. Jelta zjistit, zda jsou abdiety steje
efektivi.
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