3. Teorie produkce

Teorie produkce, jako dalsi z typickych oblasti, v niz matematické nastroje slouzi k formali-
zaci mikroekonomické teorie, analyzuje chovani typického vyrobniho ekonomického subjektu
(firmy), ktery usiluje o racionalni fungovani vyrobniho procesu v trznim prosttedi, kde ceny
vyrobnich faktort, popf. i vyrobki jsou specifikovany mimo vuli vyrobce, jsou tedy povazo-
vany za exogenni veliCiny. Soubor vyrobnich faktorti v ramci uvazované technologie (soubo-
ra vyrobnich postupt, zkuSenosti, informaci, know-how) vede k dosazeni urcité irovné vyro-
by (vystupu, outputu). Vyrobce usiluje o maximalizaci ziskové stranky vyroby tzn. maximali-
zuje rozdil mezi objemem trzeb z prodanych vyrobku na jedné strané€ a s vyrobou souviseji-
cimi vyrobnimi naklady tj. naklady na pofizeni vyrobnich faktord nezbytnych pro zajisténi
vyroby.

V prvé casti teoretické analyzy vyrobniho procesu ponechame stranou cenova hlediska a sou-
stfedime se toliko na “technologickou” stranku vyrobniho procesu. PopiSeme - pomoci néko-
lika pro tento ucel vhodnych matematickych funkci - elementarni vlastnosti, které charakteri-
zuji abstraktné chapany vyrobni vztah, jimz se transformuji vyrobni faktory v ramci dané
technologie do hodnoty celkové produkce. Tento vztah se nazyva produkcni funkci. Teprve
pozdéji k tomuto pfipojime analyzu cenové-nakladové stranky vyroby, abychom mohli blize
zkoumat zakonitosti, které v uvedeném prostredi plati mezi uvazovanymi ekonomickymi ka-
tegoriemi. Jak uvidime, urcita jejich cast predstavuje obdobu ekonomickych funkci, se ktery-
mi jsme se setkali v prostfedi analyzy spotfebitelské poptavky.

1.1 Produkéni mnoziny, produkéni funkce

V této Casti zavedeme zakladni pojmovy aparat umoziujici na zakladé mnozinovych kategorii
(tzv. produkcnich mnozin vstupu a produkcnich mnoZin vystupit) zavést pojem produkéni
funkce. Pojem vystihuje vyrobni vztahy v naturalnim pojeti, bez nutnosti zavedeni cenovych
vektorti (vyrobnich Cinitel, resp. vyrobku).

Produkéni funkce, kterou zde zavedeme, tedy nemusi byt vychozim fundamentalnim pojmem.
ptipad€ vicerozmérnych vektort vystupt (pfipad tzv. sdruzené produkce joint production) by
vSak bylo zapottebi uplatnit slozit&jsi analyticky aparat ( tzv. produkcni korespondence, ¢i
produkcni relace) ktery prekraCuje ramec aktualni potfeby vykladu. Nize uvedené pojmy po-
prvé dukladné vysetfoval pocatkem 50.let americky matematicky ekonom prof. Ronald
W.Shephard, ktery pfi teoretické analyze elementarnich vlastnosti produkénich vztahti dospél
k moznosti axiomaticky popsat strukturu vlastnosti produkénich mnozin.

Definice 1
Uvazujeme-li konkrétni hodnotu velikosti produkce y° >0, pak pro danou technologii je

ptislusna produkéni mnozina vstupu L(y”) definovana jako mnozina kombinaci vSech vy-
robnich faktord, s nimiz lze v dané technologii dosahnout produkce y°. Jestlize této techno-

logii odpovida konkrétni produkéni funkce F (x), lze L(yo) vyjadfit jako:

(1.1) L(yo):{x;xzo,F(x)Zyo}

Protoze vSak v produk¢ni mnoziné vstupt budou, jak patrno, obsazeny i neefektivni kombina-
ce vstupnich vyrobnich faktora (ty jsou pritomny ve vétSich mnozstvich, nez je nezbytné nut-

né k dosazeni produkce y°), je Gi¢elné se v nékterych smérech analyzy zaméfit pouze na hra-

ni¢ni body mnoziny L(yo) nebo jeji ¢ast. Proto zavedeme nasledujici definice :



Definice 2
Izokvanta Q(yo) (na hladin& produkce y° ) produkéni mnoziny vstupl L(yo) je definovana
jako:

(1.2) Q(yo): {x S L(yo);® X ¢ L(yo) pro skalarni ® € (0,1)}

Jde tedy o mnozinu hrani¢nich bodu produkéni mnoziny vstupt, vymezujici takové kombina-
ce vyrobnich faktort, které jsou v nize uvedeném smyslu praveé postacujici pro dosazeni pro-

dukce na urovni y°. Izokvantu lze ve vztahu k produkéni funkci chapat jako obdobu indife-
rencni kiivky vici uzitkové funkci u(x) z pfedchozi ¢asti. Jinak se ale produkéni funkce
vzhledem k objektivni moznosti méfit velikost produkce (penézné€ i naturalné) od uzitkové
funkce li§i praveé svym kardinalnim vymezenim.

Definice 3
Uginna (efektivni) podmnozina E(yo) produk¢ni mnoziny vstupll je mnozina vymezena
definici

(1.3) E(yo):{xeL(yo);zgx(avéakzix):zeL(yo)}

Je patrné, ze G€inna podmnozina £ (yo) reprezentuje takové varianty nasazeni vyrobnich fak-
tord, pri kterych jsou tyto faktory vynakladany pravé v minimalnich nutnych mnozstvich.

Abychom si 1épe uvédomili rozdil mezi izokvantou a ucinnou podmnozinou (téze produkéni
mnoziny vstupt L(yo) ), v§imnéme si, ze bod x (tzn. kombinace vyrobnich faktort) lezi na
izokvanté Q(y°) pravé tehdy, neexistuje-li Zadny jiny bod z, ktery by byl jeho proporénim
zmenSenim (lezel by tedy na polopfimce spojujici pocatek soufadnic s bodem x nachazeji-
cim se na izokvante) a ktery by rovnéz na této izokvanté lezel. Naproti tomu bod x ucinné
podmnoziny produkéni mnoziny vstupu E(yo) nemuze byt “zmensen” v Zadném sméru rov-
nob&zném s osami soutfadnic (aby timto zmenSenim ziskany jiny bod z jesté lezel v G€inné
podmnozing). Je oCividné, ze bod u€inné podmnoziny musi byt nutné bodem izokvanty, po-
kud jsou produkéni mnoziny vstupti konvexni Gtvary.Opacné tomu tak byt nemusi.

Jako priklad miiZe slouzit [ obrdzek €. 3.1A , v némz se pro moznost grafického vyjadieni
omezime na dva vyrobni faktory : prdci L zobrazenou na vodorovné ose a kapital K na svislé
ose. Mnoziny bodii (vyrobnich faktorii) odpovidajicich hodnotdm produkce o velikosti y°, ',
y2, ndm vytvdreji soustavu izokvant 1, I, I;......

Na obrazku 3.1B, Ize zirejmé v bodé A dosahnout uspory ndkladii snizenim mnoZstvi vyrobniho
faktoru K (Gimz se dostaneme do az bodu A’ leziciho na téze izokvanté y'), zatimco téhoz nelze
docilit v bodé 1icinné B podmnoziny E(y'), kde pohyb jakymkoliv “iispornym” smérem (pri
sniZeni kteréhokoliv z vyrobnich faktoru K nebo L) nutné vede k opusténi uicinné podmnoZziny
na hladiné y'.

Jinym prikladem jsou body C a D izokvanty tzv. Leontiefovy produkcni funkce obrdzku 3D:
zatimco v bodé C Ize snadno zmenSenim mnozstvi faktoru K o AK dosahnout uspornéjsi (méné
ndkladné) faktorové kombinace, nelze téhoz dosdhnout v bodé D, v némz se soucasné nabyvda
minima pro oba vyrobni faktory (pri danych pevnych technologickych koeficientech urcujicich
sklon poloprimky OD ). Jak je patrné, v bodé D k témuz cili nevede ani sniZeni faktoru L (Bod
D zde predstavuje jednoprvkovou iicinnou podmnozinu na hladiné produkce y").



Jednou z typickych vlastnosti produkéni mnoziny vstupt L(yo ) je jeji konvexnost, ktera vy-
jadfuje moznost pfipusténi technologii délitelnych v Case. Jestlize dva rizné body x, z nalezi
do Ly’ ), pak lze produkce y° dosahnout tak, Ze po dobu A pouzivame faktory v kombinaci
X a po zbyvajici ¢asovy usek (1 - ﬂ) v kombinaci z.

Stejné jako vymezuje vztahem (1.1) produkéni funkce F (x) soustavu produk¢nich mnozin
vstupy, lze také obracené€ pomoci posloupnosti produk¢nich mnozin vstupt L(y) s vhodnymi
vlastnostmi definovat produkéni funkei F(x) vztahem

(1.4) F(x):Max {y ;xeL(y)}

Produkéni funkce je takto definovana jako maximalni dosazitelny vystup pro danou mnozinu
vyrobnich faktord x. K vlastnostem, které musi mnozinovy systtm L(y'), j=1,2, ..., ...
spliiovat , patfi mj. jejich uzavienost, konvexnost pro kazdou uroven produkce y', prazdny
prinik té&chto mnoZin pfi lim y’ — o (tj. pfi neomezené rostouci produkci)

joe

1.2 Vlastnosti obecné produkéni funkce

Jednotlivé axiomy R.W.Shephardem zavedené soustavy pro produkéni funkci F (x) jsou:

(P1) F (0) =0 tj. hodnototvorny vyrobni proces muze byt realizovan pouze s kladnymi hod-
notami (alespon neékterych) vyrobnich faktoru.

(P2) F (x) Jje konecna redlna a nezdpornd funkce proménnych x,,x,,....,x  pii jakychkoliv
kone¢nych hodnotach vyrobnich faktori vzatych znezapornych defini¢nich obort
X, = <O,+oo) provSechna j=1,2...»n .

(P3) F (x) Jje neklesajici funkce v kazdé své proménné. Ptidanim mnozstvi kteréhokoliv

vyrobniho faktoru nemize dojit k poklesu produkce. Pripousti se vSak, ze mezni produktivita
urCitého faktoru v dané vyrobni situaci mize byt nulova, tzn. Ze ne ve vSech ptipadech musi
vést zvySeni mnozstvi vyrobniho faktoru k ristu produkce.

(P4) Existuje-li takova kombinace vyrobnich faktoru x > 0 nebo x >0, e F (ﬂx) > 0 pro
néjaké skaldrni J.> 0, pak lim F*(Zx) = +o0

Predpoklad charakterizuje vlastnost neomezeného rustu produkce, jestlize proporénim zptiso-
bem zvétSujeme mnozstvi faktori v kombinaci, ktera poskytuje nenulovy vynos. To napf.
vylucuje uplatnéni (jako produkénich) funkci, které jsou rostouci, avSak jejichz degresivni
rast je limitovan shora asymptotou y = konst. (jako je napf. v jednorozmérném pripadé funkce
F(x) = arctg (x) ).

(P5) F (x) Jje shora polospojita funkce v celém definiénim oboru. Vzhledem k predpokla-
du (P3) lze ekvivalentné mluvit o polospojitosti zprava. Vlastnost upfesnime definici z mate-
matické analyzy :

Funkce F (x) je polospojita shora (tj. je-li neklesajici, zprava) v bodé x’ € E,, jestlize pro
kazdé ¢ > 0 existuje okoli §& (xo) takova, ze pro viechna x € SO (xo) plati F(x)<F (x°)+ £.
Pro uvazované vyrobni situace to znamena, ze za urcitych okolnosti mize dojit ke skokovité-
mu rustu produkce (pfi pridani “nepatrné malého” mnozstvi nékterého z vyrobnich Cinitelt).



Vlastnost koresponduje s pfipusténim “kvalitativnich zmén v technologii” majicich pfi¢inu
napft. v technickych inovacich (spise tedy pijde o zmény na strané vyrobnich faktort charak-
teru kapitdlu ¢i technického pokroku nez na strané prace i surovin).

(P6) F (x) Jje kvazikonkavni funkce v celém definiénim oboru. Formalné vyjadieno plati
nerovnost

(1.5) F(ax +(1- A)z) = Min[F (x), F(z)]

pro libovolnou dvojici bodli x, z z defini¢niho oboru produkéni funkce F (x) a pro libovolné
Az intervalu (O,l). Tato vlastnost je pfimym disledkem konvexnosti produkénich mnozin
vstupti a garantuje udrzeni produkce v bodech [Ax +(1— A)z] pii piechodu mezi dvéma fakto-
rovymi kombinacemi x, z alesponl v té vysi, ktera odpovida méné produktivni faktorové
kombinaci.

Vlastnost pfipousti racionalni vyuziti “technologii délitelnych v ¢ase” , kdy béhem ¢asového
intervalu délky 1 jsou faktory nasazeny v kombinaci x po dobu A a po zbyvajici dobu
(1 - ﬂ) jsou nasazeny v mnozstvich z . Pokud tyto kombinace vedou k hodnotam produkce
F (x) resp. F (z), je zaruceno, ze béhem ¢asového intervalu délky 1 produkce neklesne pod
mens$i z hodnot v krajnich bodech.

Konec¢né posledni vlastnosti, ktera se vaze nikoliv pfimo k produkéni funkci, nybrz k ucinné
podmnozing £ (yo ), je tzv. asymetricky Shephardiuv axiom:

(P7*) U¢innd podmnotina E (y”) produkcni mnoZiny vstupi L(yo) Jje ohranicend pro ja-
koukoliv hodnotu produkce y°.

Znamena to, ze mnoziny E(y) jako ginné &asti izokvant lE(yO)C Q(yo)l jsou ohranic¢ené
kiivky. Uvedeny axiom se nazyva asymetricky mj. proto, ze jeho platnost neni vyzadovana
pro analogicky k L(yo) zkonstruované produkéni mnoziny vystupt P x° reprezentujici

takové kombinace vyrobku, které jsou variantné dosazitelné pomoci pevné kombinace vyrob-
nich faktord x° .

Jak vSak uvidime dale, dost podstatna Cast analytickych funk¢nich tvart uzivanych k popisu
produk¢nich vztaht jako produkcni funkce, tento asymetricky axiom nespliuje.

Na obrazcich 3B, 3C, 3D jsou, jak patrno ucinné podmnoziny omezené kiivky (u 3D jde o
body, tedy o jednoprvkové mnoziny), zatimco na obrdzku 3A ucinné podmnoziny ohranicené
nejsou (k souradnicovym osam se izokvanty a tedy i ucinné podmnoziny blizi pouze asympto-
ticky, aniz se jich v konecnych hodnotdach druhého faktoru dotknou.).



