3 Klasické funkéni tvary v teorii produkce
3.1 COBB- DOUGLASova produkéni funkce

Tento funk¢ni tvar popisuje vztah mezi produkci a vyrobnimi faktory prace a kapital mocnin-
nym vyjadfenim tj.

G.1) Y = ,Bo KB P

kde se pro parametry f,,[, zpravidla predpokladd omezeni hodnot na interval
0< p,,B, <1l.Parametr 3, musi byt pfirozené kladny.! Souéet obou mocninnych parametri
je obvykle blizky hodnoté 1, pficemz empirické ekonometrické analyzy naznacuji spise situa-
ci B, + [, <1. Jak ukazeme, priblizeni souc¢tu mocninnych parametri hodnoté€ 1 (zvlaste, je-li

jich vice nez 2) lze dobie zdivodnit, pokud vyvoj produkce v tomto funkénim tvaru je popsan
vyrobnimi faktory vyCerpavajicim zptisobem.

Nekdy se a priori predpoklada piesné splnéni identity S, + £, =1, coz vSak ma opravnéni jen
v urcitych situacich. V takovémto ptipadé l1ze chovani produkce vystihnout zavislosti

(3.2) Y=p,-KP - I'7,
pficemz po vydéleni praci L ziskame vztah
B

Y K
(3.3) —=b |+
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o . , . . , . D 4 c L,
a tim 1 ekonomicky nazorn€ interpretovatelny vztah o zéavislosti veli€iny 7 ( prumérna pro-
. . . o K . iy vt

duktivita prdce ) na intenzitnim faktoru T ( vwbavenost prdce kapitdlem ) Ptitazlivost tohoto
funk¢niho tvaru Ize spatfovat 1 v nékolika dal§ich smérech :

1. Cobb-Douglasova funkce spliluje vSechny Shephardem formulované axiomy (S1) - (S6), az
na posledni (S7*) pozadujici ohranicenost u¢inné podmnoziny E(y) produkéni mnoziny
vstupll, Lze se o tom snadno presvédcit pfimo, navic Cobb-Douglasiv nelinearni tvar je pfi
pfijatych omezenich na mocninné parametry 0 < f,, , <1 konkavni funkce.

2. Ekonomické charakteristiky Cobb-Douglasovy funkce lze snadno spocist, coz postupné
ukazeme :

a) mezni produktivity

oY _ Y
(3.4) mK:a_K:a-,Bl-Kﬂl 1Lﬂ2:ﬁl.z
Podobné dostaneme m, = [, % ; mezni produktivity jsou tedy [, resp. [, nasobky pri-
Y Y
mérnych produktivit — resp. —.
yeh p X p 7

' Cobbova-Douglasova funkce byla poprvé uvedena v &lanku Cobb-Douglas : “A Theory of Production” uvefejnéném v Ameri-
can Economic Review (1928), kde byly pomoci ni ekonometricky zkoumany kvantitativni vztahy mezi produkci, praci a kapita-
lem na agregované urovni americké ekonomiky pocatku 20.stoleti.



b) koeficienty pruZnosti produkce
vzhledem ke kapitalu

K Y K
3.5A e.=m, —=pf.—. 2=
(3.54) g =me =B = A

a obdobné vzhledem k praci

L Y L

( ) L L Y IBl L Y IBZ-

Jsou tedy pfimo rovny mocninnym koeficientim funkéniho tvaru. Parametr S, vyjadiuje pro-

centualni miru vlivu kapitalu a podobné€ parametr £, procentualni miru vlivu prace na hodno-

té produkce. Pokud bychom jiz neuvazovali pisobeni zadnych jinych vyrobnich faktort na
produkeci, 1ze pfijmout tezi o (zhruba) jednickovém souctu obou parametra (koeficientii pruz-
nosti produkce viici obéma faktoriim).

Povsimnéme si, ze oba koeficienty elasticity jsou konstantni v celém faktorovém prostoru.
c) Ucasti vyrobnich faktori na produkci ziskame rovnéz velmi snadno :

(3.6) Ve = fB,-Y  apodobné v, =5,-Y

Také odtud vyplyva logicky pozadavek, aby soucet koeficientd S, + £, byl (pfiblizné) jed-
nickovy.

d) Vynosy z rozsahu produkce lze u dvoufaktorové Cobb-Douglasovy funkce vyvodit z vyja-
dfeni :

(3.7) F(AK,AL)=a(AK)* - (ALY = 227 . F(K, L),

Odtud je jednak patrné, zZe tato produkeni funkce je homogenni stupné S, + f,, jednak z né-
ho pfimo vyvodime povahu vynosu z rozsahu produkce, ktera je urCena souctem mocninnych
parametrt. Jestlize S, + S, <1, jde o klesajici, pro S, + £, =1 obdobné¢ o konstantni, resp.
pii S, + B, >1 vykazuje Cobb-Douglasiiv tvar rostouci vynosy z rozsahu produkce. Posledni
ptipad l1ze v ekonometrickych aplikacich zaznamenat jen zfidka.

;o . ¥ v Sy m
e) Mezni mira substituce r,; se opét snadno urci z defini€niho vztahu Ty =—2&

2

mK
jehoZz naplnénim pro Cobb-Douglastv tvar obdrzime

Y
ﬂz'*
(3.8) re = é:%%
ﬂl'E !

Mezni mira substituce mezi praci a kapitalem u Cobb-Douglasovy produkcni funkce tedy
zavisi na poloze bodu, v némz ji ve faktorovém prostoru vycislujeme. Je pfimo umeérna vyba-
venosti prace kapitalem ( tj. podilu K /L ) a podilu elasticit £,/ f, .

) PruZnost substituce s, urc¢ime tentokrat jinym postupem nez pomoci nékteré¢ho z drive
uvedenych vypocetnich vzorci, a to pomoci nasledujiciho obratu :

o : K Y e .
Logaritmujme vztah (3.8), pfi¢emz podil 7 oznacme strucnéji jako @ . Nejprve dostaneme



(3.9 Inry, zln(&]Jrlna)
By
a naslednym diferencovanim

(3.10) dinr, =% &]+ Mry e

—-dln( |
Gln(ﬂz] A dhno
B

1
nebot’ jiné zmény nez obou aditivnich komponent pravé strany (3.9) neuvazujeme. Jak blize

patrno, vyraz d ln(&} jako zména konstanty (nezavislé na ménicich se K, L) je nulovy a

1

ol ) : : : : : . .
obdobné podil 8;1 4 je roven jedné, coz je zfejmé, vyjadiime-li parcidlni derivaci (podle
no

In @ ) vztahu (3.9). Diferencial dlInr,, vyjadfeny aditivnim rozkladem (3.10) se timto redu-
kuje na vztah

(3.11) dlnr, =dho

Vzhledem k tomu, ze podil pravé a levé strany (3.11) neni nic jiného nez , logaritmicka“ defi-
nice pruznosti substituce s,, - viz defini¢ni vztah (2.7A) -, znamena to, ze s,, =1. Stejny

vysledek bychom obdrzeli pomoci vypocetniho vzorce (2.8) nebo — za podminky £, + S, =1

— pres vztah (2.17). Ziskany vysledek znamena mj. to, ze Cobb-Douglastv funkcni tvar pred-
stavuje priklad produkéni funkce, u niz je elasticita substituce s, nezavisla na poloze fakto-

roveé kombinace na ptislusné izokvanté€ (s, je tedy konstantni).

3. Jesté se strucné zminime o ekonometrické uloze odhadu parametrti Cobb-Douglasovy pro-
dukéni funkce. Logaritmovanim vychoziho tvaru (3.1 ) ziskame

(3.12) InY=Inpg,+p InK+p,InL

Ptipojenim nahodné slozky u, s prisuzovanymi vlastnostmi ( centrovanost, homoskedasticita
a nekorelovanost s jednotlivymi vysvétlujicimi proménnymi) prejdeme k regresnimu vztahu
(v zapise pro vektory pozorovanych hodnot ¥,, K, a L,) t=12,...,7, vnémz T je délka
vzorku pozorovani :

(3.12A) InY, =Ing, +p,InK,+p,InL, +Inu,.

Povsimnéme si vSak, ze pfi této specifikaci by ve vztahu (3.1) nahodné slozky musely byt
pfipojeny multiplikativng, tzn. stochasticky vyjadiena Cobb-Douglasova funkce by musela
mit tvar

(3.13) Y= py- KM 1Pt

a exponencialné vazané ndhodné odchylky by napf. jiz nemohly byt zaporné.

Pfi odhadu parametrii Cobb-Douglasovy funkce Ize na linearné-aditivni tvar (3.12a) uplatnit
napf. prostou metodu nejmensich ¢tvercti (MNC, OLS). Jako zavisle proménna bude v regresi
vystupovat logaritmovana hodnota produkce InY,, jako nezavisle proménné pak logaritmova-

né hodnoty prace InZ, a kapitalu In K,. Uvedenym postupem ziskame ptimo (konzistentni)

odhady parametrti S, a £, a téz odhad logaritmované hodnoty uroviiového parametru Cobb-



Douglasova tvaru ,6’0* =In f,. Odhad S, pivodniho parametru pak ziskame snadno zpétnou

M4 4 r 0*
exponencialni transformaci £, = ef

Pro uplnost je tfeba uvést, Ze timto zpisobem ziskany odhad parametrd f,, f,, B, nebude
(ze statistického hlediska) nejlepsi mozny. Jak patrno, minimaliza¢nim kritériem pfi vySe
uvedeném postupu je vyraz

T T

Z (ln Y, -InY", )2 nikoliv ptivodni soucet ctverct Z (Yt - )2 , kde

t=1 t=1

Y;k oznacuje vyrovnané hodnoty. Méfeni odchylek Y, od Y;k zde probiha v “logaritmované®,

nikoliv v pivodni ,metrice”. Pokud bychom trvali na ptvodnim kritériu, museli bychom
k presnému odhadu parametrd uplatnit nelinearni metodu nejmensich &tverct (NLMNC,
NLLS). Dodejme soucasné, ze v fadé praktickych situaci nebudou rozdily mezi jednim resp.
druhym zptisobem odhadnutymi parametry pfili§ velké. Cobb-Douglasova produkéni funkce
je z tohoto hlediska jen ,,slabé nelinearni“, nebot’ po logaritmické transformaci jde o funkéni
tvar, ktery jiz je v parametrech linearni.

Podobu 1zokvant Cobb-Douglasovy funkce ovliviiuji vSechny tfi parametry. Parametr f, ma

vliv na ,,vzdalenosti izokvant o riznych hladinach produkce, miru zakfiveni pak urcuji moc-
ninné parametry f,,, . V pfipad¢ rovnosti obou parametrii /f,, , budou izokvanty syme-
trické vii¢i ose/paprsku vychazejiciho z po¢atku pod thlem 45°. S ohledem na multiplikativni
tvar funkce nemohou izokvanty (pro konecné hodnoty vyrobnich faktorii ) ptilnout
k soufadnicovym osam (blizi se k nim vSak asymptoticky), tzn. ze jak prace L tak kapital
K jsou podstatné (,.essential*) vyrobni faktory. Nejsou-li pfitomny v kladnych mnozstvich,
nelze dosédhnout ( ani pri jakkoliv velkém nasazeni ostatnich vyrobnich faktorii ) kladné hod-
noty produkce.

3.2 LEONTIEFova produkéni funkce

Tato produkéni funkce nese pojmenovani po vyznamném americkém ekonomu a ekonometru
ruského pivodu Vasiliji Leontjevovi (v anglické transkripci psano Wassilly Leontief) a pred-
stavuje vii¢i Cobb-Douglasoveé produkeni funkei zcela protikladny pripad (v bézné ekono-
mické realité vSak nijak ridky).

Timto zptusobem vyjadiena vyrobni technologie nepfipousti viibec Zadnou substitu¢nost mezi
vyrobnimi faktory. Mluvime o tzv. pevnych technickych koeficientech, jinymi slovy o vyrob-
nim procesu, ktery racionalné probiha pouze pti pevnych proporcich nasazeni vech vyrob-
nich faktoru. Tato produkéni funkce méa méné obvykly, nicméné jednoduchy tvar :

(3.14) Y = Minja K ; B.L]

kde >0, >0 jsou vhodné kladné konstanty.

Leontjevova produk¢ni funkce je na prvni pohled charakteristicka tim, ze jeji izokvanty maji
podobu dvou hran (levé a dolni) neomezenych pravouhelnika, pficemz stycny rohovy bod je
pravé jedinym bodem ucinné podmnoziny (produkéni mnoziny vstupll) a jeho soufadnice
udavaji pravé pozadovany pomér nasazeni vyrobnich faktort. Pro rizné hodnoty produkce
lezi tyto vrcholy na polopfimce vychazejici z pocatku, jejiz smérnice je rovna podilu ﬁ

a
Obdobny obraz obdrzime u vicefaktorové Leontjevovy funkce s tim, ze geometrickd podoba



zavisi na poctu faktorti (v pripadé tfi faktord je ucinny bod rohem neomezeného kvadru).
Zadna moznost substituce mezi vyrobnimi faktory se ani zde nepfipousti.

Pripad pevnych vyrobnich koeficientd je predevsim na mikrotrovni a v situacich, kdy jde o
modelovani technickych ¢i chemickych vztaht, dosti bézny. V metalurgii je fada vyrobnich
procesu charakteristicka tim, Ze se pfipousti nanejvyS nepatrna variabilita pouzitych ko-
vi/prvkul : vyroba nerezovych oceli, slozeni specialnich slitin (délovina, zvonovina). Podobné
se chova cela fada chemickych procest, u kterych dosazeni zadouci chemické slouceniny (sli-
tiny) (krakovani ropy, vyroba barviv apod.) vyzaduje dodrzeni pfesného poméru v nasazeni
vyrobnich faktori. Podobné téz ve zlatnictvi mame sice moznost smeésovat cenné kovy (stfi-
bro, zlato, paladium, platina) v Sirokém rozmezi vzajemnych proporci, avSak zvyklosti trhu
vyZzaduji dodrzeni tradi¢nich pomért (viz napt. 14, 18 nebo 22-karatové zlato).

Probereme tedy postupné ekonomické charakteristiky Leontjevovy produkéni funkce :

a) Mezni produktivity prace m, = Z_}LI a kapitalu m, = 2—]}; urC¢ime limitnim zptisobem vy-

poctu derivaci. Plati :
(3.15A) o _ . Minfo(K + AK); pL|-MinfoK ; pL]
. aK AK—0 AK

=0 pro pfipad, Ze minima se nabyva v hodnoté AL

=qa pro ptipad, Ze minima se nabyva v hodnoté ak

(3.15B) o _ . MinloK p(L+AL)|-MinloK ; L]
aL AL—0 AL
=0 pro pfipad, ze minima se nabyva v hodnoté akK

= [ pro piipad, ze minima se nabyva v hodnoté [L

Jedinym bodem, kde jsou ob€ mezni produktivity kladné, je tedy zminény vrchol pravouhel-
nika (zde plati rovnost fL = oK ).

b) Koeficienty pruZnosti produkce odvodime nyni jiz snadno: vzhledem ke kapitalu maji tvar
K K

(3.16A) e, =m, 7 o— pro pfipad, ze minima se nabyva v hodnoté oK , jinak 0.
a vzhledem k praci
(3.16B) e, =m, é =p é pro pfipad, ze minima se nabyva v hodnoté AL, jinakO .

c) Ucasti vyrobnich faktorii na produkci uréime stejné lehce :
(3.17) Ve =m,-K=0a-K apodobné¢ v, =m, -L=p-L

se stejnymi omezenimi na minimalizujici faktor v produkéni funkci jako tomu je u meznich
produktivit (v opacnych ptipadech je prislusna faktorova ucast nulova).

d) Vysetfeni povahy vynosi z rozsahu vyroby u dvoufaktorové Leontjevovy produkéni funk-
ce prinasi tento vysledek :

(3.18) F(AK, AL) = Min|aAK ; BAL) = AMin[oK ; BL] = A- F(K, L)

z ¢ehoz je patrné, ze funkce je linearné homogenni a tudiz ma konstantni vynosy z rozsahu.



, o, . - s v m .
e) Mezni miru substituce r, rovnéz snadno urCime z defini¢niho vztahu r, =—% ktery
K

nabyva jedinou “standardni” hodnotu s v bodé, kde plati oK = L. V jinych bodech
o

izokvant je hodnotar,, bud nulova (na horizontalnim tseku izokvanty, kde 1 velmi maly pfi-

rastek mnozstvi kapitalu nelze substituovat jakkoliv velkym mnozstvim prace) nebo naopak

nekonecné velka (na svislém useku izokvanty staci nepatrné mnozstvi prace ke zvySeni pro-

dukce, coz neni dosazitelné samostatné zadnym kone€nym mnozstvim kapitalu). Faktory

maji vlastnost tzv. limitovatelnosti, o niz bude pojednano v ¢asti [4].

f) Konecné velikost pruznosti substituce s, vyvodime nasledovné :

B
a
z tohoto bodu, pak jakykoliv posun po izokvanté implikuje vzdy skokovitou zménu r,, , a to

V rohu nekonecného pravouhelnika je mezni mira substituce r,, rovna —(# 0). Vyjdeme li

bud’ na hodnotu + o (smér nahoru) nebo na hodnotu 0 (smér doprava). Proto dr, =+ o, a
tudiz dry; /1y =+ o . Vyraz dIn(K /L) bude mit pfi pohybu po izokvanté vychazeje
z téhoz bodu naproti tomu vzdy koneCnou velikost, nebot pomér faktori se méni spojit€.
Proto bude s,, =0. Vypocetnich vzorcti, které obsahuji vypocty derivaci (ac je Leontiefova
funkce linearné¢ homogenni), nelze k ureni s, pouzit, nebot’ parcialni derivace na izokvanté
neexistuji (jsou rizné zleva/zprava resp.shora/zdola) .

3.3 ACMS (ARROW - CHENERY- MINHAS - SOLLOWova) produkéni funkce

ACMS-funkce byla vyvinuta za ucelem postihnout obecny tvar funkce vykazujici vlastnost
konstantni pruznosti substituce.” Z tohoto diivodu byva také &asto oznadovana jako CES-
funkce (z anglického “Constant Elasticity of Substitution”). Toto oznaceni vSak neni zcela
presné, nebot - jak jsme vidé€li - také Cobb-Douglasova funkce ma zminénou vlastnost.
Zejména v 60. a 70.1etech 20.stoleti byl nize uvedeny funkcni tvar produkeni funkce predmé-
tem zevrubného teoretického zkoumani a — jako alternativa ke Cobb-Douglasové funkci —
mnohokrat nasazen v empirickém ekonometrickém vyzkumu.

V pivodnim zapise pro dva vyrobni faktory prace L a kapital K ma tvar
1

3.21) Y=y-l6 K7 +(0-8)17)r,
pticemz kazdy z jejich tfi parametrd ¥, o, p ma svij specificky vyznam, omezeni ptipust-
nych hodnot 1 pojmenovani.

- parametr y (vzdy > 0 ) udava vztah mezi méfitky jednotek vyrobnich faktort a produkce a
nazyva se proto parametr urovné,

- parametr ¢ ( situovany do intervalu (O,l)) separuje vliv kazdého vyrobniho faktoru samo
statné a je pojmenovan distribucni parametr a

- parametr p je nazyvan substitucni parametr, nebot’ jim (a jen jim) je urCena velikost pruz-
nosti substituce s, . Tento parametr miize nabyvat pfipustnych hodnot ze sjednoceni inter-
valfi (—1,0) U (0,4+%).

2 ACMS funké&ni tvar produkéni funkce byl poprvé publikovan autory K.Arrowem, H.Chenerym, B.Minhasem a R.Sollowem v
¢lanku Capital-Labor Substitution and Economic Efficiency uvefejnémném v Review of Economics and Statistics 1961.



Ptes pon€kud komplikovanégjsi defini¢ni vyraz lze na ACMS-funkci jednoduseji pohlizet jako
na vazenou sttedni hodnotu (dvou vyrobnich faktor KL ) stupné 7 . Polozime-li totiz r =—p

.Y )
a zapiSeme-li — jako (), lze pak vyraz (3.21) zapsat jako
Y

(3.22) 0 =6k +(1-5)L),

Pritazlivost tohoto funk&niho tvaru vyplyva mj. ze skutecnosti, ze ACMS-funkce predstavuje
(spolu se svymi ,krajnimi* pfipady ve vztahu k substitu¢nimu parametru p : p=-1,p=+
¢i,,limitnim* pfipadem p = 0) Gplnou tfidu funk¢nich tvard vykazujicich konstantni pruznost
substituce s,, b&hem pohybu po kterékoliv izokvant€. Jedni€kova hodnota této charakteristi-

ky u Cobb-Douglasovy funkce je totiz z hlediska prevazujici narocnosti substituce (a to nejen
prace kapitalem) pfili§ ,,pfizniva“. Ve skutecnosti probiha proces nahrazovani jednoho faktoru
druhym ( a vice versa) obtiznéji.

Konkrétné pro hodnotu p = -1 nabyva ACMS-funkce tvar prosté linearni produkcni funkce
(jak patrno po piimém dosazeni).

(323) F(K,L)=BK+B,L , kde B =yp5>0, B, =y(1-5)>0.

Dale lze ukazat oboustrannym limitnim pfechodem pro p — 0, ze pfi p =0 ACMS funkce
prechazi v Cobb-Douglasovu funkei, konkrétné tvaru

(3.24) F(K,L)=y-K°-1'°

Kone¢né v limitnim pifipadé¢ o — +oo nabyva ACMS-funkce tvar charakterizovany Leontie-
fovou produkéni funkci

(3.25) F(K,L)=Min|o K;(1-8)L].

Je tedy pozoruhodné, ze ACMS-funkce pokryva jak substitucni pfipady tak i typicky “nesub-
stitucni”, komplementarni situaci.

Nejprve se presvédcime, ze ACMS-tvar predstavuje skutecné produkéni funkei. To opét pro-
vedeme postupnym vySetienim Shephardovych axiomu, coz je nepatrné obtizn€j$i nez u
Cobb-Douglasovy funkce :

(S1) Prope(—l,O) plati lim 6K =01 lim (1—5)-[’) =0 aproto lim F(K,L):O

K—0+ L0+ K, L0+

Jestlize naopak p e (O,+oo), potom také

lim §-K * =+ i lim (1-8)-L* =+ , coz viak opét znamena, ze
K—0+ L—0+
—1/
lim y (5. K7 +(1-56)L7)"" =0
K,L—>0+

Spojitym dodefinovanim hodnotou 0 lze tedy pro oba intervaly o zajistit platnost podminky
F(0,0)=0.

Funkce ( 3.21) je zfejmé& konecna pro konecna K,L a spojitd v celém defini¢nim oboru, z
¢ehoz vyplyva splnéni axiomu (S2) a (S5).

K ovéteni (S3) staci ukazat, ze ACMS-funkce je rostouci v obou argumentech :



Je-li totiz p € (~1,0), pak 8- K * je rostouci v K a shodné (1-5)-L* je rostouci v L. Na-
1

sledné slozena funkce y-z 7, kde z = (5-K*” +(l—§)-L*”) je rostouci v K i L. Jestlize

opacné€ p € (O,+00), potom & - K “ je klesajici v K a obdobné (1— 5)-[” je klesajiciv L, v
1

disledku cehoz funkce y - 27, kde z= (5 K +(1-5) L*”) je opé€trostouciv K i L .
Pro ovéfeni (P4) pouzijeme vySetteni proporcionalni umeérnosti (s néjakym kladnym A X ) :
(3.26)

1 1
F(AK,AL)=y - (5 ((AK) " +(1-06)- (AL)_”) p=y- [M (§K"’ +(1- 5)L—P)}p = AF(K,L)
Z toho jednak plyne, ze pro vSechny kombinace vstupi poskytujici kladny vynos (tj.
pro-1<p<0jdeo x>0 apro p>0 o x>0)plati lim F(x): 400, jednak je tim proka-
zana linearni homogenita ACMS-funkce.

Kvazikonkavnost (P6), ktera se pfimo dokazuje (zejména pro vice vyrobnich faktora) nesnad-
no, zde vyplyva z konkavnosti ACMS-funkce. VySetfujeme-li kone¢né platnost podminky

(P7%*), zjistujeme, ze pro p vybrané z intervalu (O,+oo) nejsou uinné podmnoziny E(Y 0)
ohraniené. Pro—1< p <0 se tato slabina neprojevuje, avSak z empirickych Setfeni (a na-
sledné odhadnutého p) vyplyva, ze typicCtési je praveé opacny pripad. Navic s ohledem na to,
ze rozsah kladnych hodnot p je nepomérné ,bohatSi“ nez interval zdpornych, neni v tomto
sméru prednost ACMS —produkéni funkce pfed Cobb-Douglasovym tvarem nijak ztetelna.

Nyni se budeme vénovat vycisleni podstatnych ekonomickych charakteristik u tohoto typu

dvoufaktorové produkéni funkce (za vyrobni faktory ve shod¢ s (3.30) povazujeme praci L a
kapital K ) :

a) mezni produktivity

prace
1
(3.27A) m :a—Y:—l[&K”+(1—§)-L*”}71[—5-p-K”H] resp.
oK yo,
kapitalu
1
(3.27B) m, = g—z = Lls k-8 L] 6-1)pL7]
0

ziskame snadno derivovanim, pfiCemz ziskané vyrazy lze dale upravit s vyuzitim defini¢niho

vztahu
1

Y=ys- k7 +(-6)-L7]> na
Y 1 Y 1
(3.28A,B) my = EW resp. m, = 2—5
I+ I+
5 (1-8)w”

b) ucasti faktori na produkci nasledné ptijimaji tyto vyrazy



(3.29A) v, =m, L= _r pro ucast prace ,

P A
(1-6)”
Y

3.29B v.=m, K=———— ro ucast kapitalu .
( ) K K (1_5)@/) p p
1+ 5
)

Jak je patrné, jak mezni produktivity, tak faktorové ucasti zavisi na poméru faktora 7 1 na

vSech parametrech ACMS — funkce. S ohledem na pfipustné hodnoty parametri ACMS-tvaru

jsou kladné.

¢) koeficienty pruZnosti produkce obdrzime stejn€ snadno .Vzhledem ke kapitalu dostaneme
K 1

(33OA) €r :mK-7:W
R

elasticitu vzhledem k praci pak jako

(3.30B) e, =m £:+
1+ 7(1 - 5)@ 5

Také koeficienty pruznosti, jak je vidét, zavisi na poméru faktori o = %

d) Charakterizaci vynosu 7 rozsahu vyroby jsme v podstaté jiz podali v prib&hu vySetfovani
axiomu (S4). Konstatovali jsme, ze ACMS-produkéni funkce vykazuje konstantni vynosy z
rozsahu vyroby v disledku homogenity 1. stupné€ (bez ohledu na velikosti iroviiového a sub-
stitucniho parametru).

e) mezni mira substituce je dana podilem —= a jako takova ma vyjadieni

mK
1
k (1 g)a) ,
3.30B _ 2 -
( ) rKL L 1 >
1+ (1=6)0”
o
které maze byt dale zjednodusena na vyraz
(3.31A) oy =0"" -%

C . K T .
zavisejici opét na podilu ® :f proménlivém ve faktorovém prostoru.

f) pruinost substituce lze urCit opét vhodnym obratem snadnéji nez z defini¢niho vztahu
(3.10) : Vyjdéme ze vztahu (3.31A ) pro mezni miru substituce, ktery zlogaritmujeme. Do-

staneme
1- 5}
)

(3.32) Inr, = (p +l)lna) +ln(

Po uplatnéni rozkladu diferencialu mame



Olnry,
Ap+1)no

Olnry

(3.33A) dinr, = d(p+1)nw +—-d1n(ﬂj
1-6 5
Gln( F j

X l - . . . . . o
Clen d ln[ §§j predstavuje, jak je zfejmé, “zménu” konstanty (pfi pohybu faktort K, L
, ) x Olnry, . . .
ve faktorovém prostoru), a je tedy roven nule. Clen ————=—-——na stejné strané (3.33 A) je
Ap+1)no

roven 1, nebot de o derivaci levé strany (3.32) podle prvniho ¢lenu v tomtéz vyrazu napravo.
Po tomto zjednoduseni mame dlnr,, =d(po+1)nw , nebot (o +1) je konstantni hodnota a
zména faktort se odehrava toliko v @ . Odtud dale plyne

ol .
(3.34) Vi _ p+1 Elastici

Ohw

ta substituce s,, je z definice rovna reciproké hodnoté€ leve strany (3.33A), takze plati :
1
3.35 Sy =—— . s, ted
( ) KL o+l KL y

u ACMS-produkéni funkce zavisi vylucné na velikosti substitu¢niho parametru p .

Poznamka Vzhledem k tomu, ze CD-funkéni tvar je specialnim ptripadem ACMS-funkce
v limité pro p — 0, lze pozorovat plnou shodu i1 v hodnotach s, , kde rovnéz pro p =0 da-
va vyraz (3.35) velikost 1.

Obdobné pfi p — 4+ (pfipad Leontjevova funkEniho tvaru) plati lim s,, =0 a konetné

p—>+o

lim s,, =+, odpovida pfipadu ,,nekone¢né dobré substituce faktori “ u linearni produkeni
p—>-1

funkce .
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3.4 Produkéni funkce typu ADDILOG

(3.36) Y=pK"+p,L"

mize byt rovnéz jako funkce vystihujici vyrobni proces z uréitych hledisek akceptovana.’
Obvykle se pfitom pfijima ziozeni pfipustnych hodnot parametrd na : f,,5, >0, o,
a, € (O,l) , zejména s tim cilem, aby ekonomické charakteristiky (co do znamének a sméru
vlivu) nabyvaly realistickych hodnot. U funké&niho tvaru (3.27) snadno spocteme :

a) mezgni produktivity vyrobnich faktort :

(3.37) my = lglalKaFl m; = :BzazLafl

2

odkud vyplyva potieba omezeni hodnot parametri do vySe vymezenych intervalQ, maji-li byt
mezni produktivity kladné a mit klesajici prirtstky.

b) Vyrazy pro koeficienty pruZnosti produkce nabyvaji tvaru

K K% L L*
(3.38A,B) ey =my S B, - resp. e, =m, S ,Bza27
c) ucasti vyrobnich faktoru na produkci

(3.38A,B) Ve = B, K™, v, = f,a,L” ,
coz rovnéz musi byt kladné veli€iny .
e) Mezni miru substituce r,, odvozenou jako podil —= neboli
mK
P, L

3.39 7., =
( ) KL ﬂlalKal—l

f) Elasticitu substituce spocteme tentokrat podle obecného vypoctového vzorce ( 3.8 ) :

Ziejmeé F, =m,, F, =m, Fo = fo(a, —~1D)K"?, = B,a,(a, 1)L F,, =0,

coz dosazeno do (3.8 ) vede k vyrazu

_ IBZaZLaZ —"_Igla1]<a1 . Iglcxl]<0{171162a2[’0(271
K o= o Oy~ o -1 \?
K-L ﬂlal( )K 1 (,5’20( L= ) +,6’20(2(052 _l)L ’ Z(ﬂlalK 1 1)
Ten mize byt ponékud zjednodusen, napf. na tvar
1
3.40 = - ,
(3.40) Sk |G tany
u+v

v v _ al _ az
vnémz u = S, K™ ,v=p,a,L

g) Pokud jde o vynosy z rozsahu vyroby, je ziejmé, ze k dosazeni homogenity je u ADDILOG
nutna restrikce ¥ = 0, po niz dostaneme

F(AK,AL)= B, (AK)™ + B,(AL)™ = A% B K™ + A™ B,L* . Déle vidime, Ze funkce mize byt
homogenni jen pfi splnéni podminky o, =, = «, kde o je pfislusny stupenn homogenity.

* Uvedeny tvar pfimého ADDILOGu poprvé pouZil ( byt nikoliv jako produkéni funkei) H. Houthakker v r. 1960).
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