4 Vydajova funkce, nepiima uzitkova funkce a systém poptavkovych funkci
4.1 Vydajova funkce a jeji vlastnosti

Definice 13 Mame danu spojitou uzitkovou funkci u(x), cenovy vektor p a méme dale

uréenu konkrétni velikost uzitku #° (skalarni, v ordinalnim pojeti). Potom funkci
4.1) E(uo,p):Minlpx;u(x)ZuOJ

nazveme vydajovou funkci (expenditure function) ve vztahu k uzitkové funkci u(x)
Argumenty této funkce je tedy cenovy vektor a velikost uzitku pozadovana spotiebitelem. Jak
je patrné z definice, vydajova funkce pfedstavuje minimalni mozné naklady (spojené s
nakupem nanejvyS n statkd pfi exogenné stanovenych cenach p ) vynaloZené na komoditni
kombinaci, ktera poskytuje uZitek pfinejmensim o velikosti #°. Spotfebitel pfitom nemusi
nutné nakupovat viechny komodity a s ohledem na kriterialni funkci v (3.11) dé4 prednost tém,
u kterych dosazeni uzitku na zddané vysi docili nejlevnéji.

Definice 14 Vydajova funkce E(u, p) prislusna k uzitkové funkci u(x) s vlastnostmi (U1) -
(U5) ma tyto vlastnosti' :

(V1) E (u, p) je realnd kone¢na a nezaporna funkce, pricemz (uo , p) >0 pro libovolné
u’ >0,

(V2) E(u, p) je rostouci a spojita v # pro jakykoliv cenovy vektor p > 0.

(V3) E(u, p) je neklesajici v p a rostouci alesponl v jedné z cen p, pro libovolnou troveti
uzitku u”.

(V4) E(u, p) je linearné homogenni v p, pro libovolnou uroveti uzitku u°.

(V5) E(u, p) je konkavni v cenach p, pro libovolnou uroven uZzitku "

Vlastnost (V2) konstatuje, ze s ristem velikosti uzitku pozadovaného spotiebitelem (ostie)
roste 1 vydaj na pofizeni komodit, které tento uzitek poskytuji. Vlastnost (V3) pfipousti, ze
rast nékterych cen (zpravidla téch, které pravé nejsou ve vybirané kombinaci statkii pro
poskytujicich uZitek v°) nemusi nutn& vést k riistu vydajii spotfebitele. Oekavany vyvoj
nakladd na komoditni kombinaci pfi zméné cenového méfitka vSech komodit pak vyjadiuje
(V4), zatimco posledni vlastnost (V5) charakterizuje ,,ne vyssi nez linearni“ tendenci vyvoje
vydajii pfi ristu kterékoliv z cen p,,i=1,2,....,n. Prvni vlastnost (V1) mluvi o pfirozenych
matematickych omezenich funkce n+1 proménnych v kontextu ekonomického vyznamu
E (u, p) a konstatuje, ze kladné hodnotu uzitku nelze dosdhnout zdarma.

Jestlize nyni mame definovanu vydajovou funkci v = E(u, p)s vySe uvedenymi vlastnostmi

(jmenovité vlastnosti (V2)), mame tim zaruceno, ze k této vydajové funkci existuje funkce
inverzni, ktera bude vyjadiovat hladinu uzitku v jako funkci vydaja a cen komodit.

Mohlo by nas dale zajimat, jakym zplGsobem je hodnota vydajové funkce U:E(p,uo)
vztazena k disponibilnimu pfijmu spottebitele M . Optimalizacni problém pocita s tim, ze po
nakupu statkti spotiebiteli nezlstane jiz zadny nevyCerpany piijem. Lze tedy - aspon ve
statickém pohledu - pfimo ztotoznit v a M a psat také M = E(p,uo)s védomim toho, ze

piijem M pravé postacuje k dosaZeni uZitku ve vysi u°.

! Tyto vlastnosti Ize vyvodit z defini¢niho vyrazu (4.1), vlastnosti funkce Min a skalarniho soucinu px



Vyznam vydajové funkce spociva mj. v tom, ze pomoci ni lze generovat cely systém
poptavkovych funkci v tzv. Hicksové smyslu. Uvedend moznost (pro diferencovatelnou
vydajovou funkci) vychazi z modifikace tzv. Shephardova lemmatu vysloveného autorem pro
vztah mezi nakladovou funkci a pfisluSnym systémem poptavkovych funkci po vyrobnich
faktorem v r.1953 - viz ¢ast 3. Z uvedeného lemmatu vyplyva, ze lze psat :

(4.2) % = h,(u, p)
P

kde

2

funkce na pravé stran€ vyjadfuje poptavku po komodité x, .

4.2 Neprima uzitkova funkce a jeji vlastnosti

Definice 15 Mame danu vydajovou funkci M =v :E(p,uo) s cenovym vektorem pa
soucasné tim urcenu konkrétni velikost vydaja M . Potom funkci

(4.3) w(M, p) = Max[u(x); px = M]

nazveme nepiima uzitkova funkce (indirect utility function) ve vztahu k vydajové funkci
E (p, vo). Argumenty této funkce je tedy cenovy vektor a velikost pripustnych vydaji (piijmu)
spottebitele pouzitelna na nakup komodit v mnozstvich x.

Definice 16 Nepiima uzitkova funkce w(M , p) prislusnd k vydajové funkei E(p,uo) S
vlastnostmi (V1) - (V5) je charakterizovana témito vlastnostmi® :

(W1) w(M , p) je realna kone€na a nezaporna funkce, pficemz w( ,O) =0.

(W2) w(M , p) je rostouci a spojita v M pro jakykoliv cenovy vektor p > 0.

(W3) w(M , p) je nerostouci v p (pro libovolnou pevnou hodnotu vydaja M ) .
(W4) w(M , p) je homogenni funkce stupné 0 soucasné v cenach p a vydajich M .
(W5) w(M , p) je konkavni funkce v p pro jakoukoliv aroven vydajuM .

Prva z vyctu vlastnosti nepiimé uzitkové funkce konstatuje mj. ze s nulovymi obnosem zadny
kladny uzitek neziskame. Ryzi monotonnost ve (W2) ve vztahu k v predpoklada, ze zvySeny
ptfijem je vynalozen ucelné a neni alokovan do neuziteCnych komodit. Dale, jak pravi (W3),
se zvySenim kterékoliv z cen p, (pfi neménnych vydajich) uzitek nemize vzrist (nemusi vak
ani nutn¢ klesnout, nebot’ ke zdrazeni mize dojit u nenakupovaného statku). Jiz jsme zminili,
ze vydaj v lze ztotoznit s pfijmem spotiebitele A . Vlastnost (W4) lze pak chapat tak, ze
pokud by doslo k tomu, ze by se vSechny ceny p,,p,,.....p, 1 pfijem M zménily v témze
poméru (napf. A-nasobn€), nezméni se na situaci vidéné oCima spotiebitele vibec nic.
Spotrebitel se bude fidit stejnymi preferencnimi hledisky jako dfive. Rovnice (2.17A) a
(2.17B) si dale podrzi svou platnost a urovné poptavky po jednotlivych komoditach
(zajistujici pfi daném rozpoctovém omezeni nejvyssi mozny uzitek) se nijak nezmeni.

Poznamka 1 K nepiimé uzitkové funkci mizeme dospét i ponékud jinym zpisobem : Jak
(ptfimd) uzitkova funkce u(x) (Jeyimiz ,bezprostiednimi® argumenty jsou x,,x,,....,x, ), tak
Lagrangetv multiplikator A4 zavisi na ,parametrech Glohy* tj. na veli¢inach p,, p,,....,p, a

n

M (t&ch je v tomto piipadé také n+1). ReSenim ulohy (2.17a), (2.17b) jsou optimalni

2 Tyto vlastnosti Ize vyvodit z defini¢niho vyrazu (4.3), vilastnosti funkce Max a uzitkové funkce u(x)



)

(rovnovazné) rozsahy komodit x,x,,..x , které pii splnéni rozpoctového omezeni
maximalizuji uZitkovou funkci u(x). Pfitom kazda takova optimalni trovedi poptavky miize
byt zapsana jako funkce (vnittnich) proménnych p,,p,,...p,a M . Pro uzitkovou funkci
(vy¢islenou v bodé€ dosazeni maxima) tedy dostavame postupné vyjadieni

u(xl*,x;,....,x:):u[yl(pl,pz,....,pn,M),yz(pl,pz,....,pn,M),....,yn(pl,pz,....,pn,M)]:

(4.4) :F(pl,pz,....,pn,M):Y’{—,—,....,—,l}

Zde jsme ziejmé vektorovou funkci I vytvofili slozenim z funkci u a y,, takze napf jeji k -
ta slozka T, =u(y,(.)). Tato slozena funkce je pfirozené funkci argumentd

P> Dsses P, M . Jestlize posléze vyjadiime jednotlivé tyto argumenty I" v podilovém tvaru

M .. L I . . : L
—, coz je opravnéné vzhledem k jiz zminéné homogenité proporci mezi p, a M , dospéjeme
pi

k nepfimé uzitkové funkci ‘¥ .

Poznamka 2 V tomto zapisu vyjadiuji argumenty nepiimé uzitkové funkce v reciprokych
hodnotach podily cen libovolné komodity na celkovém piijmu, tzn. kazdy z argument( udava,
kolik mnozstevnich jednotek prislusné komodity si spotiebitel mtze dovolit koupit, pokud by
cely svij pfijem M pouzil vyluéné na nakup této komodity, tj. nekupoval-li by komodity
jiné. Z této interpretace je patrné, ze nepiima uzitkova funkce vystizné vyjadiuje hodnotové
orientace spotiebitele zohlednénim relativni nakladnosti ceny kazdé komodity v systému.

Poznamka 3 Argumenty nepiimé uzitkové funkce byvaji vSak nékdy uvadény v reciprokém

. M M M . e . « N

tvaru, tzn. misto —,—,....,— jde o veliiny &,&,....,p” . Posledni ¢len ,, 1 dopliujici
PPy Py MMM

jen formalné pocet argumentt nepiimé uzitkové funkce na n+1 je zpravidla vynechavan. Pfi

takovémto zapisu kazdy argument %vyjadf’uje podil ceny komodity na pfijmu M a jeho

zvySeni predstavuje zvySeni nakladnosti pofizeni 7 -tého statku.
4.3 Odvozeni poptavkovych funkci a Engelovych krivek

Regenim rovnic (3.1A) s podminkou (3.1B) pro neznamé x,,x,,....,x, , pfipadné i veli¢inu 1
obdrzime pro kazdou komoditu

Poptavkovou funkci po i-té komodité , kterou Ize obecné zapsat ve tvaru

4.5) X; :Di(M7pl7p27""7pn)

a ktera je zakladni charakteristikou informujici o tvaru zavislosti spotiebitelovy poptavky na
cenovém vektoru a pfijmu spottebitele M .

Poznamenejme vSak, ze tyto funkce, jejichz analyticky tvar je odvozen z tvaru vychozi
uzitkové funkce, nemusi byt vzdy vyjadfitelné v explicitnim tvaru.

3 Uvedené pojeti nepfimé uzitkové funkce pochazi od Samuelsona [1947], dale se na rozpracovani podileli Karlin [1959] a
Mc.Kenzie [1957], pozdé€ji pak pFfedevsim Diewert [1974].



Definice 17 Mame-li poptavku po kazdé komoditéx, (1' =1, 2,....,n) vyjadienu zapisem (4.5)
s néjakou poptavkovou funkci D, (M , p) n+1 proménnych, pak kazda takova poptavkova

funkce ze soustavy » poptavkovych funkci D,, ..., D, ma nasledujici vlastnosti® :

(D1) : Poptavkova funkce D, (M , p) je realna kone€na a nezaporna funkce a plati pro ni
D,(0,p)=0.

(D2) : Poptavkova funkce D, (M , p) je nerostouci v cen¢ 7 -té komodity p, a neklesajici v
piijmu M .

(D3) : Poptavkova funkce D, (M p) je spojitav M a spojita v p, ( =12,.. )

(D4) : Poptavkové funkce definované v Hicksové smyslu x, = D, (u, p) jsou homogenni
stupné 0 v cenach p, a podobneé tytéz funkce definovany v Marshallové smyslu
x, =D, (M , p) jsou rovn€z homogenni stupn€ 0 (uvazovano simultanné€ v cenach p. i
v pfijmu M ). Znamena to, Ze plati’

Di*(u72p):Di*(u7p):Di(ﬂM7jp):Di(M7p)

(D5) : Uplna soustava poptavkovych funkci je aditivni a soudtovatelna, a to jak v Hicksove,
tak v Marshallové smyslu. Znamena to, ze plati rovnosti

(4.6AB) > px,up)=M a > px, (M, p)=M
(D6) : Uplné soustavé poptavkovych funkci odpovida symetricka a negativné semidefinitni
Sluckého substituéni matice. Timto rozumime splnéni nasledujicich podminek :

(a) "Kftizové" derivace Hicksovych poptavek (podle jednotlivych cen) jsou symetrické,
tzn. plati

oD (M, p) _2D;(M. p)
b pi

provSechna i,j=12,. . n;i+j

oD, (M, p)
5

(b) Matice S rozméra [nxn] sestavajici z prvkus, = je negativne

semidefinitni, tzn. pro libovolny vektor & :(fl,fz,....,fn), ne vSak identicky nulovy,
spliuje kvadraticka forma s matici koeficientd § podminku

4 zzf” 1)l ;<o

P

Sluckého substitu¢ni matice ( pfi kompenzovanych odezvach na zménu ceny) § je tvofena

M, takze Ize psat D »'s, & -£, <0. Plimymi disledky
8p j i=1 j=1
negativni semidefinitnosti § jsou, mimo jiné, podminky s, <O0.

prvky s, kde 5 =

Vetsmu z téchto vlastnosti uvadime ( z diivodu gspornosti) jen pro Marshallv tvar poptavek.
Homogenlta nultého stupné poptavek vyjadruje skute¢nost, ze pfi sou¢asné proporéni zméné pfijmu

a v8ech cen se poptavky neméni. Zapis poptavek v Hicksové tvaru x; = D; (u, ) v sobé
implicitné obsahuje i nasobeni AM , nebot jen tehdy nedojde ke zméné hodnoty uZitku .



Posledni vyrok tvrzeni v (D1) vyjadiuje prostou skutecnost, ze s nulovym piijmem nelze
poridit ani nejmensi mnozstvi zddného uziteCného statku. Dvé vlastnosti obsazené v (D2)
charakterizuji zavisle proménnou (poptavku) jako monotonni funkce ceny p, a piijmu M,
pfiCemz zvySeni ceny neznamena nutné snizeni poptavky (zajem spotiebitele mize byt upten
na jiné komodity) a zvySeni pfijmu nemusi nutn€¢ vést (ze stejného duvodu) ke zvySeni
poptavky po i-tém statku. Spojitost ve vSech argumentech vylucCuje skokovity pfirtstek
poptavky pfi nepatrné zméné ceny ¢i pfijmu. Vlastnosti uvedené v (D5S) vyjadiuji Gplné
rozlozeni disponibilniho pfijmu A na nakup (ne vSak nutn€ vSech) » komodit bez ohledu na
to, jakou formulaci poptavkovych funkci pfijmeme. V podminkéach (D4) je obsazena zasada,
ze proporcni zména dichodu a cen neovlivni nijak chovani poptavky po zadné z komodit.

Souctovatelnost (D5) a homogenita nultého stupné (D4) jsou dilezitym nastrojem v
teoretické analyze poptavkovych vztahli, nicméné Castéji se vyjadiuji zprostfedkované v
zapisech s derivacemi poptavkovych funkci (misto pivodnich poptavkovych funkci). Z
podminky souétovatelnosti (D5) takto vyplyvaji vztahy® (platné pro i =1,2,....,n) :

“ 5DM, n 8D ,M
(4.8A,B) > p. DM, p) S, .(p,M)

D (p.M)=0
2 aM > . (p.M)

takze zména v pfijmu M a cenach p zpusobi preskupeni v nakupech, které neporusi
vydajové omezeni. Rovnosti (4.8A) resp. (4.8B) se takto nazyvaji Engelova resp.
Cournotova agregac¢ni podminka. Z podminky homogenity nultého stupné (D4) obdobné
vyplyva, ze pro i =1,2,....,n plati

(4.9) kZ:;pk . Y

=0

To nefika nic vice, nez ze soucasna proporéni zména v p a M ponecha nakupy kterékoliv
komodity beze zmén.

Chovani poptavky spottebitele vici kazdé komodité¢ & ,i=1,2,....,n toliko v zavislosti na
jeho pfijmu (tzn. pfi pevném cenovém vektoru p) pak udavaji znamé Engelovy krivky
vyjadfitelné ( jako funkce jediné proménné piijem M ) v obecném tvaru

(4.10) x, =, (M)

a odvoditelné z poptavkovych funkci y, poté, co do nich dosadime jako pevné hodnoty ceny
jednotlivych komodit p,, p,,.....p, .

Definice 18 Mame-li poptavku po i-té¢ komodité x, (1' =1, 2,....,n) vyjadienu zapisem (4.10)
s n&jakou Engelovou kfivkou 777 jedné proménné, pak kazda tato Engelova kfivka ma
nasledujici vlastnosti :

(E1) : Engelova kiivka 7, (M ) je realna, kone¢na nezaporna funkce a plati pro ni 7, (O) =0.
(E2) : Engelova kiivka 7, (M ) je neklesajici v pfijmu M .

(E3) : Engelova kiivka 7, (M ) je spojita v M .

(E4) : Engelova kiivka 7, (M ) je konkévni v M .

(E5) : Uplna soustava Engelovych kfivek 7, (M ) je souctovatelna, tzn. Zn: p.x, =M .

i=1

6 Vztahy ( 4.8.A,B) ziskame okamzité derivovanim (4.6A) podle M, resp. podle p;



Jak je patrné, vlastnosti Engelovy kiivky 7,,i=12,...,n jsou vesmés konformni s
vlastnostmi prislusné poptavkove funkce D, (p,M ), pokud pfi pevném p omezime pozornost
na chovani poptavky ve vztahu k pfijmu. Navic se predpoklada konkavnost (E4) 7, jako
funkce jedné proménné M a uplné vynalozeni spotiebitelova pfijmu na pofizeni komodit (ne
nutné vSech) pfi jakékoliv urovni M . Engelova kiivka je (jen) slabé monotonni, nebot
zvySeni pfijmu nemusi nutn€ vést ke zvySeni poptavky prave po i-té komodité.

Tecna (sklon) Engelovy kiivky vyjadifuje hodnotu mezniho sklonu ke spotieb&é dané
komodity, tzn. pomér mezi (limitné chapanou) zménou spotieby (realizované poptavky) x, a

. . NG T . ., ox, M o .. i .
zménou duchodu M tj. —-. Pfipomenime, ze vyraz —--— nazyvame prijmova pruznost
oM oM x,

poptavky.

Definice 19 Funkcev(x) n proménnych se nazyva homogenni stupné O, jestlize se
vyznacuje vlastnosti, ze pro vSechna x, plati

(4.11) v(Ax,, Ax,,..,2x, ) =v(x,,x,,...x,) pro libovolné 1>0.

Poznamka 4 Tato vlastnost je specialnim pfipadem homogenity obecného k -tého stupné,
kterazto vyzaduje, aby pfi proporcni A -nasobné zméné vSech argumentt funkce byla funkcni
hodnota téz A (kde k je tzv. stupeii homogenity) nasobkem piivodni funké&ni hodnoty.

4.4 Shephardovo lemma a Royova identita

Jednim z nejdulezitéSich tvrzeni, které plati mezi vydajovou funkci a soustavou
poptavkovych funkcemi po komoditach v rovnovazné situaci, je tzv. Shephardovo lemma.
R.Shephard je formuloval pivodné pro vztah mezi nakladovou funkci (jako obdobou
vydajové fugkce) a poptavkovymi funkcemi (po vyrobnich faktorech) v teorii produkce [viz
blize cast 3].

Tvrzeni 6 - Shephardovo lemma

Mame danu vydajovou funkci £ (p, uo) prislusnou k uzitkové funkci u(x) s vlastnostmi (V1),
(V2), (V3), (V4), (V5). Potom jednotlivé ze soustavy poptavkovych funkci po komoditach
ziskame timto zptisobem
0

(4.12) x = W, p)

p;
coz znamena, ze tvar poptavkové funkce po komodité ¢, je urCen jako parcialni derivace
vydajové funkce podle ceny této komodity. Toto fundamentalni tvrzeni je zakladnim
vychodiskem pfi konstrukci soustavy poptavkovych funkci po uzitek pfinasejicich statcich z
vydajové funkce.
Dikaz tvrzeni 6
Zvolme pevné ale jinak libovoln& cenovy vektor p°, hladinu uzitku #° a piislusny vektor

optimalnich (ve vztahu p° ) k komoditnich mnozstvi x’. Dale pro jakykoliv jiny cenovy

! Podrobnéji R.W. Shephard : Cost and Production Functions (1953) nebo tentyz autor : Theory of Cost and Production
Functions. Princeton U.P.1970.



vektor p definujme funkci ;((p) vztahem
(4.13) 2p)=Y px; - El’, p)
k=1

ProtoZe x°neni nutné optimalni ve vztahu k p, vydaje na pofizeni mnoZstvi x° pfi cenach
p musi vzdy byt pfinejmensSim tak velké, jako jsou analogické vydaje na pofizeni téch
mnozstvi, kterd jsou optimalni vzhledem k p - tyto minimalni vydaje udava vydajova funkce

E(uo, p). Tedy ;(() je vzdy vétsi nebo nejméné rovno O . Dale vime, ze ;(() je rovnoO, tj.

nabyva svého minima, pokud p je rovno p° . Proto vude tam, kde existuji derivace 587(7()
musi platit v kombinaci p° |
(4.14) a’gfp’jo):xf—%:po):o

V disledku toho, Ze jsme hodnotu p° volili libovolné - je vztah (4.8) dokazan. 0.

Poznamka 5 Bohuzel nelze obecné zarucit, ze takto odvozeny systém poptavkovych funkci
spliiuje vSechny vlastnosti pfedpokladané u funkci deklarovanych jako poptavkové, tj. (D1),...
, (D5).

Poznamka 6 Opacny postup - tzn. vytvoreni vydajové funkce postupnou integraci systému
poptavkovych funkci v vlastnostmi (D1),... , (D5) - neni obecné uskutecCnitelny, a to ani tehdy,

jestlize s jistotou vime, ze takova vydajova funkce E(p,uo) existuje a ze lze ji vyjadfit v
explicitnim tvaru. Pokud lze vydajovou funkci zkonstruovat ze soustavy poptavkovych
funkect, fikdme, ze tato soustava spliiuje tzv. "podminku integrability".

Dal§im uziteCnym tvrzenim je véta, ktera charakterizuje urcitou ,,pribuznost® struktury mezi
funk¢nimi tvary u jednotlivych poptavkovych funkci.
Tvrzeni 7 - Symetrie poptavkovych funkci

M¢gjme danu vydajovou funkci E(uo, p) ptislusnou k uzitkové funkei u(x) s vlastnostmi

(V1),(V2),(V3),(V4),(V5), kterda ma navic spojité vSechny parcialni derivace aspoti do 2. fadu
vCetné. Potom pro systém poptavkovych funkci vyvozenych pomoci Shephardova lemmatu
(4.12) plati :

(4.15) foé(Z:’p) ka(a(Zé’P)
J

Dikaz tvrzeni 7

Okamzité vyplyva z Youngovy véty znamé z matematické analyzy deklarujici nezavislost
druhych parcialnich derivaci na potadi derivovani, jestlize jsou tyto druhé parcialni derivace
spojité. Pak plati :

(4.16) ) (”0”’): aE(UO’P): 5E(”0’P): oxeln”. )
' Py op;opr  Prp; p
¢imz je dukaz tvrzeni proveden. [,



V tomto smyslu lze tedy mluvit o podmince symetrie kazdé funkce ze soustavy poptavkovych
funkci. Je tedy zfejmé, ze vSechny poptavkové funkce musi mit uréitou ptibuznou funkéni
podobu, ktera se mize u jednotlivych funkci systému lisit napf. riznymi hodnotami parametru
téchto funkci, nemlze jit vSak o principialné odliSny funkcni typ. (napf. jedna poptavkova
funkce nemize byt logaritmem souctu kvadratl svych argumentl, zatimco druha bude
arkustangentou soucinu odmocnin téchze argumentd). Uvedena podminka tedy vyrazné
snizuje pestrost v mozné vzajemné odliSnosti jednotlivych poptavkovych funkei.

Shephardovo lemma umoziiuje generovat Hicksovy poptavkové funkce z vydajové funkce.
Pokud bychom chtéli odvodit Marshallovy poptavkové funkce, staci k tomu substituovat za
argument # ve vydajové funkci hodnoty nepfimé uzitkové funkce w(.), kterd ma argumenty
p a M . Dostaneme

(4.17) x, = h,(u, p)=h,(w(p.M), p)=g,(p.M)
tzn. soustavu poptavkovych funkei ( pro i =1,2,....,n) v Marshallové tvaru.

Pokud bychom byli postaveni pfed opacny problém, tj. vyvodit Hicksovy poptavkové funkce
z Marshallovych, potom Ize postupovat v inverznim sméru. Mame-li dany
gi( ,M),l' =1,2,....,n, dosadime za argument M - vydaj je pln€ vynalozen na nakup x -

hodnotu vydajové funkce E(u, p).

(4.18) x, =g,(M, p)=h,(Eu, p), p) = h,(u, p)

Vztah mezi nepfimou uzitkovou a vydajovou funkci, jez jsou vzajemné inverzni, lze zapsat
identitou

(4.19) w(M, p)=yw(E(, p) p)=u

Podobné tvrzeni, jakym je Shephardovo lemma ve vztahu k vydajové funkci, 1ze vyslovit pro
vyvozeni poptavkovych funkci (tentokrat formulovanych v Marshallové tvaru) z nepfimé
uzitkové funkce w( ,M ) Soustavu Marshallovych poptavek muzeme generovat pomoci
vztahu znamého jako Royova identita®.

Tvrzeni 8 - Roy-Villého identita

Mame danu nepfimou uZitkovou funkci w(p,M) prislusnou uzitkové funkci u(x) s

vlastnostmi (W1), (W2), (W3), (W4), (W5). Potom soustavu Marshallovych poptavkovych
funkci po komoditach ziskame timto zpisobem

oy(p.M)
B ap;
(4.20) Y= i)

oM

To znamena, ze poptavkovou funkci po 7-té komodité obdrzime jako (zaporné€ vzaty) podil
dvou parcialnich derivaci neptfimé uzitkové funkce w(p,M ), a to jednak podle ceny i-té
komodity, jednak podle spotiebitelova ptijmu M .

8 Je pojmenovéana po jednom svém objeviteli, francouzském ekonomu René Royovi [1943]. Druhym byl zhruba v téZe dobé jiny
francouzsky ekonom-matematik Jean Villé.



Dikaz tvrzeni 8

Vztahem (4.19) jsme zapsali, ze vydajova funkce a neptfima uzitkova funkce jsou vzajemné
v inverznim vztahu. Ten mizeme vyjadfit zapisem identity :

(4.21) v[E(p.u). pl=u.

Jestlize tuto identitu (platici pro libovolnou dvojici pevnych hodnot p a u ) derivujeme podle
jednotlivych cen p,, dostaneme pii uplatnéni fetézoveého pravidla pro derivaci slozené funkce

vztah
(4.22) 8w[E(p,u),p]: aw(p,u)GE(p,u) 3p +8w(p,u)‘ ap _0
p; CE(pu) dp i  d
ap .
nebot pii pevném u je ﬂ:O a dale a—pzl nebot’ P, =0, (Kroneckerovo 0),

ap; ap; p;
i,j=12,....,nadale E(p, u) =M , nebot’ pfijem M je rozdélen beze zbytku.

(4.22 ) mtzeme tedy prepsat do tvaru

“423) ov(p.M) E(pu) oy(p.M)_
aM ap; ap;
Z Shephardova lemmatu vime, zZe @: x, ( tj.Hicksova poptavka po i-tém statku).
Odtud tedy jiz snadno odvodime
oy(p,M)
ap,
4.24 =g (pM)=- ’ 0.
(4.24) x, = g,(p,M) Fp
oM

Poznamka Jestlize dale nepfimou uzitkovou funkci vyjadiime v normalizovaném tvaru, tzn.
pfi  jednotkovém  spotiebitelové  pfijmu (M =1) s argumenty ve tvaru

(&& P,

* . v 7 4
,lj =y (rl,rz,....,rn), kde pracujeme s n-Clennym vektorem normovanych

cen (r1 s, ), pak lze vyraz pro Royovu identitu zapsat ptimo jako
oy (r)
X, Ologr,
(4.25) Ij\,j;, -5
> 0y’ (r)
j=1
Ologr,

tedy ve tvaru vyjadfujicim rozpoctovou ucast i-t¢ komodity na celkovém piijmuM jako
podil parcialni derivace nepfimé uzitkové funkce podle logaritmované ceny této komodity a
souctu analogicky vyjadienych parcialnich derivaci " (r) podle vSech logaritmovanych cen.

K nazornéj§imu vyjadieni vztahti mezi uvedenymi ekonomickymi funkénimi typy pfipojime
schéma :
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VYDAJOVA
FUNKCE

Elp.u’)

Shephardovo lemma

GE(p,uo)

X =—

i op,

derivace £ podle p,

SOUSTAVA POPTAVKOVYCH
FUNKCI
PO KOMODITACH
V HICKSOVE TVARU

X, :hl.(p,uo)

< inverze —»

<« substituce
%

UZITKOVA
FUNKCE

u(x)

substituce
X, = fz (p,M)

NEPRIMA UZITKOVA
FUNKCE

v(p.M)

Royova identita
ow(p,M)
Pp,
' owp,M
oM
zaporny podil derivaci y podle p,, M

SOUSTAVA POPTAVKOVYCH
FUNKCI
PO KOMODITACH
v MARSHALLOVE TVARU

X; :gi(p7M)

10
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4.5 Vzajemné vztahy mezi ekonomicky interpretovatelnymi funkcemi

Jak bylo v pfedchozim textu naznaceno, neni otazka prechodu od jednoho typu ekonomické
funkce k jiné zdaleka snadno a pfimocate fesitelnd. Do znacné miry pfitom zalezi na tom,
ktery typ funkce je volen jako vychozi. V tvahu pfichazeji (prostd) uzitkova, nepiima
uzitkova, vydajova, pfipadné jednotkova vydajova funkce. Obecné lze fici, Ze viibec nejvétsi
obtize - je-li volen jako vychozi ekonomicky typ - €ini (prostd) uzitkova funkce, coz lze
zdlivodnit znaCnou obtiznosti feSeni zadaného problému maximalizace obecné (nelinearni)
uzitkové funkce pfi omezeni daném spotiebitelovym piijmem. Jen u nékolika malo priklada
lze toto feSeni odvodit analyticky a vysledny systém poptavkovych funkcei je vyjadfitelny v
explicitnim tvaru. Trfi takové priklady, kterym se dostalo pozornosti i pojmenovani v
literature, uvadime dale v Casti 5 .

V podstatné priznivejsi situaci se nachazime, jestlize za vychozi ekonomicky funkéni typ
volime neptfimou uzitkovou funkci nebo vydajovou funkci, kde prevodni vztahy - Royova
identita resp. Shephardovo lemma - umoziuji veelku snadno v explicitnim tvaru vyjadrit
soustavu poptavkovych funkci — podle kontextu v Marshallové nebo Hicksové tvaru - pomoci
parcialnich derivaci vychozich funkci. Na druhé stran€ vSak formulace prosté uzitkové funkce
je svym zpusobem prihledn€jsi, nebot’ zohlednuje pfimo — jakkoliv subjektivni - vychozi
preferencni hlediska pfi stanoveni uzitecnosti jednotlivych komodit véetné pripadnych jejich
vzajemnych pusobeni. Informace o preferencni strukture maji, prirozen¢, konkretizujici dopad
na voleny tvar (nebo aspori hodnoty parametrii) uzitkové funkce.

Jak vSak ukézaly nékteré teoretické vyzkumy poslednich 20 let, ani pokusy o vytvoreni
vSeobecné konzistentni soustavy vSech ekonomickych funk¢nich typl vychazejici z neptimé
uzitkové nebo z vydajové funkce, nevedou - az na skromné vyjimky - ke vSestranné
uspokojivym zavérim. Neduhy, kterymi prevazna vétSina odvozenych ekonomickych funkci
trpi, spocCivaji predevSim v té skuteCnosti, ze i kdyz vychozi ekonomicky tvar — napf.
vydajova funkce - spliiuje vSechny jemu odpovidajici vlastnosti - napt. vydajova funkce
vlastnosti (E1),..., (ES) - nebudou po provedeni pfislusné transformace (napt. Shephardova
lemmatu) z n€&) odvozené ostatni funkéni typy (poptavkové funkce) spliiovat vSechny
vlastnosti, které by jim z ekonomického posuzovani vlastnosti funkce daného typu mély
prisluset.

Pfirozen€, konkrétni zavéry lze ucinit vzdy az po vySetfeni vlastnosti ostatnich ekonomickych
funkcnich typt odvozenych z vychoziho typu a po zpravidla detailni analyze zjisténi, do jaké
miry - alespofi v cCasti pivodni mnoziny parametri a hodnot argumenti/proménnych
funkéniho tvaru - se zadouci teoretické vlastnosti pro dany funkéni typ zachovavaji. Aktualni
literatura v tomto sméru je jiz vcelku bohata, dil¢i pfinosy jednotlivych autor lze nalézt napf.
v pracich [xx], [xx] ,[xx]. Zde se lze také seznamit i s jistou , kategorizaci‘ pojmu, problémui a
hledisek (aspekty tzv. teoretické konzistence funkéniho tvaru’*/, tzv. oblasti aplikovatelnosti
funkéniho tvaru, parametrické flexibility apod.). Jejich podrobnéjsi rozvedeni by vSak zaslo
za pfiméteny rozsah 1 t€el tohoto studijniho textu.

° Pojem konzistence v tomto smyslu nema pranic spole¢ného se stejné pojmenovanou vlastnosti (zakladni pfiznivou)
odhadové funkce/estimatoru, jak ji zndme napf. z ekonometrie.
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