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ešené p íklady z diferenciálního po tu funkcí více prom nných. 

 
Pojem funkce více prom nných. 

 
Reálná funkce jedné prom nné je zobrazení z R do R. Zobecn ním tohoto pojmu je zobrazení 
z  nR   )2n( ≥   do R, které se nazývá funkce více prom nných. 
 
Definice. 
Nech   .M,1n,M n ∅≠≥⊆ R Zobrazení  R→M:f  se nazývá reálná funkce n reálných 
prom� nných a množina M se nazývá defini � ní obor této funkce a zna í se D(f) . 

  
Z definice funkce více prom nných vyplývá, že tato funkce je jednozna n  ur ena udáním jejího 
defini ního oboru D(f)  a p edpisem, kterým je každému bodu [ ] )f(x,...,x,xx n21 D∈=  p i azena 
funk ní hodnota f(x). Pokud je p edpis dán vzorcem a není udaný defini ní obor, pak defini ním  
oborem rozumíme množinu všech bod  nx R∈ , pro n ž má tento vzorec smysl. 
 
P íklady. 

1. Ur ete a graficky znázorn te defini ní obor funkce 

a) ( ) 1yx1y,xf 22 −+−= ,  b)   ( ) ( )[ ]xylnxlny,xf −=  

c)  ( ) ( ) ��
�

�
��
�

�
−+−−= y2y

4

x
yx1y,xf 2

2
22  

       
�

ešení: 
     

a) ( ) 1yx1y,xf 22 −+−=  

   01y0x1 22 ≥−∧≥−  

  1y1x ≥∧≤  

 ( )1y1y1x1 ≥∨−≤∧≤≤−  
  D(f) je znázorn n na vedlejším obrázku 
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b)   ( ) ( )[ ]xylnxlny,xf −=  

       ( ) 0xylnx0xy >−∧>−  
     

( ) ( )1xy0x1xy0xxy <−∧<∨>−∧>∧>  

( ) ( )1xyx0x1xy0x +<<∧<∨+>∧>        
 
 D(f) je znázorn n na vedlejším obrázku 
 

 

 

c)  ( ) ( ) ��
�

�
��
�

�
−+−−= y2y

4

x
yx1y,xf 2

2
22  

     ( ) 11y
4

x
0yx1 2

2
22 ≥−+∧≥−−  

       ( ) 11y
4

x
1yx 2

2
22 ≥−+∧≤+  

      nebo 

     ( ) 11y
4

x
0yx1 2

2
22 ≤−+∧≤−−  

      ( ) 11y
4

x
1yx 2

2
22 ≤−+∧≥+  

    D(f) je znázorn n na vedlejším obrázku 
 

 

 
Definice. 
Nech  f je funkce n prom nných definovaná na množin  .2n,M n ≥⊆ R Grafem funkce f nazýváme 

množinu bod     G(f) = [ ] [ ]{ })x(fy,Mx,...,xx:y,x n1
1n =∈=∈ +R . 

  
Pro funkci dvou prom nných, tj. pro  n = 2   je grafem funkce množina bod  v trojrozm rném prostoru. 
V p íkladech, se kterými se zde setkáme to bude vždy trojrozm rná plocha. 
Pro získání názorné p edstavy, jaký je tvar a pr b h této plochy nám pomohou ezy rovinami z = 0,  y = 0 
a  x = 0 (tj. ezy sou adnými rovinami ili p dorysnou, nárysnou a bokorysnou ) a rovinami rovnob žný- 
mi s rovinou  z = 0  (vrstevnice). 
  
Definice. 
Nech   2M R⊆   a  R→M:f  je funkce dvou prom nných definovaná na M,  R∈c  . Množina 

                                       [ ] ( ){ }cy,xf:My,xf c =∈=  

se nazývá  vrstevnice funkce f na úrovni c. 
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P íklady. 
 
2. Pomocí vrstevnic a ez  rovinami y = 0  a   x = 0  znázorn te graf následujících funkcí: 

  a)  
3

y

4

x
z

22

+=     ,    b)   
3

y

4

x
z

22

−=    ,    c)  1
5

y

3

x
z

22
2 −+=     ,   d) 1

5

y

3

x
z

22
2 ++=  

  e)  
5

y

3

x
z

22
2 += . 

 
�

ešení: 
 

  a)  
3

y

4

x
z

22

+=      

         z = 0 :   [ ] [ ]0,0y,x0
3

y

4

x 22

=⇔=+  

        elipsa...1
c3

y

c4

x
:0cz

22

=+>=  

        parabola....
4

y
z:0x

2

==  

        parabola....
4

x
z:0y

2

==   

        jedná se o eliptický paraboloid 
 

 

 
 

b)   
3

y

4

x
z

22

−=     

       

0
3

y

2

x

3

y

2

x
0

3

y

4

x
:0z

22

=��
�

�
��
�

� −��
�

�
��
�

� +⇔=−=  

                               dvojice p ímek 

1
c3

y

c4

x
:0cz

22

=−≠=  …  hyperbola 

3

y
z:0x

2

−==    …    parabola 

4

x
z:0y

2

==    …   parabola 

jedná se o hyperbolický paraboloid 
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c)  1
5

y

3

x
z

22
2 −+=      

      ( ) ( ) 1
1c5

y

1c3

x
:cz

2

2

2

2

=
+

+
+

∈= R  …elipsa 

       1z
5

y
:0x 2

2

=−= … hyperbola 

        1z
3

x
:0y 2

2

=−=    hyperbola 

        jedná se o jednodílný hyperboloid 
     
 

 

 

d) 1
5

y

3

x
z

22
2 ++=  

     [ ] [ ]0,0y,x0
4

y

3

x
:1z

22

=⇔=+±=  

      ( ) ( ) 1
1c5

y

1c3

x
:1c,cz

2

2

2

2

=
−

+
−

>=   elipsa 

      1
5

y
z:0x

2
2 =−=    …   hyperbola 

       1
3

x
z:0y

2
2 =−=  …    hyperbola 

       jedná se o dvojdílný hyperboloid 
 
 
 

 

 

e)  
5

y

3

x
z

22
2 +=  

      [ ] [ ]0,0y,x0
5

y

3

x
:0z

22

=⇔=+=  

       1
c5

y

c3

x
:cz

2

2

2

2

=+=   …  elipsa 

        

0
5

y
z

5

y
z0

5

y
z:0x

2
2 =��

�

�
��
�

� +��
�

�
��
�

� −⇔=−=  

                                        dvojice p ímek 

0
5

x
z

5

x
z0

5

x
z:0y

2
2 =��

�

�
��
�

� +��
�

�
��
�

� −⇔=−=  

                                        dvojice p ímek 
jedná se o eliptický kužel 
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Pro lepší p edstavu uvedeme ješt  grafy dvou složit jších ploch vykreslené po íta em. 
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D ležité pojmy jsou okolí bodu, vnit

�
ní bod, hromadný bod a hrani � ní bod množiny, otev

�
ená mno- 

žina, uzav
�
ená množina. Viz DSO str. 262 – 264. Zde pouze upozor uji,  že podle výb ru metriky, 

kterou použijeme v definici okolí, dostáváme r zné typy okolí. Nap . v 2R    p i volb  euklidovské 
metriky dostaneme kruhové okolí, p i volb  maximové metriky dostaneme tvercové okolí. 
Podstatná je ekvivalentnost t� chto metrik , to znamená že existence (neexistence) limity nezáleží na 
 tom, kterou z metrik zvolíme.  
 

Limita a spojitost. 
Dalšími d ležitými pojmy jsou pojem limity  a pojem spojitosti funkce více prom nných -viz  DSO 
str.264 – 276. Zde uve me pouze následující definici limity funkce dvou prom nných.. 
 
Definice (vlastní limity ve vlastním  bod ).  

ekneme, že funkce  RR →2:f  má v bod  [ ] 2
00 y,x R∈  limitu R∈L , jestliže ke každému 0>ε  

existuje takové okolí δU   bodu [ ]00 y,x , že pro všechny body [ ] δ∈ Uy,x  , [ ] [ ]00 y,xy,x ≠  platí 

                                                        ( ) ε<− Ly,xf   . 

Píšeme                                            
( ) ( )

.L)y,x(flim
00 y,xy,x

=
→

 

 
 
Poznámka. 
Vidíme, že definice limity funkce dvou prom nných je formáln  stejná jako definice limity funkce 
jedné prom nné. I v ty o vlastnostech limity funkce více prom nných mají formáln  stejné zn ní 
jako v ty o vlastnostech limity funkce jedné prom nné. 
Podstatný rozdíl spo ívá v „dimenzi“ okolí limitního bodu. U funkce jedné prom nné se k tomuto bodu 
m žeme blížit jen po jediné p ímce to bu  zleva nebo zprava.. U funkce více prom nných se m žeme 
k limitnímu bodu blížit z r zných sm r  nap . po p ímkách, parabolách i jakýchkoliv jiných k ivkách. 
Existence limity v daném bod  znamená, že nezáleží na cest , po které se k tomuto bodu blížíme. 
 
P íklad. 

Pokusíme se spo ítat
( ) ( ) 220,0y,x yx

xy
lim

+→
 . Blíží-li se bod [x,y] k bodu [0,0] po p ímce y = kx, 0k ≠  

dostaneme    
2222

2

0x k1

k

xkx

kx
lim

+
=

+→
  . Vidíme, že výsledek závisí na konstant  k, tedy na tom, po jaké 

p ímce se k bodu [0,0] blížíme. Daná limita proto neexistuje. 
 
Metodami výpo t  limit funkcí více prom nných se nebudeme zabývat. 
 
                                              

   Parciální der ivace. 
 
Definice. 
Nech  funkce RR →2:f  je definována v bod  [ ]00 y,x  a n jakém jeho okolí. Položme ( )0y,xf)x( =ϕ . 

Má-li funkce ( )xϕ  derivaci v bod  0x  , nazýváme tuto derivaci parciální derivací funkce  f  podle 

prom nné  x   v bod  [ ]00 y,x  a ozna ujeme ji  ( )00x y,xf  nebo  ( )00 y,x
x

f

∂
∂

 . 
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Poznámky. 
1. Podobn  se definuje parciální derivace podle y. Analogicky se definují parciální derivace funkce 
n  prom nných. 
2. Protože parciální derivace 

ixf  funkce n prom nných je definována jako „oby ejná“ derivace podle 

    prom nné ix  ,  platí pro po ítání parciálních derivací obvyklá pravidla pro derivování. 

3.Parciální derivace podle prom nné  ix   po ítáme tak, že všechny ostatní prom nné považujeme za 

   za konstanty a  „oby ejn “ derivujeme podle ix  . 
 

Má-li funkce z = f(x,y) parciální derivace podle x a podle y ve všech bodech n jaké množiny )f(N D⊂ , 

jsou tyto parciální derivace funkcemi prom nných x a y. Ozna ujeme je nebo)y,x(f,)y,x(f yx  

( ) ( )y,x
y

f
,y,x

x

f

∂
∂

∂
∂

 .   M že se stát, že tyto parciální derivace lze znovu parciáln  derivovat podle x  

a podle y.  Tím se dostáváme k pojmu parciálních derivací druhého ádu. 
 

Parciální der ivace vyšších ád . 
 

Definice. 
Nech  [ ] ( ).fy,x x00 D∈  Existuje-li parciální derivace funkce ( )y,xf x  podle prom nné  x  v bod [ ]00 y,x , 

nazýváme tuto derivaci parciální derivací 2. 
�
ádu podle x funkce f  v bod   [ ]00 y,x  a zna íme ji 

( ) ( )002

2

00xx y,x
x

f
neboy,xf

∂
∂

 . 

Existuje-li parciální derivace funkce ( )y,xf x  podle prom nné  y  v bod [ ]00 y,x , 

nazýváme tuto derivaci smíšenou parciální derivací 2. 
�
ádu podle y funkce f  v bod   [ ]00 y,x  a zna íme 

ji  ( ) ( )00

2

00xy y,x
yx

f
neboy,xf

∂∂
∂

 . 

 
Poznámka. 
Podobn  se definují parciální derivace .faf yxyy  

 
V ta (Schwarzova). 
Nech�  má funkce f v okolí bodu [ ]00 y,x  parciální derivace  yx f,f    a smíšenou  parciální derivaci xyf  , 

která je v bod�  [ ]00 y,x  spojitá. Pak existuje také smíšená parciální derivace ( )00yx y,xf  a platí 

                                               ( ) ( )00yx00xy y,xfy,xf =  . 

 
Poznámka. 
Analogicky jako parciální derivace 2. ádu se dají zavést parciální derivace vyšších ád . Tvrzení 
Schwarzovy v ty lze rozší it na smíšené parciální derivace ádu n.  Tedy, pokud jsou smíšené parciální 
derivace spojité, nezáleží na tom, v jakém po adí derivujeme, ale pouze na tom, kolikrát derivujeme 
podle které prom nné. 
 
Poznámka. 
Pro funkci jedné prom nné platí, že z existence první derivace v daném bod  vyplývá spojitost funkce 
v tomto bod . Pro funkce více prom nných analogické tvrzení neplatí. 
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P íklady. 
1. Vypo ítejte parciální derivace 1. a 2. ádu následujících funkcí v obecném bod . 

a)   1y2xy3yx7x3z 22225 +−+−=                     b)    ( )yxsinxz +⋅=  

c)    ( )2yxlnz +=                  d) 
x

y
artcgz =           e)     z = ( )y2x1+  

      
�

ešení: 
    a)   1y2xy3yx7x3z 22225 +−+−=   

            224
x y3xy14x15z +−=                     23

xx y14x60z −=                       y6xy28zxy +−=  

            y4xy6yx14z 2
y −+−=                      4x6x14z 2

yy −+−=                 y6xy28zyx +−=   

            Vidíme, že smíšené parciální derivace jsou si rovny. V dalších p íkladech již budeme po ítat 
             jen  jednu z nich. 
 

    b)    ( )yxsinxz +⋅=  
            ( ) ( )yxcosxyxsinzx +⋅++=        
             ( )yxcosxzy +⋅=  

             ( ) ( ) ( )yxsinxyxcosyxcoszxx +⋅−+++=  = ( ) ( )yxsinxyxcos2 +⋅−+⋅  
             ( )yxsinxzyy +⋅−=  

             ( ) ( ) yxxy zyxsinxyxcosz =+⋅−+=  
 

    c)      ( )2yxlnz +=              

              
2x yx

1
z

+
=               

22xx )yx(

1
z

+
−=                                            ( ) yx22xy z

x1

y2
z =

+
−=  

              
2y yx

y2
z

+
=                

( )
( )

( )
( )22

2

22

2

yy
yx

yx2

yx

y2y2yx2
z

+
−=

+
⋅−+=  

 

    d)    
x

y
artcgz =           

            
222

2

2x yx

y

x

y

x

y
1

1
z

+
−=�

�

�
�
�

� −⋅
+

=                         ( )222xx
yx

xy2
z

+
=  

            
22

2

2y yx

x
x
1

x

y
1

1
z

+
=⋅

+
=                                  ( )222yy

yx

xy2
z

+
−=  

                                                                    ( ) ( )222

22

222

222

xy
yx

yx

yx

y2yx
z

+
−=

+
−+=    

          

     e)     z = ( )y2x1+  

         ( ) ( ) 1y21y2
x x1xy2x2x1yz

−−
+=⋅+⋅=     

         ( ) ( )2y2
y x1lnx1z +⋅+=  
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         ( ) ( )( ) ( )( ) 2y22222y21y2
xx x1x2yx2x1y2x2x11yxy2x1y2z

−−−
+−++=⋅+−++=  = 

                = ( )( ) 2y222 x1yx2x1y2
−

++−  

          ( ) ( )22y2
yy x1lnx1z ++=  

           ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 1y2221y21y2
xy x1x1lny1x2x1lnx1xy2x1x2z

−−−
+⋅+⋅+=+⋅+++=  

 
2. Vypo ítejte parciální derivace prvního ádu v daném bod . 

a)    22 x1yyz +⋅+=    v bod    [2,5]              b)   �
�

�
�
�

� +=
x2

y
xlnz     v bod    [1,2] 

c)     ( )2yxarctgz −=        v bod    [3,1]              d)   tgyxz ⋅=             v bod    ��

	

�

� π
4

,1  

          
�

ešení: 

            a)    22 x1yyz +⋅+=    v bod    [2,5] 

                     ( )
2

2

1
2

x
x1

xy
x2x1

2
1

yz
+

=⋅+⋅= −
             52

5

10
)5,2(zx ==  

                      2
y x1y2z ++=                                       ( ) 5105,2zy +=  

               

 b)   �
�

�
�
�

� +=
x2

y
xlnz     v bod    [1,2] 

        funkci upravíme na tvar   
x2

yx2
lnz

2 +=  ,  který je výhodn jší pro derivování vn jší  

        složky složené funkce. Pro derivování vnit ní složky je naopak výhodn jší p vodní tvar.   

     ( )yx2x

yx2

x2

y
1

yx2

x2
z

2

2

22x +
−=�

�

�
�
�

� −⋅
+

=                   0)2,1(zx =  

      
yx2

1

x2

1

yx2

x2
z

22y +
=⋅

+
=                                    25,0)2,1(zy =  

 

  c)     ( )2yxarctgz −=        v bod    [3,1] 

           
( )
( )4x

yx1

yx2
z

−+
−=                  

17

4

21

22
)1,3(z

4x =
+

⋅=  

            
( )

( )4y
yx1

yx2
z

−+
−−=                  

17

4

21

22
)1,3(z

4y −=
+

⋅−=  

 

   d)   tgyxz ⋅=             v bod    ��

	

�

� π
4

,1  

          ytgzx =               1
4

tg
4

,1zx =π=�
�

�
�
�

� π
 

           
ycox

x
z

2y =          2

2

2

1

4
,1z

2y =

�
�
�

�
�
�
�

�
=�

�

�
�
�

� π
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Totální diferenciál. 
 
Definice. 
Nech  z = f(x,y)  je funkce definovaná v n jakém okolí bodu [ ]00 y,x  a nech  má v bod  [ ]00 y,x  spojité 

parciální derivace prvního ádu. Potom funkci   
                             ( ) ( ) ky,xfh)y,x(fk,h,y,xdf 00y00x00 ⋅+⋅=  

nazýváme totálním diferenciálem  funkce f(x,y) v bod  [ ]00 y,x   . 

 
   Poznámky. 
    1. Podobn  jako p i zavedení diferenciálu funkce jedné prom nné znamenají h, k p ír stky neodvisle 
         prom nných x,y   a asto je zna íme   dx, dy. Totální diferenciál je lineární funkcí p ír stk  ne- 
         odvisle prom nných.  
    2. Ozna íme-li  ( ) ( ) ( )000000 y,xfky,hxfk,h,y,xf −++=∆    p ír stek funkce p i p echodu z bodu 

          [ ]00 y,x   do bodu  [ ]ky,hx 00 ++  ,  platí pro dostate n  malé hodnoty k,h   p ibližný vztah 

                                             ( ) ( )k,h,y,xdfk,hy,xf 0000 =∆ �  

          Toho využíváme p i p ibližném výpo tu funk ních hodnot n kterých funkcí. 
 

P íklady. 
1. Vypo t te totální diferenciál fukce f(x,y) v daném bod  p i daných p ír stcích  neodvisle 

prom nných: 

a)  [ ] [ ] 2,0dy,1,0dx,1,1y,x,
y

x
xy)y,x(f 00 ===+=   

b)   [ ] [ ]4,3y,x,yx)y,x(f 00
22 =+=    p i obecných p ír stcích neodvisle prom nných 

c)    [ ] [ ] 4,0dy,1,0dx,1,3y,x,
xy1

yx
arctg)y,x(f 00 =−==

−
+=  

       
�

ešení: 

        a)  [ ] [ ] 2,0dy,1,0dx,1,1y,x,
y

x
xy)y,x(f 00 ===+=  

             
y

1
yf x +=                 2)1,1(f x =  

             
2y y

x
xf −=               0)1,1(f y =  

             2,01,02dy0dx2df =⋅=⋅+⋅=  
 

  b)   [ ] [ ]4,3y,x,yx)y,x(f 00
22 =+=    p i obecných p ír stcích neodvisle prom nných 

         
22x

yx

x
f

+
=                           

5

3
)4,3(f x =  

          
22y

yx

y
f

+
=                           

5

4
)4,3(f y =  

           dy8,0dx6,0df ⋅+⋅=    
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   c)    [ ] [ ] 4,0dy,1,0dx,1,3y,x,
xy1

yx
arctg)y,x(f 00 =−==

−
+=  

           

( )
( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

=
++++−

+=
++−

+=
−

−+−−⋅⋅

−
++

=
2222

2

22

2

2

2

2x yxy2xyxxy21

y1

yxxy1

y1

xy1

yyxxy11

xy1

yx
1

1
f  

            =  ( )222

2

y1xy1

y1

+++
+

 = ( )( ) 222

2

x1

1

x1y1

y1

+
=

++
+

 

 

        vzhledem k „symetri nosti“ funkce dostaneme parciální derivaci podle y  prostou zám nou            
        prom nných, tedy 
   

        
2y y1

1
f

+
=          

2

1
)1,3(f,

4

1
)1,3(f yx ==  

 

        df = ( ) 005,002,0025,004,0
2

1
1,0

4

1 −=+−=⋅+−⋅  

 
2. Pomocí totálního diferenciálu vhodné funkce ve vhodném bod  vypo t te p ibližn : 

a)   02,204,1                        b)  ( ) ( )22 05,498,2 +  
 

     
�

ešení: 
       a)   02,204,1                         

              K výpo tu použijeme diferenciál funkce yx)y,x(f =   v bod   [ ] [ ]2,1y,x 00 =   p i p ír stcích 

              neodvisle prom nných   dx = 0,04    ,    dy=0,02. 
              1y

x yxf −=             2)2,1(f x =  

              xlnxf y
y ⋅=          0)2,1(f y =  

              08,004,0.2dy0dx2)2,1(df ==⋅+⋅=  

               08,108,01)2,1(df)2,1(f)02,2;04,1(f04,1 02,2 =+=+== �  
 

        b)  ( ) ( )22 05,498,2 +  

             K výpo tu použijeme diferenciál funkce 22 yx)y,x(f +=   v bod   [ ] [ ]4,3y,x 00 =   p i    

             p ír stcích neodvisle prom nných   dx = -0,02    ,    dy=0,05. 

             
22x

yx

x
f

+
=               

5

3
)4,3(f x =                

22y
yx

y
f

+
=                 

5

4
)4,3(f y =  

 

             ( ) 028,005,0
5

4
02,0

5

3
)4,3(df =⋅+−⋅=  

              ( ) ( )22 05,498,2 +   028,5028,05)4,3(df)4,3(f =+=+=�  
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Taylorova v ta. 
 

   Podobn  jako u funkce jedné prom nné umož uje Taylorova v ta nahradit s jistou p esností v okolí 
ur itého bodu danou funkci n prom nných polynomem n prom nných. Formulace v ty viz DSO 
str.  290 – 293. Zde uvedeme Taylorovu v tu  pro funkci dvou prom nných. 
 

           Taylorova v� ta. 
          Nech�  funkce f(x,y) má v bod�  [ ]00 y,x   a n� jakém jeho okolí spojité parciální derivace 

          až do � ádu  n+1  v� etn� . Pak pro každý bod tohoto okolí platí 

           ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+−
∂

∂
+−

∂
∂

+= 0
00

0
00

00 yy
y

y,xf
xx

x

y,xf
y,xf)y,x(f   

        + ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ++��
�

�
��
�

�
−

∂
∂

+−−
∂∂

∂
+−

∂
∂

...yy
y

y,xf
yyxx

yx

y,xf
2xx

x

)y,x(f

!2

1 2
02

00
2

00
00

2
2

02
00

2

 

        +
( )( ) ( ) )y,x(Ryyxx

yx

y,xf

j

n

!n

1
n

j
0

jn
0

n

0j
jjn
00

n

+−−
∂∂

∂
��
�

�
��
�

� −

=
−
  ,  

          ( )
( ) ( ) ( ) j

0
j1n

0jj1n

1n1n

0j

n yyxx
yx

,f

j

1n

!1n

1
)y,x(R −−

∂∂
ηξ∂

��
�

�
��
�

� +
+

= −+
−+

++

=

    ,    

           kde  ξ    leží mezi   0x   a   x   ,   η    leží mezi   0y    a   y. 
 

         Poznámky. 
         1. P i vyjád ení funkce polynomem z p edchozí v ty mluvíme též o aproximaci funkce 
            Taylorovým polynomem o st

�
edu [ ].y,x 00  

        2. V Taylorov  v t  m žeme také psát  .dyyy,dxxx 00 =−=−  
 

       P íklady. 
1. Ur ete Taylor v polynom 2. stupn  se st edem v bod  [ ] [ ]1,1y,x 00 =   pro funkci 

y

x
)y,x(f = . 

   
�

ešení:  
   Nejprve spo teme všechny pot ebné parciální derivace. 

   
3yy2xyxx2yx y

x2
f,

y

1
f,0f,

y

x
f,

y

1
f =−==−==    a jejich hodnoty v bod  [1,1] 

   2)1,1(f,1)1,1(f,0)1,1(f,1)1,1(f,1)1,1(f yyxyxxyx =−==−==  

   Pro vyjád ení zbytku pot ebujeme ješt  t etí parciální derivace. 

    
4yyy3xyyxxyxxx y

x6
f,

y

2
f,0f,0f −====  

   

( ) [ ] 2
2

yyxy
2

xxyx R)1y)(1,1(f)1y)(1x)(1,1(f2)1x)(1,1(f
2

1
)1y)(1,1(f1x)1,1(f)1,1(f)y,x(f +−+−−+−+−+−+=

             = ( ) ( ) ( )( ) ( ) )y,x(R1y1y1x1y1x1 2
2 +−+−−−−−−+   

 ( )( ) ( ) ( )( ) ( )3

4

2

3

3

4

2

32 1y1y1x
1

1y
6

1y1x
6

6

1
)y,x(R −

η
ξ−−−

η
=�

�

	


�

�
−

η
ξ−−−

η
=    , kde   

ξ   leží mezi 1 a x ,   η   leží mezi  1 a y 
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2.  Pomocí Taylorova polynomu 2. stupn  vypo t te p ibližn  
98,0

04,1
arctg  . 

 
�

ešení:  

  Napíšeme Taylor v  polynom 2. stupn  pro funkci 
y

x
arctg)y,x(f =    ,  [ ] [ ]1,1y,x 00 =  ,    

  04,0dxxx 0 ==−  ,   02,0dyyy 0 −==− . 

  Nejprve spo teme pot ebné parciální derivace. Tvar zbytku vyjad ovat nebudeme. 

   
y

x
arctg)y,x(f =   

    
22

2

2x yx

y

y

1

y

x
1

1
)y,x(f

+
=⋅

+
=            

222

2

2y yx

x

y

x

y

x
1

1
)y,x(f

+
−=−÷

+
=  

    ( )222xx
yx

xy2
)y,x(f

+
−=                         ( )222yy

yx

xy2
)y,x(f

+
=  

    ( ) ( )222

22

222

22

xy
yx

yx

yx

y2yyx
)y,x(f

+
−=

+
⋅−+=  

    Nyní vypo teme hodnoty parciálních derivací v bod  [1,1] . 
 

    
2

1
)1,1(f0)1,1(f

2

1
)1,1(f

2

1
)1,1(f

2

1
)1,1(f

4
1arctg)1,1(f yyxyxxyx ==−=−==π==  

    Podle Taylorovy v ty dostáváme: 
     

   ( ) ( )22 dy
4

1
dx

4

1
dy

2

1
dx

2

1

4y

x
arctg +−−+π=�  

 

    815098,00297,0
4

0001,00004,001,002,0
498,0

04,1
arctg =+π=+−++π=�  

 
3.Pomocí Taylorova polynomu 2. stupn  vypo t te p ibližn  ( )01,0tge 1,0−  . �

ešení: 
  Volíme  ytge)y,x(f x=  ,  [ ] [ ] 01,0dy,1,0dx,0,0y,x 00 =−==  

   Spo teme pot ebné parciální derivace : 

   
ycos

ysine2
f,

ycos

e
f,ytgef,

ycos

e
f,ytgef

3

x

yy2

x

xy
x

xx2

x

y
x

x =====  

   0)0,0(f,1)0,0(f,0)0,0(f,1)0,0(f,0)0,0(f,0)0,0(f yyxyxxyx ======  

( ) ( )[ ]2
00yy00xy

2
00xx00y00x00 dy)y,x(fdxdy)y,x(f2dx)y,x(f

2

1
dy)y,x(fdx)y,x(f)y,x(f)y,x(f +++++=�

a dosazením dostaneme 
  

( )01,0tge 1,0−  =  ( ) 009,001,01,012
2

1
01,01 =⋅−⋅⋅+⋅  
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Lokální a globální extrémy. 
 
Vyšet ování extrém  je jednou z nejd ležit jších ástí diferenciálního po tu. Je tomu tak proto, že 
 v každodenním život  se setkáváme s ešením extremálních úloh. Nap . ekonomická rozhodování 
se ídí pravidlem minimalizace náklad  a maximalizace zisku. 
Uvedeme zde jen definici a nejd ležit jší v ty o extrémech. Podrobn ji viz DSO str. 293-298. 

 
Definice. 

ekneme, že funkce f: RR →n nabývá v bod  n*x R∈  lokálního maxima [ respektive lokálního 
minima ] , jestliže existuje okolí  U  bodu  *x  takové, že pro každé  Ux ∈  platí  ( ) ( )*xfxf ≤  

[respektive  ( ) ( )*xfxf ≥ . Jsou-li nerovnosti v t chto vztazích pro *xx ≠   ostré, mluvíme o ostrých 
lokálních maximech a minimech nebo též o vlastních lokálních maximech a minimech. Spole ný 
název pro lokální maxima a minima je lokální extrémy.  
 
Definice. 
Nech  je dána funkce f: RR →n . ekneme , že bod  n*x R∈  je stacionární bod funkce f  jestliže  
v bod  *x   existují všechny parciální derivace prvního ádu a platí  

                                    n,...,2,1i,0)x(
x

f *

i

==
∂
∂

 . 

 
 
V ta. 
Nech�  funkce f: RR →n  má v bod�  n*x R∈  lokální extrém. Pak všechny parciální derivace, které 
v tomto bod�  existují, jsou rovny nule. 
Poznámka. 
Funkce m že mít lokální extrém pouze ve svém stacionárním bod  nebo v bod , kde alespo  jedna 
parciální derivace neexistuje.  
 
 

 
 

 
Stacionární bod m že, ale nemusí být 
bodem lokálního extrému. Na vedlejším 
obrázku je znázorn n graf funkce, která 
má v bod  [ ]00 y,x  stacionární bod, 

avšak lokální extrém zde nemá. 
Takový bod se nazývá sedlo. 
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V ta. 
Nech�  funkce f: RR →2  má v bod�  [ ]00 y,x  a n� jakém jeho okolí spojité parciální derivace druhého 

� ádu a nech�   [ ]00 y,x  je její stacionární bod. 

Jestliže  

             ( ) [ ] 0)y,x(f)y,x(f)y,x(fy,x 2
00xy00yy00xx00 >−=∆  , 

pak má funkce f  v bod�  [ ]00 y,x  ostrý lokální extrém. Je-li p� itom 0)y,x(f 00xx >  jde o minimum, 

je-li  0)y,x(f 00xx <  , jde o maximum. 

Jestliže  ( ) 0y,x 00 <∆ , pak v bod�  [ ]00 y,x  lokální extrém nenastává. 

Je-li  ( ) 0y,x 00 =∆ , nelze touto metodou o existenci lokálního extrému rozhodnout. 
Poznámka. 
V ta , udávající posta ující podmínku pro existenci lokálního extrému funkce n prom nných, 3n ≥  
viz DSO str. 297. Zde p íslušnou v tu zformulujeme pro funkci t í prom nných. 
V ta. 
Nech�  funkce f(x,y,z) je definována na oblasti Ω  a nech�  bod [ ]000 z,y,x  je stacionárním bodem funkce 

f. Nech�  v jistém okolí bodu  [ ]000 z,y,x  má funkce f spojité všechny parciální derivace druhého � ádu. 

Položme  )z,y,x(f)z,y,x(D xx1 =  , 
)z,y,x(f)z,y,x(f

)z,y,x(f)z,y,x(f
)z,y,x(D

yyxy

xyxx
2 =  , 

)z,y,x(f)z,y,x(f)z,y,x(f

)z,y,x(f)z,y,x(f)z,y,x(f

)z,y,x(f)z,y,x(f)z,y,x(f

)z,y,x(D

zzyzxz

yzyyxy

xzxyxx

3 =  . 

Je-li  0)z,y,x(D,0)z,y,x(D,0)z,y,x(D 000300020001 >>>  má funkce  f   v bod�  [ ]000 z,y,x  

ostré lokální minimum. 
Je-li  0)z,y,x(D,0)z,y,x(D,0)z,y,x(D 000300020001 <><  má funkce  f   v bod�  [ ]000 z,y,x  

ostré lokální maximum. 
 
Definice. 
Nech  je dána funkce f: RR →n  , ( )fDM ⊂  ekneme , že bod  M∈*x  je bodem absolutního 
maxima [ respektive absolutního minima ] funkce f na množin�  M , jestliže pro každé M∈x  
platí )x(f)x(f * ≤  [respektive )x(f)x(f * ≥ ]. Jsou-li tyto nerovnosti pro *xx ≠  ostré, mluvíme 
o ostrých absolutních extrémech. Místo termínu absolutní extrém se též používá termín globální 
extrém. 
 

V ta.  
Nech�  nRM ⊂  je uzav� ená a ohrani � ená množina a  funkce  RM →:f  je spojitá na M. Pak f nabývá 
svých absolutních extrém�  (na množin�  M ) bu�  v bodech lokálního extrému, které leží uvnit�  M nebo 
v n� kterém hrani � ním bod�  množiny M. 
 

Poznámka. 
P i vyšet ování absolutních extrému tedy nejprve vyšet íme lokální extrémy, vybereme z nich ty, které 
lží uvnit  množiny M. Potom vyšet íme chování funkce v hrani ních bodech . V p ípad   funkce dvou 
prom nných je asto hranice tvo ena grafem n jakých funkcí jedné prom nné a vyšet it funkci na hranici 
znamená dosadit do funkce rovnici k ivky, která tvo í ást hranice. Tím je hledání extrém  na hranici  
množiny M p evedeno na hledání extrém  funkce jedné prom nné. 
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  P íklady. 
 

1. Ur ete lokální extrémy funkce 

a)  ( ) 234 yxy4x
3

2
x

4

1
y,xf ++−=                    b)  ( ) yln10xln4yxyxy,xf 22 −−++=  

        c)  ( ) z2xy12zyxz,y,xf 223 ++++=  
        

�
ešení: 

        Nejprve spo ítáme první parciální derivace a najdeme stacionární body: 

         
x2y0y2x4f

0y4x2xf

y

23
x

−=�=+=
=+−=

  

          a dosazením do první rovnice dostaneme:      0x8x2x 23 =−−  
                                                                                  ( ) 08x2xx 2 =−−  

                                                                                   ( )( ) 02x4xx =+−   

          Stacionární body jsou  [ ] [ ] [ ]4,2,8,4,0,0 −−   . 
          Nyní spo ítáme druhé parciální derivace: 
          4f2fx4x3f xyyy

2
xx ==−=  

          a zjistíme, ve kterých stacionárních bodech nastanou lokální extrémy a jaké 
                               

 
   [ ]0,0    [ ]8,4 −  [ ]4,2−  

xxf       0      32      20 

yyf       2        2       2 

xyf       4        4       4 

∆     -4      48      24  

  
V bod   [ ]0,0  funkce nemá lokální extrém – je 
zde sedlový bod. 

3

128
)8,4(f −=−   je ostré lokální minimum 

3

20
)4,2(f −=−    je ostré lokální minimum 

 
    b)  ( ) yln10xln4yxyxy,xf 22 −−++=  
         Defini ní obor je  x > 0 , y > 0 
         Nyní spo ítáme první parciální derivace a najdeme stacionární body: 

           0
x

4
yx2f x =−+=                 

x

x24
x2

x

4
y

2−=−=�        a dosazením do druhé rovnice 

           0
y

10
y2xf y =−+=        dostaneme        ( ) 0x24x

x24

x10

x

x48
x 2

2

2

≠−⋅
−

=−+  

          ( ) 22242 x10x242x2x4 =−+−                      

     0x8x3232x2x6 4242 =+−+−−             
       016x19x3 24 =+−        
 

        ( )
6

19236119
x 2

2,1

−±=    1x,
3

16
x 2

2
2
1 ==�       a za podmínek  x > 0 , y >  0 odtud 

        dostáváme    
3

4
x1 =     a odtud   0

3

5

3

8
3y1 <−=−=    - nevyhovuje podmínce y > 0 
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a dále  1x 2 =   a odtud  224y2 =−=  
Jediný stacionární bod je bod [1,2]. 
 

Spo ítáme druhé parciální derivace a zjistíme, zda ve stacionárním bod  nastane lokální extrém. 

2xx x

4
2f +=                       06)2,1(f xx >=  

2yy y

10
2f +=                        5,4)2,1(f yy =                  02615,46)2,1( 2 >=−⋅=∆  

1f xy =                                 1)2,1(f xy =                      

   
2ln107)2,1(f ⋅−=    je ostré lokální minimum 

 
  c)  ( ) z2xy12zyxz,y,xf 223 ++++=  
        Nejprve spo ítáme první parciální derivace a ur íme stacionární body: 
         0y12x3f 2

x =+=   

         0x12y2f y =+=  

         02z2f z =+=  
 

          0x72x3,x6y,1z 2 =−−=−=    

                                                    ( ) 024xx3 =−   24x,0x 21 ==�     144y,0y 21 −==�  
           
          Stacionární body jsou  [ ] [ ]1,144,24a1,0,0 −−−    
          Druhé parciální derivace jsou 
          0f12fx6f xzxyxx ===  

          0f2f12f yzyyxy ===  

          2f0f0f zzyzxz ===    

 

           144x12
212

12x6
)z,y,x(Dx6)z,y,x(D 21 −===        288x24

200

0212

012x6

)z,y,x(D3 −==  

 
      [0,0,-1]   [24,-144,-1] 

1D            0          144 

2D        -144          144  

3D        -288            288 
 

 
   V bod  [0,0,-1] nemá funkce lokální extrém. 
   V bod  [24,-144,-1] má funkce ostré lokální 
   minimum. 
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2. Ur ete absolutní extrémy funkce  

a)   22 yx)y,x(f −=   v kruhu  4yx 22 ≤+     

b)   y8x4xy2x)y,x(f 2 +−+=   v obdélníku   x = 0  ,  y = 0  ,  x  = 1  ,  y = 2 . 
      

�
ešení: 

      a)   22 yx)y,x(f −=   v kruhu  4yx 22 ≤+     
            Nejprve ur íme lokální extrémy: 
            0y2f0x2f yx =−===            jediný stacionární bod [0,0]  leží v daném kruhu 

             Druhé parciální derivace jsou:  0f,2f,2f xyyyxx =−==  

              ( ) 04022)y,x( 2 <−=−−⋅=∆    a ve stacionárním bod  lokální extrém nenastane. 
             Absolutní extrémy nastanou na hranici. 
             Hranice je kružnice 4yx 22 =+ , tedy   22 x4y −=    a dosazením do f(x,y) obdržíme 

             funkci jedné prom nné:  g(x) = 22 x4x +−  = 4x2 2 −  ,  >−∈< 2,2x  a hledáme nejprve 
             lokální extrémy funkce g(x) 
             ( ) 04xg,0x4)x(g >=′′==′   a funkce g(x) má v bod  0 lokální minimum g(0) = 4−   
              v krajních bodech intervalu dostáváme  g(-2) = g(2) = 4 
              Je-li x = 0, je y = 2±  .  Je-li x = 2±  , je  y = 0. 
              Tedy celkem  4)0,2(f)0,2(f =−=   jsou absolutní maxima,   f(0,-2) = f(0,2) = 4−  jsou 
               absolutní minima. 

b)   y8x4xy2x)y,x(f 2 +−+=   v obdélníku   x = 0  ,  y = 0  ,  x  = 1  ,  y = 2 . 
               Nejprve ur íme lokální extrémy: 
               04y2x2f x =−+=  

               08x2f y =+=  

               x = 4−    ,    y =  6     Jediný stacionární bod [-4,6] neleží v daném obdélníku.  
              Absolutní extrémy nastanou na hranici. 
              )α  x = 0 , >∈< 2,0y      f(0,y) = g(y) = 8y    , ( ) 08yg ≠=′   funkce nemá lokální extrém, 
                     g(0) = f(0,0) = 0 ,   g(2) = f(0,2) = 16   jsou hodnoty v krajních bodech intervalu 
              )β   y = 0 ,   >∈ 1,0(x      f(x,0) = g(x) = x4x 2 −     ,   >∉=⇔−=′ 1,0(2x4x2)x(g                               

                     g(1) = f(1,0) = 3−  je hodnota v krajnim bod  intervalu  
              )γ    x = 1  ,  >∈ 2,0(y     f(1,y) =  g(y) = 10y – 3   ,   010)y(g ≠=′   lok. extrém  není 
                      g(2) = f(1,2) = 17 je hodnota v krajním bod  intervalu 
               )δ   y = 2  ,  )1,0(x ∈       f(x,2) = g(x) = 16x 2 +    ,   0x2)x(g ==′  což je krajní bod 
                      intervalu  -  viz )α  
               Ze všech zjišt ných hodnot najdeme nejmenší a nejv tší a zjistíme, že 
                  f(1,2) = 17  je absolutní maximum ,   f(1,0) = 3−  je absolutní minimum 
  
                

 
 

 
       
 
              
 



 
 
 
                           
            
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    
   
 

    
  
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 


