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ReZené piiklady z diferencialniho po¢tu funkci vice proménnych.
Pojem funkce vice proménnych.

Realna funkce jedné proménné je zobrazeni z R do R. Zobecnénim tohoto pojmu je zobrazeni
z R" (n=2) doR, které se nazyva funkce vice proménnych.

Definice.
Necht M OR",n=1, M #0. Zobrazeni f:M - R senazyvareadlnafunkce n redlnych
proménnych amnoZina M se nazyva definiéni obor téo funkce a znati se D(f) .

Z definice funkce vice proménnych vyplyva, Ze tato funkce je jednoznacné uréena udanim jejiho
definigniho oboru D(f) a predpisem, kterym je kazdému bodu x = [x,,X,.,...,x,, | OD(f) prirazena
funkéni hodnota f(x). Pokud je predpis dan vzorcem a neni udany defini¢ni obor, pak defini¢nim
oborem rozumime mnozinu v&ech bodti x JR", pro néZ matento vzorec smysl.

Priklady.
1. Urcete agraficky znédzornste defini¢ni obor funkce
a) f(x,y)=v1-x2 +4y? -1 , b) f(x,y)=In[xIn(y - x)]
2
C) f(x,y):\/(l—x2 —yz{%+y2 —2y]
ReZeni:

a) f(x,y)=v1-x? +\/y2 -1
1-x*>20 O y*-120

X <1 0 Jy=1

-1sx<1 O (ys-1 O y=1)
D(f) je zndzornén na vedlejSim obrazku
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b) f(x,y)=In[xIn(y - x)]
y-x>0 0O xln(y—x)>0

y>x O (x>0 Dy—x>1)D(x<O Dy—x<1)
(x>0 O y>x+1)D(x<O O x<y<x+1)

D(f) je znazornén na vedlejSim obrazku

2
c) f(X,y)=\/(1—X2—y2{X7+y2 —2y] L

y T'f‘(y—l)z:l

2

1-x*-y*20 O XT+(y_1)2 >1

2

x?+y?<l O XT+(y_1)2 >1
nebo

%\\\

2

1-x>-y*<0 O XT+(y_l)2S1 x4y =1

2
xZ+y?21 O XT+(y_1)251

D(f) je zndzornén na vedlejSim obrazku

Definice.
Necht’ f je funkce n proménnych definovandnamnozine M 0O R", n> 2. Grafem funkce f nazyvame

mnozinubodi  G(f) = {{x,y] TR™ : x = [x,,....x, ] OM, y =f (x)}.

Pro funkci dvou proménnych, tj. pro n=2 je grafem funkce mnozina bodt v trojrozmérném prostorul.

V piikladech, se kterymi se zde setkéme to bude vZdy trojrozmérna plocha.

Pro ziskani nazorné predstavy, jaky jetvar a pribéh této plochy nam pomohou fezy rovinami z=0, y =0
a x =0 (tj. fezy souradnymi rovinami ¢ili padorysnou, narysnou a bokorysnou ) arovinami rovnobézny-
mi srovinou z=0 (vrstevnice).

Definice.

Necht M OR? a f:M - R jefunkce dvou proménnych definovandnaM, cOR . MnoZina
fo={xylom:f(xy)=c}

se nazyva vrstevnice funkce f na arovni c.
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Priklady.
2. Pomoci vrstevnic atezti rovinami y =0 a x =0 znazornéte graf nésledujicich funkci:
2 2 2 2 2 2 2 2
a) z=2+Y | p) =X Y g 2=X4Y 1 ag2=X+Y
3 4 3 3 5 3 5
2 2
e) 2= Y
; 3 5
ReSeni:
2 2
a) z:_+y_
4 3

2 2
z=0: XTH%:O - [xy]=[00]

2
)=

1... dipsa
3c P

2
X
z=c>0: —
4c
2

x:O:z:yT .... parabola

2

y=0: z:XT .... parabola
jedné se o elipticky paraboloid

x* y? X y\x vy
z=0: ————=0 = |=+——=|—=———F=1|=0
4 3 (2 \/§J(2 J3

dvojice piimek
X2 y2
z=c#0: ——-=—=1 ... hyperbola
4c 3
y2
x=0 z:—? parabola
X2
y:O:z:7 ... parabola

jedna se o hyperbolicky paraboloid
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y=0: ?—zz =1 hyperbola
jedné se o jednodilny hyperboloid

Z:ili%+y—20 o [x,y]:[0,0]

_ . X Yo
z=c,|d>1: 3(c2—1)+5(cz—1)_1 elipsa

2
x:O:zz—%:l ... hyperbola
—n. 2_X2_
y=0:2z ?—1... hyperbola

jedna se o dvojdilny hyperboloid

2 2
e) ZZ:X_+y_
3 5
X2 y2
z=0: —+=—=0 = |Xx,y|/=1]0,0
C+L =0 - [xyl=[od
2 2
z:c:X—2+é:1 ... elipsa

x=0: zz—y—;:o - (Z—%}(Z+%JZO

dvojice primek

dvojice primek
jedna se o dlipticky kuzel
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Mriwvews

Pro lepSi predstavu uvedeme je&té grafy dvou sloZzitéjSich ploch vykreslené pocitacem.

z = cos?x + cos?y

/
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Dulezité pojmy jsou okoli bodu, vniténi bod, hromadny bod a hraniéni bod mnozny, oteviena mno-
Zina, uzaviena mnozna. Viz DSO str. 262 — 264. Zde pouze upozoriuji, Ze podle vybéru metriky,
kterou pouzijeme v definici okoli, dostavame riizné typy okoli. Napt. v R? pfi volbé euklidovské
metriky dostaneme kruhové okoli, pti volbé maximové metriky dostaneme étvercové okoli.
Podstatné je ekvivalentnost techto metrik , to znamena Ze existence (neexistence) limity nezélezi na
tom, kterou z metrik zvolime.

Limita a spojitost.
DalSimi dalezitymi pojmy jsou pojem limity a pojem spojitosti funkce vice proménnych -viz DSO
str.264 — 276. Zde uved’me pouze nésledujici definici limity funkce dvou proménnych..

Definice (vlastni limity ve vlastnim bodég).
Rekneme, Zefunkce f:R2 - R mav bodg [x,,y,]OR? limitu LOR, jestlize ke kazdému € > 0

existuje takové okoli U, bodu [x,,Y,], Ze pro vechny body [x,y]OU, , [x.y]#[X,.y,] plati
f(xy)-L|<e .

PiSeme lim f(x,y)=L.
(Xxy)*(xmyo)

Poznamka.

Vidime, Ze definice limity funkce dvou proménnych je formélné stejna jako definice limity funkce
jedné prome¢nné. | véty o vlastnostech limity funkce vice proménnych maji formalné stejné znéni

jako véty o vlastnostech limity funkce jedné proménné,

Podstatny rozdil spocivav ,,dimenzi“ okoli limitniho bodu. U funkce jedné proménné se k tomuto bodu
maZeme bliZit jen po jediné pitimce to bud’ zleva nebo zprava.. U funkce vice proménnych se mazeme
k limitnimu bodu blizit z riznych sméra napt. po ptimkéach, paraboléch ¢i jakychkoliv jinych kiivkach.
Existence limity v daném bod¢ znamena, Ze nezdlezi na cesté, po které se k tomuto bodu blizime.

Priklad.

Pokusimesespoél'tat( Igngo 0 ZXX 5 - BliZi-li se bod [x,y] k bodu [0,0] po piimcey = kx, k # 0
x,y)-(0,0) X y

. kx?
dostaneme  lim—; > = 5
x-0 x° +kx 1+k

piimce se k bodu [0,0] blizime. Dana limita proto neexistuje.

. Vidime, Ze vysledek zavisi na konstanté k, tedy natom, po jaké

Metodami vypocéti limit funkci vice proménnych se nebudeme zabyvat.

Par cialni derivace.

Definice.
Necht funkce f : R? — R je definovanav bodg [x,,y,] angjakém jeho okoli. Polozme ¢ (x) = f(x,y,).
M&li funkce ¢(x) derivaci v bods x, , nazyvéme tuto derivaci parcialni derivaci funkce f podie

proménné x v bodg [x,,y,| aoznacujemeji  f (x,,y,) nebo g—;(xo,yo) .
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Poznamky.

1. Podobn¢ se definuje parcidlni derivace podle y. Analogicky se definuji parciélni derivace funkce

n proménnych.

2. Protoze parcialni derivace f, funkce n promennych je definovana jako , obycejna* derivace podle

proménne X, , plati pro pocitani parciénich derivaci obvykla pravidla pro derivovani.
3.Parciélni derivace podle proménné x, pocitame tak, ze viechny ostatni proménné povazujeme za

v

zakonstanty a ,,obycejné* derivujeme podle X; .

Mé& i funkce z = f(x,y) parcidni derivace podle x apodle y ve vdech bodech n¢jaké mnoziny N O D(f),
jsou tyto parciani derivace funkcemi proménnych x ay. Oznacujeme je f, (x,Yy) ,f, (x,y) nebo
of of

a—x(x, y), G_(X’ y) . MuZe sesté, Zetyto parcidlni derivace Ize znovu parcidln derivovat podie x
y

apodley. Tim se dostdvame k pojmu parcidlnich derivaci druhého adu.

Par cidlni derivace vysSich radu.

Definice.
Necht [x,,y,]OD(f,). Existuje-li parcialni derivace funkce f (x,y) podie promgnné x v bodg[x,,y,].

nazyvéame tuto derivaci parcialni derivaci 2. Fadu podle x funkce f v bods [x,,y,] aznasimeji
0%f

fxx(XO’yO) nebo W(meo) :

Existuje-li parcilni derivace funkce f, (x,y) podle proménné y v bodg[x,,y,],

nazyvame tuto derivaci smigenou parcialni derivaci 2. Fadu podle y funkce f v bods [x,,y,| aznasime

.. 0%f
n fxy(XO’yO) nebo aX—ay(XO’yO) .

Poznamka.
Podobn¢ se definuji parcialni derivace f,, a f,, .
Véta (Schwar zova).

Nechs mé funkee f v okolf bodu [x,,y,] parcidlni derivace f, , f, asmiSenou parcialni derivaci f,, |,

x v ly
kterd je v bodé [x,,y,] spojita. Pak existuje také smigend parcidlni derivace f, (x,,y,) a plati

fry (X0:¥0) =i (Xo.Yo) -

Poznamka.

Analogicky jako parcidni derivace 2. f&du se dgji zavést parciani derivace vySSich radt. Tvrzeni
Schwarzovy véty Ize rozsitit na smiSené parcialni derivace f&du n. Tedy, pokud jsou smiSené parcialni
derivace spojité, nezdlezi natom, v jakém poradi derivujeme, ale pouze natom, kolikrét derivujeme

podle které promeénné.

Poznamka.
Pro funkci jedné proménné plati, Ze z existence prvni derivace v daném bodé vyplyva spojitost funkce
v tomto bodé. Pro funkce vice proménnych analogické tvrzeni neplati.
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Priklady.

1. Vypocitejte parcidlni derivace 1. a 2.radu nasledujicich funkci v obecném bodg.
a) z=3x>-7x’y? +3xy* -2y’ +1 b) z=x@En(x+y)
0 z=In(x+y?) d) z = artogY. e z= (1+x2)y

X

Reseni:

a) z=3x"-7x’y?+3xy® -2y*+1
z, =15x"* —14xy? + 3y? z,, =60x°-14y? z,, = —28xy +6y
z, = -14x’y + 6xy — 4y z,, = -14x* +6x - 4 z,, =—28xy +6y

Vidime, Ze smiSené parcidni derivace jsou si rovny. V dalSich piikladech jiz budeme pogitat

jen jednu z nich.
b) z=xGEn(x+y)

z, =sin(x +y)+x os(x +y)

z, :xmzoix+y)

z,, =cogx +y)+cos(x +y)-x&Ein(x +y) = 2@os(x + y) - x En(x +y)
-x [@n(x +y)
cos(x +y)-x @in(x +y) =z,

N
I

N
I

Z = 1 = - 1 zZ = _2y =7
Ty T ey o
' _2(x+y2)—2yE?_y:2( —y2)
y x+y2 yy (x+y2)2 x+y2)2
d) z:artch
X
_ 1 -y y _ 2y
Z, _1+y2[€x2] X2 +y? Zx (x2+y2)2
X
_ 1 A_ x _ 2xy
Z, = 2 T2, .2 Zy =7 2
X + 2 42
1+ zz Ty x* +y?)

e z= (1+ x2)y
z, =y [(Il+ xz)y_l [2Xx = 2xy(1+ xz)y_l
z, = (1+ x2)y [I]n(1+ x2)
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z, = 2y(1+ xz)y_l + 2xy(y—1)(1+ xz)y_2 [2Xx = 2y(1+ X2 + 2x2y—2x2)(1+ xz)y_2 =
= 2y(1—x2 + 2x2y)(1+ xz)y_2
z, :(1+ x2)y In2(1+ x2)
Zy = 2x(1+ xz)y_l + 2xy(1+ xz)y_l [I]n(1+ x2) = 2x(1+ y [I]n(1+ xz))[(ﬂ+ xz)y_l

2. Vypocitejte parcidlni derivace prvniho fadu v daném bodg.

a) z=y?+yQ1+x? vbods [25] b) z= In[x +2l] vbods [1,2]
X
0 z=acgx-y)}? vbods [31] d) z=xltgy v bodg [J, ﬂ
ReSeni:

a) z=y*+yQ1+x*> vbodé [25]

z, —yB1:(1+x )ZD?X—\/% z (25)—T—Zx/_
z, =2y +J1+x? z,(25)=10++/5

b) z:|n(x+l] vbodé [1,2]
2X

. . X+ S, o VIR
funkci upravime natvar z = In2—y , ktery je vyhodnéjSi pro derivovani vng;Si
X

dozky sloZzené funkce. Pro derivovani vnitini slozky je naopak vyhodnéjsi pavodni tvar.

2X y 2X° -y
= 1- = 2)=0
“x 2x2+y[€ 2x2] x(2x2+y) 2x(L.2)
2X 1 1
%y = 2x%+y E-lz_x - 2x% +y %12 =0.25
o z=acg(x-y) vbods [31]
2x-y) s an=22_4
1+ (x-y)* 1+2% 17
-2(x -2[2 4
y:(—yz z,B)=—"2=-2
1+(x-y) 1+24 17
d) z=xltgy v bodé [Lﬂ
Tt Tt
z, =t VA —|=tg— =1
o ol
X T 1
zZ, = 4 — | = =2
Y ocox?’y V[L4]
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Totalni diferencial.

Definice.

Necht z=f(x,y) je funkce definovana v n&jakém okoli bodu [x,,y,] anecht mav bods [x,,y,] spojité

parcidni derivace prvniho radu. Potom funkci
df (xo.Y o0, 0 k) =, (X0,¥ o) T+ £, (X0, ¥ ) K
nazyvéame totalnim diferenciadlem funkce f(x,y) v bod¢ [x,,y,] -

Poznamky.

1. Podobné jako pri zavedeni diferencidlu funkce jedné proménné znamenaji h, k pririastky neodvisle
proménnych x,y acasto jeznacime dx, dy. Totalni diferencidl je linedrni funkci prirastka ne-

odvisle prom¢nnych.

2. Oznasime-li- Af(x,,y,,h k) =f(x, +h,y, +k)-f(x,,y,) prirastek funkce pii prechodu z bodu
[Xo,Yo] dobodu [x,+h,y, +k], plati pro dostatezns malé hodnoty |h|,[k| piiblizny vztah

BF (X, Y ohi k) = df (xo, Yo, h, k)
Toho vyuzivame pii priblizném vypoctu funkénich hodnot nékterych funkci.

Pi"l'kl ady.
. Vypoctéte totani diferencidl fukce f(x,y) v daném bodé pii danych prirastcich neodvisle
proménnych:

a) f(x,y)= xy+y [xo.¥o] =11 , dx=01, dy=02
b) f(x, y):1/x2+y2 [X,.Yo] =[34] pri obecnych priristcich neodvisle proménnych
[xo,yo] [\/_1] dx=-01, dy=04

c f(x,y)= arctg
Reseni:
) f(x,y):xy+§ [xoyo]=[11] . dx =01, dy=02

fo=y+s faD=2
y
— X —
f,=x-% f,(1) =0

df =2[dx+0ldy =2[01=0,2

b) f(xy)=+x2+y? , [Xo,Y,]=[34] pii obecnych prirastcich neodvisle promgnnych

f - X fx(3,4):§
/X2+y2 5

_ .y _4
=Y f,(34 =2

df =0,60dx +08[dy
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c) f(x,y):arctg;_+x3;/ , [xo,y0]=[\/§,1] , dx=-01, dy=04
e 1 Afi-xy)-(x+y)-y) 1+y? _ 1+y? _
T xry) @-xy) (L-xy) +(x+y)*  1-2xy+x7y* +x* + 2y +y?
(L-xy)*
_ 1+vy? B 1+y? 1

1+y? +x2(1+y?) - [L+y?fi+x?) T 1+x2

vzhledem k ,, symetri¢nosti“ funkce dostaneme parcialni derivaci podley prostou zaménou
proménnych, tedy

1
f =
y 1+y2

1 1
LWEY=5 . f,(ED=

df = % [{-02) +% [0,04 = —0,025+ 0,02 = —0,005

2. Pomoci totalniho diferencialu vhodné funkce ve vhodném bodé vypocététe priblizné:
a) 104> b) +(298)>+(4,05)°
Reeni:

a) 1.042'02
K vypoctu pouzijeme diferencidl funkce f(x,y) =x” vbods [x,,y,]=[12] pri priristcich
neodvisle proménnych dx =0,04 , dy=0,02.
fo=yx™ f (12 =2
f, =x” Onx f,(L2)=0
df (1,2) =2[dx +0ldy = 2.0,04 = 0,08
1,04>% =1(1,04;2,02) = f (1,2) + df (1,2) =1+ 0,08 =1,08

b) +/(2.98)>+(4,05)°

K vypoctu pouzijeme diferencidl funkce f(x,y) =/x* +y? vbods [x,,y,]=[34] pi
prirastcich neodvisle proménnych dx =-0,02 , dy=0,05.
X y

3 4
f =—2 f (34)=2 f=—2 f (34)==
x rwz (3.4) = y r+y2 ,(34) 5

df (34) = :;’ {-0,02) +g 0,05 = 0,028

J(2.98)2+(4,05)° =f(34) +df (34) =5+0,028 = 5,028
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Taylorova véta.

Podobn¢ jako u funkce jedné proménné umoziuje Taylorova véta nahradit s jistou presnosti v okoli

ur¢itého bodu danou funkci n proménnych polynomem n proménnych. Formulace véty viz DSO
str. 290 — 293. Zde uvedeme Taylorovu vétu pro funkci dvou promeénnych.

Taylorova véta.

Nechr funkce f(x,y) ma v bode [x,,y,] anéjakém jeho okoli spojité parcialni derivace
azdoradu n+1 véetne. Pak pro kazdy bod tohoto okoli plati

of (X,, of (X,
10 = gy M Ue¥e) e Al )
1(0%F(x,,Y,) 0% (X,,Y 0% (x,,Y
+E(#(x—xo)2+26(X—§y°)(x—x0)(y—y0)+%(y—yo)z Tt

RER (”]M
0

n! = J axn‘jayj (X_XO)n_j(y_yo)j +Rn(x’y) ’

~ 1 n+l n+1 6”+lf(E,r]) _ nei (e j
Rn(xiy) - (n+1)| — ( J ]axnﬂ—jayj (X XO) (y yO) !

kde § leimez x, a x , n lezimed y, avy.

Poznamky.

1. Pri vyjédreni funkce polynomem z predchozi véty mluvime téz o aproximaci funkce
Taylorovym polynomem o st¥edu [x,,Y,]

2.V Tayloroveé vété mizemetaképsd X —x,=dx , y-y, =dy.
Priklady.

1. Ureete Tayloriv polynom 2. stupné se stiedem v bodé [x,,y,] = [11] pro funkei f(x,y) ==~

Reseni:
Nejprve spocteme v3echny potiebné parcidni derivace.
1 X 1 2X -~ y
f, :y , £, :—F , fo =0, :—F , Ty :F ajegjich hodnoty v bodé¢ [1,1]

f.@ayp=1,f@ny=-1,f,@n=0,f @H=-1,f,@11)=2
Pro vyjadieni zbytku potiebujeme jedte treti parcidlni derivace.
foe =0, foy =0, f, = 2 f S

3wy T 4
y

y

FO0y) =HAD +1, @D 1) +1, @0y -1 +[f, D D7 + 21, @D~y -1 +1,, Gy -D?]+ R,

= 1 (=2 (=)~ (k-2 -+ -3 +R,(x)

_16__2_6_2_3:i__2_i_3
R, =5 Sy -0 - Sy |= Sy - - e
& lezimezilax, n lezimezi 1ay
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2. Pomoci Taylorova polynomu 2. stupn¢é vypoctéte priblizng arctgg)“—gg :

ReZeni:
Napigeme Tayloriv polynom 2. stupné pro funkci f (x,y) = arctg% %o, vo] =[21]
X-X,=dx=004 , y-y,=dy=-002.
Nejprve spocteme potiebneé parcidlni derivace. Tvar zbytku vyjadiovat nebudeme.
f(x,y)= arctg%

1 _ y 1  =-x_ X
f(xy) = 2 G]_-_X2+ 2 fy(x’y)_ NE T2 __X2+ 2
1+72 y 1+72 y y
y y
_ 2xy _ 2xy
fo (X,Y) = W f,(X,y) = (x2 +y2)2

x2+y2—yE?.y: Xz_yz
ey by
Nyni vypocteme hodnoty parcialnich derivaci v bodé [1,1] .

fay=acgl=3  LED=2  fAH=-7 faH=-3

fy (X,Y) =

1
f,@)=0 f,@="
Podle Taylorovy véty dostavame:

x_mn 1 1 1oy, 1y
tg—=—+—-dx-=dy-=(d =
arcgy 4+2 X 2dy 4(x) +4(dy)

arctgg)“—g;l - 2 +0,02+ 0,01~ 0,0004 + 0,0001 = 2 +0,0297 = 0,815098

3.Pomoci Taylorova polynomu 2. stupné vypoctste priblizng e®'tg(0,01) .
Reeni:
Volime f(x,y) =e‘tgy , [X,,y,]=[00] , dx=-01, dy=0,01
Spocéteme potiebneé parcialni derivace :
co('aszy fw=etoy 1, = COZZY fo = Zioss‘:’r;/y
f(00=0, f,(00=0, f, (00 =1, f,(00=0, f,,(00)=1,f, 00)=0

f,=etgy , f, =

y

1
FOY) =001 Y0) +F, (01 Yo B, (X0 Y)ay + 2 (Xou Vo)A 21, ()b 1, (6.y6) ()]

a dosazenim dostaneme

e'tg(0,01) = 1[@,01+% [20(-0,1)0,01= 0,009
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L okalni a globalni extrémy.

VyS&etiovani extrémi je jednou z nejdulezitéjSich ¢ésti diferencialniho poctu. Je tomu tak proto, Zze
v kaZzdodennim Zivoté se setkavame s feSenim extremalnich dloh. Napi. ekonomicka rozhodovani
se fidi pravidlem minimalizace nakladi a maximalizace zisku.

Uvedeme zde jen definici a nejdileZitéjsi véty o extrémech. Podrobnéji viz DSO str. 293-298.

Definice.

Rekneme, Ze funkce f:R" — R nabyvav bodé x” OR" lokalniho maxima [ respektive lokalniho
minima] , jestlize existuje okoli U bodu X" takové, Ze pro kazdé x 01U plati f(x)<f(x")
[respektive f(x)=f(x"). Jsou-li nerovnosti v téchto vztazich pro x # x* ostré, miuvime o ostrych

lokalnich maximech a minimech nebo téZ o viastnich lokalnich maximech a minimech. Spolecny
nézev pro lokalni maximaa minima je lokalni extremy.

Definice.
Necht je danafunkcef: R" - R.Rekneme, Zebod x" OR" jestacionarni bod funkcef jestlize
vbodé x* existuji v&echny parcidlni derivace prvniho radu a plati

i(x*):o , 1=12,...,n .
0X,

Véta.

Nechs funkcef: R" -~ R mavbodeé x” OR" lokalni extrém. Pak vdechny parciélni derivace, které
v tomto bodé existuji, jsou rovny nule.

Poznamka.

Funkce maze mit lokalni extrém pouze ve svém stacionarnim bodé nebo v bodg, kde alespon jedna
parciélni derivace neexistuje.

£ Stacionarni bod miZe, ale nemusi byt
bodem lokalniho extrému. Na vedlejSim
obrézku je znazornén graf funkce, ktera
mav bodg [x,,y,] stacionarni bod,
av3ak lokalni extrém zde neméa

Takovy bod se nazyva sedlo.

f(x0, Y0)
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Véta.
Nechr funkce f: R? — R mav bodé [x,,Y,] anéjakém jeho okoli spojité parcialni derivace druhého
Fadu anech?’ [x,,y,] jejei stacionarni bod.
Jestlize
X0, Yo) = (X0 Yol (X0, ¥o) = [y (X0, Vo) >0,
pak méa funkce f v bode [x,,y,] ostry lokalni extrém. Je-li pritom f_ (X,,Y,) > O jde o minimum,
jeli £ (X4,Y,) <O, jde o maximum.
Jestlize A(x,,y,)<0, pakvbodé [x,,y,] lokalni extrém nenastava.
Jeli Ax,,y,)=0, nelze touto metodou o existenci lokalniho extrému rozhodnout.

Poznamka.

Véta, udavajici postaéujici podminku pro existenci lokéniho extrému funkce n proménnych, n= 3

viz DSO dtr. 297. Zde prislusnou vétu zformulujeme pro funkci téi proménnych.

Véta.

Nech funkce f(x,y,2) je definovana na oblasti Q a nechs’ bod [x,,y,,z,] je stacionarnim bodem funkce

f. Nech?' v jistém okoli bodu [xo,yo,zo] ma funkce f spojité viechny parcialni derivace druhého 7adu.
fo(X:y.2) £ (x.y.2)
fy(xy.2) f (%y,2)|

Polozme D,(x,y,z)=f,(X,y,2) , D,(X,y,2) =

fou(XY,2) f,(%y,2) f,,(XY,2)
D,(x,y,2) =[f, (X,y,2) f,(xy,2) f,(Xy,2) .

f.(Xy,2) f,(xy,2) f,(Xy,2)
Jerli D,(Xg,Y4:20) >0, D,(X4,Y0:20) >0, D4(Xy,Y:Z,) >0 mafunkce f vbode [X,,Y,,2,]
ostré lokalni minimum.
Jerli D,(X4,Y4:24) <O, D,(Xq,Y0,20) >0, D4(Xg,Y4,2,) <O mafunkce f vbode [X,,Y,,2,]
ostré lokalni maximum.

Definice.

Necht’ je danafunkcef: R" -~ R, M 0 D(f) Rekneme, Zebod x” [OM je bodem absolutniho
maxima [ respektive absolutniho minima] funkce f namnoziné M , jestlize pro kazdé x OM
plati f(x") <f(x) [respektive f(x") =f (x)]. Jsou-li tyto nerovnosti pro x # x~ ostré, mluvime
o0 ostrych absolutnich extrémech. Misto terminu absolutni extrém se téZ pouZziva termin globalni
extrém.

Véta.

Nech M [0 R" je uzaviena a ohranicena mnozinaa funkce f :M — R je spojitd na M. Pak f nabyva
svych absolutnich extrémiz (na mnoziné M ) bud’ v bodech lokalniho extrému, které leZi uvnit# M nebo
v nekterém hrani¢nim bodé mnoziny M.

Poznamka.

Pri vySetrovéni absolutnich extrému tedy nejprve vySettime lokalni extrémy, vybereme z nich ty, které
[Zi uvniti mnoziny M. Potom vySetiime chovani funkce v hrani¢nich bodech . V pripadé funkce dvou
proménnych je ¢asto hranice tvoiena grafem n¢jakych funkci jedné proménné a vy3ettit funkci na hranici

znamené dosadit do funkce rovnici krivky, kteratvori ¢ast hranice. Tim je hledani extréma na hranici
mnoziny M pievedeno na hledani extréma funkce jedné proménné.
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Priklady.

1. Urcete lokdni extrémy funkce

a) f(x,y) :%x“ —§x3 +4xy +y? b) f(x,y)=x2+xy+y?-4Inx-10Iny
0 f(x,y,z)=x°+y?+2z2 +12xy + 2z
Reseni:
Nejprve spocitame prvni parcialni derivace a ngjdeme stacionérni body:
f.=x®-2x*+4y=0
f,=4x+2y=0 = y=-2X
adosazenim do prvni rovnice dostaneme:  x°> —2x*-8x =0
x(x2 - 2X —8)= 0
x(x-4)(x+2)=0
Stacionérni body jsou [0,0], [4,-8] , [-24] .
Nyni spocitame druhé parciéni derivace:
fo =3x*-4x f =2 f =4
azjistime, ve kterych stacionarnich bodech nastanou lokéni extrémy ajaké

[o0] | [4-8] | [-24] V bodé [0,0] funkce nema lokalni extrém — je
f o 0 32 20 zde sedlovy bod.
fyy 2 2 2 f(4,-8) = —%8 je ostré lokalni minimum
Ty 4 20
A 4 48 24 f(-24) = 3 je ogtre lokani minimum

b) f(x,y)=x2+xy+y?-4Inx-10Iny
Defini¢ni obor je x>0,y>0
Nyni spocitame prvni parciani derivace a ngjdeme stacionérni body:

_ny2
fX:2x+y—ﬂ:O = y:ﬂ—Zx:4 2x a dosazenim do druhé rovnice
X X X
Ay ?2
f,=x+2y-2=0  dostaneme  x+°_ X = 10X 5 52)z0
y X 4-2x
4x% —2x* +2(4—2x2)2 =10x°
-6x*—-2x*+32-32x*+8x* =0
3x*-19x*+16=0
(x,, ) =19¢ “321_192 = x? S x;=1 azapodminek x>0,y> 0 odtud
dostdvdme X -1 aodtud y, =+/3 —iz—i<0 - nevyhovuje podmincey > 0
BRE ' 3 43
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addle x, =1 aodtud y, =4-2=2
Jediny stacionarni bod je bod [1,2].

Spocitame druhé parcialni derivace a zjistime, zda ve stacionarnim bod¢ nastane lokalni extrém.
4

fxx:2+7 fxx(ll2)26>0

f =940 f (L2) =45 A(L2)=6#45-1>=26>0
Yy y2 Yy ! !

fy =1 fo(12) =1

f(1L,2) =7-10[In2 je ogrélokdni minimum

0 f(x,y,z)=x°+y?+2z2 +12xy + 2z
Nejprve spocitame prvni parciani derivace a uréime stacionarni body:
f . =3x*+12y =0

f,=2y+12x =0
f,=2z+2=0
z=-1, y=-6x , 3Xx*-72x=0

3x(x—24):O = x,=0 ,x,=24 =y, =0,y,=-144

Stacionarni body jsou [0,0,-1] a [24,-144,1]
Druhé parcialni derivace jsou

f, =6X f, =12 f,=0
fy =12 f, =2 f,=
f,=0 f,=0 f,=
6x 12
6x 12
D,(x,y,z) =6x D,(X,y,2) = 12 2 =12x —-144 D,(x,y,z) =12 2 = 24x — 288
0O O
[0,0,-1] [24,-144,-1] V bodg [0,0,-1] nema funkce lokalni extrém.
D, 0 144 V bodg [24,-144,-1] ma funkce ostré lokani
D -144 144 minimum.
2
D, -288 288
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2. Urcete absolutni extrémy funkce
a) f(x,y)=x?-y? vkruhu x*+y?<4
b) f(x,y)=x2+2xy-4x+8y vobdéniku x=0,y=0,x =1, y=2.
ReZeni:
a) f(x,y)=x*-y? vkruhu x> +y*<4

b)

Nejprve uréime lokalni extrémy:

f,=2x=0 f,=-2y=0 jediny stacionarni bod [0,0] lezi v daném kruhu

Druhé parcialni derivace jsou: f, =2, f, =-2,f =0
A(x,y) =2[{~2)-02 =-4<0 ave stacionarnim bods lokalni extrém nenastane.
Absolutni extrémy nastanou na hranici.
Hranice jekruznice x> +y* =4, tedy y®> =4-x> adosazenim do f(x,y) obdrzime
funkci jedné proménné g(x) = x* —4+x° = 2x* -4 , x[<-2,2> ahledame nejprve
lokalni extréemy funkce g(x)
g(x)=4x=0, g"(x)=4>0 afunkce g(x) mav bods 0 lok&lni minimum g(0) = - 4
v krgjnich bodech intervalu dostavame g(-2) = g(2) = 4
Je-lix=0jey=%x2. Jelix=%2 ,je y=0.
Tedy celkem f(2,0) =f(-2,0) =4 jsou absolutni maxima, f(0,-2) =f(0,2) =-4 jsou
absolutni minima.
f(X,y) =x*+2xy -4x +8y vobdéinikku x=0,y=0,x=1,y=2.
Nejprve uréime lokani extréemy:
f =2x+2y-4=0
f,=2x+8=0
x=-4 , y=6 Jediny stacionarni bod [-4,6] neleZi v daném obdélniku.
Absolutni extrémy nastanou na hranici.
a) x=0,y0<02> f(Oy)=g(y)=8y ,d(y)=8#0 funkce nemalokalni extrém,
g(0) =f(0,0) =0, g(2) =1(0,2) =16 jsou hodnoty v krajnich bodech intervalu
B) y=0, xO(O1> f(x0=9gx)=x*>-4x , ¢g(X)=2x-4 - x=20(01>
g(1) =f(1,0) = — 3 je hodnota v kraginim bod¢ intervalu
y) x=1, yd@O,2> f(Ly)=9g(y)=10y—-3 , d'(y)=10#0 lok. extrém neni
0(2) =f(1,2) = 17 je hodnota v krajnim bod¢ intervalu
8 y=2, xO0OD) f(x,2=9g(X)=x>+16 , g'(x)=2x =0 cozZjekrajni bod
intervalu - viz a)
Ze viech zji&eénych hodnot najdeme nejmensi a nejvétsi a zjistime, ze
f(1,2) = 17 je absolutni maximum, f(1,0) = —3 je absolutni minimum












