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ReZené priklady z diferencialniho poétu funkci jedné proménné.

Vypracoval: RND.Stépan Mikol&s
Tento material je urcen jako ponocny ucebni text pro posluchace
konmbi novaného studia na ESF v Brneg.

Limta.
Pojem limity je stéZejnim pojmem matematické analyzy. Proto mu i v téo stru¢né shirce
piikladii budeme vénovat vice pozornosti.
Obecné& definice limity funkce - zaloZzena na pojmu okoli bodu na rozsiiené redlné ose —
zahrnuje vdechny piipady limit. Je uvedena nastr. 75-76 DSO Matematika B. Pro lepSi
pochopeni uvedeme definici limity pro nekteré zvladtni pripady.

Definice (vlastni limity ve vlastnim bodg)
Necht' x,,L OR. Rekneme, Ze lim f(x)= L, jestlize pro kazdé € > 0 existuje & > 0 takové, ze

- Xp

pro kazdéxJ R : 0<|x —x,|<d plati

f(x)-L|<e .

Definice (vlastni limity v nevlastnim bodg¢)
Necht L R. Rekneme, Ze lim f(x) = L, jestlize pro kazdé € > 0 existuje A > 0 takové,

X - 00

Zeprokazdéx [0 R: x> A plati

f(x)-L|<e .

Definice (nevlastni limity ve vliastnim bodg)
Necht x, 0 R. Rekneme, Ze lim f(x) = o , jestlize ke kazdému M > 0 existuje & > 0 takové,

X = Xq

ZeprokazdéxJ R: 0< |x =X <& plati f(x) > M.

Definice (nevlastni limity nevlastnim bodg)
Rekneme, Ze limf(x) = o , jestlize ke kazdému M > 0 existuje A > 0 takové, Ze pro kazdé

X - 00

x O R: x>A plati f(x) > M.

Poznamky

1.: ¢idla &,€ v predchozich definicich jsou velmi malé kladna ¢isla, ¢isla A,M jsou
velka kladna cisla

2. Podobné¢ 1ze vyslovit definice ostatnich pripada limit.

3. Smysl piredchozich definic je patrny z obrézka na strané 2.

Uvedeme jedté nekterdtvrzeni o limitach:
Véta. Funkce f m& v libovolném bodeé nejvyse jednu limitu. .

Véta. Nechr existuji obé limity lim f(x) = A, lim g(x) = B, kde A, BO R. Pak plati:

L lim (f0)+ g()) = A£B 2. lim (f(x) (g(x))=AB, 3. Je-li B # 0, pak Jl@%:%.
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O| xp—8 xo xo+98 =

a) vlastnf limita ve vlastnfm bodé

b) vlastnf limita v nevlastnim bodé&

|
|
|
| |
o x0—8 xo xo+ 8 )

¢) nevlastnf limita ve vlastnfm bodé& d) nevlastnf{ limita v nevlastnfm
bodé

Véta (o limit¢ slozené funkce)

Nech?' lim ¢ (xX) = a a nechs funkcef je spojita v bode a. Pak plati, Ze

X - 00

lim 1( (<)) = f(lim ¢(x)) =f(a) .

Véta.

Nech? x,,L OR, L# 0. Nech? lim f(x)=L, lim g(x)= 0. Nech? existuje & > Otakové,

X = Xq

9(x) 9(x)

Zeprokazdéx] R: 0< |[x =X,[<d plati 10 S g {m<0}

f(x)

Potom lim =2 =w [-oo].
x=% g(X)

Poznamka. V3echnavy3e uvedendtvrzeni |lze vyslovit téZ pro limitu zprava a limitu zleva.
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Véta. Nechr existuje & > 0 takové, Ze pro vechna x [JR: 0 <|x —X,| <& plati rovnost
f(x) = g(x). Pak lim f(x)=A < lim g(x)=A, kdeAOR" .

Poznadmka. Z té&o véty vyplyva, Ze pii vypoétu limity miZzeme zlomek krétit nebo rozsirovat
vyrazem, jehoz limita v daném bode¢ je rovna nule.

Véta. Plati: limf(x) = Iimf(ij , lim f(x) = Iimf(ij.
ly ) e

X - 00 y-0 y-0" y

Poznamka. Pti vypoctu limity lim f(X) vzdy nejprve dosazenim X, do funkce f(x)

zjistime, o jaky typ vyrazu se jedn&

Priklady.
Ve v&ech nésledujicich prikladech spocitejte limitu:
2 _qy — -
Llim T (B L xel 6

x-5x2 —7x+10 x-5(x-5)x-2) x-5x-2 3

i xz—x_i x(x—l)(\/;+1)_i x(x—l)(\/;+1)_i lx +1)=
RS ) ) Wt I e [x+1)=2

ox-2 o (x-2Wx*2+2) _ . (x-2Wx+2+2) (= .\
>3 x+2—2_|x'5n2( x+2—2)(\/m+2)_lx'5nz X -2 _|X|[n2( x+2+2)=4

4 Iim[ t __ 5 ]:Iim L 0 —limX¥275 i, X-8
Cxdx-3 x2-x-6) 3 x-3 (x-3)(x+2)) x3(x-3)(x+2) x-3(x-3)x+2)

= im—t_=1
x-3x+2 5
3.2, 3-yyesy
2 _ 2 2 _ 2
5. lim > ¥ YT Y gy YT gy ST 3
x-o 4X +3X =7 yﬂ0+i+§_7 yﬂ0+4+3y7—7y y-0"4+3y -7y 4
y: oy y?
. £+1 1+y 1+y 1+y
6. | X*2 = im Y = lim —Y— = lim——Y— = lim——Y_ =
x=o 14 ox2  ¥-0 142 " y2+2 V-0 Jy242 v-0 y2 40
2 2
y y 1y -y
1+y 1 _ V2
=lim- =——=-_=
y- y>+2 2 2
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x-1(x 1)
Po dosazeni ¢islax = 1 dostaneme v ¢itateli 1, ve jmenovateli 0. Priklad budeme fesSit podle

posledni véty ze strany 2.

(1-51) (11+9) Cox-1 o 2x -1 _
2x-1 + + EIT (x-13) . EIT ‘x—l"’j_oo

3 - —
(x-1) ’ im-2X-1 neexistuje

(2-3,2) | (22+9)
x+3 ¥ + lim X3 o im X3z
2-X - + x-2 2—X " x-2"2—X
_ X*+x-6 _ . Xx+3 -
lim— =lim neexistuje
x-2—xX"+4x -4 x-22-X
Derivace.

DalSim dulezitym pojmem je pojem derivace.

Definice.
Necht’ funkce je definovana v bodé x,.Existuje-li

I|m f(X) _f(XO) ’
X = Xp X —XO
nazyvame tuto limitu derivaci funkce f(x) v bode x,a znacime ' (x,)

Poznamky.
1. Obdobné nazyvame Iim_M derivaci funkce f(x) bodé x,Zeva, znacime
X = Xg X = XO
f'"(x,) a Iim+M derivac funkce f(x) bodé x, zprava, znacime f'*(x,).
X = Xo X = XO

2. Geometricky vyznam derivace je patrny z nasledujiciho obrézku.
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f(x)«. ........................................... y-_—-f(x)

3 £ = Fx0)

f(xo)... ........................ T T T TR

X — Xxp

Definice.
Bud f(x) funkce, x,bod. Primku't, ktera prochézi bodem T=[x,f(x, )] amasmérnici
f'(Xx,) nazyvame tecnou ke grafu funkce y=f(x) v bod¢ T. Jeji rovnice je

y=f(xq) = £7(X)-(X - Xp).
Primku n, prochézejici bodem T kolmo k te¢né t nazyvame normalou ke grafu funkce y=f(x)
vbode T. Je-li f'(x,) #0, manormélarovnici

1
Fiig) 0

Je-li f'(x,) =0, manormédlarovnici X = X,.

y=f(xo) =~

Véta. (pravidla pro pocitani s derivacemi)
Nechr’ funkce f,g maji na mnoZziné M derivaci. Pak pro viechny body x [JM plati:

[ef ()] =cf'(x)
[f(x) £9(x)] =f'(x)£g'(x)
[F ()a(x)] =F'(x)g(x) +f(x)g'(x)

!

{f (x)} _ F'(x)g09 ~f (x)g'(x)
9(x) 9°(x)

pro g(x) #0

Véta (o derivaci sloZzené funkce)
Nechz funkce u = g(x) ma derivaci v bodé x, a necht funkce f (u) ma derivaci v bode

u, = g(x,). Pak slozena funkceh(x) = f[g(x)] ma derivaci v bode¢ x, a plati

h'(xe) =1'(Uo) [ (X,) -

Poznamka. Tedy v obecném bods Ize psét {f[g(x)}' = f[g(x)] @'(x)
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Véta (prehled vzorct pro derivovéni)
Pro derivace elementérnich funkci plati:

(snx) =cosx (cosx) =-sinx
[ _ 1 [ _
(t9x) " cos? X (cotgx) = sin? x
(arcsinx) = ! a (arccosx) = - ! a
1-x 1-x
[ _ 1 ! - _ 1
(arctgx) e (arccotgx) = T
(ex) =e (ax) =a‘[na
(Inx) =~ (log, ) =-——
N (xs) =sx** ,sOR

Tyto vzorce plati viude tam, kde jsou pridlusné funkce definovany.
Pozndmka. Na dalsi vztahy se divejte jako nanavod k pogitani, nejsou to vzorce k zapamatovani.
Jedn& se o derivaci tzv. , funkce na funkci.

(f (X)g(x))' = (et ) _ (eg(x)w(x){g'(x)lnf (x)+ g(x)%] = (f (x)e™) {g’(x)lnf (x)+ g(X)%]

Pozndmka. Napiikladu funkce arcsin x uved’'me jednoduchy vypocet derivace inverzni funkce.
Plati
sin(arcsinx)=x  cely vztah derivujeme:
cos{arcsin x) ffarcsin x) =1 aodtud vypocteme
(arcsin x)’ = 1 = ! -1
coslarcsinx) J1-sin?(arcsinx) +1-x2

Priklady.
V nésledujicich prikladech vypocitejte prvni derivaci funkce y = f(x).
Ly= X2 ,:2x(x3—2x2+2)—x2(3x2—4x)_ -X* +4x
' X* = 2x* +2 (x"’—2x2+2)2 (x"’—2x2+3)2

2. y=(x?+3x-2Jcosx y'=(2x+3)cosx - (x> +3cosx - 2)sin x
3. y=xv1+x?
, -2 x? 1+2x?
y' =1 1/1+x2+xgl(1+x2)2E2x:\/1+x2+ =
2 V1+x2  1+x?
4. y=e'(x2-2x+2) y' =€ (x? - 2x + 2)+ " (2x - 2) = e*x?
5. y:§n2(x3—x+2)
y' = 25in(x3 -X+ 2)cos(x3 -X+ 2).(3x2 —1) = (3x2 —l)E'};in(Z(x3 -X+ 2))
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-7
n . 1 .
6. y=In 170X Eink upravime y =In 1snxz _1j,1zsnx apak derivujeme
1+snx 1+snx 2 1+8nx
,_ldfsinxD—cosx[(1+sinx)—(1—sinx)[cosx_1 +SiNX _ —2C0SX _
2 1-sinx (1+sinx)? 2 1-sinx (1+sinx)’
_ -cosx _-cosx _ 1

1-sin®x  cos?x COSX

7.y =x* . Funkci upravime natvar y = (e'”x)X =e*™ apak derivujeme:

y' =exm”[lnx+xE-l)%] =x*[{L+Inx)

_1 . 1+x 1

8 y—zlnr 2arctgx

poldoxdox=(e)d) 101 1.1 101 134k -fox?)_
4 1+Xx (1-x)? 2 1+x* 2 1-x* 2 1+x* 2 1-x* 1-x*

9. Vypoctate ctvrtou derivaci funkce y = x°Inx .

y':3x2Inx+x3Gl:3lenx+x2
X

y" =6xInXx +3x° Gl+2x:6xlnx+5x
X

y" :6Inx+6xE-ll+5:6Inx+11
X

y@ =5
X

V nésledujicich prikladech urcéete rovnici tecny a normaly ke grafu funkce y=f(x)
v bods T=[ x,,f(x,)].

10. f(x)=xe* , T=[-17]
Nejprve spoéteme druhou souiadnici bodu T: f(-1) = —e™? , T = [—L—e‘zj
Déle spocteme derivaci funkce f(x):
f'(x)=e* +2xe* ajeji hodnotu v bods -1:
f'(-1)=e?-2e2=-€?
Rovnicetesny je t: y+e?=-e?(x+1) ,
Rovnicenormdly jen:  y+e? =¢?(x +1)
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11 f(x)=(x+1)3B3-x , T=[2,7
f(2)=31/3-2=3,T=[23]
( ) 3 X + (x +1) -1

3R/(3-x)?

f'(2)=1-1=0
tecnat marovnici: y=3 , normaan marovnici: x=2
Extrémy a monoténnost funkci
Definice.

Rikame, Ze funkce f(x) mav bodé x, lokalni maximum [respektive lok&lni minimum ],
jestlize existuje takové & > 0 , Ze funkce f(x) je definovana naintervalu (x, — 8,x,, + ) a plati
f(x)<f(x,) [respektive f(x)=f(x,)] provdechna x O(x, - 3,x, +9).

Poznamka.
Pokud nerovnosti v predchozi definici jsou pro x# X, ostré, mluvime o viastnim lokalnim

maximu [respektive o viastnim lokalnim minimuy].

Definice.
Rekneme, Ze funkce f(x) méa absolutni maximum [respektive absolutni minimum] na mnozing

M v bodé x, OM , jestliZe je funkce f(x) definovana namnozing M aplati f(x) < f(x,)
[ respektive f(x)=f(x,) ] pro viechna x OM.

Véta. (Monotonnost funkce naintervalu)
Nechr’ funkce f(x) je spojitd na intervalu | a nech?' |y je mnozna viech vnit/nich bodii intervalu I.
Nechr funkce f(x) m& naintervalu |, derivaci.

Jestlize f'(x) >0 [ respektive f'(x)= 0] proxOlo ,potom f(x) je rostouci [ respektive
neklesajici | naintervalu I.
Jestlize f'(x) <0 [ respektive f'(x)< 0] proxlo ,potom  f(x) je klesajici [ respektive
nerostouci ] naintervalu l.

Véta.
Nechz funkce f(X) ma v bode x, lokalni extrém a nechr’ existuje derivace f' (xo). Pak jef’ (x,) = O

Poznadmka. Funkce miZze mit lokalni extrém jen v bodech, ve kterych je jgji prvni derivace
rovna nule, nebo v nichz prvni derivace neexistuje.

Véta. Nechr f'(x,)=0. Je-li "(x,)>0 [respektiveje-li f"(x,)< 0], méfunkce f(x)
v bodé X , lokalni minimum [ respektive lokalni maximum].

Véta. Nechr f'(x,) = Oa nechr existujed > Otak, Ze pro x 0(x, —3,x, ) je f'(x) definovana
aplati f'(x)<0 [respektive f'(x)>0] apro x O(x,,x, +3) je f'(x) definovana a plati
f'(x) >0 [respektive f'(x < 0)].Potom ma funkce f(x) v bodé x , lokalni minimum

[ respektive lokalni maximum].

Véta. Bud’f(x) funkce definovana naintervalu J a nechy ma v bodé x, [0J absolutni
extrém. Pak x, je koncovy bod intervalu nebo ma funkce f(x) v bodé x ,lokalni extrém.
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Priklady.
V nésledujicich prikladech urcéete intervaly monotonnosti a lokalni extrémy funkce f(x).
1. f(x) =3x -x°
f'(x)=3-3x2=3@1-x)1+x) ,f'(x)=0 « x=-10x=1
interval (- 00,-1) (-11) (1,0)
f' - + -
f klesa rose klesa

f(-1) =-2 jelokdni minimum, f(1) =2 jelokdni maximum

2%
2,100 = =
£/(x) = 2(1+ xz)—2x [x _ 2-2x° _ 2(1- x)(1+x)
Lex?f o) )
interval (- o0,-1) (-11) (1)
& ! T i
f klesa roste klesa

f(-1) =-1 jelokdni minimum, f(1) =1 jelokdni maximum

3. Urcete absolutni extrémy funkce f(x) = x* —2x° +x -1 naintervalu <0,4>.

Nejprve uréime lokalni extrémy:

f'(x)=3x2-4x+1=0
Xy, = 2tv4-3 V4-3 {% f’(x):{x—%](x—l)
interval (_ oo’}] [} ’1] (1,00)
3 3
i + - +
f roste klesa roste

3

Nyni spoéteme funkéni hodnoty v koncovych bodech intervalu <0,4>.

f(0) = -1

Absolutni maximum je f(4) = 35, absolutni minimajsou f(0) = f(1) = -1.

27

f[ij -z je lokalni maximum , f(1) =-1 jelokani minimum

, f(4) =35 aporovname je s lokanimi extrémy.
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Konvexita a konkavnost funkce. Inflexni body.

Presna definice konvexity a konkavnosti a prabéhu funkce nad tecnou a pod te¢nou viz
DSO str. 144-149.

Definice.
Rekneme, Ze funkce f(x) probihd v bodé x, nad te¢nou [respektive pod te¢nou], kdyz
existuje takové 3 >0, Ze naintervalu (x, —3,x, +3) je definovana funkce

®(x) = (x) = (xo) = '(x, Jx —x)
a d(x)>0 [respektive ®(x)<0] pro x O(x, = 8,%,)0 (X4, X, +5).
Rekneme, ze bod x,, je inflexnim bodem funkce f(x), jestlize
®(x)>0 pro xO(x, - 8,x,) a ®(x)<0 pro xO(x,,x +3) nebo
®(x) <0 pro x O(x, —8,x,) a ®(x)>0 pro x O(x,,x +3)

Poznamky.
1. Nézorng Izetict, Ze funkce probiha v daném bod¢ nad tecnou, jestlize v jistém okoli
tohoto bodu leZi vSechny body grafu funkce nad grafem tecny.
Funkce mav daném bod¢ inflexni bod, jestlize v ném jeji graf prechézi ,, z pod tecny
nad tecnu“ nebo ,,z nad tecny pod tecnu*.
2. Pro naSe u¢ely muzeme pojem konvexni ztotoZnit s pojmem leZi nad tecnou,
pojem konkévni ztotozZnit s pojmem lezi pod te¢nou.

Véta. Nechr' | je otevieny interval a funkce f(x) mam druhou derivaci na l.
Je-li £"(x) >0prokazdé x O1, pakjef(x) nal konvexni.
Je-li £"(x) <Oprokazdé x U1, pak jef(x) nal konkavni.

Véta. Nechr x, jejeinflexni bod funkce f(x). Existuje-li f"(x,), pakje f"(x,)=0.

Poznamka. Funkce maze mit inflexi pouze v bodech, v nichZ je druha derivace rovna nule
nebo v nichZ druh& derivace neexistuje.

Véta. Nechr f"(x,) =0 a nechr existuje & > 0 tak, Ze pro x O(x, —8,%,) je f"(x) definovana

aplati f"(x) <0 [respektive f"(x)>0] apro xO(x,,x, +3) je f"(x) definovana a plati
f"(x) >0 [respektive f"(x < 0)].Potom mé funkce f(x) v bodé x,, inflexi.

Véta. Nechs f"(x,)=0. Je-li f"(x,)# 0, mé funkce f(x) v bodé x,,inflexi.
Priklady.

V nésledujicich prikladech urcéete intervaly konvexity a konkavnosti a inflexni body f(x).
1. f(x)=x*-12x* +48x> -50

f'(x) = 4x® —36x2 + 96x

f"(x)=12x2 - 72x + 96 =12(x? — 6x +8) =12(x — 2)(x — 4) =0
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interval Cw2) (2.4) (40)

f 1] + - +

f konvexni konkévni konvexni

f(2) =62 a f(4) =206 jsou inflexni body

2. f(x)=e™"

, eadgx
)=
ea’Cth 2 arctg X
) _1+X2 [(U.+X )_e QX_ earctgx
f (X) - 2 - 2 [ql_zx)
1+ x?) fL+x?)
arctg x
vyraz ﬁ > 0 pro viechna x R , takZe znaménko f"(x) zavisi pouze na (1-2x)
1+x
interval [_oo 1] [1 oo]
b 2 2 )
f" + -
f konvexni konkavni

f[ij ™% 21589 jeinflexni bod

I'Hospitalovo pravidlo

V¢éta. Nechr' je spinéna jedna z podminek:
1. limf(x)=limg(x)=0 ,
2. lim|g(x)| = +oo.
. ] o f(x) L e f(x) ..
Existuje-li (Viastni nebo neviastni) lim —— , pak existuje také lim —— aplati:
g ) gl
lim M =lim M
gl T g(x)
Obdobné tvrzeni plati i pro jednostranné limity a limity v neviastnich bodech.

Poznamka. L' Hospitalovo pravidlo se pouziva pro vypocet limit typu
0 E,f alelzeje pouZit i pro limity typu O[do , 0 —o00 , 1° |, 0° , 00 .

0 o o
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Priklady.
Vypocitejte limity:

. 3X?*-2x+5 . 6x-2 .. 6 3
1. lim=—————==lim =lim—=
x-w X +3X =7 x-=8X+3 x-=8 4

4 3
o lim 5(1+4x) 5 _1m 20(13+x) _20
x-0 Bx" +2X x-0 20x°+2 2

1 -2 ]Eﬂ—énx)

cos’ X

tgx — X

3. lim y =lim =lim - =lim s— =2
x-0X —9nNX x-0 1-—COosSX x-0 9n X x-0 COS“ X
2
TG TR
4. | =lim —=lim=x23=lim=x ¢ =——
X7 X_ﬁ X7 }X_E xﬂ73 xﬂ73 %
2
-2
5 jim T 2A0CtGX _ | 1+ %2 2x2(x +1) X742 . Ax+2_ 4
) X — 00 X — 00 -_— X — 00 2 2 X — 00 _xﬂoo_
In[1+] X ;L] x(1+x ) X 2
X X+1 \ x
. (3 -3 3
3 M x 2 )9 %
6 Iimeﬁn[—]zllm—zlim X = lim 3co ]:3
X — 00 X X — 00 4 X — 00 —1 X — 00 X
X x?

. 1 . (cosx 1 . x[Bosx—8inx . cosx—X[dnXx—cosx
7. I|rr(1) cotgx —— [ =1lim -—|=Ilim =lim =

X x-0\ gnx X x-0 x [&n x x-0 sin X + X [€osx
) -x[snx . —snXx —Xx [cosx
=lim— =lim . =0
x-09NnX + X [60SX x-0€0SX + COSX — X [HN X
. (1 1 . et =-1-x . e -1 ) e 1
8. lim =- - =lim - =lim - - =lim - ~ — ==
x-0x € —-1) x-0 x‘e —1’ x-0g” —1+xe" x-0¢ +e" +xe" 2
: X e : In(l+ex) - : (%]In(ﬂex) L
0. I|m(1+e )x =limle x =|lime =e
X — 0o X - 00 X - 00
eX
) In(1+ex) ) X e* . e
L=lime" /= [im1+€ = |im = lim— =
X 00 X X — 00 1 xﬂool_}_ex xﬂooex

1
lim@+e*)x =e' =e

X - 00
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10. Iim{(gjarctgx}X = lim emﬁgaw} =e"

X > 00 T[ X > 00
In (zjarctgx n EED ! )
L Tt . 2arctgx T 1+x® . -1 . x* -2 2Xx =2

L=Ilim =lim =lim im ;> =—dim—=—

X~ 1 X -1 x-o arctgX x-el+x® T x-e2X T

X x?
. 2 " Kl
Ilm{[—]arctgx} =e
X — T[
Asymptoty.

Definice.

Primku x =x, nazyvame asymptotou bez smérnice funkce f(x), jestlize funkce f mav bodg¢
X, alespoi jednu jednostrannou limitu nevlastni, tj. lim f(x) =+c nebo lim f(x) = #oo .

X - Xg X = Xo

Piimku y = Ax + B nazyvame asymptotou se smérnici funkce f(x), jestlize plati
lim (f(x) - (Ax+B))=0 nebo lim(f (x)-(Ax+B))=0.

Véta.
Primka y = Ax + B je asymptotou funkce f(X) pro x — o prave tehdy kdyz
nmﬂﬁzA a lim(f(x)-Ax)=B .
X - 00 X X —00
Primka y = Ax + B je asymptotou funkce f(x) pro x — —co prave tehdy kdyz
mnﬂﬁzA a lim(f(x)-Ax)=B
X - —00 X X — —00
Priklady.
V nésledujicich prikladech urcete asymptoty funkce f(x).
X2
1 f(x)=
()=1=
Nejprve uréime asymptoty bez smeérnice. Funkce f(x) neni definovanav bodé x, =1
(1—5,1) (l,1+5) i 52 i 52
=00 = —00
X2 + + xﬂl'l—X ' Xﬂl+1—X
1-x + -

Asymptotabez smérnice je ptimka x = 1. Dale spocitdme asymptoty se smérnici:

2
. X . X 1
A=1lim =lim =lim—=-1 Vypocet obou limit pro X — —00
X 00 X(l—X) x-0]—¥X X0 —1

dava stejné vysledky.
2 2 2
. X . XS +X-X _ X
B=lim ——(—x) =lim——=Ilim—=-1
x - 1=-X
Asymptota se smérnici pro X — o i pro X — —oo jepiimka y=-x-1.
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2. f(x)=x-20arctgx

Funkce je definovana pro vechna x R , asymptoty bez smérnice neexistuji.

Vypodéteme asymptotu se smernici:
2

2
1+x® -

A = ljm X2 2ACOX _

X - 00 X X — 0o

Vypocet koeficientu A pro X — —oco je stejny.
B, = lim(x - 2 [arctgx — x) = lim (- 2 Carctgx) = —2[—?21 = -7t

B, = lim (x - 2[&rctgx - x) = lim (—chtgx):—ZE-l_z—ﬂ =1t

Asymptotase smérnici pro X —» o je y=XxX-T,
asymptota se SErnici pro x —» —o je y= x+T.

(x-1)°
(x +2)

3. f(x) =

Funkce neni definovanav bodé x, = -1

F1-3-1 [(1-1+9
(x -1)° i i im
(x+1)2 + + XI*‘1(x +1)

(x-1)°

2

= —00

Asymptota bez smérnice je ptimkax = -1.

Ur¢ime asymptoty se smérnici:

(x -1)° x*-3x?+3x-1_,. 3x*-6x+3 . 6x-6_,. 6 _
im———=1im =lim—==1

A =lim > = lim—— 5 =lim—; =
cox(x+17 xew xP4+2x2+x x-=3xP+4x+1 x-=6X+4 x-=6
- ((x-2)° X -ax?+3x—1-x(X2+2x+1) _ —Bx?42x-1_  —10x+2
B=Iim > =X |=lim 5 =lim—; =lim =
x| (x +1) Xoe (x +1) xoo XZ42x+1 xee 22X +1
-10

X > 00

ProtoZe piredchozi vypocty ziejmé platii pro X — —o , jeptimka y=x-5 asymptotou
prox — o | pro x — —oo.
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Prabéh funkce.
PFi vySetfovani pribéhu funkce postupujeme takto:

1. Stanovime defini¢ni obor, zda je funkce sudg, lichd, periodicka Najdeme priseciky
sosami souradnymi a ur¢ime, kde je funkce kladna a kde zaporna.

2. Vypocitdme 1. derivaci apodle jejiho znameénka ur¢ime, kde je funkce rostouci a kde
jeklesgjici.

3. Urc¢ime lokalni extremy.

4. Vypocitdme 2. derivaci a podle jejiho znaménka urcime, kde je gunkce konvexni akde
je konkavni.

5. Ur¢ime inflexni body,

6. Urcime asymptoty bez smérnice a asymptoty se smérnici.

7. Nakreslime graf funkce.

Priklady.
V nésledujicich prikladech vySetiete prabeh funkce f(x).

1. Defini¢ni obor: R —{-1,1}

_ XX
X))
Funkce jelich&, jeji graf bude stiedové soumérny vzhledem k pocatku souradnic.
fx)=0 = x=0,tedy pocétek souradnice je jediny prasecik grafu funkce
se souradnymi osami.
Déle uréime znaménko f(x). Citatel ma trojnasobny koren x = 0, kofeny jmenovatele
x=-1 a x=1 jsoujednoduché.Tedy

interval (- 00,-1) (-10) (01) L)

funkce - + - +

2. Vypocteme prvni derivaci:
£/(x) = 3x2(x2 —1)—x3 2x _ x*-3x* _ xz(x —\/§Xx +\/§)

e T e L e s
uréime jgji znamenko aintervaly, kde funkce roste nebo klesa

meval | [w—a) | (v3-1) | 10 | 03 | b3 | (o)
f! + - - - - +

f rose klesa klesa klesa klesa rose

3. Ur¢ime lokalni extrémy
3
f(-v3)= (_(:/_;/)‘;2’)_1 = - 3*2/5 =256 jelokaini maximum , f(\3)= § =256

je lokdni minimum
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4.V ypocteme druhou derivaci:

[x“ —3x2] B (4x3 —6x)(x2 —1)2 -x* —3x2)D'2(x2 —1)E2x B
(x2 —1)2 B (x2 —1)4 B
(x2 —11(4x3 —6x)(x2 —1)—4x(x4 —3x2)J _Ax° —6x% - 4x® +6x - 4x° +12x°
(x2 —1)4 B (x2 —1)3 B
_ 27 +6x _ 2x(x2 +3)
(x2 —1)3 (x-2)*(x +2)°

uréime jegji znaménko aintervaly, kde je funkce konvexni a kde konkavni

f"(x) =

interval | (- o0,-1) (-10) (02) (1,0)
f [ _ + - +
f konkavni konvexni konkavni konvexni

5. Ur¢ime inflexni body: druha derivace méni znaménko v bodech-1,0, 1,
ale protoZe v bodech -1 a 1 neni funkce definovana, inflexe v nich nenastane.
Inflexni bod je bod x =0 afunkce v ném nabyva hodnoty f(0) =0.

6. Uréime asymptoty bez smérnice. Vy&etiime funkci v okoli bodu nespojitosti
x=-lax=1

interval (-1-5,-1) | (-1-1+8) | (1-52) (11+9)
x3 - - + +
x* -1 + - - +
. 3 . x? . 3 . 3
X“;_q_ = _1:_00 , X|lr_q+ 2 _1:oo , )|(|Enl_ 2 _1:—00 , )[Im N _1:oo

Asymptoty bez smérnice jsou pfimky x=-1 a x=1.

Dale ur¢ime asymptoty se smérnici:
3

X

. 2 _ X2 22X
A =limX==1 = |im —=lim=— =1

Xoo X xom X< =1  x-w X

3 3 3

. X LOXT=XT+EX . X .. 1
B=Ilim 5 -x|=1lim 5 =lim 5 lim—=0

x| X =1 x-eo X7 =1 Xoe XS =1x-=2X

Vypoéty pro X — —o  jsou zigimé zcela stejné,
Piimka y=x jeasymptoufukcef(x) pro X - o i pro X - —oo .
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7. Nakredime graf funkce.

_____.____.]_____%_________.____________

2. f(x)=x - 2arctgx
1. Defini¢ni obor: R
f(-x) = —x - 2arctg(- x) = -x + 2arctgx = —f (x)
Funkce je licha, jegji graf bude stiedové soumérny vzhleden k po¢atku souradnic.
Rovnici x —2arctgx = 0 neumime teSit, vime pouze, Ze ma jeden koien x =0.
2. Vypocteme prvni derivaci:
2 x?2-1_(x-1)(x+1)
1+x2 1+x>  1+x2

f’(x):1—

aurcime jegji znameénko aintervaly, kde funkce roste a kde klesh

interval

()

(-11)

(1)

f!

+

+

f

rose

klesa

rose

3. Urc¢ime lokalni extremy:
f (1) =1- 2arctg(1) = 1—2 = 0423 jelokalni maximum

f(-1) =-1-2arctg-

1+g =-0,423 jelokani minimum
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4.V ypocteme druhou derivaci:

() = x% -1 ' B 2x(1+x2)—(x2 —1)E2x 4
A )_(1“(2] (1+x2)2 B (1+x2)2

ur¢ime jeji znaménko aintervaly, kde je funkce konvexni a kde konkavni

interval (— oo,O) (O, oo)
f n - +
f konkavni | konvexni

5. Inflexni bod jebod x=0 afunkce v ném nabyva hodnotu f(0)=0 .

6. Funkce je spojita na celém R, nema proto Zadné asymptoty bez smeérnice.
Dale ur¢ime asymptoty se smernici:
1
 x-Zarctgx _ . 1T 1+ x2
A :lemof ZIX'[U,— =1 .

Vypocet koeficientu A pro X — —oo je stejny.
B, = lim(x - 2[arctgx — x) = lim 2[rctgx = —ZEE = -

X — 00

B, = lim (x - 2[&rctgx - x) = lim chtgx:—ZB_z—n:T[

Asymptota se sSmérnici pro X — © je y=X-—Ti,
asymptotase SITErnici pro x » —o je y= x+Tm.

7. Nakredime graf funkce.

Z vypoctenych hodnot je ziejmé, Ze graf funkce protinaosu x ve dvou bodech,
které oznatime -a, a. Neumime je spocitat (to by bylo tieba udélat numerickymi

metodami) — viz bod 1, nyni v3ak vime, Ze existuji,
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_Inx?
)= X

3. f(x

1. Definieni obor: R-{0}

In(-x)* _ Inx?

fl-x)= =- =-f(x

()= = )

Funkce je lich4, jegji graf bude stiedové soumerny vzhleden k po¢atku souradnic.

2

L, . Inx
ReSenim rovnice

=0 dogtéavame x?=1 aodtud x =+1.

X
Praseciky grafu funkce sosou x jsoubody [-1,0] a [1,0].
Ur¢ime jest¢ znaménko funkce:

:cnterval o1 | (~20) | (03 L)

2. Ur¢ime prvni derivaci:

2X B
—ZD(—h‘lX 2_InX2

f'(x)==X "z =~z apolozimeji rovnu 0. Dostaneme

Inx* =2 = x=zxe azjistimeznaménko prvni derivace v jednotlivych intervalech

interval (—oo,—e) (— e,O) (0, ) (e,oo)

i : + + -

f klesa rose rose klesa
3.f(-e)= —% =-0,74 jelokalni minimum, f(e) :E =0,74 jelokdlni maximum
4. Druhaderivace je

' 2X
f,,(x)_(Z—lnxzj B _FD(Z —(2—Inx2)E?_x _ 2(Inx2 —3)
X2 - x4 X3 '

Vypocéteme, kde je druha derivace rovna nule:

f'(x)=0 < Inx?=3 & x2=€® « x=#/e® =+446
aurc¢ime jegji znaménko

e [ o] | o] | o] | o)
ff konk-évnl' kOI‘lV(:XI’lI' konk-évnl' kOI‘lV(:XI’lI'

5. Inflexni body jsou f(—\/g):— 3 . 067 a f(«/?): 3 o067
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6. Ur¢ime asymptoty bez smérnice. .
Vy&ettime funkci v okoli bodu x =0, ktery je jedinym bodem jeji nespojitosti.
Inx? Inx? _

interval (-50) | (0,3) lim X i x

Inx? - -
X - +

Asymptota bez smérnice je ptimka x=0.
Najdeme jesté asymptoty se smérnici:

Inx? 2X
, X

2
= |imX—=|imi2:o

. . Inx
A =lim—%*— =lim—
X-w Y X0 Y X-w 2% X0 X

2X

2 72 2
B =lim ™ = im X% =lim2 =0

X0 Y X—0 ] X 00 X

Vypodty pro X - —co  jSou stgjné.
Piimka y=x jeasymptotoufunkcepro X — o ipro X — —oo

7. Nakreslime graf funkce.

i
T
oI




