


| nfor mace o pisemné ¢asti zkousky.
plati pro skupinu tutora RNDr. Mikol&ase

témata na pisemku:
- limity funkce jedné realné proménné
- tecny anormdly ke grafu funkce jedné redlné proménné
- prabeéh funkce jedné realné proménné
- diferencid funkce jedné prom¢nné a jeho pouziti
- neurcity integral , metoda per partes a substituce
- urcity integrdl a nevlastni integré
- defini¢ni obor funkce dvou proménnych
- extrémy funkce dvou proménnych
- totalni diferencidl funkce dvou proménnych a jeho pouZiti

Pisemka bude trvat 90 minut a bude mit Sest prikladu. Kazdy priklad bude hodnocen
maximalné 10 body.
Od bodového zisku se bude odvijet navrh znamky takto:

<0,30) <30,35) | <3540) |<4045) |<4550) |<50,60>

F E D C B A

Ustni zkoukou je mozno si navrzenou klasifikaci zlepsit, ale i zhorsit.
Minimalni pocet bodi, nutny k vykonani Ustni zkousky je 25.
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Diferencial funkce.

Definice.
Necht' funkce f(x) je spojitav okoli U bodu x, anecht existuje derivace f'(x,).
Potom vyraz
df (x,)=f'(x,)0h , kde hOR jeproménna
nazyvame diferencialem funkce f(x) v bodé x,, .

Poznamka.
Pro riizné hodnoty h dostévame riizné hodnoty diferencidlu df (x,). Diferencidl je tedy funkcf
proménne h. Jestlize misto pevného bodu X, uvazujeme obecny bod x, v némz existuje derivace
f'(x), zévisi df(x) nejenna h, aletakéna x. Zvolme f(x) = x. Pak je df(x) =1.h, tedy dx = h.
Proto miZzeme h, coZ je prirastek neodvisle proménné povaZzovat za diferencid dx proménné Xx.
V zhledem k tomu piSeme obvykle diferencid funkce y = f{x} v obecném bod¢ ve tvaru

df (x) = dy = f'(x)[dix

Oditud plyne f'(x)= j—z .

Proto miaZeme derivaci f'(x) povaZovat zapodil diferencialu funkce f(x) a diferenciélu neodvisle
proménné X.

Geometricky vyznam diferencialu.

Rovnice tecny ke grafu funkce y =f{x) vbodg T = [x,,f(x,)] matvar
y—f(x,)=f'(xo)(x —x,). Polozimeli x-x,=h , dostaneme odtud
y—f(x,)=f'(x,)h =df(x,). Diferencidl je tedy piiristek natens, sestrojené v bods T

pti prechodu z bodu x, dobodu x,+h .

A

df (xo)

}f\(xo + h)

f — — — — — = — =

t
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Oznacime-li Af(x,)=f(x, +h)—f(x,) prirastek fukcev bodé x, a df (x,) diferencial
funkce f(x) v bodé x,, je

Af(xy) . flxg+h)-f(x,) 1 . f(x,+h)=f(x,)_ 1
——<=lim = lim =
h-0 df(xo) h-0 hf’( ) ]c'()(o)m0 h f'(xo
Proto méizeme pro dostatesné mala || kiast Af (x,)=df (x,).
Platitedy f(x, +h)="f(x,)+Af(x,)=f(x,)+df (x,). Tohoto vztahu vyuzivame k piibliznému

vypoctu funkenich hodnot funkce f(x).

P¥iklady.
1. Vypoctete diferencial funkce f (x )_InTx v bod& x, =1 pri priristku neodvisle promgnné dx =
X
0,01.

Nejprve vypocteme derivaci funkce f(x):

Tox-mxol {1y

f'(x)= = 2Jx .~ 2 ajeji hodnotu v bods x, =1
X X+/X °

f'(1)=1
Poté spocitame diferencial df(1) = f'(1) [ix =1[0,01=0,01

2. Vypocitejte diferencial funkce f(x) = In tgg - 2] v obecném bod.

f'(x): T[lxD ix _lz_im.nxlnx:_.lx:
o) ey o

2 4 2 4

df (x) = -—— = dx

=4

3. Pomoci diferencidlu vypoctéte priblizné cos61° .
K vypoctu zvolime funkci f(x) = cosx ajeji diferenciél v bodé x,, = 60° :g
Uhly musime pii vypoctech vyjadiovat v obloukové mite.

Prirastek neodvisle proménné je dx =1° = L

180

f'(X)=—SinX : g It —SlnE——£ , cos6°=cos60°—£[—li:
3 3 2 2 180

=0,5-0,866602[0,01745 = 0,484877795
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2 —
4. Pomoci diferencidlu vypoctéte priblizné (ZL)ZS :
(2,037)* +5
2 —
Pro vypocet zvolime funkci f(x) == v ajeji diferencial v bods x, =2 pri
X

prirastku neodvisle proménné dx = 0,37 .

Nejprve spoéteme funkéni hodnotu (2) = \/g :% a potom derivaci

!

)= (XZ_?J]; :1(X2_3j_;EZX(XZ”)‘ZX(XZ—S): 8 [x*+5

x*+5 2\ x2+5 (x2+5)2 (x2+5)2 x*-3

2
f'(z)zl_Gqﬁzl_G
81 V1 27

(2,037)* -3
(2,037)* +5

1. 16

= f(2,037) =f(2)+df (2)= 3757 (0087 =0,333333+0,021925 = 0355259

Pozndmka. PoufZiti diferencidlu nateSeni podobnych Uloh je sice v dnedni dobé archaismem,
pouZity vzorec oviem neztraci smysl, pokud nezname analytické vyjédieni funkce f(x) a hod-
noty f(x,) a f'(x,) jsme ziskali napiiklad marenim.

Taylorova veéta.
UZitim nasledujici véty Ize vyjédrit prirastek funkce presnéji, nez uzitim diferencidlu.

Véta (Taylorova)
Nechz funkce f(x) ma v okoli bodu x, derivaceazdo7adu n+1, kde nON. Pak pro

v&chna X ztohoto okoli plati:

)= e )+ ) ) L)

) () R, )

(n+1)
e Rn(x):fn+(‘9)(x-x0)“+l,

pricemZ 9 jevhodné cidlo, lefici mez x, a x . Chyba R, (x) se nazyva zbytek a vzorec
uvedeny v této vété se nazyva Tayloriv vzorec.

Poznamka.

Je-li v predchozi vété x, =0, nazyvase vzorec Maclauriniv a matvar
_t(0)+ @, "0 AR

f(X)_f(O)+TX+TX2+”'+WX +R,(x) ,

n+l
kde R, (x)= En +('19)?x”*1 , kde 9 jevhodnécislomezi 0 a x.
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Priklady.
1. Napi&e rozvoj funkce f(x) =~/x podie mocnin (x —1) do tietiho stupné a vyjédrete zbytek.
V tomto pripadé x, =1 n= 3. Spocitame hodnotu funkce ajejich prvnich tii derivaci v bodé 1.
Pro tvar zbytku budeme potiebovat ¢tvrtou derivaci.

f(x)=x/_=x% f@)=1

1
f'(x):%xz3 f’(]_):%
f"(x)= —%x: fr(1) = —%
()= ) f"'(l):i;’ )
F(x) = —i—gx 2 “(9) = —1—69 2

f(x)=+/x =1+ Xz_l— (X ;31)2 + (X1:61)3 + Ra(x) , kde

-7

Ra(x)——E882(x 1)* |, pricem? 9 jevhodnéislo leZici mezi 1 a x.

2. Rozvojem vhodné funkce f(x) podle mocnin x aZ do patého stupné vypocététe piibliznou hodnotu
Je.

V tomto pifpadé pouZijeme Maclaurinav rozvoj funkce f(x) =e*, n=5, x,=0.
fx)=f'(x)=f"(x) =1 "'(X)=f“‘)(X)=f‘5)(x):f(6)(x):ex
£(0)=1(0)="(0)=f"(0)=1“(0)=F ®(0) =¢* =1, f () = ¢’

x x2 x® x* x°

e =1+ +—+ 2+ 2+ 2 +R.(x),
2t 3 41 5l

6
kde Rs(x):%e‘f’ ,kde 9 je vhodné ¢islo mezi 0 ax.

Dosazenim x = 0,5 dostaneme
05> 05 05* 05°
eze™® =1+05+— + =+~ +2 +R_(05)=1+05+0,125+0,02083+ .,
Ve 2 6 24 120 5(09) Cido 9
+0,00260 +0,00026 + R, (0,5) = 1,64869 + R, (0,5)
lezi mezi 0 ax = 0,5. Proto maZzeme zbytek odhadnout takto:
6 6 6 6

R,(0,5) (08 o (05 o5 (08) os 05 1 6 o00aas

6! 6! 6! 720

Pi vypostu v/e  jsme se dopustili chyby men&i nez  0,0000217.
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Posloupnosti.

Teoretické poznatky o posloupnostech viz DSO str. 14-37. Zde pouze struéné shrneme
nejzakladngjsi pojmy.

Definice.

Necht M je moZina ngjakych objekta. Kazdé zobrazeni mnoziny N ptirozenych ¢isel do mnoziny M
nazveme (nekone¢nou) posoupnosti v M. Kazdé zobrazeni mnoZiny {1,2,...,n}

do mnoziny M nazveme kone¢nou posloupnosti. Jestlize je M mnozina ¢isel, budeme mluvit

0 ¢iselné podoupnosti. Prvky posloupnosti budeme zn&tit a,, .

Poznamky.
1. Posloupnost Ize psét jeko a,,a,,...,a,,... nebojako {a,}”, popripade {a,} .

2. 'V dalsim se budeme zabyvat pouze ¢iselnymi posloupnostmi, popripadé posloupnostmi
realnych funkci.
3. Posloupnogt, jejiz limita je rovna nule se nazyva nulova posoupnost.

Definice.
Rekneme, Ze posloupnost {an} je shora ohrani¢end [ respektive zdola ohraniéend ], kdyz existuje
takove ¢islo K, ze pro véechna nON plati a, <K [respektive a, =K ].

Definice (vlastni limity).
Rikéme, Ze posloupnost {a, } mélimitu a apiseme lima, = a prévé kdyz ke kazdému & >0

existuje ¢islo n, N tak, Ze pro véechna n>n, plati |a, —a|<e.

Definice (nevlastni limity).
Rikéme, Ze posloupnost {a, } mé nevlastni limitu rovnou « [respektive —oo], piseme lima, = oo |
n—oo

respektive lima, = -] pravé kdyz ke kazdému ¢islu A existuje ¢islo n, N tak, Ze pro v3echna

n>n, plati a, >A [respektive a, <A]].

Definice.

Necht {a,} je takova posloupnost redlnych ¢isel e plati a, <a,<..<a_ <..

[respektive a, <a, <...<a, <...] . Potom ilkame, Ze posloupnost {a, } je neklesajici [respektive
rostouci .

Definice.

Necht {a,} je takova posloupnost redlinych ¢isel, Zeplati a, >a,>..>a

[respektive a, >a, >...>a_ >...] . Potomiikame, e posloupnost {a,} je nerostouci [respektive
klesgjicici ].

...
n
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Pro limity posloupnosti plati fada tvrzeni, z nichZ zde pripomeneme nasledujici:
Kazda posoupnost mé nejvyse jednu limitu.

Mé-li posloupnost viastni limitu, pak je ohranicena.

Kazda neklesajici, shora ohranic¢ena posloupnost ma viastni limitu.
Kazda nerostouci, zdola ohranic¢ena posoupnost ma viastni limitu.
Nech?' lima, =a Lim b, =B . Pak plati

n - oo

agrwNPE

lim(a, b,)=aB , lim(ab,)=op

ajeli b, #0 proviechna nON plati Iimﬁzg :

n - oo bn B
) Iim(1+£] =e.
n - oo n

Ze stiedni Skoly znéte aritmetickou a geometrickou posloupnost. Nyni je pripomeneme.

(o2}

Definice (aritmetické posloupnosti).
Ciselnou posloupnost {a,} nazyvame aritmetickou, jestlize existuje takové &islo d,
zvané diference, Ze

a,,-a,=d pron=12,...

Poznamky.
1. Aritmetické posloupnost je uré¢ena napi. prvnim ¢lenem a, a diferenci d.

. o N +a
Pro soucet s, prvnich n ¢lena aritmetické posloupnosti plati s, = 4T

2

3. Plaiia, =a,+(n-1)d .

4. Plati a, =a +(r-s)d, kde a
a +an+1

5 Pronz1l plati a, :MT

a, jsoulibovolné ¢leny posloupnosti {a, } .

r ! S

Definice (geometrické posloupnosti).
Ciselnou posloupnost {an} nazyvame geometrickou, jestliZze existuje takove ¢islo g, zvané kvocient, Ze
a, =a, 4 pon=12,....

Poznamky.
1. Geometricka podoupnost je uréena napt. prvnim ¢lenem a, a kvocientem q.
2. Prosoucet s, prvnich n ¢lend geometrické posloupnosti plati

sn:algll__—qq pro q#1.

3. a,=aq"".
4. Plati a =aQq™ ,kde a, , a, jsoulibovolné ¢leny posloupnosti {a, }.

5 Pron#l plati |a,|=a,a,, -
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P¥iklady.

1. V aritmetické posloupnosti jedano a, =0, a;, =—4 , s, =12. Urceten.
Reseni:
Zevztahu a, =a_+(r-s)d dostéavame a,=a,+2d toje -4=2d atedyd=-2.

; o & Tta, _
Ddeplati s, ==—_=>[h a a, =a, +(n-1)d . Odtud dostaneme

s, = ifoa, +(n-1)d
a, vypocitamezevztahu a, =a, +3d. Dosazenimza a, a d dostaneme

O=a, +3{-2) tedy a =6
Dosazenim do vztahu pro s, dostaneme

12:2(2[6—2n+2) o 24=12n-2n%+2n - 2n?-14n+24=0

ReSenim této rovnice vyjde

2. Urcete prvni ¢len a kvocient geometrické posloupnodti, je-li
a—-a,+a; =15 a a,—-a;+a, =120
ReZeni:
Uzitimvztahu a, =a,q"" dostéavame
a-ag+aq’ =15 O ag’-aq’+ag’ =120
al(l—q+q2):15 0 a1q3(1—q+q2):120 aodtud

31 _ 2
atl (1 q+?):120 -~ 0°=8 < (=2 adosazeni do prvni rovnice dava
afl-q+o’) 15
a,l-2+2?)=15 - a1:1—35:5

3. Pripocteme-li k ¢islam 2, 7, 17 totéZ ¢islo, vzniknou tfi po sob¢ jdouci ¢leny
geometrické posloupnosti. Urcete je,
Reeni:
Pri¢tené ¢islo oznatme X.
Hledané ¢leny geometrické posloupnosti jsou 2+x, 7+x, 17+x.. Plati

17+x _7+X

Tt % Stx .(2+x)(7+x)

(17+x)2+x)=(7+x)? = x?+19x+34=x2+14x+49 -~ 5x=15 < x=3
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4. Spoctéte limitu posloupnosti {a, }, , kde a, n"-n+2
. cte . _ =
i P P - “3n?+2n-4
ReSeni:
1-142
n-n+2 n? _1-0+0 _1

1

lim = lim—1" = _Z

n-=3n° +2n -4 nmeg,2_ 4 3+40-0 3
n n?

5. Spoctéte limitu posloupnosti {a, }2, , kde a, = (Yn+1-+/n) .

Reseni:
" (Jn_Jrl \/_X\/n_+l+ ) n+l-n _
Ilm(\/n_l \/_) nw Tnsiedn Lw\/n—+1+\/_

n-o

=lim————==0
nww/n+1+\/_

. . 1 2 1
6. Spoctéte limitu posloupnosti {a, }~, , kde a, —[—+—2+ +n—2]
n® n n

Regeni

1.2 n-1_1 1 1+(n-1) n-1
e =~ (1+2+..+(n-1))== -)=—=

n> n? n? nz( (n-1) n> 2 {n-9) 2n

1 R AR P AT kY7 PWY PR

n-e\N° N n n-e2 n 2n-=( n) 2

10 11 n+9

7.Zkoumejte monotonii a ohranicenost posloupnosti {a, }”, , kde a, =10 e —
n -—
ReZeni:

Podloupnost je rostouci prave tehdy kdyZ plati A 5,

n

1O£L1 n+9d] 10

Ana — 2n—-1 2n +1 n+10
& 1—OEI1—1D..EI—n+9 2n+1
1 3 2n-1

n+10>1 < n+10>2n+1 <« n<9

2n+1
Posloupnost je pro n <9 rogtouci, pron>9 klesgjici.

Shora je ohrani¢ena cislem a, , zdola je ohranicena cislem O (nebot’ soucin kladnych ¢isel

jevzdy kladny).
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Neurcity integral.

Definice.
Bud’ | otevieny interval abudte F(X) , f(x) dvé funkce, definované v intervalu I. Necht’ pro
kazdé x 01 plati F'(x) =f(x). Pak fikame, Ze funkce F(X) je v intervalu | primitivni k funkci

f(x).

Véta. Pro primitivni funkci plati:
1. Bud F(x) funkce primitivni k funkci f(x) vintervalu | a necht c je libovolné ¢ido. Pak funkce
F(X) + ¢ jetaké primitivni k funkci f(x) vintervalu |.
2. Budte F(x), G(x) dve funkce primitivni k funkci f(x) v intervalu U . Pak existuje ¢ido c tak, ze
G(X) = F(x) + c.
3. Bud’'f(X) funkce spojita vintervalu |. Pak k ni vintervalu | existuje funkce primitivni.

Definice.
MnozZinu vSech funkci primitivnich v intervalu | k funkci f(x) nazyvame neuréity

integral funkcef(x) v intervalu | aznasime I f (x)dx . Pigeme I F(x)dx = FO) +¢ , x01 .

Poznamka.

Funkci f(x) nazyvame integrandem, symbol I integracnim znakem , konstantu ¢ integraéni
konstantou. Vykon, kterym uréujeme neurcity integrdl F(x) + ¢k dané funkci f(x) nazyvame
integrovanim (integraci) funkce f(x)

Véta.
Bud’| otevieny interval a nechr’ v ném existuji neurcité integraly funkei f, (x),f,(x),...,f, (X).
Budte c,,cC,,...,c, ¢ida. Pak vintervalu | existuje také neurcity integrél k funkci

c,f,(x) +C,f,(X) +...+c f (x) aplati I[clfl(x)+c2f2(x)+...+cnfn(x) Jox =

:clJ.fl(x)dx +czjf2(x)dx+...+an'fn(x)dx ‘c.

Na nésledujici stran¢ uvedeme v tabulce piehled vzorci, které plynou ze zakladnich vzorct pro
derivace.
Zde pro usporu mista uvedeme vétu o integraci per partes..

Véta (o integraci per partes)
Nech funkce u(x), v(x) maji v otevieném intervalu | spojité derivace u'(x),V'(X).
Potom v intervalu | plati:

I u(X)v'(x)dx =u(x)v(x) - J.u'(x)v(x)dx :

Pozndmka.
Vétao integraci per partes plyne piimo z véty o derivaci soucinu dvou funkci.
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Ide:c pro x (- o, 00)

J‘x”dx:iD(”*l+c pro nZ-1 a xD(—oo,oo),nzocelé

n+1
nebo x(0,%), n<0 celé
nebo x[(-,0), n<0 celé
nebo x(0,®), n necelé

.%:In|x|+c pro x[(-0,0) nebo x[(0,)
L4 X

gdx=¢e" +c pro X [ (—c0,00)
.sinxdx:—cosx+c pro X [J(—oo,00)

[ cosxax =sinx + ¢ pro  x[(- oo, 00)

F dx oy

>— =tgx +c pro x, pro néz je cosx # 0

J cos”® x

f dx v

—— =—cotgx + ¢ pro x, pronézje sinx #0
Jsin®x

f dx 1 X

——— ==larctg— +c pro x O(-o0,00
Jx*+a®> a P P ( )

X ainXec pro x 0(-a,a)
o ahz—)(2 a

%dx =Inff(x)| + ¢ prox, pro kterdexistuje f'(x) apronszje f(x) 0
L4 X

%dxzz f(x) +c prox, pro kterdexistuje f'(x) apronézje f(x) >0
J X

F)dx = FX) ¢ = If(ax+b)dx=%F(ax+b)+c

Nasledujici dva neurcité integraly se v dalSim naucime pogitat, ale je velmi uzite¢né

zné vysledek zpameti:
_d_x =1In tgf +c pro X, pro kteraje sinx # 0
sin X 2

I dx :In‘x+\/x2+k‘ +C prox, pro kterdje (x2 +k)>0

VX2 +k
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Priklady.
V nésledujicich prikladech vypoctéte neurcité integraly.

3

1
1. J.(X4 +4/X — COSX +1)dx =.[x4dx+.[x2dx—J.cosxdx+J.dx :éx‘g +§x2 —snx+Xx+c

(3 5 3 X, 5 x
2. +—-e x:Earctg—+—In|x|—e +C

4+x*  2x
X‘lzdx:j(x ~1)sdx :%(x ~1)s" +C_§(x ~)s+e=3x -1 +c

3. lex:j
3 (x -2)? (x —1)5 §

* dx J‘ dx 1 X+1
——arctg +C
J x? +2x+3 x+1 +2

(x +1) +(\/§)2 V2

5. tgzxdx:J.Sln Xd —J.l cos’ de I d): J.dx—tgx X +c¢C
cos’® X cos® X cos

P e P I S CH
P = e

Lo fsnf 2 g”@m:mtgé e
gl

|_\

X +

+c=In

1+cos®x |, _ 1+ cos’ x _(l+cos’x , 1 X
I I 5 —— X =|——F—dx == 5 Idx——tgx+ +cC
1+0042x 1+cos” x —sin“ X J 2cos” x 2J cos” x 2 2
3 (2x +2)+2 , '
x+5 _[l2 _3[ (x> +2x+5) x
8 | ———dx= . dx=2 | = g2 | ———— =
X% +2x+5 X? +2X+5 2| x*+2x+5 (x +1)° +22
3 2 x+1 3 x+1
=>ZInx* +2x+5+ —arctg=——+c==In(x* + 2x + 5|+ atcg—— +C
2 ‘ # 2 g 2 2 ( ) “ 2
_1 ,
_ Xx+3 2(_2X+4)+5dx— 1 (5+4x—x2) dX+5 dx _
J5+ax-x2 5+ 4x - x? 2 \5+4x-x> J9-(x-2)

= —/5+4x - x2 +5arcsinX;2 +C
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Nasledujici priklady vypoctéte metodou per partes.

u=Inx v' =1 X
10. Ilnxdx: 1 _ :xEI]nx—J.—dx:xEI]nx—J.dx:x[I]n—x +cC
u=— V=X X
X
u = arctgx v' =1 X 1¢ 2x
11. | arctgxdx =] , 1 =x [art x—J. dx = x [arct x——J. dx =
I g u = V=X « 1+ x2 g 2J1+x?

1+x?

Y
= x Larctgx —%J‘%dx =X @rctgx—%ln(ﬂ xz) +cC

, 1
n(2x) 4= V=l o) fax . ) 1 1+1n(2x)
12. | —5—"dx = 5 2= +| 5 =- -~ +c=-
X U=2 y=_1 X X X X X
2X X
u=x? v=e* 1 u=x Vv =e¥* 1
13. J.xze“xdx: , e™|==x%e™ - J.xe“xdx— , e™ | ==x%e™ —Zxe™ +
u=2x v= 4 =1 v= 4
4
+£je4xdlexze4x _Exe4x +ie4x +C
8 4 8 32
u=e* V' =s8n3x 1 2
14. | e”sn3xdx=| , . .._ 1 = -=e* cos3x +— | e cos3x dx =
u =2e v——écos?)x 3 3
u=e* Vv =cos3x 2 4
=| a1 =-=e™ cos3x +—e** sn3x —— | e* sin3xdx
u =2e v—§9n3x 9 9
porovnanim leveé a pravé strany odtud dostaneme
13 ezxsin3xdx:—%ezxc053x+§ezxsin3x atedy
2X —_ 3 2X 2 2X
e”an3xdx = ——e“ cos3x + —e“*sn3x +
13 13
u'=x v=arctgx 5 5 5 5
1 1 +1-1
15.Ix®rctgxdx: x* 1 :X—arctgx——j X 5 ax :X—arctgx——jx—zdx:
u=— Vv = 51 2 2J1+x 2 2J 1+x
2 1+X
x? 1 dx  x?

1 x 1
:—arctgx——jdx+ =—arctgx ——+—arctgx + ¢
2 2 2 2

2J1+x2 " 2



KMMATB — #eSené priklady - integralni podet funkci jedné proménné

-33-—

Nyni prejdeme k vypoétu neuréitého integralu metodou substituce. Presné znéni vét o substi-
tuci viz DSO dtr. 183 — 187. Nam se zde stati omezit na dva zptsoby, kterymi obvykle vétu
0 substituci pouzivame.

A. Substitucetypu ¢(x) =t .

Pro zjednodugeni vypoctu integralu If [0(x)]¢'(x)dx , provedeme substituci ¢(x) =t.
Prechodem k diferencialu na obou stranach substitu¢ni rovnice obdrzime:

¢'(x)dx =dt adosazenim do integralu odtud plyne If [o(x)]¢'(x)ax = If (t)dt.

Ve vysledku na pravé strané pak pigeme t = ¢(x).

B. Substitucetypu x =g(t) .
V nekterych pripadech je vyhodnéjsi pouzit substituce x = g(t) . Prechodem k diferencialu

dostaneme dx =g'(t)dt a dosazenim do integralu odtud plyne If (x)dx = If [o(t)]g'(t)ct

Ve vysledku na pravé strané pak pideme zat funkci inverzni k funkci g, tedy t=g™(x).

Piiklady.
1+Inx =t L 3 3
. J‘\/1+Inxdx ax _ :Iﬁdtzjtzdtzgtz +c:3(1+lnx)5 +c
A P

2+:
17.I X __gx=[< T4st

1
1I§/‘dt_ljt 3dt = 1§t~°'+c-%</(x2+4)2 e

32 +4 2xdx = dt 2
X = arctgt 4 4442 _t2 2(t2 41 2
18, Itg“xdxz _ :I t zdtzj#dt:ILz)dt_I Y odt=
dx R 1+t 1+t 1+t 1+t
. 2+ 1 1
:Itzdt— t 12 dt——t Idt —t+artcgt + c=
J 1+t
:%tg3x—tgx+arctg(tgx)+c:§tg X—-tgX+X +¢C
3x 2X AX ex =t 2 2+ _1 1
19.If—dxzjez—edx: :Izt dt:jt 1 dtzjdt—j _dt =
e +1 e +1 e’ dx =dt t°+1 t°+1 1+t

=t-arctgt + c=e* —arctge™ + ¢

X =arcsint
dt
dx =

20. jmdx_ I\/ﬁ Imdtzj(l

=2J1+t +c=2J1+snx +¢

+ t)'% dt =2(1+ t)% +c=
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Nékter € typy neur ¢itych integrali.

V piedchozich prikladech patrné nejvétsi potize ¢inilo uréit vhodnou substituci. V dalSim
uvedeme nekteré typy integrali, u nichz podle jejich tvaru Ize piimo uréit, ktera metoda i
substituce je vhodnak jejich feseni.
Prvnim z nich bude integrdl z racionéni funkce lomené.
Nejprve pripomeneme nékteré poznatky o raciona ni funkci lomené (viz DSO A str. 96
aDSO B gr. 190 — 200) atedy i 0 polynomech.
Definice.
Budte a,,a,.,...,a,, a, # 0 redlndcisla Funkci f(x)=a x"+a x"*+..+ax+a,
nazyvame polynom stupné n. Cisla a,,a,,...,a, jsou koeficienty polynomu f(x). Koeficient

a, senazyvaabsolutni ¢len. Cislo a, pro které plati f(a) =0 se nazyva koien polynomu.

Poznamky..
1. Polynom stupné n ¢asto znacime P, (x) pripadné Q,(Xx) ¢imz zdaraznime, Ze se jedna
prévé o polynom stupné n.
2. Jeli o koten polynomu, pak existuje polynom g(x) takovy, Ze plati f(x) = (x —a)g(x).
3. Je-li komplexni ¢islo a = a+ib korenem polynomu f(x), je jeho kofenemi ¢islo komplex-
né sdruzené a =a-ib.

Definice.
Rekneme, Ze ¢islo a je k-nasobnym koienem polynomu f(x), prévé kdyz existuje polynom

g(x) takovy, Ze f(x) = (x —a)" [G(x) a gla)#0.

Véta (o rozkladu polynomu v koienoveé ¢initele).

Nechs f(x)=a x"+a, X" +...+aXx+a, jepolynomstupné n= 2, ktery ma redlné koreny
a,,0,,..,0, snasobnostmi k;,k,,....k. a dvojice komplexné sdruzenych koren:

a, *ib,,a, +ib,,....a, +ib, snasobnostmi 1, ,I,,...,I. Potom plati:
f)=a,(x-a,)...(x-a, ) [(x-a,)* +b?]"..[(x-a,)* +b?]".

Toto vyjadreni se nazyva rozklad na koifenové éinitele.

Definice (racionalni funkce lomené).

Budte P,(x) , Q,,(x) polynomy. Funkce R(X) - R0

Qun (X)

se nazyvaracionalni funkce

lomena.
Je-li m>n, nazyva se funkce R(x) ryze lomen4, je-li m < n nazyvé se R(x) neryze lomena.

Poznamky.
1. Obvykle budeme predpoklédat, Ze polynomy v ¢itateli a ve jmenovateli nemaji spolecné koreny.
2. Kazdaneryze lomenaracionalni funkce se dé vyjédrit jako soucet polynomu aryze lomené
raciondlni funkce (provedenim d¢leni).
3. Abychom dokazali raciondlni funkci lomenou integrovat, musime ji prevést tvar, ktery je
pro integraci jednodussi. Jedné se o rozklad parcidni zlomky.
Uplné znéni véty o rozkladu raciondlni fukce lomené v parcidlni zlomky viz DSO str.197-198.
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- e P o . .
Je-li danaryze lomenaracionalni funkce R(x) = n(X) , rozlozime nejprve jmenovatele

m

Q,, (x) v kotenové ¢cinitele. V rozkladu funkce R(x) na parciani zlomky odpovidéa r-nasob-
nému realnému koreni jmenovatele a, soucet r parcidlnich zlomka
Ay Ay +...+—Ar

x=a  (x-a,) (x-a,)
akazde dvojici s-nasobnych komplexné sdruzenych koreni jmenovatele a; +ib; odpovida
soucet s parcidnich zlomku:

B, x+C, . B,x+C, - BXx +C,
(X_ai)2+bf l(x_aj)z’Lbez l(x—aj)2+beS

Koeficienty A,,...,A,,B,,C,,....B,,C jsou jednoznacné urceny a spocteme je metodou
neurcitych koeficientd, kterou vysvétlime na nasledujicich prikladech.

Priklady.
V nésledujicich prikladech rozlozte raciondni funkci lomenou v parcidlni zlomky.
2X
21. R(x) =
O = )+ 2+ 9

ReSeni: jmenovatel ma pouze jednonasobné realné koreny, rozklad na parcialni ziomky
ma proto tvar

(x +1)(x2+X2)(x+3) - wa:1+ x?2+ xc+:3 [fx +1)(x + 2)(x +3)

2x = A(x +2)(x +3)+B(x +1)(x +3)+ C(x +1)(x + 2)

Dogali jsme rovnost dvou polynomi. Tamusi byt spinéna pro vechna cisla x, tedy
i pro koteny jmenovatele, coz jsou ¢isla -1, -2, -3. Dosazenim kotent jmenovatele
do predchozi rovnosti obdrzime:

x=-1. -2=2A = A=-1

Xx=-2: -4=-B = B=4

x=-3: -6=2C - C=-3
arozklad funkce R(x) naparcidni zlomky je

1 4 3

R(x) = - + -
X+1 x+2 x+3

2% +6x° +x -2

x*(x - 2)
ReSeni: jmenovatel ma jednonasobny realny koren 2 a trojnasobny redlny koren 0. Rozklad
na parciani zlomky mé proto tvar

22. R(x) =

2X*+6x°+x-2 _ A B C D|_;
= Z e 23 (x-2
x*(x - 2) x—2 X X x (-2)
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2x% +6x% +x—2=Ax* +B(x - 2)+ Cx(x - 2) + Dx2(x - 2) =
= Ax® + Bx - 2B + Cx?* - 2Cx + Dx°® - 2Dx?

dosazenim koreni jmenovatele dostaneme:
x=0: -2=-2B - B=1

Xx=2: 40=8A e A=5

protoZe jmenovatel nema vice korent, budeme dale postupovat meodou porovnani koeficientt
u stejnych mocnin x

ux®: 2=A+D = D=2-A=2-5=-3
ux®: 6=C-2D = C=6+2D=6-6=0
arozklad R(x) naparciani zlomky je

5 1 3
R(x) = t———
() Xx—-2 x® X

_ 1
23. R(x) = x _1)()(2 T +1)

ReSeni: jmenovatel ma jednonasobny redlny koren 1. Kvadraticky trojélen x* +x +1
nema redlné koieny a odpovida v rozkladu jmenovatele na kotrenoveé ¢initele dvojici
jednonasobnych komplexné sdruzenych korent. Rozklad R(x) na parcidlni zZliomky métvar:

1 _ A Bx+C _ 2
(x—l)(x2+x+1)_x—1+x2+x+1 x 1)(X +X+1)

1=A(x2 +x+1)+(Bx +C)(x ~1) = AX® + Ax + A + Bx? -Bx +Cx - C
dosazenim realného korene jmenovatele obdrzime

x=1: 1=3A = A:%

a déle porovname koeficienty u stejnych mocnin x:
X2 0=A+B — B:—A:_E

0 2
X" 1=A-C = C:A—1:—§

arozklad R(x) na parciélni zlomky je

+
Rx)=1gt -1g X*2
3 x-1 3 x“+x+1

A. Integrace racionalni funkce lomené.

Racionalni funkci neryze lomenou nejprve prevedeme na soucet polynomu aracionélni funkce

ryze lomené. Z véty o rozkladu ryze lomené racionalni funkce je vidét, Ze pijde o integrdly
nasledujicich typu:
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M+c pro r#1

I' I(xﬁxa)r -

Inx —al+c pror=1

Mx + N X—a=Dht At+B
J. = :J.—Sdt
l 2 4 b2 dx =bdt| J (> +1)
Posledni integré vede na dvatypy:
2 —
1..“ X dX:x+1—t: 1
[+ |2xax=af J 2t
2. Integrd K, :J‘d—xn
L)
ron=1jeziggmé¢ K :I dx =arctgx + ¢
P jezi Tl By 9
pro n=1 lze odvodit rekurentni vzorec
K = X +2n—1EIKn

n+l

2n(1+ x2)n 2n

V nésledujicim prikladu si predvedeme odvozeni rekurentniho vzorce pro ptipad n =2

Piiklady.

24. Vypoitite K, = I(d—xz)z
1+x

Vime, ze K, :Ilfxz a budeme pocitat K, metodou per partes:
X
u= ! V' =
=— = .
K1: dX2: 1i-§(X = X2+2J‘ : 2dx: Xz
1+x u' = v=xl 1+X (1+X2) 1+X
L)
=X 42 dxz—zj & - X oK, -2K,
1+x 1+x (1+x2) 1+X
Porovnanim levé a pravé strany dostavame
X
2K, = Tix? +K,

=_ X +£arctgx+c
2 2l+x?) 2
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2X
2. I K+ )k +3)

Jedna se o integrél z ryze lomené racionélni funkce, jejiz rozklad na parcialni zlomky
jsme odvodili v pt. 21 nastr. 35. Tedy

2X (.1 4 3 _ 3
J.(x+1)(x+2)(x+3)dX_J.[ x+1+x+2 X+3]dx- Inx +1+4In|x + 2 - 3Inx +3 +c
:In—(X+2)4 +C

‘(x + 1)(x + 3)3‘

dx

2%, J‘2x3+6x2+x—2

x*(x - 2)
Jedna se o integrél z ryze lomené raciondlni funkce, jejiz rozklad na parciani zlomky
jsme odvodili v pi. 22 nastr. 35-36. Tedy

2X° +6X°+x—-2 5 1 3 _ _ _
I (x=2) dx—J‘[X 2+x3 X]dx 5In|x - 2| > =3Inx/+c=
=t +In| _ |5+c

2X2 |)(|3

27. I ! dx
(x —2){x? +x +1
Jedna se o integrél z ryze lomené racionélni funkce, jejiz rozklad na parciani zlomky
jsme odvodili v pi. 23 nastr. 36. Tedy

2x+1)+§

1 (11 1 x+2 o _1 _
.[(x—l)(x2+x+1)dx_.[[3mx—l 3Dx2+x+1]d In|x }- I XZ+x+1 =

2

2x+1 1 dx 1 1 1
_I - - = [ | p—— 2 - R
njx -1 - jx +x+1 ZI(X+1T . 3|n|X 1 6In(x +x+1) \/éarctg

B. Integraly obsahujici goniometrické funkce.

Pozndmka. Racionalni funkci lomenou R(u,v) dvou proménnych budeme rozumét funkci

stouto vlastnosti: povaZzujeme-li v za konstantu, je tato funkce racionani lomenou funkci

prom¢nné u a povaZzujeme-li u zakonstantu, je tato funkce racionalni lomenou funkci
promeénné v.
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a) J.cos’“xEﬁn”xdx , mn=0 jsoucelacisa

1. Je-li (m+n) sudé, uZijeme vzorca

sin? x = 17C082X) CC;S(ZX) , COS°X = 1+ coszx) CC;S(ZX)
2. Je-li (m+n) liché, uZijeme substituce

a) pro m liché snx =t

B) pro n liché cosx =t

, sinx[Bosx = %sin(Zx)

b) I R(sin x,cosx)dx, kde R jeracionalni funkce lomené dvou proménnych
Je-li
1. R(-sinx,cosx) =—-R(snx,cosx) pouzijeme substituci cosx =t .
2. R(sinx,—cosx) = -R(sinx,cosx) pouzijeme substituci sinx =t
3. R(-sinx,—cosx) = R(sSinx,cosx) pouzijeme substituci  tgx =t

. t 1
SNX=———— , COSX=—n=— |, dx:—2
1+1t2 1+1t2 1+t

4. v ogtatnich pripadech pouZijeme substituci tg% =t

2t 1-t? 2dt
5 ., COSX = , dX=—
1+t 1+t

snx = =
1+t2

Piiklady.

28. Isinz x [60S® X dx
sodkazem na a)l. uzZijeme uvedenych vzorct a obdrzime

[sin? x os? x dx :% j sin?(2x)dx :% j (1- cos{4x)) dx :%—3—123in(4x)+c

29. | cos® xdx

opét sodkazem na a)l. uZijeme uvedenych vzorct aobdrzime

=2+ sn(2)+ [ (L cosfax))ax = % + Ssin(2x) + 2+ sin(4x) +c =
33X 1

:§+Zsin(2x)+3—123in(4x)+c

[ cos* x dxj(cos2 x)F dx = J‘(H%ﬂx)]z dx = %JA(H 2c0s(2x) + cos? (2x))dx =



KMMATB — #eSené priklady - integralni podet funkci jedné proménné - 40—

30. IsinSde

sodkazemna a)2.3) uzijeme substituce cosx =t

cosx =t

J.SiI’ISXdXZJ.Sin‘lX [Sin x dx :J.(l—cos2 xfsnxdx =|
—snxdx =dt

:j—(l—tz)zdt:

= —JA(1—2t2 +t*)dt = 420 -t o= cost+ 2008t - oSt 4 ¢
3 5 3 5

-cos® x)s cosx =t 2
31 J'sm X 4 1 coszx)smxdxz _ :J't Zldt:J. 1_% dt=t+lics
oS’ X COS” X —snxdx =dt t t t
=CoSX + +c , kdejsme pouzili substituce podle b)1.

COsX

32. JAL
1+3cos® x
sodkazem na b)3. auzijeme substituce tgx =t

1 1
tgx =t  cosx = —
d—x2: V1+t?| = 1+t dt—J a —Earctg +Cc=
1+ 3cos” X _dt 3 t?+4 2
dx = 1+ 5
1+1t? 1+t
:Earctgtg_x-}-c
2 2
3. J‘ COSX
1+c0'=x
sodkazem na b)4. uzijeme substituce tg% =t
: 2 1-t* _ 2 1-t> 2
tgézt smx:—t2 —U—
COSX_ 4x = 2 1+t7 = | 1+t° 1+¢° di= | 1tt° 1+t
2 1-1t2 2 42
1+ cosx dx = dt2 CoSX = t2 1+ 1= t? 1+t*+1-t
1+t 1+t 1+t° 1+t?

— 2 2+ —
:Il tzdt:—.[#dt:—j 1- 22 dt = -t - 2arctgt +c =
1+t 1+t 1+t

X X X
=-tg— —2arctg tg— |[+tc=x—-tg—+C
92 9[92] 92
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C. Nékteré dalsi typy integrali.
a) J.R(x,\/a2 —xz)dx feSime substituci  x =alsint
b) IR x,va’ +x° )dx feSime substituci  x = altgt
C) I x? —a reSime substituci x:_i
sint
d) IR(e ) dx ieSime substituci  e*=t
Priklady.
34. J.\/3—x2 dx = 3sint J.\/3 3sin® \/§costdt—J.\/ s? t+/3costdt =
dx =/3cost dt
J.3cos tdt—§J.(1+cos(2t))dt—§t+3sm(2t)+c—§arcsm +3sm 2arcsin— |+c¢
2 2 Jé
X =2tgt 1
35. j 2a j =
= 4
w/x +4 \/4tgt+4 cos’ t sm t+1 cos? t
cos t
1 dt _ 1 cos’t

== dtzijcostdtzisint+c:
sin?t+cos?t)’ 4J V1 cos’ t 4
— cos®t
cos” t
1 . X
==—arcsin| arctg— | + ¢
4 2

1 - COSt

X:_— _
36. jL: snt |- S'” t cost dt— —sntdt =
x -1

dx:—(_:oft dt 1 1- smt
sn”t sn?t\sin? t

1
=cost + czm{arcsn—] +C
X

e =t
e‘dx =dt

_[ da _ _ x
—Jt2+1—wtcgt+c—arctge +c

37, J ° ix=
e +1
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Urcity integral.

b
V DSO nastrang 218 — 236 je presné definovan Riemanuv uréity integrél If (x)dx.

e

Zde uvedeme jenom nejzékladnéjSi poznatky a budeme se zabyvat vypoctem uréitého
integralu.
Poznamka.

b
Existuje-li Riemanuv integrél If(x) dx , tikdme, Ze funkce f(x) je integrovatelna
v intervalu <a,b>.

Véta.
Nechs a,b0R, a< b. Nechs f(x) je funkce spojitd na <a,b> a nechr F(x) je funkce primitivni
k funkci f(X) na <ab> anechrje zde spojitd. Pro urcity integrdl zfunkcef(x) od a do b plati

1090k = Fo) ~Fi@) =[FO0:

Poznamky.
1. Necht’ funkce f(x) je omezend naintervalu <a,b> aje naném spojitd svyjimkou konecného
poctu bodi nespojitosti. Potom je na<a,b> integrovatelna
2. Necht c,,....c,,, O<ab> takovacisla, ze a=c, <c, <..<c, <c,, =b anecht f(x) je
omezenana <ab> a spojitav kazdémintervalu (c;,c,,,),i=1,2,...,n. Necht F(x) je
primitivni k funkci f(x) na(c,,c,,,),i=1,2,...,n anecht jespojitd na <c,,c,,, >.

Potom [1bdax= 3 e -7 e).

a a b
3. Klademe If(x)dx:O ajeli a<b, klademe If(x)dx:—jf(x)dx pokud integral
a b a

na pravé stran¢ existuje.
4 . Pokud je f(x) nezgporna integrovatelna funkce na <a,b>, potom P obsah obrazce, ohrani¢eného
osou X, piimkami x=a a x=b agrafemfunkcey = f(x) jeroven

P:jf(x)dx .

Véta (o integraci per partes).

Nechz funkce u(x), v(X) maji naintervalu <a,b> spojité derivace u'(x),v'(x) . Potom plati
b b
I WOV dx = [UGIVO]® = I WOV () dx .

a a
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Véta (1. véta o substituci),

Nechr funkce f(X) je spojité naintervalu (A, B). Nechr funkce x = ¢(t) mé naintervalu (a,[) spojitou
derivaci anechs pro tO(a,B) je o(t)I(AB) a ¢(a)=A, ¢(8)=B,kde A<a<b<B.

Potom plati

B o(B)
[ e t)e= j f (x)ax
a o(a)

Véta (I1. véta o substituci).
Nechr funkce x = ¢(t) manaintervalu (a,B) spojitou derivaci a nech/k ni existuje inverzni funkce
¢*(x)naintervalu o koncowych bodech a=¢(a) , b=9(B). Potom plati

b

[ (0= [ (o) 0

a a

Poznamka.

Tvrzeni obou vét o substituci Ize jednoduse shrnout takto: Pokud pii vypoctu uritého integrélu
pouZijeme substituci, miZzeme transformovat meze, v nichz integrujeme a nemusime se po vypoctu
prislusné primitivni funkce vracet k ptivodni proménné.

P¥iklady.
5
1.I o ZE[In|3x—2|]5:E(In13—ln4)—iln1—3
23X—2 3 2 3 3 4
+3 2 2 f d 1 3 S|
2JA X = X dx+3JA = :—[In(x2+4)]§+—[arctgi} ==(In8-1In4)+
x? +4 x2+4 ) x?+4 2 2 2], 2
3 1 3
+—larctgl-arctg0) ==In2+—Tt
 (arctat g) 2+
2
2 ( X+§
3_[ dx dx 1 arctg _{ 2 2x+5}
4 X2 +5x+9 L.5) 1 Vi1 ﬂ J
1 4 2 2 1

2 9 7
= —| arteg— — artcg——
m( ST Cgm]

1 1
J‘ J‘ +1- ldX:J‘dX_J‘ dx _
x? +1 X% +1 X% +1

0 0 0

[x —arctgx]} = 1—2
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€ u'=x* v=In®x| 3 e ¢ u'=x> v=Inx

S.Ilenzxdx: _x* ., 2Inx :{—Inzx} - Ilenxdx: x® . 1]=
u="— v'= 3 u="— v'==

1 3 X 1 1 3 X

e 2[xd 1 2F,. &€ 2¢& 2[x*] & 288 2 5ef-2

=—-Z|ZInx +—Ix X =— -+ | —| =—+—-—=

3 3|3 L 9l 3 93 9.3 9 21 Z 27
T u=x> V' =cosx usx Vv'=snx|_

6. | x?>cosxdx =

0

= 2[x cosx 2" - ZJ cosx dx = 41— 2[sin x]7"
0

u=2x v=9nx

21

41

oo vl

2m
. 2 .
= [x2sinx|" —2Ixsmxdx =
0

(L%nﬂk+2j@—Mxﬁk

u =1 v=-cosx

=-1+2x[ - ZIIn X =
1

u=1 v=Inx e
=lj=x vzt =—1+2e—2—2[x|nxdx]‘f+2jdx:—3+2e—2e+2[x]f—3+2e—2=2e—5
X 1
2 snx =t cosx dx = dt % P,
8. Isin"‘xcosxdxz x=0 = t= :.[tadt:_[t4]‘)2:_g_:_
J2 4 416 16
0 _n _ 0
X=— o t==
4 2
. Inx =t %:dt 1
X
Q.I X olx=1 o« ‘t=0 :I d =[arcsint]} = 1
" x 3/1-In”x x=e o t=1] %o 1-t?
ﬁ X =~/2sint dx =+2costdt| T L
10. J.\/Z—xzdx: x=1 - t:g :J.w/2i1—sin2tj\/§costdt:IZCosztdt:
1 T T
X:\/E = t:l[ 4 4
2
3 n
=I@+miﬂ»m=t+£§Mm)Z:E—E—1:E—1
2 n 2 4 2 4 2
I 4
4
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. tgx =t x=arctgt dx = dt2
3 1+t J3 J3
3 2 2
1+tg“x loom _ [ 1+t a a 1
11.I—de— X=— - t=1 _I . ~= . E
) (1+tgx) 4 Pt 1+ " J@eef | 1+t
4 x =2 - t=+/3
3
J1_1 1 148 1 1-43_, 43
2 1+43 2 [+43J1-43) 2 -2 2
x=tgt t=atogx dt=-o% |
V3 V3 1+x N
12J' dx _J‘ dx “|x=1 {10 :J' dt _
A (1+x2)3 l(1+x2N1+x2 1‘_1[ w1+ tg’t
X =+/3 = t=— 4
3
3 ;
:Icostdt =[sint]2 = V3-+2
: 4 2
2
dt
z tgx =t x=arctgt dx =
[ SO freri-t el +1)-t
13. Itgxdx: x=0 - t=0 :.[2 dt:J. 5 dt:J. 5
L1 t°+1 t°+1 te+1
0 X =— - t=1 0 0 0
4
(. 1f 2t 2] 1 1 In2
=Itdt—— ———dt=|— ——[ln(t2+1)]2:——_
0 20t +1 2], 2 2

Nevlastni integral.

V3
l

dt =

V definici urcitého integralu jsme piedpokladali, Ze integracni meze jsou konecna ¢isla a integrovana
funkce je omezena. Nyni pojem integralu rozsitime i na neomezené intervaly a na neohranicené funkce.

Definice.

t
Necht’ funkce f(x) je definovandv intervalu < a, o) anecht’ pro kazdé t > a existuje integral If(x) dx.

Potom tekneme, Ze neviastni integrél If (x) dx existuje (konverguje) pravé tehdy, kdyz existuje viastni

t
limita !im f (x) dx adefinujeme

a

nevlastni, fekneme Ze nevlastni integral neexistuje (diverguje).

0 t
If (x) x =1im If (x) dx . JestliZe tato limita neexistuje nebo je
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b b
Pomamka. Analogicky se definuje neviastni integral j f (x) dx = lim j F(x)dx .
—00 t

Definice.
Necht f(x) je funkce integrovatelna v kazdém omezeném intervalu (a,b) anecht ¢ je redlné ¢islo. Rekne-
me, Ze nevlastni integral If (x)dx konverguje prave tehdy, kdyzZ existuji oba nevlastni integraly

j F)dx | j f(x) dx . Potom definujeme j £(x) dx = j F(x) dx + j f(x)dx . V opainém pripads

iekneme, Ze nevlastni integral If(x)dx neexistuje (diverguje).

Poznamka.
Da se ukazat, Ze existence ani hodnota vy3e definovaného nevlastniho integralu nezavisi na gisle c.

Definice.
Necht’ f(x) je funkce integrovatelna v intervalu <a,x> pro kazdé x [ (a,b) aneohranicenav bods b.

Necht’ existuje vlastni limita Iirp_ f(t)dt. Pak definujeme neviastni integral (vlivem horni meze)

a

b X
vztahem I f()et = lim I F(t)dt.

Poznamka.

b b
Analogicky se definuje nevlastni integrdl (vlivem dolni meze) jako If (t)dt=lim If (t)dt .

P¥iklady.
0 t 1 4 t 4
14. ISTX:Itim X 5dx:1ime5} :%Iim(tS—ljzoo
1 X B 1 B 1 tooo
. . x*=y ax=Y @
o e | 2t (1 e 1)1
15. jxe dx=lim|xe™ dx={x=0 < y=0|=lim|=e”dy=Ilim -=e" +=|==
tow | eed 2 el 2 2) 2
0 0 X =t = y=t 0
h h viz prf. 1 Int
16. Ilnxdleim Inxax =| 2 P = lim[xInx - x]! = lim(-1+t—tint) = -1+ lim-t = -1
t-0* str.32 t-0* t-0* t-0* %
0 t







