30. bfezna 2006

Pracovni text ke cviceni PMSTII ESF MU 2005/2006. Autor S.F., D.H. Uréeno pro skupiny 9, 11,
15. Je docela dobie mozné, ze zde jsou chyby, pozor na to — pfedem dékuji za upozornéni na né.

1 Integrace na trojihelniku
Néhodné veliciny X a Y maji simultanni hustotu pravdépodobnosti

_J e pro0<z<y <l
f(’“y){ 0 jinak.

Uréete konstantu ¢ a koeficient korelace R(X,Y).

Tato tloha by neméla délat zddné problémy, snad az na uréeni mezi integrali. V tomto piipadé
Bould <z <laz<y<lneboO <y <1al <z <y. Zkuste stejné zadani pro hustotu
definovanou na rtznych trojihelnicich, nap#. [0,0][1,0][1, —1] a [-3, 2][-3, 7][-5, 2]. Doporucuji
si trojuhelniky nakreslit. U posledniho je tfeba najit rovnici piimky. Vzhledem k tomu, Ze jsou
znamy dva body lezici na piimce a obecnd rovnice pifmky y = azx + b, dostaneme soustavu dvou
rovnic o dvou nezndmych, tu vyfesime a dostaneme hodnoty a a b.

2 Integrace na eliptické oblasti

Néhodné veliciny X a Y maji simultanni hustotu pravdépodobnosti
2 2
_J e promt+ <,
x? - .o @
T y) { 0 jinak.

Uréete konstantu ¢ a koeficient korelace R(X,Y).

2.1 Vypocet c a E(XY)

U vypocétu ¢ je velmi vhodné pouzit transformaci do poldrnich soufadnic. Vse je ukazino na
vypoctu E(XY), ktery je komplexnéjsi.
2
Mnozina, pfes kterou integrujeme, je tvofena body [z, y], které vyhovuji nerovnosti §—§+y—2 <1,
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Tento integrél je mozné spocitat pfimo, ale vihodnéjsi bude pouziti tzv. transformace do zobecnénych
polarnich soutradnic r, ¢ definovanych vztahy

z=arcosp, y=brsing,

kde r > 0 udava vzdalenost bodu [Z, £] a [0,0] a ¢ € [0,27) je tihel, ktery svird spojnice téchto
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bodu s kladnym smérem osy z. Pokud provedeme takovou transformaci, musime pfidat Jakobian
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Déle musime transformovat meze. Proménna ¢ nabyva hodnot od 0 do 27, protoze elipsa lezi ve
v8ech kvadrantech. Dolni mez pro r je 0 a horni mez je tvofena body na elipse. Tyto body splnuji



Pouzitim vyse uvedené substituce

a*r?cos? o br?sin? o ]

a? b? ’

t.
r2(cos® ¢ +sin® p) = 1.

Protoze cos? ¢ +sin® ¢ = 1 a vzhledem k nezdpornosti , bude hornf mez rovna 1. (Pozn.: Elipsa
je v podstaté jednotkovd kruznice s proménnymi £, £.)

Integral bude nyni roven
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2.2 Vypocet E(X)

BX) = /x27vl;a12/a2dx
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2.3 Vypocet B(X?)
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sinzsiny = 1/2(cos(z —y) — cos(z + y)
coszcosy = 1/2(cos(z —y)+ cos(z+y)

NN

déle s vyuzitim vzorca

(uvazte pripad x = ¥y)
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Domaci ikol
. Nadhodné veliciny X a Y majf simultann{ hustotu pravdépodobnosti

[ ¢ na mnoziné dané body [—5;2], [-5; 7], [—3; 7]
Jy) = { 0 jinak.

Uréete konstantu ¢ a koeficient korelace R(X,Y).

. Nadhodné veliciny X a Y majf simultann{ hustotu pravdépodobnosti

2 2
_ ) ¢ pro %+ 4 <1,
fz:9) { 0 jinak.
Uréete konstantu ¢ a koeficient korelace R(X,Y).

. Nadhodné veliciny X a Y majf simultann{ hustotu pravdépodobnosti

— ?

(@37 4 5 <o

_}J ¢ pro 0=
z,y) = ;
J(@y) { 0 jinak.

Jak se zméni jednotlivé charakteristiky (stfedni hodnoty, rozptyly, kovariance) oproti pfedchézejicimu
pifkladu? Je tfeba pocitat vée znova, nebo lze pouzit nékterjch (kterych?) jeho vysledka?

[Aby jste mohli pouzit ukdzany postup, je nejprve tieba docilit toho, aby na pravé strané
rovnice elipsy byla 1.]



