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1. Mnoziny

Pfiklad 0.1. Budte A = {1,2,5,7}, B = {1,5,8,9,10} mnaziny. Na ZAkladnr
mnazine M = {0, 1,...,10} urCete:

a) AUB g) A-B

b) AN B hy B—A

c) AUB ) ANB

d A-B ) AnB

e) B—A k) AUB

fy AnB ) AUB
Priklad 0.2. Budte A = {0,1,3,4,9}, B = {1,2,3,5,8,9,10}, C = {1,3,5,11}
mnaziny. Na Akladri mnaziné M = {0, 1,...,11} urCete:

a) (AUB)NC fy An(BuUCQO)

b) (ANB)UC 9) (AUB)N(AuUC)

c) (ANC)uU(BNCO) h) (AUB)N(ANC)

d) (AuC)Nn(BUCQO) ) (ANB)N(AUC)

e) AU(BNC) ) (ANC)N(ANBNC)

Priklad 0.3. Pro kon€né mnainy A, B znazorréte pomotVennova diagramu
de Morganova pravidla.

Priklad 0.4. Uvazujeme 100 vybrajch firem vCR. Ozn&me
A;={firmy, které v roce 2003 exportovaly

Ay={firmy, které mély v roce 2003 ice jak 100 zaréstnan}
As={firmy, které doshly v roce 2003 zisku
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a) Znazorréte mnainy A, Ay, A3 pomod Vennova diagramu flepdpokbdame,
ze \Bechny mané kombinace ziménych vlastnodtfirem jsou zastoupeny).
b) Znazorréte a slove popbte rasleduici mnaziny:
— 3 3
Ay, AN Ay, AU A3, N A, U A, Ar— A
% =1

=1 =

c) Ovéfte de Morganova pravidla (sloen graficky).

Priklad 0.5. Necht A, B, C' jsou mna&iny. Na Akladri mnaziné M znazorréte
pomod Vennova diagramu:

a) AUB fy BNnC
b) ANB 9) AnB
c) A—B hy ANBNC
d) A+ B ) ANBnC
e) 4 ) AnBNnC

Priklad 0.6. UrCete \6echny mané podmndiny mnainy M = {3, —4,5}.
Priklad 0.7. Necht A, B, C jsou mnainy. Na Akladri mnaziné M zjednodte:
a) (AUB)N (BUA)
b) (AUB)U(BUA)

¢) (AUB)U[(BUC)N(BNT)]

d (AnBNC)U[BN(AUC)]



Priklad 0.8. Necht A, B, C jsou mnainy. Na Akladri mnaziné M zjednodte:

a) AU (BN A)

b) (AUB)U (AU DB)
c) [AUBN(ANB)JU[(BNC)N(BUC)]
d) (AuB)N(AuB)N(AUB)

Priklad 0.9. Necht A, B, C, D jsou mnainy. Na Akladri mnaziné M ovéfte
rovnost:

a) AU(ANB)=A
by ANBNCND=(ANBND)N(CUD)
c) (ANB)NC =(CuD)N(BNANC)
d A-(BNnC)=(A-B)U(A-C0C)



2. Integral

Priklad 0.1. Vypoctéte obsah jednotké@ho kruhu.

Priklad 0.2. Vypoctéte obsah plochy omezerkivkou y = %, osamiz, y a
pfimkoux = 1.

Priklad 0.3. UrEete obsah plochy podikkou y = 471, X > 0 na intervalu
(=2, 5).

Priklad 0.4. Vypoctéte obsah plochy omezehtivkami

x2—|—y2:8ay:%2.

Priklad 0.5. Vypoctéte obsah plochy omezehfivkami

Priklad 0.6. Pro); > 0, A\, > 0 vypoCtéte:

5
/)\16_’\” e 22072) g
0

A — —
|:)\11_)\22(6 52 —e 5)\1)

Priklad 0.7. Vypoctéte:

[5v/27]
Priklad 0.8. Je chna mndina
M=A{[z,y] € R>:y <e > 2€(0,1), y >0},

Vypoctéte obsahéto mnainy.




Priklad 0.9. Vypoctéte:

/x5lnx dz.

x—;(lnx - H+ec

Priklad 0.10. Je chna funkce

Pro\ > 0 vypoCtéte:

7]
Priklad 0.11. Je cana funkce
x? pro -4 <z < -2
—3r+2 pro -2<z<0
g(z) =4 e pro 0 <z <2
x? pro2<xz<5
0 jinak
Vypoctete:
/g(a:)da:.
-5
(%5 — 2]
Priklad 0.12. Vypoctéte objemitvaru vymezeaho funké
2 pro0<2x<1,0<y<1
flz,y) = { 0 jinak
a predpisen +y < 1.
Priklad 0.13. Je cana mndina
M = {(Il,JIg) € R2 Dxag < ]C, O<z; <1,1= 1,2}
Pro0 < k < 1 vypoctéte:
// dzidxs.
M
[k — k1nk]



Priklad 0.14. VypocCtéte

//21‘11‘2 d[EldiEQ,
G

kde

G = {(21,22) € R*:

$1+$2§1,0§£L’i<1,i:1,2}.

=



1. Kombinatorika

Variace k-té ffidy zn prvkll nazvame usptadare skupiny pd: prvcich z darych
n prvki, prvky se nemohou opakovat

n!
(n —k)!
Variace k-té tridy s opakovanim jsou uspdadaré skupiny pok prvcich z darych
n prvki, v nichz se kady prvek nlize opakovat ak-krat

Vag=n(n—-1)(n—=2) ... (n—k+1)=

Vie=nn ... n=nk

Permutace— uspdadara n-tice utvdera z darych n rliznych prvki
P,=nn—1)(n—2)(n—3) ... 3.2.1 =nl!

Permutace s opakoanim — jestlze se mezh prvky vyskytne 1. prvek:,-krat,

2. prvekno-krat, 3. prvekns-krat, atd., pak péet permutaicje

!
, n!
P, =

nl! TLQ! ’flg! Ce
Kombinace k-té ffidy zn rliznych prvkli nazvame skupiny p@ prvcich z darych
n prvkll bez Tetele k pdad ve skupiré

k (n\ nn-1)n-2)...(n—k+1) n!
Cn = (k> B k! okl (n—k)!

Kombinace k-té tfidy s opakovanim — skupiny pok prvcich z darych n prvki
(bez Zetele k pdad ve skupire), v nictz se kady prvek miize opakovat ak-krat

— 14k
ot = ("
=)

Vlastnosti kombinacnich ¢isel

W=0") ()

()= ()-(6)-



Pascallv troj thelnik

A WNPEFLOS
—_
[\
—

Binomicka véta

(1+1)r=2"=>" ( Z ) ... pcet dech podmnain n-prvkove mnainy
k=0

( Z ) ... pcetk-prvkowch podmndin n-prvkove mnainy



Priklad 1.1. Zjistéte,cemu je rovnd(}) + (,,)
[ti5)]
Priklad 1.2. Zjistéte,Cemu je rovno
a) () + () + @+ +0)
b) (5) + G) + )+ + (%)
[5)(5)]
PFiklad 1.3. Ovéite, ze plat vztahkfj0 ((.2) = (“"") proa=3,b=4,n=5.
[21]

Priklad 1.4. Reste rasleduici rovnice:
a) (%) = () =4
b) (") +6("}") — 6(;) = 922 — 25
[a) = 5, (z = —2 nevyh.), b) 7]

Priklad 1.5. Sectéte vybrag fadek Pascalova tropelrika.
[27]

Priklad 1.6. Ukazte,Ze plat:
Q) (5) ~ (1) +(5) — (3) + -+ (1)) =0
b) (3) + 2() + 2(3) + () +...+ () =3
Priklad 1.7. Zjistéte,
a) kolik pfirozenych péticifernych Cisel Ize utvait z Cislic 1, 5, 6, 8, 9.

b) Dale zjiskte pd&et irozenych Ctyfcifernych Cisel, ktea Ize utvdit z Cislic
1,5,6,8,9, v pfipacd, ze seCislice nesmdji opakovat a

c) také v pgfipack, Ze secislice opakovat mohou.
[a) 5!, b) 120, c) 5]

Priklad 1.8. Kolika zplisoby Ize rozesadit Zen a5 muzli kolem kulaého stolu
tak, abyzadre dw osoby &éhaz pohlav neseély vedle sebe?
[2-5!.5]]

10



Priklad 1.9. Kolik pfirozerych €isel mesich n& 5000 lze vytvdit z Cislic 0, 3,
4, 5, jestlize sezadra Cislice neopakuje?
[42]

Priklad 1.10. Vojenskou kolonu budou tvd dva teénn vozy UAZ, ffi auta Praga
V3S actyri Tatry 138. Kolika zisoby Ize kolonu dadit, jestlze

a) stejra vozidla mdijjet za sebou

b) stejra vozidla mdij jet za sebou afjitom teenri vozy UAZ mus byt pred
vozy Tatra 138

c) na pdad vozidel nejsou kladengadre podmnky
[a) 3!, b) 3, ¢) 1260]

Priklad 1.11. Pfi vyrobé urité sotastky je teba proestctyfi operaceA, B, C,
D, pro kteg plai nasleduici podminky:

1. OperaceB nesm byt prvni a operaced nesm byt posledn.
2. OperaciC' musme prowest dive n& operaciD.

Kolik rtiznych postu existuje i vyrobé tto sodastky?
[7]

Priklad 1.12. Tfi muzi a dve Zeny hleddjmisto. Ve nése jsou fi zavody, kde
berou jen mue, dva, kde berou jekeny a dva, kde berou aa i zeny. Kolika
zplisoby se riize pétice lid rozmistit do €chto Avodi?

[2000]

Priklad 1.13. Je cano k prednitl, ktee se mdjrozmistit do n rozlisitelnych
prinradek. Kolika zisoby to Ize pro@st, jsou-li flednity

a) rozlisitelre,
b*) nerozlBitelre.
|:a) nk’ b) (n7i+k):|

Priklad 1.14. Je chno k predmetll, ktele se mdijrozmistit do n rozlisitelnych
prinradek tak, aby v k&dé ihradce byl alespojeden pednét. Kolika zpisoby
to Ize proest, jsou-li fednety nerozlsitelré.

[=5]
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Priklad 1.15. Je chno k prednetll an rozliSitelnych priihradek. Kolik existuje
zplisohll rozmistéri prednetll do @ihradek, kdy v predem daa prihradce na byt
prave r predmetll, jsou-li frednéty
a) rozlisitelre,
b*) nerozlBitelre.

) ()= DR ) ()

Priklad 1.16. Kolika zplisoby Ize rozristit k prednmétll don rozlisitelnych pihradek,
ma-li byt prave m prihradek pazdrych (0 < m < n), jsou-li pfedméty ne-

rozlisitelre.
[ Pamn]

Priklad 1.17. Je canon prihradek. Do prvinprihradky mame unstit &, predmetl,
atd., & don-té rihradkyk,, prednetll. Frednty jsou rozlitelné a jejich celkoy
pocetjek = k; + ky + ... + k,. Kolika zplisoby Ize rozristeri provest?

k!
kilko!l.. .kp!

Priklad 1.18. * Existuji Ctyfi krevni skupiny, kteé ozn&ujeme A, B, AB, 0.
UrCete p@et \Sech manost rozdelen deseti osob podle uvedgrh krevrich sku-

pin.
[286]

Priklad 1.19. * Kolika zplsoby lze rozristit do devti prihradek sedm ihych a
dve Cerre koule?
1
() ()]

Priklad 1.20. * Kolika zpltisoby si mohou 4&ti rozcélit 10 mods/ch, 15¢erverych
a 8 zelegch kulicek, jestlze ka&dé dté mus dostat alesp®d 1 kulicku kazdeho

druhu?
[G)(5)G)]

Priklad 1.21. * Ve vyzkumrém Ustavu pracuje 67 lid Z nich 47 ovada an-
glictinu, 35 rénmcinu, 20 francou&tinu, 23 @mtinu a angltinu, 12 anglttinu
a francoustinu, 11 @ntinu a francougtinu a 5 lid vSechny i jazyky. Kolik
pracovnki Gstavu neodda zadry z téchto jazyki?

[6]

Priklad 1.22. * Do vytahu gtiposchodvé budovy nastoupilo 8 osob. Kolika
zplisoby se mohou rozstit do jednotlich poschod kdyz v kazdem poschot
vystoup alesp@ jedna osoba?

[126000]
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2. Pravdepodobnost

Klasicka pravdépodobnost

_ m(4)
PO =@
HO®=§P%)H Am4+i§:§:RMMmM%

i=1 j=i+1 k=j+1

+ o (=D)"TP(AIN AN N A

Podminéna pravdépodobnost

P(ANH)
P(H)

P(A[H) =

P((Ai) = P(A1)- P(As] A1) - P(A4| A N Ag) - ... - P(A AN Ao N A,)

ZP P(A|H;)
P(H,) - P(A|,)
PUIA) = S50y POATH)

el

13



2.1 Klasicka pravdépodobnost

Priklad 2.1. Pfi hodu 2 kostkami budeme sledovat setiok na obou kosfich. S
jakou pravépodobnos$tdostaneme saet

a) roven 6,
b) vétSi nez 7?
[a) 0,139; b) 0,417.]

Priklad 2.2. Pfi hodu 3 kostkami budeme sledovat geti ok na $ech tech
kostkach.

a) S jakou prav@podobnostdostaneme sa@et 8?
b) Ktery solLet je pravépodob®jsi, 9 nebo 10?
[a) 0,097; b) 10.]

Priklad 2.3. Paradox Chevaliera de &€. Ch. de Mré pozorovalze @i hazen
tfemi kostkami pad soutet11 Casgji nez soltet12, i kdyz podle jeho azoru (ne-
spravreho) maj oba sogty stejnou pravéipodobnost. Stanovte pragmbdobnost
obou jevl.
[a) 0.125, b) 0.1157.]

Priklad 2.4. Jala je pravépodobnostze @i hodu dvema kostkami bude

a) soltin

b) soltet

ok suck ¢islo.
[0.75; 0.5.]

Priklad 2.5. Hodime fikrat jednou mint UrCete prav@podobnostze
a) padne dvalat lic a jednou rub,
b) padnettikrat lic,
c) padnefitikrat rub,

d) padne jednolit a dvakat rub.

[a)p=3/23,b)p=1/23 ¢)p=1/2% d) p=3/23]
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Priklad 2.6. Hodime petkrat mind. Jalka je pravépdobnostze lic padne pave
tfikrat?

[0.3125.]
Priklad 2.7. Hodime n-krat mind. Jalka je pravé@pdobnostze lic padne pave
k-krat?

[()/2"]

Priklad 2.8. Z Gplné hry 32 karet viahneme dvalate po sob po jed@ karg, (i
cent prvr kartu nevraime zg@t do hry. Jah je pravépodobnostze ole vytazere
karty jsou esa?

[3/248.]

Priklad 2.9. Z UplIné hry karet vyghneme 2-kat po so@ po jed® karg, @i cent
prvni kartu viaime zg@t do hry. Ja& je pravépodobnostze ole vytazere karty
jsou €ze barvy?

1/4)

Priklad 2.10. UrCete prav@podobnost tohdze Ize sestrojit trajhelrik ze fech
Useek, kteé rmahodré vybereme

a) ze 4Use&ek o cklkach 4, 6, 8 a 10,
b) z 50se€ek o klkach 5, 8, 10, 13 a 15.
[a) 3/4; b) 7/10.]

Priklad 2.11. Cislal, 2, . . ., n jsou rahodré uspdadana. Utete pravépodobnost
toho,zecislaa) 1 a 2, b) 1, 2 a 3 jsou uspoana hned vedle sebe v uveéem
poradku.

[a)n™!, b) 1/(n(n —1)).]

Priklad 2.12. Hra€ A hazeSesti hrammi kostkami a vyhraje, pokud padne alegpo
jedna jedntka. Hi&C B haze dvarmcti hraémi kostkami a vyhava, pokud padnou
alespa dve jednEky. Kdo ma vetsi pravdépodobnost yhry?

Priklad 2.13. Najdete pravépodobnost toh@e mezik nahodré vybrarymi Cis-
licemi nebudowadre d\e stejre.
Pk = oo 07"

Priklad 2.14. Ve wytahu, ktey zastavuje w poschodch,n > k, je na z&atku k
osob. Jak& je pravépodobnosp toho,ze zadré dw osoby nevystoupe stejiem
poschod, kdyz pfedpokbdame,ze osoba valposchod v néne vystoup nahodré
a neavisle na ostafich osolach.

[p=n"Fnl/(n— k)]
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Priklad 2.15. Haamen hradch kostek. Utete prav@podobnost toh@e padne
n jednEEK,. .4 Ng éeStEknl + N9+ ...+ Ng=n.
[p=n!/(n1lna!.. . ngl-6m).]

Priklad 2.16. UrCete prav@podobnost tohaze ve Wbeéru s opako&rim mezi
tfemi nahodré vybrarymi Cislicemi

a) vSechny Xislice budou shod

b) pravé 2cislice budou shod

c) zadre 2cislice nebudou shoén

VTR 4 ~ .

Reste podobnodlohu pro Wher &tyF cifer.
[a) p1 = 0,01, po =0,27, p3 = 0,72, b) p1 = 0,001, p, = 0,063, p3 = 0,432,
Py = 0,504.]

Priklad 2.17. V osud je a kouli bilych ab kouli Cerrych. Vytahneme dvalat po
sol® vzdy po jed@ kouli, gicent prvri kouli neviatme zg@t. Urtete pravépo-
dobnostze

a) obeé vytazere koule jsou be,

b) prvni koule je bla a drutacerra,

c) prvni koule jeCerré a drula bila,

d) jedna koule budéerra a drula bila, pficen¥ nealezi na jejich pdad,

e) druha vytazera koule je fla.

a(a—1 a a a
[P = i D P = et 9P = mwiey P = e
) _ a(a+b—1) _ a
©)P = (arb)(atb-1) — (atb)"

Priklad 2.18. V osud jsou 3 koule fié a 5 koui Cernych. Vytahneme dvalate po
sobke vzdy po jed® kouli a prvi kouli neviatime zget. Jak je pravépodobnost,
Ze drula vytazera koule je la?

3/8.]

Priklad 2.19. V osud je a kouli bilych ab kouli ¢ernych. Vytahnemek-krat po
sok® vzdy po jed@ kouli, @icent pozadrem tahu kouli nevatime zggt. Urtete
pravcepodobnostze poslednvytazera koule je hla.

[p a(a+b—1)(a+b—2)...(a+b—k+1) a

= (a+b)(atb—1)(atb-2)..(a+b—k+1) _ (a+b)"

16



Priklad 2.20. Narozeninyk lidi pfedstavujvybér s opakoarim rozsahu ze sou-
boru Vsech diii v roce. Roky nemajstejnou @lku, a ime, Ze porodnost éhem
roku neZistiva shla. Nicméré v prvrim priblizeri je mazné predpokhbdat, Zze
v roce je 365 di a uvaovat rahodry vybér lidi misto rahodreého Wbéru dni
narozenin. B téchto gedpokladech wete pravépodobnost tohde Vsechk dnli

narozenin je viiznych dnech.
[p = 3657"365!/(365 — k)!.]

Priklad 2.21. Pfedpokhdejmeze se 3 lié setkali zcela @hodré. Urcete pravé-
podobnostze

a) nemaj narozeniny spoflé v 1 den (kady ma narozeniny v jifi den v
roce),

b) alesp@ 2 osoby zé&chto 3 majnarozeniny spol@ae v 1 den,

c) pravé 2 osoby zéchto 3 mdjnarozeniny spof&e v 1 den.

Pozn.: gestupy rok neuvauite.
[2) 0,9918; b) 0,0082; c) 8,197 - 1072 ]

Priklad 2.22. Jala je prav@podobnostze @i souwasrem hoduSesti kostkami
padne

a) na kade kostce jir Cislo,
b) sane jedntky,
C) prave pet jedniek,
d) praveé Ctyri jednicky,
e) alespa Ctyfi jednicky,
f) sama lichacisla,
g) vSechn&isla stejm,
h) prave k jednicek.
[3) 8 2) o ) o ) 50 0) 90,0 ) o ) ()5

Priklad 2.23. Ve skupiré studeril je 7 muzll a4 Zeny. Jak je pravépodobnost,

Ze v sestavaamSesttlenrem volejbaloem tymu budou alespodve Zeny?
[0.803.]
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Priklad 2.24. Pepk dostal §Cek s deseti bonony, z nilioylo pét ovocrych a et
mentolovych. Ze $¢ku nahodré vybralSest bonboi, kteie rozalil kamaadim.
Jal& je prav@épodobnostze mezi nimi byly dva mentol®?

(5]

Priklad 2.25. V urné je 6Cerverych, 3 mode a 3 hlé koule. Vyahneme 4 koule.
UrCete prav@podobnostze

a) vsechny 4 koule budocerverg,
b) 3 koule budolervere a 1 moda,
c) 2 koule budowterverg, 1 moda a 1 bla.
[a) 0,030; b) 0,121; c) 0, 273.]

Priklad 2.26. Z 52 hradch karet mhodré vybereme 13 karet. Stanovte prapd-
dobnostze mezi €mito kartami bude %, 4 &, 3O a 1.

[(5) (D) (D) (3)]
Priklad 2.27. P¥i bridzi obdrZi hraC 13, @i pokru 5 z 52 hratch karet. Utete
pravéépodobnost tohdze hiét a) bridze b) pokru dostane kartyiznych hodnot

(barvy karet se mohou shodovat).
[a) 413/(33) =0,0001057, b) 45 (%) /(%2) = 0,5071.]

Priklad 2.28. V osud je a kouli bilych ab kouli ¢ernych. Jedim tahem vyah-
neme(a + /) kouli. UrCete prav@podobnostZze vytahneme e o bilych as

cerrych kouli.
p= (G /(5]

Priklad 2.29. V osud je n listkil ogislovarych ¢isly 1,2, ..., n. Vytahneme na-
jednoum listkll. Jaka je pravépodobnostze mezi vytaerymi listky budek listkl

ozn&eno gedem dapimi Cisly?
=G/ ]
Priklad 2.30. Uplna sada 32 karet je roada mezi 4 hate. Jak je pravéépodobnost,
Ze jeden utity hra€ ma
a) vSechna 4 esa,
b) 2 esaal lle,
c) 3 zelere a 2Cervere karty?

[a) 0,002; b) 0,097; ¢) 0,083.]
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Priklad 2.31. Pokud se natite ke zkodce z 50 dizek pouze 25, jakou &me
pravcepodobnostze ze i vytazerych otazek budete zt

a) vSechny 3,
b) prawe 2?
[a) 0,117; b) 0,383.]

Priklad 2.32. V tombole na plesu bylo pré@ho 960 lo& a je fipraveno 20
vécnych cen. Pokud jste zakoupili 5 lbss jakou pravépodobnostvyhrajete

a) 1 cenu,
b) alespa@ 1 cenu?
c) Vysvéetlete, pr@ je pravétbodobnost pod a) mé&mez pod b).
[a) 0,096; b) 0,100.]

Priklad 2.33. Ve Sportce se z osiuidbsahticiho 49 Cisel losuje bez vracérd
Cisel. Szejci oznd&i na saizence &isel. Jak je pravépodobnost

a) vyhry v 1. pdad (uhadnut vSech 6 vylosovaych Cisel),
b) vyhry v 5. pdad (uhadnut 3 vylosovarych Cisel),
c) ze s@azejci neutddnezadre vylosovag Cislo?
[a) 7,151-107%; b) 1,765 - 107%; ¢) 0,436.]

Priklad 2.34. V dodavce 100 ku§ stolrich ventihtorll je 5 vadrych. Ke kont-
role ttto dodvky vybereme ahodre 4 kusy. Ja& je prav@épodobnostze mezi
kontrolovarymi ventilatory

a) nebudezadry vadry,
b) bude 1 vadg,
c) bude alespd 1 vadry?
[a) 0,812; b) 0,176; c) 0, 188.]

Priklad 2.35. Bedna obsahuje 90 dolrh a 10 vadfich soutastek. Utete prav-
dépodobnost toh@e mezi 10 vybraymi sowtastkami nenzadra vadra.
(250 /408 = 0,330476.]
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Priklad 2.36. (Odhad velikosti populace)f@dpokbdejme ze z rybnku bylo vy-
loveno tisc ryb, ktee byly rasled®@ ozn&eny barvou a vygateny zget. Hi dalsim
odlovu tidce ryb se ukzalo,Ze sto z nich bylo ozri@nych. Z pozorovaého
vysledku odhadéte nejpravépodobgjsi velikost populace ryb v rybhu.

[ Ozn&men nezramy pocet ryb
Vv rybniku. Ze zadri je Z'ejmé, zen > 1900. Prav@épodobnostze v drulem wlovu bylo
100 ozn&erych ryb jepioo(n) = (1) (" oo )/ (100) - Nejprav@podobjdi poet ryb
v rybniku zjisime maximalizacpravdepodobnostp,oo(n). Hledame nejeétsi n pro ktee
POMET p1go(n) /p1oo(n — 1) = (n — 1000)?n~1(n — 1900)~! > 1. Tedy sledovagp jev
ma nej\etsi pravdepodobnost pra = 10000. ]

Priklad 2.37. Technicka kontrola progfuje wrobky ze sady skdajci se zm
vyrobkil prvriho druhu an vyrobkli drureho druhu. Zkoska prvich b vyrobki
(b < n) nahodré vybrarych ze sady ulzala,Zze \Bechny byly drubho druhu.
UrCete pravépodobnost toh@e mezi daimi dveéma Wrobky vybrarymi z dosud
nepro¥renych nejWse jeden yrobek bude drugho druhu.

[1 — (3)/(™*37b). Odetitary vraz je pravépodobnost ze oba yrobky jsou prviiho
druhu.}

Priklad 2.38. Hodimen-krat po sol jednou hraickostkou. Ja& je prav@podob-
nost,ze alespo v jednom hodu padngestka”?
p=1-(3)"

Priklad 2.39. Hazme n-kiat po so dvema kostkami. Jakje prav@podobnost,
Ze alespd pfi jednom hodu padne s6at 127?
p=1-(%)"]

Priklad 2.40. Kolikrat musme hazet hratkostkou, aby prvhpadnut ,Sestky”
mélo prav@podobnost a)&tsi nez 0,5 b) \étsi nez 0,8 ¢) \esi nez 0,9?
[a)1—(2)" >05,n>4,b)n>9,c)n > 13]

Priklad 2.41. Kolikrat musme hazet déma hraomi kostkami, abychom s prav-
dépodobnostvétsi nez 1/2 ccekavali, Ze aspa jednou padne s@et ok rovry 12?
[1—(2)">05,n>25]

Priklad 2.42. Kolika zplisoby ntizemettyfem cetem rozdat 100rznych duhoych
kulicek tak, aby Jirka dostal @vé 3 kuliCky?

[(5)471°3)" ]
Priklad 2.43. Uvazujme roznisteri k& kouli don osud. UrCete prav@podobnost

toho,ze gedem vybraé osud obsahuje pve r kouli.
[(f)n*k(n — l)k*’”.}
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Priklad 2.44. P¥i bridzi je vSech 52 hraich karet rozélenoctyfem hiattim. Sta-
novte pravépodobnostze ka&dy hrat dostane jedno eso.

[4!(142%!)4/(1532!!)4 = 0,105.

Priklad 2.45. Skupina se skdda z 5 mizl a 10zen. Uete pravépodobnost toho,
Ze (i jejich nahodrem rozeleri do 5 skupin pofech lidech bude v Kade skupiré
muz.

[ Pfi rozdélovari 15 lidi do 5 trojic je m@no
prvni trojici vybrat () zplisoby, druhou’y), atd... Tedy $ech uskupéindo 5 trojic je
(D)) B G (E) = 15!/(31°. Podobnouivahou zjisime, ze existuje(’y) (3) (5) (5) (5)
seskupenl0zen do 5 dvojic, ficent ke k&demu seskupéne mazno idat libovolnou
z permutats muzd, tj. p = 10!5!(31)°/(2515!) = 81/1001.]

Priklad 2.46. Devét cestticich nahodré nastoupdo i vagonll. Kazdy cestuijci
zvoli vagbn rahodré a neavisle na ostafich cestdicich. Jak je pravépodobnost
toho,ze

a) v kazdem vagné sed 3 cestuici,

b) v jednom va@nré sed 4, v drutem 3 a veitetim 2 cestuiici?

_ 9 9!
a)p = (31339 b) s

Priklad 2.47. Ctyfi studenti si na $tl polozili &tyfi sklenice s fnem. Po chili se
ke stolu vatili a sklenice si vzali ahodré. Jala je pravépodobnostze alespi
jeden z nich si vzal svoiji sklenici?

0.625.]

Priklad 2.48. V osud je r kouli o€islovarych €isly 1,2, ..., r. Tahnemen-krat
po sol&é po jed®@ kouli, @ficent kazdou vytaenou kouli vraome zg@t. Jalka je
pravdepodobnostze sodetcisel, jimiz jsou vytaere koule @islovany, je roven
Cislus? (n < s < nr) [Spactéte koeficient u mocniny® v polynomu(z + 22 +
cot a2

=X () () (1), kdek = [552].]

Priklad 2.49. V osud je n kouli o€islovarych Cisly 1,2, ..., n. Vytahnemen-
krat po sol po jed® kouli, @icen¥ vytazeré koule nevraiene zg@t. Osud tedy
vyprazdrime.ReknemeZze pro kouli S5islem: nastane se#ii, pokud ji vytahne-
me pave vi-tém tahu. Utete prav@podobnostze

a) pro kouli sCislemi nenastane seiki,

b) ani pro kouli sCislei ani pro kouli sCislemk nenastane sedki, i # k.
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Priklad 2.50. Z balicku 52 karet ahodré vybereme 6 karet. dete pravépo-
dobnost tohoze mezi €mito kartami budou&stupci $echctyfech barev.

| Prav@épodobnostze mezi 6 kartami nejsou ani jedndy je rovna(®’) / (°%). To
je prava@podobnost ndftomnosti karet jeda libovolré barvy. Tedy prav&podobnost,
ze mezi 6 kartami néméjaka barva, je rovna (%) /(%). Prav@épodobnostze nejsou
zastoupeny d¥daré barvy, je(%) / (%), Ze nejsou zastouperiy tlare barvy je('?) / (5).
Celkemp =1 —4(3) /() +6(5) /(%) —4(5)/(F)]

2.2 Geometricka pravdépodobnost

Priklad 2.51. Hodiny, kteg je feba natahovat, se zastavily. dg& pravé@podobnost,
ze se velk r.icka

a) zastavila mezsestkou a osnmikou
b) nezastavila mezi trojkou agtkou
c) zastavila pesré na dvaacti
[a) 1/6, b) 5/6, c) 0.]

Priklad 2.52. Proti dti se CtvercowWmi oky o stra@ 8 cm je kolmo hozen ftek
o priméru’ cm. Jala je pravépodobnostze nicek prolet siti?
[0.141.]

Priklad 2.53. V obdélniku o rozneérech 10 x 15 je zakreslena Enice o polonéru
4 aCtverec o stra@4. V obclniku zvolime rahodré bod N. Utete prav@podobnost
toho,ze tento bod

a) leZi uvnitf kruznice,
b) nele&i uvnitf Ctverce.

[a) 0,335, b) 0,893.]

Priklad 2.54. Vyskyt nrahodrych Cisel Ize simulovat na gitaCich pomog tzv.
geneatoru pseudamhodrych Cisel (jedra se o urBlou tvorbu @hodrych Cisel).
Pfredpokhdejme ze neclame vygenerovat pseudamodra Cisla rovnon&rné roz-
loZzera do intervalu (0;1); yskyt kazdeho Cisla z tohoto intervalu je tedy st&n
mozny. Jaka je pravépodobnostze posledncislo z 50 vygenerovaith Cisel

a) bude z intervalu (0,3; 0,5),
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b) bude \eti nez 0,77
[2) 0,2, b)0,3]

Priklad 2.55. Jala je pravépodobnostze sodet dvou hodre zvolerych klad-
nych Cisel, z niclz zadré nen vétsi nez jedna, bude nejise roven jeda a jejich
SOLEin nebude &fSi nez 2?2

[Q@={lz,9][0<2<1,0<y <1}, A= {[z,y][[z,9] € Q, z+y <1, 2y < §},
p=0,487]

Priklad 2.56. V kruhu o polongrur se v dagm sn&ru vedou étivy. VSechny

pruseiky tétiv s ptimérem kolnym k daremu snéru jsou stejg mazne. Jaka je

pravdepodobnostze celka rahodré zvolere ttivy je nejyser?
[p=1-5v3=0,134]

Priklad 2.57. Mezi dvéma stanowtmi, vzcalerymi od sebe&00 metill, je nataeny
telefonn kabel. U€ete pravépodobnostze bod, ve ktegm daslo k prerusen ka-
belu, bude od prvimo stanowite vzdalen

a) vice n& 75 metill
b) nejwse100 metili

[a) 0.875, b) 0.167]

Priklad 2.58. Nakladr auto voz nékolikrat den@ cement z cemeatny na 20km
vzdalere staversté. Jala je pravépodobnostze v Fipac poruchy zistane auto
stat

a) nejdale4 km od cemerdéirny nebo stavesie

b) vice n& 8 km od cemerérny nebo staveii
[a) 0.4, b) 0.2.]

Priklad 2.59. Na Gsé&ce o @lcel se rahodré unisti dva body takze selis&ka
rozcéli na fi casti. Uitete pravé@podobnost tohaze z i vzniklych Use&ek Ize
sestavit trajihelrik.

[Ozn&mez, y délky dvouls&ek.Q = {[z,y]| 0 < z +y < [},
A=A{[z,y]| [z,y] € Q, 2 <1/2, y<1/2, z+y >1/2}, p=10,25]

Priklad 2.60. Jala je prav@podobnost tohde z ¥i nahodré zvolerych Us&ek,
dlouhych nejysel, bude mdno sestroijit trajhelrik?

[Ozn&mez, y, z delky Us€ek.Q = {[z,y,2]|0< 2 <[, 0<y <, 0<z <},
A=A{[z,y,2]| [x,y,2] €Q,z+y>2z,z+2>y, y+2z >z}, p=0,5]
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Priklad 2.61. Dva parrky mud prirazit k ttmuz pristaviti. Ffijezdy obou pariki
jsou neavisk a stej@ mazné behem cetho dne. Utete prav@podobnost toho,
Ze jeden z paiikll bude musetekat na uvolan pristavit, jestlze prvii parrik
stoji v pristavéti jednu hodinu a druhdvé hodiny.

[Ozn&mezx, y doby dijezdu parikt. Q = {[z,y]| 0 < x <24, 0 < y < 24},
A=A{z,yll[z,y] € y—a<1,z—y<2}.p=0,121]

Priklad 2.62. Na zeleznéni trati se proad opravy, take vlaky mizou jezdit
pouze po jeda koleji. Dva vlaky jedoucv opa&ném snéru, mohouimto isekem
projet v pfibéhu ficeti minut v kteroukoli dobu se stejnou prambdobnost
UrCete prav@podobnostze jeden vlak nebude musitkat na druf, pofebuje-li
prvni vlak na projeit celehotseku @t minut a drufy vlak tfi minuty.

0.752.]

Priklad 2.63. Dvé osoby se dohodlye se setkapa stanovedm niste mezi 17. a
18. hodinou. Ten, kdoide jako prvi, pocka na toho druého 15 minut a potom
odejde. Ja& je prav@podobnostze se setkaj je-li pfichod obou v libovolém
okantiku dohodnu¢ho intervalu stej@ many?

[7/16.]

Priklad 2.64. Dvé osoby mdjstejnou pravépodobnostze @ijdou nezvisle na
sol® na dohodn@ misto v libovolrem okanziku casoeho intervalul'. Jaka je
pravcepodobnostze jedertlovék budeCekat na drueho nejySe po dobu?

[ - (7]

Priklad 2.65. Na zashvku ijizdi autobus linky A kdadych 15 min. a autobus
linky B kazdych 20 min. Utete pravépodobnostZze od okardiku, kdy cestuci
prijde na tuto zastvku, @ijede

a) autobus A dive n& autobus B,
b) autobus A nebo autobus B do 5 minut.

[a) 5/8, b) 1/2.]

Priklad 2.66. (Buffonovalloha) V roviré jsou nagsovany rovnol&ézky, jejichz
vzdalenost jel.. UrCete prav@podobnoste rahodré vrzera jehla élky ! (I < L)
protne kteroukoliv imku.

[Ozn&mez vzdalenost jehly od nejlisi pfimky,
¢ Uhel, ktey svira jehla s touto fmkou. Q2 = {[z,¢]| 0 < z < L/2, 0 < ¢ < 7},
A= {[z,¢]| [z,¢] € 2, @ < (1/2)sing}, p= F5.]
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2.3 Podninéna pravdépodobnost

Priklad 2.67. Hodime dwemi hraémi kostkami. Ja& je pravépodobnoste padla
alesp@ jednaSestka, kdy vime, ze sodet ok padjch na 1. a 2. kostce je 8?

[2/5]

Priklad 2.68. Jala je prav@&podobnostze @i hodu dvema kostkami padly d
pétky, je-li zramo,Ze soet ok je clitelny péti?

[1/7]
Priklad 2.69. Z osud, ve kteém jem bilych an ¢ernych koul, vytahneme po-
stupré bez vracendvé koule. Zjistili jsme,ze prvi vytazera koule je bla. Jaka
je prav@podobnostze drula vytazera koule bude tak bila?

Priklad 2.70. Zjistili jsme, Ze @i hodu deseti hrami kostkami padla asgojedna
jednicka. Jala je prav@podobnostze padly 2 aneboige jednEek?

[% =0, 615}
Priklad 2.71. Dokazte,ze jsou-liA a B nesliEitelné jevy aP(A U B) # 0, pak

P(4)

PAIAUB) = 5o 55y

Priklad 2.72. NechtP(A|B) = 0,7, P(A|B) = 0,3, P(B|A) = 0, 6. Vypoltéte
P(A).
21/46]

Priklad 2.73. Firma odelira stejié wWrobky od dvou dodavaté! Od prvriho do-
davatele odeilba mégcné 8000 vyrobkil, ze kteych je 10% vadrnych. Od druleho
dodavatele odéba medéné 2000 vyrobkll, ze kteych je 5% vadnych. Jaka je
pravcepodobnostze rahodré vybrary vyrobek z nédcni dodavky je vadiy a
pochaz

a) od prvriho dodavatele,

b) od druleho dodavetele.

[a) 0.08, b) 0.01]

Priklad 2.74. Ze sedmi yrobkl jsou fi vadre. Nahodré vybereme dvagirobky.
Jala je prav@podobnostze jsou

a) oba kvalitn,

b) pravé jeden vadp,
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c) obavade?
[a)2/7,b)4/7, c) 1/7]

Priklad 2.75. V osud je deset kollocCislovarych €isly 0, 1, ..., 9. Nahodré vy-
bereme jednu kouli, poznamame jej Cislo a kouli nevaime zgt. Stejiym
zplisobem vybereme i druhou Eet kouli. Jaka je pravé@podobnostze dosta-
nemecislo 253?

[1/720]

Priklad 2.76. Z osud, ve kteém je 6 Blych a 4Cerré koule, vyberemefikrat
bez vracenpo jedré kouli. Ozn&me A, jev: ,1. vybrara koule jeCerma”, A,
jev: ,2. vybrara koule je fla”, A; jev: ,3. vybrara koule jeCerra”. Vypoctéte
pravcépodobnost spodeého nastoupénevtl A,, A,, As.

[0.1]

Priklad 2.77. Z karetri hry o 32 karach vytahujeme postupné kit po sole
bez vracenpo jedre karé. Jala je pravépodobnostze destka bude tdena @ v
posledim tahu?

[0.0723]

Priklad 2.78. Ke kulaému stolu, kde j@n mist, si rahodré posed n muzli an
Zen. Jak je pravé@podobnostzeZzadre dw osoby stejaho pohlavnebudou segt
vedle sebe?

2(n!)?

[ (2n)! }

Priklad 2.79. V krabici je n levych an prawch rukavic stejého druhu. Postugn
vybirame \zdy dwe rukavice a nevrame je zpt. Jala je pravépodobnostze ve
vSech takto vytaerych parech bude le¥i prava rukavice?
[2"(n!)2:|
(2n)!

Priklad 2.80. Jsou éna ti osud, pravédépodobnost volby kadeho osudje stejra.

Prvri osud obsahuje 1 thou, 2 modé a 3cerveré koule. Drule osud obsahuje
2 hilé koule, 1 modrou a &ervenou koul Treti osud obsahuje 4 té koule, 3
modi€ koui a 3 Cervere. Nahodré zvoime jedno osuida vytahneme z @j dve

koule a zjistme, Zze jedna zé&chto vytaerych kouli je bila a drula Cervera. Jala

je prava@podobnostze tyto koule pochzej

a) z prvriho osudi,
b) z drureého osud
c) ze fefiho osud?

[a) 1/4, b) 5/12, c) 1/3]
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Priklad 2.81. Z osud, které obsahujen bilych (m > 3) an Cerrych koul, se
ztratila jedna koule. Proto, abychomcilr obsah osud vybereme z ostddvé
koule. Zjistili jsme,Ze jsou llé. Jala je pravépodobnostze ztracea koule je

bila?
m—2
m+n—2

Priklad 2.82. Z osud, které obsahuje 3ike a 2Cerre koule, byly naaz vybiany
dvé koule. Ty byly vigZeny do drukho osud ktere predim obsahovalo 4 ite
a 4cCerre koule. Jak je prav@podobnostze po tomto pemistn bude z drukho
osud vytazena lla koule?

[0.52]

Priklad 2.83. Osud obsahuje: kouli. VSechny mane pdity bilych koul v osud
jsou stej@ pravéépodobg. Zjistili jsme,ze koule @hodré vybrara z osudje bila.
Stanovte pravéipodobnost $ech manych plivodrich pcctd bilych koui v osud.
JaK/ je nejpravépodobgsi plivodri pocet blych koui v osud?

[P(Hi) =L P(H;|B) = nejpravapodobE je n kouli v osud

24
n+17 n(n+1)’

Priklad 2.84. Osud obsahuje celkem 10 kauk nichz nékteg jsou Blé a rektee
Cerre. Paet Hlych koul acerrych koul vSak neipfesré zram. Vime jenomze
osud bylo naplréno fmto zgisobem: 10-Kat po sok bylo hozeno jednou minc
a pokud padl rub, byla do osudozena fla koule, pokud padit¢, byla do osud
vloZzenacCerra koule. Z takto napkrého osudbylo vytazenom-krat po so po
jedré kouli, giicent po k&dém tahu byla vytaera koule vacena zpt do osud
Po provedeitéchtom tahll bylo zjisttno,ze Vsechm kouli bylo bilych. Stanovte
pravcepodobnostze

a) dare osud obsahovalo pouzdl@ koule, tj. 10 dych azadre Cerré koule.
b) daré osudl obsahovalo jednuilmu a deét cerrnych kouli.

a) P(H1o|A) = =1%oy, b) P(H1|A) =

10
ik ()i > ()i

Priklad 2.85. PojiStovaé¢ spolé€nost rozlguje i pojistovari tfi skupinyfidict -
A, B, C. Prav@podobnost toh@gefidi¢ pafici do skupiny A bude it béhem roku
nehodu, je 0.02, zahco ufidice ze skupiny B je to 0.07 afidiCe ze skupiny C je
to 0.11. Z dlouhodobho sledo@ri spol€nost odhadlaze 50% pojistiich smluv
je uzaveno sfidici ze skupiny A, 30% $idiCi ze skupiny B a 20% §&idiCi ze
skupiny C. Ja& je prav@podobnostzefidi¢, ktery mél nehodu, pdit do skupiny
a)A,b)B,c)C?

[a) 1/53, b) 21/53, ¢) 22/53]
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Priklad 2.86. Jsou @na fi stejma osud. Prvri osud obsahuje 2 #é, 1 mod-
rou a 3Cerveré koule. V drulém osud jsou 4 blé, 3 modé a 2Cerverg koule.
Treti osud obsahuje 1 thou, 2 modeé a 1¢ervenou kouli. Mhodré zvoime osud
a z toho vydhneme postugndwe koule, ficen¥ zadnou vytaenou kouli ne-
vradme zpet. Ukazalo se, byla vyteena jedna modra jedn&ervera koule. Ja&
je pravé@@podobnostze koule byly vybany z

a) z prvriho osudi,
b) z drureho osud
c) ze fetiho osud?

[a) 2/7, b) 5/21, c) 10/21]

Priklad 2.87. Z osud, ktere obsahuje 5ibych a 5€errnych koul, bylo vytazeno
5 kouli a vlozeno do jireho pazdreho osud Z tohoto osudbyly vytazeny 3
koule a viZeny do tefiho pdzdreho osud Z tohoto fefiho osud byla vytazena
jedna koule a bylo Z§ittno,ze je bla. Jala je pravé&podobnostze Vsech 5 kouil
vytazerych z prvriho osudl, bylo bilych?

[P(H5|A) =1/120]

Priklad 2.88. (Uloha Chevailera de ¥te) a) Hodme n krat jednou kostkou.
Ozn&me A jev: ,Sestka padne alespgednou.” Jak mug byt minimalni »n, aby
pravcepodobnostZe nastane jey byla alespé 0.6? b) Hotime n krat po soi
dvéma kostkami. Ozriane B jev: ,soltet 12 padne alespgednou”. Jak mu$

byt minimalni n, aby jev B nastal alesyics pravépodobno$t0.6?
[a) 6, b) 19]

Priklad 2.89. Kazdé z N + 1 osud obsahujeV kouli. Osud s Cislemk obsahuje
k Cerverych aN — k bilych koul, £ = 0,1, ..., N. Z ndhodré zvolergho osudn-
krat vybereme kouli, pCent vybranou kouli po tahu ihned &ime zg@t. Stanovte
pravdepodobnostze jsou ¥echny vybraa kouleCervere.

= o ()]

Priklad 2.90. V prvni sad vyrobkll je 8 Wrobkl, z toho 2 vada. Ve drulé sagé
vyrobkil je 14 vjrobkll, z toho 1 vadi. Z prvri sady rahodré vybereme yrobek a
premistiime jej do drulé sady. P@ rahodré vybereme z drusady jedenyrobek.

Jala je prav@épodobnostze je tento yrobek vadg?
[1/12]

Priklad 2.91. Na zkousku z matematiky se dostavilo 25 studerRravépodobnost
slozeri zkousky je pro 12 studeit0.75, pro 8 studedit0.5 a pro 5 studetit0.4.
Stanovte pravépodobnostze rahodré zvolery student tuto zkosku sldi.

[3/5]
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Priklad 2.92. Osud obsahuje 6 thych a 5Cerrych koul. Vytahneme z @j 4 koule
a vloZzime je do jireho pazdreho osud Z tohoto drulgho osudvytahneme jednu
kouli a nevaiime je zpet.

a) Jala je prav@podobnostze je vytaera kouleCerra?

b) Z druheho osudvytaheneme &8 jednu kouli. Ja je pravé@podobnostze
je tato koule &, za fedpokladuze prvi tazera koule byla tak bila?

[a)5/11, b) 31/74]

Priklad 2.93. Jsou éna ti osud, pravédépodobnost volby kadeho osudje stejra.
V prvnim osud je 1 hila koule a 2Cerré koule. Ve drubm osud jsou 2 blé
koule a 1¢erra koule. Teti osud obsahuje 2 té koule a Zerré koule. Nahodré
zvolime jedno osuich vytahneme z @j jednu kouli a zjisiime, ze je Bla. Vytazenou
kouli neviatme zget do osuda vytahneme ze ste@ho osudjeste jednu kouli.
Jala je prav@épodobnostze i tato drula koule je bla?

[1/3]

Priklad 2.94. Zakaznk si nahodré vybira jeden z 12 obrag mezi nimg jsou 3
kopie. Whbeéru je gfitomen odborik, ktery pozra original s pravépodobno$t3/8.

a) Jestlze odborik povazuje obraz za origial, jaka je pravépodobnostze
skuteneé jde o origiral?

b) Odborrik soud, Ze zAakaznkem zvolery obraz je kopie. Zkazrik proto ob-
raz odldi a voli nahodré jeden ze zpvajicich obra#l. Jaka je nyri pravce-
podobnostze zakaznk zvoli original?

[a) 9/13, b) 41/44]

Priklad 2.95. Hodimen krat kostkou. Kdy padne lick Cislo, vliozZime do osud
bilou kouli, kdyZ padne sué, vioZime do osutdcernou kouli. Z takto napkreho
osud vytahneme ahodré jednu kouli a ne\atim ji zpét. Ukazalo seze jeCerra.
Jala je prav@épodobnostze dabi vytazera koule bude ha?
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2.4 Stochasticky neavisle jevy

Priklad 2.96. Hodime dvemi hraémi kostkami. Oznéme rahodré jevy A; na
prvni kostce padne s@&fislo, A, na druté kostce padne li@tislo, A5 solet ok,
které padly na 1. a 2. kostce, je liebislo. Dok&te,ze ka&de dva z jew A;, A,, A;
jsou neaviske, ale jevyA;, Ay, A3 nejsou neavisk.

Priklad 2.97. Nechtjevy A a B; jsou neavisk a tak jevy A a B, jsou neavisle,
pfiCent B; a B, jsou neslgitelné. Dok&te,ze jevy A a B; U B, jsou heavisk.

Priklad 2.98. NechtP(A) > 0 aP(B|A) = P(B|A). Dokazte, ze jevy A a B
jsou neavisk.

Priklad 2.99. Ctyfi osoby vyphovaly dotazik priizkumu véejného minéri se
tfemi otazkami, na kter bylo m@no odpoedét pouze,ano”(1) nebo,ne”(0).
Odpo\edi dotazovafch byly 111, 001, 010, 100. Ozéme A; jev: ,nahodré zvo-
lend osoba zéchtoCtyf dotazovagich odpoecela kladré nai-tou otazku”. Jsou
jevy A, A,, A; stochasticky neavisle.

[ng

Priklad 2.100. Tfi myslivci soltasre vystelili na mededa. Mededa zaselili
jednou kul. Jala je pravépodobnostze mededa zaskelil a) prvn, b) druly, c)
tfeti myslivec, kdy maj pravéepodobnostasahu postu@yp,; = 0,2; p; = 0, 4;
D3 = O, 67?

[a) 0.048, b) 0.128, c) 0.288]

Priklad 2.101. Strelec sfili tfikrat neavisle na sob do tete. Pravépodobnosti
zasahu f prvni, drurem a fetim vystfelu jsou postupé 0.3, 0.5 a 0.6. Jakje
pravceépodobnostZe stelec zaghne d

a) prave jednou,

b) alespa jednou,

b) prave dvakat?

[a) 0.41, b) 0.86, ¢) 0.36]

Priklad 2.102.JevyA;, A,, A;jsou stochasticky néwisle,P(A;) = 0.4,P(Ay) =
0.4, P(A3) = 0.25. Vypoctéte pravépodobnost nastoupealespd jednoho z
jevll Ay, Ay, As.

0.73]

Priklad 2.103. Prav@podobnostze investice firmd gfinese zisk je 0.3. Jakje
pravcepodobnostze se Aesti (neavislych) investic firné vyplat alespa jedna?
[0.8824]
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Priklad 2.104. Patractkiat neavisle na sob haame Ctyfmi mincemi. Jak je
pravcepodobnostze alespi v jednom hodu padnottyfi lice?
[0.6202]

Priklad 2.105. Je pravépodobgjSi vyhrat se steja silnym soupéem fi partie
ze Ctyf nebo et prati z osmi, kdy nerozhodg vysledek je vylogen a ysledky
jsou neavislke?

[P(A) = 0.25, P(B) = 0.21875]

Priklad 2.106. Osmkiat neavisle na sob haame femi kostkami. Jak je prav-
dé-podobnostze pave dvakéat padnoufi Sestky?
[0.00058]
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Kapitola 3
Diskretni nahodne velCiny

Priklad 2.107. Dvakrat aame mind. Popite prostor elemeatrich jevi 2. Ne-
cht nahodra velicinaX udava paet padych licti. UrCete rozéleri nahodré veliciny
X, jeji pravdepodobnostina distribieni funkci. Nakreslete jejich grafy.
Q= {[R7RL [R, L]? [L7R]7 [L, L]}u

0, xz <0,
/4, =02, 1/4 €<0,1)
x
x)=<1/2, z=1, ,F(z)= ’ e
pla) / 3 @) 3/4, re<l1,2),
0 jinak,

1 x> 2,

Priklad 2.108. Dvakrat hazme hrat kostkou. Poéte prostor elemeatrich jevil
Q2. Nechtnahodra velicina X udava sowtet hodnot, kter padnou v 1. a 2. hodu.
UrCete rozéleri nahodre veliCiny X, jeji pravdépodobnostima distribieni funkci.
Nakreslete jejich grafy.

Q={,1],...,[1,6],[2,6],...,[6,6]},
6—|a—T7]| 19 min%m} 6—|i—17| 9
36 T = 2Zy.nn, ] 9 X Z )
p(zr) = {0 36 finalk , F(z)= i=2 36
’ 0, T < 2.

Priklad 2.109. HaZme ming, dokud nepadnéd. Popste prostor elemeatrich
jevl Q. Nechtnahodra velitina X udava paiet provedefch hodi. Uréete rozé-
leni nahodré veliCiny X, jeji pravdépodobnostina distribleni funkci. Nakreslete

jejich grafy.
Q={[L], R,L],[R,R,L],...},

X
1 1
bR 1:21727"') 277 le?
p(x) = {2 y F([L’) = {i12

0 jinak, 0, <.
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Priklad 2.110. Sffilime na @ do prvriho zasahu. Zsahy i rliznych wystfelech
jsou neavisk jevy, pravépodobnost @asahu pi kazdem wstrelu je p. Popite
prostor elemeid@rrich jevl Q. Necht nahodra velicina X udava celkoW pocet
vysfrelll. Urcete rozéleri nahodre veliiny X, jeji pravéépodobnostima distribEni
funkci. Nakreslete jejich grafy.
Q ={[7Z],[M, Z], M, M, Z], ...},
T <1,

(1 _p)a:—lp7 07
0 1-1-plkl z>1,

Priklad 2.111. Strelecn-krat vysteli na dl. Pfedpokhdejme ze zAsahy pi jed-
notlivych wstfelech jsou neavislé jevy a oznémep praviepodobnostasahu fi
kazdem vstrelu. Nechtnahodra velicina X udava pdet Asall pii n vystrelech.
UrCete prav@podobnostna distribi€ni funkci nahodré veliCiny X a nakreslete

z=12,...,

jinak,

p(z) , F(z)

jejich gratfy.
[ (1 —p)*p"*, x=0,...,n,

p(e) = {(I)( PP, @ |
0 jinak,
0, z <0,
[z] . ‘

Flz)=¢> (@ —-p)p™", 0<z<n,
=1
1, T > n.

Priklad 2.112. Studentovi je pedlazen test, kter obsahuje 10 éizek a ke kadée
z nich 4 mané odpodi, z niclt jedin je spavra; tu ma student podtrhnout.

a) Stanovte rozélleri nahodre veliCiny X, ktera udava pcet spavré zod-
povezerych otazek, jestlte latku student nezna vol odpoved nahodré.

b) Jala je prav@podobnostze student zodpdspravreé alespa 5 otazek?

")0.25%0.75"%, x=0,...
[a) p(z) = {éz) » TE R0 1y 0.0781

jinak,
Priklad 2.113. Dva hi&Ci koSikové stidave hazej na ka tak dlouho, dokud je-
den z nich nezahne. Prvhhrat zashne k& s pravépodobnostp,, druha s
pravcepodobnostp,. UrCete rozéleri pravcepodobnostpoctu hod;, ktee pro-

vede kady z nich.

[ (1—p)* A —p2)* 'pr + (1= p1)*(1 = p2)* 'pa, 2=1,..., |
le(.%') = ..
0 jinak,
P1, T = 07
Px(2) = < (1= p1)"(1 —p2)®p1 + (1 —p1)*(1 —p2)* 'po, z=1,...,
L 0 jinak. 1
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Priklad 2.114. Ktera z cale uvedefich funkd je prav@podobnostifunkce diskétri
nahodré veliCiny
a) p’?,q=1-p0<p<lz=12,...,
b) "¢, q=1-p,0<p<1,n>0,z=nn+1,..,
C) m’x S Ry
z+1

d [ f(t)dt,z=0,1,...,kde [ f(t)dt =1, f je nez&porra funkce,
T 0
e) e x=0,1,...7
[b),d),e)]
Priklad 2.115. Je dana funkce

p(x) =

0.4 x=1,2,...
0 jinak,

a) Stanovte konstantu € R tak, abyp(z) byla pravépodobnostnfunkci
diskrétri nahodre veliciny X.

b) Vypocltéte pravépodobnosP (X < 4).

c) Vypoctéte pravépodobnosP (X > 5).

d) Vypoctéte pravépodobnosP(—1 < X < 2).

[a) 3/2, b) 0,936, ¢) 0,0256, d) 0.84.]
Priklad 2.116. Diskrétn nahodra velicina X ma distribweni funkci tvaru

(0 T <2,
0.2 x€<2,3),
F(x) =404 x€<3,5),
0.7 x €<5,6),
1 z > 6.

\

a) Stanovte pravépodobnostnfunkci p(z) nahodre veliciny X .
b) VypoctéteP (2,3 < X < 5,5) jak z distribieni funkce F'(z), tak z pravé-
podobnosthfunkcep(z).
0.2 =23
a)p(z) =<0.3 x=5,6,b)0.5
0  jinak,
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Priklad 2.117. Nahodra velicina X ma rozcleri

-1

wi—=| O
W= =

Wl

UrCete prav@podobnostina distribieni funkci a) réahodré veli€iny Y = | X|,
b) nahodré veliciny Y = X2. Nakreslete grafyéchto funké.

1/3 Y= 0, 0, Yy < 07
a)p(y) =<2/3 y=1,F(y)=11/3, ye<0,1), b) stejre jak v a)
0  jinak, 1, y>1,

Priklad 2.118. Nahodra velicina X ma rozcleri

-1 01 2
02010304

Urcete prav@podobnostim distribiEni funkci nahodré veliiny Y = 2X. Na-
kreslete jejich grafy.

;

0,2 y=1/2, 0, y <1/2,
0,1 y=1, 0,2, ye<1/2,1),
p(y) =90,3 y=2, F(y)=40,3, ye<1,2),
0,4 y=4, 0,6, ye<24),
i 0 jinak, L1, y > 4. |

Priklad 2.119. Necht X je nahodra veli¢ina s rozélerim

-1

N=| =

D |

UrCete pravépodobnostira distribini funkci ndhodré veliciny Y = sin(X).
Nakreslete jejich grafy.
L, y=0, 0, y<0,
= F =
[p(y) {0, jinak, ) {1, y > 0.

Priklad 2.120. Nahodra veli€ina X ma prav@podobnostnfunkci p(z) = z/16
prox =1,3,5,7, p(x) = 0 jinak. VypoCtéte

a) P(X =1V X =3),
b) P(5/2 < X < 11/2),
c) P(5< X <7.3),
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[a) 1/4, b) 1/2, c) 3/4]

Priklad 2.121. Nahodra velicina X ma rozaleri

-1 -0,5 | -0,1 0 01, 02 | 05 1 1,5 2
p || 0,005| 0,012| 0,074| 0,102 0,148| 0,231, 0,171| 0,16| 0,081 0,016

Vypottéte a)P(X < —0,05), b) P(X > 1),c)P (| X| < 1), d)P(|X]| > 1,5).
[a) 0,091, b) 0,257, ¢) 0,738, d) 0,097]

Priklad 2.122. HaZzme dwema hraomi kostkami. Pogdte prostor elemeatrich
jevi 2. Nechtnahodra velitina X udava pacetSestek, kteg padly na prvikostce,
nahodra velicinaY udava pacetSestek, kter padly na drué kostce. Ugete sdréere
rozceleri X aY. Dokate,ze jsou vekEiny X aY nezavisk.

Q={[1,1],...,[1,6],[2,6],...,[6,6]}, |
%7 [z,y]:[0,0], S =0
5 6’ -
367 [J"7y] E{[071]7[170]} 1
, — R = = =, = 1’
P(X,Y)(l' Y) %7 l2,9] = [1,1], px(z) = py(z) 6 37
0 jinak,
0 jinak,

Priklad 2.123. Haame dwema hraomi kostkami. Pogste prostor elemeatrich

jevi ©2. Nechtnahodra velicina X je pacet ok padjch na prvin kostce, @hodra

veliCinaY udava paet ok padych na druke kostce. Utete sdridere rozcélen X

aY. Dokatte,ze jsou veltiny X aY nezavisle.
Q={[1,1],...,1,6],[2,6],...,[6,6]}

Lo =1,...,6

,px(x) = py(z) = {6’

1
— 367 [l'a y] € Q
Px)y) (z,y) { 0 jinak,

0  jinak,

Priklad 2.124. Hazame dw¥ma hrammi kostkami. Nechtnahodra velicina X je
pocCet ok, kteé padly na prvikostce, @hodra veli€inaY udava maximum z potu
ok na obou kostich. UCete sdréere rozceleri X aY'.

[Sdrizenou pravépodobnostifunkci Ize zadat matics x 6 s hlavri diagoralou
1/36,2/36,...,6/36. Pod diagoalou jsou bechnytleny nulow, nad m1/36. ]

Priklad 2.125. V zasilce 10 yrobkll je 8 kvalitich a 2 nekvalith Mezi kva-
litnimi je 5 prvr jakosti a 3 drub jakosti. Ze asilky nrahodré vybereme 2 yrobky,
pricent vybraré wrobky nevragme zg@t. P&et kvalitrich kugi se Wbéru je
nahodra velicina X a patet vybrarych wrobkil prvri jakosti je rahodra veli¢ina
Y. UrCete sdriere rozéleri nahodrych velicin X aY a zjiséte, zda jsouahodre
veliCiny X aY nezaviske.
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45> [m,y]:[0,0],
%’ [‘T’y] = [150]7
3
_ 45> [Zlf,y] = [270]7
Pxy) (z,y) =
9 eyl e {0110, 2,2]),
%’ [ac,y] [Za 1]7
L0 jinak,
%7 r = 0, %7 y = 0’
16 16
45 T = b} AE 3 y = ]_7
45 €z ’ 45 Yy =4
0  jinak, 0  jinak,
| Nahodre veliCiny X aY nejsou neavisk. |

Priklad 2.126. Nahodra velicina X ma rozcleri

-1

0

1

2

0,2

0,1

0,3

0,4

Zjistéte, zda jsou@hodre veliCiny X aY = 2% nezvisk.

0,2 [z,9] =[-1,1/2], 0,2 y=1/2, |

0,1 [z,y] =][0,1], 0,1 y=1,
pxy)(®,y) =403 [z,y]=[1,2], ,py) =703 y=2,

0,4 [z,y] = 2,4, 0,4 y=4,

0 jinak, 0 jinak,

Nahodre veliciny X aY nejsou neavisk.

Piiklad 2.127. Necht X nabyva hodnot+1, +2, kazdou s pravépodobnost!,
aY = X2 a) Urtete sdriere rozcleri X aY. b) Zjistéte, zda jsou vetiny X
aY neavisk.

a) Px,y) (v,y) = {

%a [l'ay]6{[Ll]v[_l’l]a[274]7[_14}}
0 jinak,

)

1

wpwwz{” y="ha

" ,tedy rahodré veliCiny X aY nejsou neavisk.
0 jinak,

Priklad 2.128. Nahodre veliCiny X; a X, jsou neavisle a maj stejre geome-
trickeé rozeéler (p(z) = ¢°p,x = 0,1,...,p > 0,q = 1 — p). NechtY =
max (X7, Xz). UrCete rozéleri nahodré veliCiny Y a sdrizeré rozceleri velicin
Y aX;.
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[ pr(y) = 1247 = ¢*p—q¢*tp, y=0,1,... ]
0 jinak, ’
q"tp?, y>az,z,y=01,...,
pyvx)Wr) =8 (1—¢™g¥p, y=2=0,1...,
0 jinak.

Priklad 2.129. Necht X, a X, jsou neaviske nahodré veli¢iny a maj Poissonovo
rozcelern X; ~ Po(\;) a Xy ~ Po()g). Dokazte, ze réhodra velCinayY =
X1 + X, ma Poissonovo rozderi s parametrem; + \s.
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3. Ciselré charakteristiky
nahodnych veliCin

Stredri hodnota

E(X) = i x - p(x) respektive E(X) = / x- f(x)dx

E(Y)= ) _ g(z)-p(x) respektive E(Y)= / g(z) - f(x)dx

T=—00

proY = g(X) kdeg je borelovsla funkce.

Nechta,b jsou ré@lmadisla, X, X, ..., X,,, nahodre veliiny. Pak:

o E(a)=a; E(a+bX)=a+bEX);, E(X—E(X))=0

o E(an X;) = iE(Xi); E(]E[IXi) = f—[lE(Xi) jsou-li X; stoch. nez.

i=1

Rozptyl
D(X) = B([X — E(X)") = B(X?) - [E(X)]*

Nechta,b jsou ralmadisla, X, X, ..., X,,, nahodr veliiny. Pak:
e D(a)=0; D(a+bX)=0D(X)
n n—1 n
e D(Q_Xi) =2 D(Xi)+2) > CX;,X))
=1 =1 =1 j=1+1

e smerodat@ odchylkas, = /D(X)
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Sikmost

A3 == 3
(X) 5%
Spicatost )
D(X)
Kovariance

C(X1, Xa) = E([X1 — E(X1)][Xz — E(X2)]) = E(X1Xs) — E(X1)E(X>)

Necht ai, as, b1, by jsou rédlma Cisla, X, X, ..., X,, Y,Y:,...,Y,, nahodre
veliCiny. Pak

[ C (ll,XQ) C(Xl,a2> == C’(al,ag) =0

Korelace

Oz,1024

R(X,. X)) = E <X1 ~ B(X)) Xp-— E(X2)> _ O(X1,Xy)

VDX /DX
Nechtay, as, b1, by jsou réalnacisla, X, X, X,, nahodr veliciny. Pak
R(a1, X3) = R(X1,a2) = R(aj,a2) =0
R(ay + 01 X1, as + bo X3) = sgn(b1be) R( X1, X5)
R(X, X) =
R(X1, X5) = R(Xs, X1)
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Regresnpfimka

Y na X (jak Y zavid na X)

Y = B(Y) +p- 24X — E(X))
XnaY (jak X zavid na YY)
Y = B(Y) + % (X~ B(X))

a-kvantil K, (X) a-kvantil K,(X)nahodre veliCiny X je minimalni cislo z, ta-
kove, ze

F(zg) > «
Ve spojiem [@ipacke:
Ka(X)
a=F(K,X)) = / f(z)dx

® Uy = Ul—q

oty =11-q

1

o Fu(ni,ne) = Gy

Priklad 3.1. Vypoctéte stedri hodnotu a rozptyl ahodre veliciny, kted ma
rozcéleri

a) alternativihA(0), b) binomiclé Bi(n, ),
c) Poissonovo Ro), d) geometrick G(0),
e) zaporré binomicle Zb(n,0), f) rovnomerré R(a, ),
g) exponendlni Ex()), h) normalni N(u, o?),
i) Pearsonovo?(v), j) Studentovo(v),

k) Fisher-Snedecorovo(F, vs).

a)v; 9(1-19), b)nd; nd(1—-39),c)\; A\, d)(1-0)/0; (1-0)/0% e)n(1—0)/0; n(1—
0)/6° f) «£2; (515)2 9) 55 32 h) s o?i) v; 2vj) O prov > 2, prov = 1 neexistuje
v/(v—2)prov > 3, prov = 1,2 neexistuje, Ky, /(o — 2) prove > 3, prove = 1,2
neexistuje2vs (vy + v — 2)/[v1(va — 2)%(ve — 4)] provy > 5, prove = 1,2,3,4
neexistuje;
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Priklad 3.2. Nahodra veliCina X ma Poissonovo rozderi s parametrem 2.

a) Nakreslete prav@podobnostrfunkci prox =0,1,...,9.

b) UrCete stedri hodnotuy a smérodatnou odchylkw nahodre veliciny X
a zakreslete intervali — o, 1 + o] do grafu.

c) Jala je pravépodobnostze X lezi v intervalu|u — o, i + o]?

[b) E(X)=2,/D(X) = 1,414.}

Priklad 3.3. Nahodra veliCina X ma binomicle rozeleri s parametryn = 20
ap=0,T7.

a) VypoctéeteP (X = 14).
b) VypoctéeteP 10).
10).
X <

d) VypoctéteP

(
(X

c) VypotctéteP (X
(8 < 17).
(8 <

e) VypoctéteP X < 17).

f) Vypottéte stedri hodnotuy, rozptylo? a snérodatnou odchylka nahodré
veliCiny X.

g) Jalka je pravé@podobnostze X padne do intervall — 20, 11 + 20]?

Priklad 3.4. Nahodra velicina X ma rozleri

10| 20 | 30| 40 | 50 | 60
0,1/025/03|0,2|0,1|0,05

a) Vypoctéte stedri hodnotuy, rozptylo? a smérodatnou odchylky-.
b) Nakreslete graf praekpodobnostrfunkcep(x).

c) Oznd&te v grafu hodnotw a intervaly + 20. Jalka je pravépodobnostze
X padne do intervaly + 207?

[a) 31; 169; 13, b) 0.95]

Priklad 3.5. Nahodra velicina X ma rozcleri

1 2 3 4 | 5
0,056/0,3/0,35/0,2|0,1
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a) Vypoctéte stedri hodnotuy, rozptylo? a smérodatnou odchylky-.
b) Nakreslete graf(x).

c) Oznd&te v grafu hodnotw a intervaly + 0. Jaka je prav@épodobnostze X
padne do intervaly 4+ o?

d) Ozn&te v grafu hodnotw a intervaly + 30. Jaka je pravé@podobnostze
X padne do tohoto intervalu?

Priklad 3.6. Nahodra veli¢ina X ma rozclen

-4 3 |1-2| -1 |0 1 2 3 4
0,02{ 0,07/ 0,1/0,15/,0,3|0,18| 0,1| 0,06 | 0,02

a) Vypoctéte stedri hodnotuy, rozptylo? a smérodatnou odchylky-.
b) Nakreslete graf(x). Ozn&te v grafu hodnotw, © — 20 au + 20.
c) Jala je prav@podobnostze X padne do intervaly + 20?
Priklad 3.7. Pfedpokhdejme,ze v ugité populaci na rahodra veli€ina X uda-

vajici potet teleforli v jedré don@cnosti pravdpodobnostnfunkci p zadanou
nasleduici tabulkou.

x 1 2 3 4 5
p || 0,35]| 0,45| 0,15| 0,04 | 0,01

UrCete stedri hodnotu a srérodatnou odchylkuahodré veliCiny X .

E@Y):]¢9L«/D(X):JL86}

Priklad 3.8. Hodnoty pravépodobnostinfunkce rahodrych velicin X aY jsou
zaps&ny v rasleduici tabulce.

T 0 1 2 3 4
px(z)06]03[01| O 0
py(z) | 0,1103/03]0,1|0,2

VypoctéteEX, EY, DX aDY
[EX =0,5,EY = 2]

Priklad 3.9. Necht X aY maji simultanri rozcgleri s pravépodobnostinfunkci
zavedenou v &sleduici tabulce.
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yl 17273

0| 0 |1/2]|1/2
0 13| 0 | 1/3
1/6| 0 | O || 1/6

1/6 | 1/31/2| 1

W N P8

UrCete kovariancC(X,Y') a korel&ni koeficientp. Rozhodite, zdaX aY jsou
nezviske rahodré veliCiny.

[C(X,Y)=-5/9,p=—1]
Priklad 3.10. Necht X aY maji simultanri rozcéleri definovai nasleduici ta-
bulkou hodnot pravépodobnostnfunkce.

Ly o] 12
1 [o02]01]0,3
2 010202

Vypoctéte kovariancC (X, Y) arozptylD(X + Y'). Rozhodite, zdaX aY jsou
nezavisk.

[C(X,Y)=0,08,D(X +Y)=1,01]
Priklad 3.11. Simultanri pravdepodobnostrfunkce rahodrych veli€in X aY je
zachna rasleduici tabulkou.

(z,y) | (11| (12)](13)] (21| (22)](23)
p(z,y) || 2/15| 4/15| 3/15 | 1/15 | 1/15 | 4/15

Jinak je funkcep(z, y) = 0. Nalezréte korel&ni koeficientp. Ov&fte, zdaX aY
jsou neaviske.

[7//804.]

Pfiklad 3.12. Necht pro rahodre veli€iny Y a Z plat P(Y = 0,Z = 0) =

0,;PY =02Z2=1)=0,2PY =1,2Z=0)=03PY=1,2Z=1) =
0,4. Vypoctéte korelé@ni koeficientpy. .

[vaZ = _%}

Priklad 3.13. Nechtnahodre veli€iny X aY maiji simultanri pravcépodobnostn
funkci

a) p(z,y) = 3, (x,y) € {(0,0),(1,1),(2,2)}, jinak jep(x, y) = 0.
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b) p(z,y) = 3, (,y) €{(0,2),(1,1),(2,0)}, jinak jep(z, y) = 0.

c) p(z,y) = 3, (x,y) € {(0,0),(1,1),(2,0)}, jinak jep(z, y) = 0.
Vypoctéte korel@&ni koeficientX a Y. Dale owfte, zdaX a Y jsou neaviske
nahodré veli€iny.

[a) 17 b) - 17 C) 0]

Priklad 3.14. Necht X aY maji sdruzere rozeleri s pravapodobnostifunkdi
Lx+y+1) =012 y=0,1
— 15 Y Y Y 9
ple.y) {o jinak
UrCete kovariancC (X, Y') a korel&ni koeficientR (X, Y").
[C(X,Y) = —6/225, R(X,Y) = —0.07]

Priklad 3.15. Necht X aY maji simultanri rozcéleri s prav@podobnosfifunkci

e (gy) € {(1,1),(1,2),(2,1), (2.2)}
plr.y) = { 0 jinak

a) UrCete kovarianci a koretai koeficient.
b) Nalezréte ol@ regreshprfimky.
c) Ovéfte, zdaX aY jsou stochasticky newisle.

a)C(X,Y) = — &5, R(X,Y) = —0.025, b)Y = — £ + 33y = —TTX 4 123
C) nejsou

Priklad 3.16. NalezréteSikmost aspicatost mhodré veli€Ciny X, ktera ma rozceleri
daré rasleduici tabulkou.

p(x) || 0.25 | 0.5 | 0.25

[0]

Priklad 3.17. Nalezréte kvantily K 5, K, Ko5 diskrétri nahodre veli€iny X,
ktera ma rasleduici rozcelen:

p(z) || 0.25 | 0.5 | 0.25

1, 2, 3]
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Priklad 3.18. Patet tiznych druhi zbd, ktereé zakazik nakoup pfi jedné ra-
v§teve obchodiho domu, je Ahodra veliina X. Statisticky bylo zgt€no,ze tato
veliCina nalyva hodnot 0, 1, 2, 3, 4 s pragdodobnostmi 0,25; 0,55; 0,11; 0,07;
0,02. Najaéte momento& charakteristiky polohy, variabilitgikmosti aSpicatosti
dare veliCiny.

[E(X)=1,06,D(X)=0,8164,A43 =1,1,A4 = 1,33
Priklad 3.19. Ve velkem mésg& byl proveden pizkum véejného ninéri u 20-
ti voli&ll. Ugelem je zjistit pozoro&ri nahodre velitiny X, ktera je rovna pétu
hladl ve prosgch utiteho kandidta na starostu.iBdpokbdejme ze ve skuté-
nosti ram nezamych 60% voltl ve mése ugednosiiuje tohoto kandidta.

a) Vypoctéte stedri hodnotuy a snérodatnou odchylka nahodre veliciny
X.

b) UrCete prav@podobnosP (X < 10).

c) UrCete prav@podobnosP (X > 12).

d) UrCete pravépodobnosP (X = 11).

e) Nakreslete pravepbodobnostnfunkci nahodre veliCiny X a ozn&te v rem
hodnotyu, i — 20 ap + 20.

a) Nahodra veli€ina X ma binomiclé rozdleri s parametryn = 20 ap = 0, 6.
TedyE(X) =np = 12, /D(X) = /np(1 — p) = 2,2.b) P (X < 10) = 0, 245.
C)P (X > 12) =0,416.d) P (X = 11) = 0, 159.

Priklad 3.20. Necht nahodra veli¢ina X udava paet ok gi hodu kostkou. Na-
lezréte jej rozptyl.

Priklad 3.21. Jedenkat hodme osmi kostkami. Vypttéte stedri hodnotu a sré-
rodatnou odchylku sdiu ok padych na sech osmi kostkch.

Priklad 3.22. Méstsk rada se skica zeCtyr liberalll a étyf konzervativdl. Tri
¢lenowe rady jsou ahodré vybrani do komise. Nechfl udava pdiet vybrarych
liberalll. Urcete pravépodobnostinfunkci nahodré veliciny X a spdtéte stedri
hodnotu.

= +=0,3
plx) =<2, z=1,2,E(X)=1,5.
0, jinak

Priklad 3.23. Nahodr@é bez opakoari zvolime fi ¢isla z1,2,...,9. Necht X
udava nej\etsi z techto i Cisel. UCete stedri hodnotuE(X).
[E(X)=17,5]
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Priklad 3.24. Osoba na ¢tyfi podobre klice, z nickz pouze jedim miize otevit
dvefe s\e kancedfe. Nahodré, bez opakaari zkousi tyto klice. Nechtnahodra
veli¢ina X udava paet kiicti, ktele osoba musela vyzk&at, né odemkla svou
kancedf (vCetre klice, ktefym kanceéf odemkla).

a) UrCete prav@podobnostrfunkci nahodre veli€iny X .
b) Vypoctéte stedri hodnou a srérodatnou odchylkux .

c) Stanovte pravéipodobnostifunkci X za gfedpokladuze osoba vylra klice
nahodre, s opako&nim.

Priklad 3.25. V osud jsou 3 hlé a 6Cerrych koul. Naraz rahodré vybereme
ctyfi koule. NechtX udava patet takto vytaenych bilych koul. Vypoctéte stedri
hodnou a rozptyl ahodre veliciny X .

Priklad 3.26. V sérii vyrobkll, kte@ je @ipravena k expedici, je 8%ywobkll s
vadou povrchog Upravy. Dlouhodofm statistickm pozoroarim bylo zjiSteno.
Ze prav@podobnost reklamacerobku s uvedenou vadou je 0,8. Bylo wegano
o dvou variarichprodejeéchto Wrobkil: bud zakaznkovi v pfipace reklamace
bude poskytnuta 50% sleva, nebavpdri cena Wrobku bude sizena o 5% (bez
moznosti reklamace).fiédpokbdara cena yrobku je c. Ktea z obou variant pro-
deje je pro spdebitele Whoddréjsi?

[a) 0,968¢; b) 0,95¢ Tedy pro spdebitele je Wwhodrgjsi druha variantd.

Priklad 3.27. Podle mrtnostich tabulek (1960 &1961) je pravépodobnost
amrti 25 leeho mize Bhem roku rovna 0,001674. P&jpvna nalizi muziim to-
hoto Veku, ze @i rocnim pojistrem 100K vyplaf pozistaiym v pfipade amrf
pojisttnce 30 000K. Jak zisk miize pojstovna dekavat, jestire takovouto po-
jistku uzave 1000 muli uvede@ho \eku?

[49780.]

SPOJIE VELICINY

Priklad 3.28. Nahodra veliCina X ma rovnon@rré rozélenri s parametry: = 20,
b = 45.
a) UrcCete hustoty (z).

b) Vypoctéte stedri hodnotup a smérodatnou odchylka nahodré veliiny
X.

c) Nakreslete graf hustoty(z), vyznate hodnoty: spolu s intervalenju —
20, u+20]. V8imrete si,ze rahodrd veliina X leZi v intervalu|y — 20, u+
20] s pravé@podobnostl.
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Vypoctéete: d) P (20 < X <35), e) P(20< X < 35),
f) P(X >35), g) P(X <20),
h)y P(X <25), )  P(10 < X < 40),
) P(X>36), k) P(X >355)
) P(20,2< X <355), m P(X<20,5).

Priklad 3.29. Nahodra velicina X ma rovnon&rre rozcleri s parametry, = 2,
b=4

a) UrCete hustoty (z).

b) Vypoctéte stedri hodnotuu a smérodatnou odchylka nahodré veliCiny
X.

Vypoctete: ¢) P(u—o <X <pu+o), d) P(X >278),
e) P(2,4<X <3,7), ) P(X <2).

Priklad 3.30. Nahodra veliCina X ma rovnongérré rozcéleri na intervalu0, a).Spatéte
Sikmost aSpicatost. S potitim vlastnoststfedri hodnoty a rozptylu wete:

a) E(2X + 3);

b) F(3X? —2X +1);

c) D(2X + 3);

d) D(X?+1).

[a) a+3;b)a® —a+1; ) a®/3; d) 4a*/45.]

Priklad 3.31. Nahodra veliCina X ma rovnong&rré rozclen v intervalu (2,6).
Vypocteéte:

a) E(2X + 3);
b) E(4X2 —5X +2);
c) D(6X —7);
d) D(X?).
[a) 11; b) 154/3c) 48 d) 87.]

Priklad 3.32. Nalezréte stedri hodnotu, medin, doln a horri kvartil, mezikvar-
tilové rozget, dolni a horn decil rahodré veliCiny X, ktera ma rovnon@rre rozcélen
na intervalu(0, 2).

[EX =1, Kos =1, Koas =0.5, Ko75 = 1.5, IQR =1, Ko = 0.2, Kgg = 1.8]
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Priklad 3.33. Nalezréte stedri hodnotu, medin, doln a horn kvartil, mezikvar-
tilové rozpet, dolni a horri decil nahodre veliCiny X, ktera ma exponendlni
rozcélen s parametrem = 2.

[EX =1, Kos=0.35, Koa5 = 0.14, K75 = 0.69, Ko1 = 0.05, Ko9 = 1.15]
Priklad 3.34. Nalezréte stedri hodnotu, medin, doln a horn kvartil, mezikvar-
tilové rozgeti, dolni a horn decil nrahodré veliCiny X, kterd ma rozleri s husto-
tou
%x 0<z<1
flo)=9-2+3 1<az<5b

0 jinak
[EX =2, Kos =184, Koos = 1.13, Ko7 = 2.76, Ko1 = 0.71, K9 = 3.59]

Priklad 3.35. Nahodra veli€ina X ma nornélni rozcelen s parametry, = 45,

o = 10. Urcete:
a) P (X <50), b) P(X <356), c) P(40,7 < X <65,8),

d P(22,9<X<332), e P(X>253), f) P(X <253).
[a) 0.69146, c) 0.98124, e) 0.97558]
Priklad 3.36. Nahodra velicina X ma nornalni rozcéleri s parametry: = 30,
o = 8. UrCete konstantu tak, aby
a) P(X>uzy)=0,5, b) P(X <) =0,025,
c) P(X>uz)=0,1, d) P(X >uz)=0,95,
e) 10% hodnotX bylo mersich n& x,
f) 80% hodnotX bylo mer$ich n& z,
g) 1% hodnotX bylo vétSich n& .
[a) 30, c) 40.32, e) 19.75g) 48.61]
Priklad 3.37. Nahodra velicina X ma nornalni rozdéleri se stedri hodnotou

100 a smérodatnou odchylkou 8. Niatnéte graf hustoty ahodré veliCiny X. Do
grafu zakreslete hodnojua intervaly + 20. UrCete pravépodobnost

a) P(u—20<X<pu+20), b) P(X>u+20),
c) P(X <92), d) P(92< X <116),
e) P(92< X < 96), ) P(76< X <124).
[a) 0.9545, b) 0.02275

Priklad 3.38. Nahodra veli€ina X ma nornalni rozceleri se snérodatnou od-
chylkou 25. Mme, Ze pravépodobnostze X bude &t nez 150 je 0,9. Utete

sffedri hodnotup, nahodré veliciny X.
[182.04]
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Priklad 3.39. Jestlze rahodra veli€ina X ma rozcleri N (u; 0?) takowe,ze P(X <
85) = 0,90 aP(X < 95) = 0,95, jaké jsou hodnoty: ao??
[ =149,7;0% = 758,9]

Priklad 3.40.

a) Nechtnahodra veli€éinalU ~ N(0, 1). Nalezréte medan, dolr a horr kvar-
til a mezikvartilowe rozpet.

b) Nalezrétey? ;o5 (25)
c) Nalezrétet.g9(30) atgs(24)
d) Nalezréte Fy 75(5,20) a Fyo5(2, 10)
[a) 0; —0.67449; 0.67449, b) 13.12, ¢) 2.4573; —1.7109, d) 3.2891; 0.05156]

Priklad 3.41. Nechtnahodra veli¢inaT ~ ¢(14). Nalezréte konstantu tak, aby
P(—c<T <c¢)=0.9.
[1.7613]

Priklad 3.42. Necht nahodra veli€éina X ~ F'(5,8). Nalezréte konstanty: a b
tak, abyP(X <a) =0.05aP(X <b) =0.95.
(0.2075; 3.6875]

Priklad 3.43. VypocCtéte momento® charakteristiky ahodré veliCiny X, ktera
ma hustotuf (r) = Ae 1*lpro — oo < = < 0.
[A=1/2;E(X)=0;D(z) =2; A3 = 0; A4 = 3]
Priklad 3.44. Necht (X,Y)’ ma hustotu pravélpodobnostif(z,y). Nalezréte
E(X),D(X),E(Y), D(Y).
Fa,y) = l—ax+4+y O<zr<l,0<y<1
=0 jinak
[B(X) = §. D(X) = #f. BY) = £, DY) = ]

Priklad 3.45. Hustota hodrého vektoru X, Y')' je tvaru

242%y(1—2), 0<ax<1,0<y<]l,
f(z,y) :{ (1-2) )
0, jinak.

a) Nalezréte margialni hustotu @hodre veliciny X .
b) Nalezréte margi@lni hustotu @hodre veliCiny Y.
c) Rozhodrte, zda jsou stochasticky reeasle.
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d) Nalezréte stedri hodnotu a rozptyl vediiny X.

a) fx(r) = 1222(1 — z) pro0 < = < 1, 0 jinak,
b) fy(y) = 2y pro0 < y < 1, 0 jinak, c) nejsou,
d E(X)=3/5, D(X)=1/25

Priklad 3.46. Hustota @hodreho vektoru X, Y')" je rovna

24xy(1 —2?), 0<x<1,0<y<1,
flx,y) = ( ) )
0, jinak.

Dokazte, Ze jsouX aY nezvisk. A nalezite stedri hodnotu a rozptyl vedin
XayY.

Priklad 3.47. Hustota @hodreho vektoru X, Y')" je rovna

—z(1+y)

re , >0,y >0,
'/I;’ = ..

f(@y) {0, jinak.

Najdéte margialni hustoty rahodrych veli€in X aY. Spdtéte korelaci velin
X,Y.
[fx(z)=e"", proz > 0,0jinak.fy(y) = (1 +y)~2, proy > 0,0 jinak.]

Priklad 3.48. Necht X aY maiji rovnonerré rozeleri na rize uvedeé mnainé
G. UrCete kovarianci a koretai koeficient.

G={X)Y)eR*: 0<2<1,0<y<1, s+y<1}

[C(X,Y) = —1/36, R(X,Y) = —1/2]

Priklad 3.49. Necht X aY maji rovnomérré rozleri na rize uvedeé mna@iné
G.
G={(X,)Y)eR*: 0<ax<y<l1}

a) UrCete kovarianci a koretai koeficient.
b) Nalezréte ol& regreshpfimky.
c) Ovérte, zdaX aY jsou stochasticky newisle.

[a) C(X,Y)=1/36, R(X,Y)=—-1/2,b) Y = (X +1)/2, X =Y/2, c¢) nejsoy
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Priklad 3.50. Nechtnahodr veliciny X aY maji sdrizenou hustotu

L, (z,y) €(0,3) x (5, 1)U(5,1) x(0,3),
fla,y) =132, (z,y) € (3,1)x (3
0, jinak.

VypocCtete korel@ni koeficientpx y. (Doplhujici Gloha: takto zadanou hustotu
nacrtnéte a owfte, zda skuténé ma vlastnosti, kte¥ ma hustota rit. Ovéfte tyto
vlastnosti i u spbterych margiralnich hustot.)

Priklad 3.51. Nechtnahodr veliciny X aY maji sdrizenou hustotu

x? = ..
f@y) {O, jinak.

Vypoctéte margialni hustoty vel€in X a Y, dale vyp&téte EX, EY, DX, DY
apxy-
[EX =0,EY = 0,DX = 1,DY = §,pxy = 0]

Priklad 3.52. Nahodry vektor (X,Y’)’ ma rovnonérré rozeleri na Krwznici
o rovniciz? + 3% = 1.
a) Nalezréte margi@lni hustoty rahodre veliCiny X a nahodré veliCiny Y.
b) VypottéteEX,EY, DX, DY.
c) Rozhodrte, zda jsolX aY nezviske.

a) fx(z) = fy(z) = ﬁ, pro—1 <z < 1,0jinak.b) EX =EY =0

Priklad 3.53. Nahodry vektor (X, Y')’ ma rovnon&rré rozeleri na oblasti:
o=
a) Nalezréte margialni hustotu @hodre veliciny X .
b) Nalezréte margi@lni hustotu @hodré veliCiny Y.
c) VypocteteEX, EY.
d) VypotteteC(X,Y). Pfes\edite seze rahodre veliCiny X aY jsou neko-
relovare, ale aviske.

a) fx(z) = 24/1— % pro|z| < a, 0 jinak.

T ma

b) fy(y) = 24/1 — % proy| < b, 0 jinak.
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Priklad 3.54. Nahodry vektor (X, Y, Z)' ma hustotuf (z, y, z) rovnou konstaré
c, kdyz 22 + 32 + 2% < 1. Jinak je hustotdX, Y, Z)' rovna 0.

a) Stanovte konstantt

b) Nalezréte margi@alni hustoty rahodrych veli€in X, Y, Z.

c) Nalezréte margialni hustoty vektod (X,Y) a(X, Z) .

d) VypottéteEX,EY,EZ, DX, DY,DZ, C(X,Y) avar(X,Y, Z).

Priklad 3.55. Hustota @hodrého vektoru X, Y')' je tvaru

(1 +ax)(l+ay) —ale ™ ¥ x>0,y >0,
0, jinak,

f(z,y) :{

kde0 < a < 1. UrCete

a) margirélni hustoty rahodrych velicin X, Y.
b) distribuni funkcei (X, Y.
c) stfedri hodnotyE X, EY, rozptyly DX, DY a kovarianciC(X,Y").

a) fx(x) = fy(z) =e * prox > 0, 0jinak,

147979 —e™® —e7Y >0,y >0,
b) F(z,y) = i
’ jinak.

Priklad 3.56. Hustota @hodreho vektoru X, V)’ je rovna
Py eV g g o
T,y) = I'(p)T(a) ’ Y
f.y) {O, jinak.

Najdéte margialni hustoty rahodrych velicin X aY'.
[fx(z) =e™®, proz > 0,0jinak.fy(y) = (1 +y)~2, proy > 0,0 jinak ]

Priklad 3.57. Hustota @hodreho vektoru X, X,) je rovna

r1t+wy, 0<2x; <1,0< 2 <1,
f(@1,22) = N
0, jinak.
Vypottéte hustotu ahodré velCiny Y = X; + X,. Spatéete D(Y).
22, 0<z<1,
fr(z)=q22-2), 1<z<2,
0, jinak.

53



Priklad 3.58. Trolejbusy néstske dopravy odgdéjize stanice v gtiminutovych
intervalech. Cestigi mlize [ijit na stanici v libovol@ém okanziku. Jaka je stedri
hodnota a sirodatid odchylka doby jehéekan na odjezd ze stanice?

[E(X) =2,5;D(X) =2,08]

Priklad 3.59. Vyrobri zafizeri ma poruchu v piiméru jednou za 2000 hodin.
Pfredpokhdejme,ze "dobacelkan” na poruchu je Ahodra veli€ina s exponenci-
alnim rozcélerim. Stanovte hodnotu t tak, aby praé&mbdobnostze [istroj bude
pracovat dedi dobu né& t, byla 0,99.

20, 5]

Priklad 3.60. Zivotnost ukitého Wjrobku sefidi exponendlnim rozclerim se
stfedri hodnotou 3 roky. Jak dlouho@rnni dobu poskytne yrobce akaznkim,
jestlize zada, aby relativin Cetnost yrobkil, ktee bkehem arweni doby Festanou
plnit svou funkci, byla v phméru 0,1?

[0, 32]

Upravy
Pfiklad 3.61. Necht E(X?) = 65 aE(X) = 7. UrCete snérodatnou odchylku
nahodre veliCiny X .
[ D(X) :4.}

Priklad 3.62. NechtE(X) = 3aE[X (X — 1)] = 6. UrCete rozptylD(X).

Pfiklad 3.63. NechtD(X) = D(Y) = C(X,Y) = 1. Vypottéte
a) DB3-X), b)) CX, X),
c) D2X+4), d) CX,X+Y),
e) DIX-Y), f) DUX+Y -7),
[a)1,b)1,¢c)4,d)2, e)0, f)25.]

Priklad 3.64. Uvazujme rahodnou veliinu X se stedri hodnotouF (X ) = —1,

rozptylemD(X) = 4 a rahodnou veliinuY = 2 — 3X. Vypoctéte stedri hod-

notu a rozptyl veltiny Y, kovarianci a koeficient korelace véin X,Y".
[E(Y)=5D(Y)=36;C(X,Y)=—-12; R(X,Y) = —1]

Priklad 3.65. Necht X aY jsou neavise nahodr veli€iny sox = oy = 1.
Vypoctéte

a) D2X+Y), b) C2X+Y,X-Y),

C) PXY d) PUV kdeU =2X +Y,V=X-Y.

[a) 5.b)1,0)0, d)
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Priklad 3.66. Nechtnahodra velicina X ma stedri hodnotuFE (X ) = p a rozptyl
D(X) = o% Urcete

a) E(Y)aD(Y), kdeY = X — E(X)
b) E(U)aD(U), kdeU = X
[a) E(Y) =0, D(Y) =02 b) E(U)=0, D(U) =1]

Priklad 3.67. Necht X, X5, ..., X, jsou neavisk stej rozcleré mhodre
velitiny se stejgimi sttedrimi hodnotamiu a rozptylys?, 02, ..., 02, X je jejich
primér. SpététeD(X).

[D(Y) = # > i 01'2'}

Priklad 3.68. Urcete stedri hodnotu veliny Z = 3X?2 — 2XY + Y2 — 3, je-li
znamo,ze E(X) = -2, E(Y)=4,D(X)=4,D(Y) =9,R(X,Y) = —0.5.
[68]

Priklad 3.69. Necht X, X, a X jsou neavisk nahodre veli€iny, pro kteé plat
EX, =1,EX, = 2,EX = 3,DX, = 4, DX, = 5, DX = 6. PolkmeY =
X1+ X, Z = X, — X. Vypoctete korel&ni koeficientpy 2, parcalni koreleni
koeficientpy, ; x a koeficient mnohoasobi@ korelacepx (v, z).

[pY,Z = _\/%J’Y,X =0,px,1v,2) = \/%

Priklad 3.70. Necht X je nahodry vektor o roznérech3 x 1,

var(X) =

W DN Ot
S W
N O W

a) PolazmeZ = X; — 2X, + X3. NajdéteD(2)

b) Najdéte variagni maticivar(Y') = var(Y3, Y2)', kdyzY; = X1+ Xy aY; =
X1+ X9+ X5,

D(Z) = 17, var(Y) = < ﬁ ;g > }
Priklad 3.71. Nekorelova® nahodre veliCiny X a Y maj rozptyly D(X) = k a

DY) = 2. Cemu je rovnd, jestlize rozptyl rahodre veli€iny Z = 3Y — X je
D(Z) =257
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Priklad 3.72. Nekorelovag rahodre veliCiny X, X5, X3, X, maj identicky zakon
rozceleri s hustotou

2¢;, O<ux; <1,0=1,2,3,4
f(xi)—{

B 0, Jinak
Vypoctéte stedri hodnotu a rozptyl ahodre veliCiny Y = 2X; + X, — X3+ X4.
[E(Y)=2;D(Y) = 7/18]

Piiklad 3.73. Najdéte korel&ni matici rahodrgho vektoruX = [X;, Xy, X3/,
jehaz kovariartni matice je

16 —-14 12
C=| -14 49 =21
12 =21 36

1 -0,5 0,5
R=| -05 1 -05 |.
0,5 -0,5 1

Priklad 3.74. Necht X = (Xi, X,,...,X,,)" je nahodry vektor a uvaujme
nahodre veliciny Y, = X1,Y;, = X; — X;_1,7 = 2,3,...,n. Najdéte variagni
matici var(X) = var(Xy, X, ..., X,,) za fedpokladuze réahodre veliCiny Y;
jsou navajem neavisk a kada z nich na stejry rozptyl o2.

[C(Xian) = {

io®, i<}y,
jo?, i>j.

Priklad 3.75. Necht X = (Xi, X,,...,X,,)" je nahodry vektor a uvaujme
nahodre vel€iny Y, = X1, Y; = X; — X,_1,i = 2,3,...,n. Najdéte variagni
matici var(Y') = var(Y3,Ys,...,Y,) za gedpokladu,ze rahodré vel€iny X;
jsou navajem neavisk a kada z nich na stejry rozptyl o2.

o2 —o? 0 0
—02 202 —o2
var(Y)=1 0 —02 202 "-. 0
g2
I 0 0 —o® 20* ||

Priklad 3.76. Necht X, X, ..., X,, jsou rahodré veli€iny, kteile maj stejrny roz-
ptyl 0. Polame 7, = X, aZ;.1 = pZ; +aproi = 1,2,...,n— 1, kdea ap
jsou réalna Cisla. Najcéte variagni maticivar(Z) = var(Zy, Zs, ..., Zy,)'.

[C(2i, 2;) = p7 7207 ]
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DUkazy

Priklad 3.77. Necht X, X5, ..., X, jsou neavisk stej rozekleré mahodre

veliCiny se stejgimi sfedrimi hodnotamiy a rozptyly o7, 3, . .., 7. Dokate,

zey " (X;— X)?/[n(n —1)] je nestranpm odhadenD(X).

Priklad 3.78. Necht nahodré veliciny X, X, ..., X,, maji stejré sfedri hod-

noty 1, stejré rozptylyo? a korelace libovolaho faru chto fiznych nahodrych

veligin je rovna konsta#tp. NajdéteD(X) a ukate odtudze —4 < p < 1.
[D(Y) — 2 (14 p(n—1)).

Priklad 3.79. Necht Xy, X, X,, ..., X,, jsou neavisk stej rozélere mhodre
veli¢iny s rozaélerim N (i, 0%). Pol&zme

1 —
5% = — D (X - X)%
=1

Dokazte,ze S? je nestranjim odhadenw?.

Priklad 3.80. Necht X, X, Xs, ..., X,, jsou neavisk stej® rozé&lere mhodre
veliciny s rozalerim N (u, o%). Polazme

n—1 —
1 n—1
=) (X, - X))~
@ 2(n — 1) ;( ! )
a) Dokazte,zevar(S?) = 22,

b) Dokazte,ze () je nestranft odhad parametra?.

Priklad 3.81. Necht nahodré veli€iny X aY maiji stejny rozptyl. Dokéte, ze
C(X +Y,X —Y) = 0. Najceéte protigiklad, ktefym ukézete,ze z nulovostié&to
kovariance neplyne néxislost &chto rahodrych veliCin.
Protipfiklad: X = Z1 + Z3,Y = Z; + Z5, kde Z; jsou neavisk rahodre veliiny s
stejrym rozptylema? > 0. j

Priklad 3.82. Nechtkazda z rahodiych velicin X aY nabyva pouze hodnot 0
al, fgicenz P(X =1i,Y =j) =p;;,1=0,1, 7 =0, 1. Dokazte, ze tyto veltiny
jsou neavisk prave tehdy, kdy C(X,Y) = 0.

Priklad 3.83. Necht nahodra veli€¢ina X ma symetrickou hustotuf(—z) =

f(z)) anulo stedri hodnoty. Pedpokbdejme naic, Ze existui jeji 3. momenty.
Dokazte,ze C(X, X?) = 0.
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Priklad 3.84. Nechthustota @ahodrych velicin X, Y aZ ma tvar

l+ayz) —1<azy2<1,
0, jinak.

f(ﬂ%y,Z):{

Dokazte, ze tyto veltiny jsou po dvou neavisk, ale nejsou \@emreé neavisle.

Priklad 3.85. Necht nahodré veliciny X, X5, ..., X,, maji stejré stedri hod-
noty x a jsou stochasticky naxzisle. Pol@me

n

Q=) (X;-X)”

=1

Q2 = (X1 — X2)2 + (Xy — X3)2 + -+ (X1 — Xn)2 + (X, — Xl)z-

Dokazte,ze
E 3@ — G = var(X).
n(n — 3)
Priklad 3.86. Necht korelani koeficientp nahodrych velicin X aY existuje.
UkaZte,ze —1 < p < 1. [Vezméte vlvahu diskriminant negporré kvadraticle
funkceg(v) = E{[(X — 1) + v(Y — uy)]?}, kde realné €islo v neri funkd X
aniY.]

Priklad 3.87. Necht X aY jsou rahodré vektory o rozrérechm x 1 an x 1, a
ab jsou ralné vektory o rozrerechm x 1 an x 1. Dokazte, Ze pro kovariadni
matici plat

cov(X —a,Y —b) =cov(X,Y).

Priklad 3.88. Dokatte,2ecov(X,Y) = E(XY”) — (EX)(EY).

Priklad 3.89. Necht A je symetrick matice aX je nahodry vektor. Dokate,ze
E(X'AX) = tr[AE(X X')], kdetr(A) zna&i stopu maticeA.

Priklad 3.90. Necht X, X5, ..., X,, jsou neaviske mhodre veliiny se stejfim
rozcélerim N (0,0?) a A aB jsou symetrick realné matice o rozrérechn x n,
X = (X1, Xo,..., X,,) je nahodry vektor. Dokate,zecov(X'AX, X'BX) =
20%tr(AB).
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4. Nahodne velCiny
4.1 Distribucni funkce

Vlastnosti distribéni funkce:
e [(x)jeneklesdfi, tj.: V x1, 20 € R: F(x1) < F(x2)

e F(z) je zprava spojd, tj.: lim, F(z) = F(xo)

wﬂxo

F(z) je normovaa, tj.: lim F(z) =0, lim F(x)=1

T——00 T——+00

Va,beR: Pla< X <b)=F(b) — F(a)
o P(X =uxy) = F(z9) — lim F(z)

T—T)

Priklad 4.1. Rozhodiéte, zda funkcé’(z) je distribuEni funkdi.
Plz) = {0 z <0

x
w1 220

[and

Priklad 4.2. UrCete konstanty; ak, tak, aby funkce”'(z) byla distribl&ni funkci
nahodre veliCiny X. Vypoctéte pravépodobnostze rahodra veliCina X se bude
realizovat v interval—35, 4 >.

22
0 r < —a

F(z) =k +karcsinZ —a<z<a
1 r>a
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Priklad 4.3. UrCete konstanty a b tak, aby funkcef'(z) = a + barctan z byla
distribueni funkd nahodré veliCiny X.
[a=2:b=1]

4.2 Diskretni nahodna veliCina

Prava@podobnostfunkcep(x) a jeji vlastnosti

o F(x) :t;p(t)
° p(z) >0

i p(r) =1

T=—00

p(zo) = P(X = z9)

o p(zy,x9) = P(X1 =21 N Xy = 29)

'p1($1): i P($1,$2), p2(z2) = io: p(x17372)

Ta=—00 r1=—00

p12(9€1,$2)= Z p($1,$2,$3)

T3=—00

o pi(z1) = i i p(x1, 2, 73)

To2=—00 L3=—00

Priklad 4.4. Hodime Ctyfikrat mind. Nahodra veliCina X udava pcet padych
lich v téchtottyfech hodech. Nale&te pravépodobnostinfunkci nahodré veli-
¢iny X a talkeé jeji distributni funkci.
[p(0) = 35, p(1) = 1, P(2) = §, p(3) = 1, P(4) = 15]

Priklad 4.5. Hodime dvma kostkami. @hodra velicina X udava paet ok na
prvni kostce, @hodra veli€inaY udava paet ok na drub kostce. Ozrame 7 =
X + Y. Nalezréte pravépodobnostnfunkci nahodre veliCiny 7 a talé jeji dis-
tribuCni funkci.

[p(2:12) = 55, p(3;11) = 55, p(4;10) = 55, p(5;9) = 55, P(6;8) = 55, p(7) = 5]
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Priklad 4.6. Postupg je zkoseno @t pristrojii. DaBi pristroj se zko#i, pokud je
predchoz pristroj spolehliy. Kazdy z pristrojli vydizi zkousku s pravé@podobnost
0.9. Nahodra velicina X udava patet zkosernych gistrojli. Urcete pravépodob-
nostn funkci nahodre veliCiny X.

[p(0) = 0.1, p(1) = 0.09, p(2) = 0.081,p(3) = 0.0729, p(4) = 0.6561]

Priklad 4.7. Strelec stili do tee & do prvriho zasahu. N v zZasol& Ctyfi naboje.
Pravd@podobnost @sahu je fi kazdem wstfelu 0.6. Nahodra veliCina X udava
pocet nespdebovarych nabojl. Stanovte pravepodobnostnfunkci nahodré ve-
liciny X.

[p(0) = 0.064, p(1) = 0.096, p(2) = 0.24, p(3) = 0.6]
Priklad 4.8. Rodice phanuj mit tfi déti. FFedpokbhdejme,ze pravé@podobnost
narozemnchlapce i dvky je stejra. Nahodra veliCina X udava paet cefi stejreho
pohlau, které se narodily za sebou (napro HDD je X = 2). UrCete pravépo-

dobnostinfunkci ndhodré veliCiny X.
[p(1) = 0.25, p(2) = 0.5, p(3) = 0.25]

Priklad 4.9. Auto mus projet Ctyfi kfizovatkyfizeré neavislymi semafory. Na
kazdem semaforu S zelera nebocCervera s pravépodobno$t0.5. Nahodra
veli¢ina X udava pcet projeych kizovatek do prvhkfizovatky, kdy auto mus
zastavit. Nalezéte pravépodobnostifunkci nahodre veliCiny X.

[p(0) = 0.5, p(1) = 0.25, p(2) = 0.125, p(3) = 0.0625, p(4) = 0.0625]

Priklad 4.10. MUze byt nize uvedea funkcep(z) pfi vhodré konstar# c prav-
dépodobnostrfunkci?

c(1-9)* z=0,1,2,... 9€(0,1
p@;):{( ) (0,1)
0 jinak

Priklad 4.11. Je dana funkcep(x). UrCete konstantd tak, abyp(x) byla prav-

dépodobnostifunkci diskretri nahodré veliCiny X . Vypoctéte pravépodobnost,
Ze rahodra velicina X nabude hodnotyafSi nez 4.

_ JEO.TT prox =1,2,...

o) =1 jinak

[k =2; 0.24]

Priklad 4.12. Nechtje dan sysém sl@ery ze dvou bloki. Pravépodobnostze
i-ty blok spéavré funguje jev;, i = 1,2; 0 < 9; < 1. Prav@épodobnostze
spravreé funguj oba bloky jet,, 0 < ¥ < 1. Nahodr veliCina X; nabyva
hodnoty1, kdyz i-ty blok funguje spavré a X; = 0 kdyz nefunguje. Vyadete
pravcépodobnostnfunkci p(x1, z2) a ol margiralni pravdépodobnostnfunkce
p(x1), p(2).
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Priklad 4.13. UrCete konstanti tak, aby funkce (x4, 2, x3) byla pravéépodobnostn

g k 5 0,1, 0,1}, z3 € {0,1,2,3

funkCI.p(xl,x2,x3) = L1Laly %’1 S { } To € { } €3 { }
0 jinak

[44]

4.3 Spojita nahodna veliCina
Hustota pravdpodobnostj(x) a jeji vlastnosti

. Fz) :_f F(t)dt
e f(z) >0

[e.o]

J @) =1

Plzg < X <zg+h) = xofrhf(x)dx

zo

® P(X:ZL'()):O

o f(z) =2 vesech bodech spojitosfi(x)

o)

b f12($17332): f f($1,$2,$3) dxs

—0o0

o0

® fl(l’1> = 7 f f([El,ZEQ,Z’3> dl‘gdl’g

—0o0 —00

Priklad 4.14. Spojita rahodra veliCina X ma hustotu pravépodobnostif (z).

UrCete konstantu. Vypoctéte pravépodobnostze se ahodra velicina X bude
realizovat v intervalu1/3;2/3).

ar 0<zx<l1
T =9y jinak
(2; 1/3]
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Priklad 4.15. Spojita rahodra velicina X ma distribieni funkci (). UrCete hus-
totu f(z). Vypoctéte pravépodobnostze se @hodra velicina X bude realizovat
v intervalu(—2; 2) pomod hustoty i pomotdistributni funkce.

0 T < =5
Flz)=q% —5<z<2
1 T > 2

[f(z) =1 2 e<—5;2); 1]

Priklad 4.16. Je dana funkcel’(x). UrCete konstanty ab tak, abyF'(x) byla dis-
tribuCni funkci spojitt rahodré veliCiny X. UrCete tale hustotu ahodré veliciny
X.

0 <0
F(z)=qa+bsinz 0<z<%
1 T >3

[a=0;b=1; f(z) =cosz 0<x<]]

Priklad 4.17. Na automatick lince se plhkrabice mékem, kada krabice na ob-
sahovat pesré 1000 ml mléka, agak pisobeiim nahodrych vlivli kolisa mna@stv
mléka v intervalu(980 ml, 1020 ml). Kazde mna@stvi mléka v tomto intervalu
povazujeme za stefa mazné. Nahodra velicina X udava mnastvi mléka v ra-
hodre vybraré krabici. Najéte hustotuf (x), distribuweni funkci F'(z), nakreslete
grafy tchto funkt a vypctéte pravépodobnostze X > 990 ml.

[f(z) = 45, = € (980,1020); F(z) = 55(x — 980), € (980,1020); 0.75]

Priklad 4.18. Je chna funkce

kxiwoxd O<21<1,0<29<1,0<23<3

f($1, I2>$3) = .
0 jinak

a) UrCete konstantw tak, aby funkcef(x1, 25, x3) byla hustotou pravépo-
dobnosti spojiho rahodreho vektoru X, Xo, X3).
b) Najdéte \sechny margialni hustoty.
c) Vypottéte pravépodobnostP(0 < z; < 3 A 3 <z < 3 A1 <3 <2).
[a) %, b) f(x1,29) = dzq29, f(a;,23) = %azixg,i =1,2]]

[ fla) =220 =1,2 f(zs) =23, ¢) L]

Priklad 4.19. Vypoctéte pravépodobnosP((X;, X,)' € G), kde
G={(z1,22) € R* 0 <z, <1, 0<my <1}, je-li znamo,ze
f(l'l,l’g):m O<I’1<1,0<l‘2<1,0<$3<3
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Priklad 4.20. Necht (X, X,)" ma spojie rovnonérné rozéleri soustederé na
a) G={(r,13) eR* 0< 2, <1, 0< 15 < 1}
b) G={(z1,29) € R?, 0< 2, <1,0< 29 <1—1}

V obou @ipadech utete sdraeré a margialni hustoty.
[a) f(xbw?) = 17f1($1> = 17f2($2>
[b) f(z1,22) =2, fi(x1) = 2(1 — x1), fa(xe) = 2(1 —
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