
MASARYKOVA UNIVERZITA • EKONOMICKO-SPR ÁVNÍ FAKULTA
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1. Množiny

Př ı́klad 0.1. Bud’ te A = {1, 2, 5, 7}, B = {1, 5, 8, 9, 10} mnǒziny. Na źakladńı
mnǒziněM = {0, 1, . . . , 10} určete:

a) A ∪B

b) A ∩B

c) A ∪B

d) A−B

e) B − A

f) A ∩B

g) A−B

h) B − A

i) A ∩B

j) A ∩B

k) A ∪B

l) A ∪B

Př ı́klad 0.2. Bud’ teA = {0, 1, 3, 4, 9}, B = {1, 2, 3, 5, 8, 9, 10}, C = {1, 3, 5, 11}
mnǒziny. Na źakladńı mnǒziněM = {0, 1, . . . , 11} určete:

a) (A ∪B) ∩ C

b) (A ∩B) ∪ C

c) (A ∩ C) ∪ (B ∩ C)

d) (A ∪ C) ∩ (B ∪ C)

e) A ∪ (B ∩ C)

f) A ∩ (B ∪ C)

g) (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

h) (A ∪B) ∩ (A ∩ C)

i) (A ∩B) ∩ (A ∪ C)

j) (A ∩ C) ∩ (A ∩B ∩ C)

Př ı́klad 0.3. Pro koněcné mnǒziny A, B znázorňete pomoćı Vennova diagramu
de Morganova pravidla.

Př ı́klad 0.4. Uvažujeme 100 vybrańych firem vČR. Oznǎcme
A1={firmy, kteŕe v roce 2003 exportovaly}
A2={firmy, kteŕe měly v roce 2003 v́ıce jak 100 zam̌estnanc̊u}
A3={firmy, kteŕe dośahly v roce 2003 zisku}.
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a) Znázorňete mnǒzinyA1, A2, A3 pomoćı Vennova diagramu (p̌redpokĺad́ame,
že v̌sechny mǒzné kombinace zḿıněńych vlastnost́ı firem jsou zastoupeny).

b) Znázorňete a slovňe popǐste ńasleduj́ıćı mnǒziny:

A1, A1 ∩ A2, A2 ∪ A3,
3⋂

i=1

Ai,
3⋃

i=1

Ai, A1 − A2

c) Ově̌rte de Morganova pravidla (slovně i graficky).

Př ı́klad 0.5. Necht’ A,B, C jsou mnǒziny. Na źakladńı mnǒzině M znázorňete
pomoćı Vennova diagramu:

a) A ∪B

b) A ∩B

c) A−B

d) A÷B

e) A

f) B ∩ C

g) A ∩B

h) A ∩B ∩ C

i) A ∩B ∩ C

j) A ∩B ∩ C

Př ı́klad 0.6. Určete v̌sechny mǒzné podmnǒziny mnǒziny M = {3,−4, 5}.
Př ı́klad 0.7. Necht’ A,B,C jsou mnǒziny. Na źakladńı mnǒziněM zjednodǔste:

a) (A ∪B) ∩ (B ∪ A)

b) (A ∪B) ∪ (B ∪ A)

c) (A ∪B) ∪ [(B ∪ C) ∩ (B ∩ C)]

d) (A ∩B ∩ C) ∪ [B ∩ (A ∪ C)]
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Př ı́klad 0.8. Necht’ A,B,C jsou mnǒziny. Na źakladńı mnǒziněM zjednodǔste:

a) A ∪ (B ∩ A)

b) (A ∪B) ∪ (A ∪B)

c) [A ∪ [B ∩ (A ∩B)]] ∪ [(B ∩ C) ∩ (B ∪ C)]

d) (A ∪B) ∩ (A ∪B) ∩ (A ∪B)

Př ı́klad 0.9. Necht’ A,B,C, D jsou mnǒziny. Na źakladńı mnǒzině M ově̌rte
rovnost:

a) A ∪ (A ∩B) = A

b) A ∩B ∩ C ∩D = (A ∩B ∩D) ∩ (C ∪D)

c) (A ∩B) ∩ C = (C ∪D) ∩ (B ∩ A ∩ C)

d) A− (B ∩ C) = (A−B) ∪ (A− C)
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2. Integrál

Př ı́klad 0.1. Vypočtěte obsah jednotkového kruhu.

Př ı́klad 0.2. Vypočtěte obsah plochy omezené ǩrivkou y = e−x, osamix, y a
přı́mkoux = 1.

Př ı́klad 0.3. Určete obsah plochy pod křivkou y = λ
2
e−λ|x|, λ > 0 na intervalu

〈−2, 5〉.
Př ı́klad 0.4. Vypočtěte obsah plochy omezené ǩrivkami
x2 + y2 = 8 ay = x2

2
. [

2π + 4
3

]

Př ı́klad 0.5. Vypočtěte obsah plochy omezené ǩrivkami
y2 = 2x + 1, x− y − 1 = 0 ay = 0. [

16
3

]

Př ı́klad 0.6. Proλ1 > 0, λ2 > 0 vypočtěte:

5∫

0

λ1e
−λ1x . λ2e

−λ2(5−x) dx.

[
λ1λ2

λ1−λ2
(e−5λ2 − e−5λ1)

]

Př ı́klad 0.7. Vypočtěte:
∞∫

0

x .
1

3
. e−

x2

2 dx.

[
1
6

√
2π

]

Př ı́klad 0.8. Je d́ana mnǒzina

M = {[x, y] ∈ R2 : y ≤ e−2x+1, x ∈ (0, 1), y ≥ 0}.
Vypočtěte obsah t́eto mnǒziny. [

e2−1
2e

]
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Př ı́klad 0.9. Vypočtěte: ∫
x5lnx dx.

[
x6

6 (lnx− 1
6) + c

]

Př ı́klad 0.10. Je d́ana funkce

ϕ(x) =

{
λe−λx pro x > 3
0 pro x ≤ 3

Proλ > 0 vypočtěte:
∞∫

−3

ϕ(x) dx.

[
e−3λ

]

Př ı́klad 0.11. Je d́ana funkce

g(x) =





x2 pro −4 ≤ x < −2
−3x + 2 pro −2 ≤ x < 0
e−2x pro 0 ≤ x < 2
x−2 pro 2 ≤ x ≤ 5
0 jinak

Vypočtěte:
∞∫

−5

g(x)dx.

[
442
15 − 1

2e4

]

Př ı́klad 0.12. Vypočtěte objemútvaru vymezeńeho funkćı

f(x, y) =

{
2 pro 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1
0 jinak

a p̌redpisemx + y ≤ 1.

Př ı́klad 0.13. Je d́ana mnǒzina

M = {(x1, x2) ∈ R2 : x1.x2 ≤ k, 0 < xi ≤ 1, i = 1, 2}.
Pro0 < k < 1 vypočtěte: ∫ ∫

M

dx1dx2.

[k − k ln k]
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Př ı́klad 0.14. Vypočtěte ∫ ∫

G

2x1x2 dx1dx2,

kde
G = {(x1, x2) ∈ R2 : x1 + x2 ≤ 1, 0 ≤ xi < 1, i = 1, 2}.

[
1
12

]
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1. Kombinatorika

Variace k-té ťrı́dy zn prvků naźyváme uspǒrádańe skupiny pok prvćıch z dańych
n prvků, prvky se nemohou opakovat

Vn|k = n (n− 1) (n− 2) . . . (n− k + 1) =
n!

(n− k)!

Variace k-té tř ı́dy s opakov́ańım jsou uspǒrádańe skupiny pok prvćıch z dańych
n prvků, v nicȟz se kǎzdý prvek m̊uže opakovat ǎz k-krát

V ′
n|k = n.n . . . n = nk

Permutace– uspǒrádańa n-tice utvǒreńa z dańychn růzńych prvk̊u

Pn = n(n− 1)(n− 2)(n− 3) . . . 3.2.1 = n!

Permutace s opakov́ańım – jestlǐze se mezin prvky vyskytne 1. prvekn1-krát,
2. prvekn2-krát, 3. prvekn3-krát, atd., pak pǒcet permutaćı je

P ′
n =

n!

n1! n2! n3! . . .

Kombinacek-té ťrı́dy zn růzńych prvk̊u naźyváme skupiny pok prvćıch z dańych
n prvků bez žretele k pǒrad́ı ve skupiňe

Ck
n =

(
n

k

)
=

n (n− 1) (n− 2) . . . (n− k + 1)

k!
=

n!

k! (n− k)!

Kombinace k-té tř ı́dy s opakov́ańım – skupiny pok prvćıch z dańych n prvků
(bez žretele k pǒrad́ı ve skupiňe), v nicȟz se kǎzdý prvek m̊uže opakovat ǎz k-krát

C ′k
n =

(
n− 1 + k

k

)

Vlastnosti kombinačńıch č́ısel

(
n

k

)
=

(
n

n− k

) (
n

1

)
=

(
n

n− 1

)
= n

(
n

n

)
=

(
n

0

)
= 1
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Pascal̊uv troj úhelńık

n
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
...

...

(
0
0

)
(
1
0

) (
1
1

)
(
2
0

) (
2
1

) (
2
2

)
(
3
0

) (
3
1

) (
3
2

) (
3
3

)
(
4
0

) (
4
1

) (
4
2

) (
4
3

) (
4
4

)
...

Binomická věta

(x + y)n =
n∑

k=0

(
n
k

)
xkyn−k =

=

(
n
0

)
x0yn +

(
n
1

)
x1yn−1 +

(
n
2

)
x2yn−2 + . . . +

(
n
n

)
xny0

(1 + 1)n = 2n =
n∑

k=0

(
n
k

)
. . . pǒcet v̌sech podmnǒzin n-prvkové mnǒziny

(
n
k

)
. . . pǒcetk-prvkových podmnǒzin n-prvkové mnǒziny
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Př ı́klad 1.1. Zjistěte,čemu je rovno
(

n
k

)
+

(
n

k+1

)
[(

n+1
k+1

)]

Př ı́klad 1.2. Zjistěte,čemu je rovno

a)
(
4
4

)
+

(
5
4

)
+

(
6
4

)
+

(
7
4

)
+

(
8
4

)

b)
(
2
2

)
+

(
3
2

)
+

(
4
2

)
+ . . . +

(
20
2

)

[(
9
5

)(
21
3

)]

Př ı́klad 1.3. Ově̌rte,že plat́ı vztah
n∑

k=0

(
a
k

)(
b

n−k

)
=

(
a+b
n

)
proa = 3, b = 4, n = 5.

[21]

Př ı́klad 1.4. Řěste ńasleduj́ıćı rovnice:

a)
(

x
x−2

)− (
x+1

x

)
= 4

b)
(

x+1
1

)3
+ 6

(
x+1

2

)− 6
(

x
3

)
= 9x2 − 25

[ a) x = 5, (x = −2 nevyh.), b) ?]

Př ı́klad 1.5. Sěctěte vybrańy řádek Pascalova trojúhelńıka.
[2n]

Př ı́klad 1.6. Ukažte,že plat́ı:

a)
(

n
0

)− (
n
1

)
+

(
n
2

)− (
n
3

)
+ . . . + (−1)n

(
n
n

)
= 0

b)
(

n
0

)
+ 2

(
n
1

)
+ 22

(
n
2

)
+ 23

(
n
3

)
+ . . . + 2n

(
n
n

)
= 3n

Př ı́klad 1.7. Zjistěte,

a) kolik přirozeńych p̌eticiferńych č́ısel lze utvǒrit z č́ıslic 1, 5, 6, 8, 9.

b) Dále zjisťete pǒcet p̌rirozeńych čtyřciferných č́ısel, kteŕa lze utvǒrit z č́ıslic
1, 5, 6, 8, 9, v přı́paďe, že sěćıslice nesm̌ej́ı opakovat a

c) také v p̌rı́paďe, že sěćıslice opakovat mohou.
[
a) 5!, b) 120, c) 54

]

Př ı́klad 1.8. Kolika způsoby lze rozesadit5 žen a5 mužů kolem kulat́eho stolu
tak, abyžádńe dv̌e osoby t́ehǒz pohlav́ı neseďely vedle sebe?

[2 · 5! · 5!]
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Př ı́klad 1.9. Kolik přirozeńych č́ısel meňśıch něz 5000 lze vytvǒrit z č́ıslic 0, 3,
4, 5, jestliže sězádńa č́ıslice neopakuje?

[42]

Př ı́klad 1.10. Vojenskou kolonu budou tvořit dva teŕenńı vozy UAZ, ťri auta Praga
V3S ačtyři Tatry 138. Kolika zp̊usoby lze kolonu sěradit, jestlǐze

a) stejńa vozidla maj́ı jet za sebou

b) stejńa vozidla maj́ı jet za sebou a p̌ritom teŕenńı vozy UAZ muśı být před
vozy Tatra 138

c) na pǒrad́ı vozidel nejsou kladeny̌zádńe podḿınky

[ a) 3!, b) 3, c) 1260]

Př ı́klad 1.11. P̌ri výrobě uřcité soǔcástky je ťreba prov́estčtyři operaceA, B, C,
D, pro kteŕe plat́ı následuj́ıćı podḿınky:

1. OperaceB nesḿı být prvńı a operaceA nesḿı být posledńı.

2. OperaciC muśıme prov́est ďrı́ve něz operaciD.

Kolik r ůzńych postup̊u existuje p̌ri výrobě t́eto soǔcástky?
[7]

Př ı́klad 1.12. Tři muži a dv̌e ženy hledaj́ı mı́sto. Ve m̌esťe jsou ťri závody, kde
berou jen mǔze, dva, kde berou jeňzeny a dva, kde berou muže i ženy. Kolika
způsoby se m̊uže p̌etice lid́ı rozḿıstit do ťechto źavod̊u?

[2000]

Př ı́klad 1.13. Je d́ano k předm̌etů, kteŕe se maj́ı rozḿıstit do n rozlišitelńych
přihrádek. Kolika zp̊usoby to lze prov́est, jsou-li p̌redm̌ety

a) rozlišitelńe,

b*) nerozlǐsitelńe.
[
a) nk, b)

(
n−1+k

k

)]

Př ı́klad 1.14. Je d́ano k předm̌etů, kteŕe se maj́ı rozḿıstit do n rozlišitelńych
přihrádek tak, aby v kǎzdé p̌rihrádce byl alespǒn jeden p̌redm̌et. Kolika zp̊usoby
to lze prov́est, jsou-li p̌redm̌ety nerozlǐsitelńe. [(

k−1
k−n

)]

11



Př ı́klad 1.15. Je d́ano k předm̌etů a n rozlišitelńych p̌rihrádek. Kolik existuje
způsob̊u rozḿısťeńı předm̌etů do p̌rihrádek, kdy̌z v p̌redem dańe p̌rihrádce ḿa b́yt
právě r předm̌etů, jsou-li p̌redm̌ety

a) rozlišitelńe,

b*) nerozlǐsitelńe.
[
a)

(
k
r

)
(n− 1)k−r, b)

(
n−2+k−r

k−r

)]

Př ı́klad 1.16. Kolika způsoby lze rozḿıstitk předm̌etů don rozlišitelńych p̌rihrádek,
má-li být právě m přihrádek pŕazdńych (0 ≤ m ≤ n), jsou-li p̌redm̌ety ne-
rozlišitelńe. [(

n
m

)(
k−1

k−n+m

)]

Př ı́klad 1.17. Je d́anon přihrádek. Do prvńı přihrádky ḿame uḿıstitk1 předm̌etů,
atd., ǎz don-té p̌rihrádkykn předm̌etů. P̌redm̌ety jsou rozlǐsitelńe a jejich celkov́y
počet jek = k1 + k2 + . . . + kn. Kolika způsoby lze rozḿısťeńı provést?[

k!
k1!k2!...kn!

]

Př ı́klad 1.18. * Existujı́ čtyři krevńı skupiny, kteŕe oznǎcujeme A, B, AB, 0.
Určete pǒcet v̌sech mǒznost́ı rozďeleńı deseti osob podle uvedených krevńıch sku-
pin.

[286]

Př ı́klad 1.19. * Kolika způsoby lze rozḿıstit do dev́ıti přihrádek sedm b́ılých a
dvě čerńe koule? [(

10
2

)(
15
7

)]

Př ı́klad 1.20. * Kolika způsoby si mohou 4 ďeti rozďelit 10 modŕych, 15červeńych
a 8 zeleńych kuliček, jestlǐze kǎzdé d́ıtě muśı dostat alespǒn 1 kuličku kǎzdého
druhu? [(

9
3

)(
14
3

)(
7
3

)]

Př ı́klad 1.21. * Ve výzkumńem ústavu pracuje 67 lid́ı. Z nich 47 ovĺad́a an-
gličtinu, 35 ňemčinu, 20 francoužstinu, 23 ňemčinu a anglǐctinu, 12 anglǐctinu
a francoužstinu, 11 ňemčinu a francoužstinu a 5 lid́ı všechny ťri jazyky. Kolik
pracovńıků ústavu neovĺad́a žádńy z těchto jazyk̊u?

[6]

Př ı́klad 1.22. * Do výtahu p̌etiposchod’ové budovy nastoupilo 8 osob. Kolika
způsoby se mohou rozḿıstit do jednotliv́ych poschod́ı, když v kǎzdém poschod́ı
vystouṕı alespǒn jedna osoba?

[126000]
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2. Pravděpodobnost

Klasická pravděpodobnost

P (A) =
m(A)

m(Ω)

P (
n⋃

i=1

Ai) =
n∑

i=1

P (Ai)−
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

P (Ai ∩ Aj) +
n−2∑
i=1

n−1∑
j=i+1

n∑

k=j+1

P (Ai ∩ Aj ∩ Ak)−

+ . . . + (−1)n−1P (A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An)

Geometrická pravděpodobnost

Q(B) =
mes(B)

mes(G)

Podḿıněná pravděpodobnost

P (A|H) =
P (A ∩H)

P (H)

P (
n⋂

i=1

Ai) = P (A1) ·P (A2|A1) ·P (A3|A1∩A2) · . . . ·P (An|A1∩A2∩ . . .∩An)

P (A) =
∑
i∈I

P (Hi) · P (A|Hi)

P (Hk|A) =
P (Hk) · P (A|Hk)∑

i∈I

P (Hi) · P (A|Hi)
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2.1 Klasická pravděpodobnost

Př ı́klad 2.1. P̌ri hodu 2 kostkami budeme sledovat součet ok na obou kostḱach. S
jakou pravďepodobnostı́ dostaneme součet

a) roven 6,

b) věťśı něz 7?

[ a) 0, 139; b) 0, 417.]

Př ı́klad 2.2. P̌ri hodu 3 kostkami budeme sledovat součet ok na v̌sech ťrech
kostḱach.

a) S jakou pravďepodobnostı́ dostaneme součet 8?

b) Který soǔcet je pravďepodobňejš́ı, 9 nebo 10?

[ a) 0, 097; b) 10.]

Př ı́klad 2.3. Paradox Chevaliera de Ḿeŕe. Ch. de Ḿeŕe pozoroval,̌ze p̌ri házeńı
třemi kostkami pad́a soǔcet11 časťeji něz soǔcet12, i když podle jeho ńazoru (ne-
spŕavńeho) maj́ı oba soǔcty stejnou pravďepodobnost. Stanovte pravděpodobnost
obou jev̊u.

[ a) 0.125, b) 0.1157.]

Př ı́klad 2.4. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze p̌ri hodu dv̌ema kostkami bude

a) soǔcin

b) soǔcet

ok sud́e č́ıslo.
[0.75; 0.5.]

Př ı́klad 2.5. Hod́ıme ťrikrát jednou minćı. Určete pravďepodobnost,̌ze

a) padne dvakŕat ĺıc a jednou rub,

b) padne ťrikrát ĺıc,

c) padne ťrikrát rub,

d) padne jednou lı́c a dvakŕat rub.
[
a) p = 3/23, b) p = 1/23, c) p = 1/23, d) p = 3/23.

]
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Př ı́klad 2.6. Hod́ıme p̌etkŕat minćı. Jaḱa je pravďepdobnost,̌ze ĺıc padne pŕavě
třikrát?

[0.3125.]

Př ı́klad 2.7. Hod́ıme n-krát minćı. Jaḱa je pravďepdobnost,̌ze ĺıc padne pŕavě
k-krát? [(

n
k

)
/2n.

]

Př ı́klad 2.8. Z úplné hry 32 karet vyt́ahneme dvakráte po sob̌e po jedńe karťe, p̌ri
čem̌z prvńı kartu nevraćıme zp̌et do hry. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze ob̌e vytǎzeńe
karty jsou esa?

[3/248.]

Př ı́klad 2.9. Z úplné hry karet vyt́ahneme 2-kŕat po sob̌e po jedńe karťe, p̌ri čem̌z
prvńı kartu vŕat́ıme zp̌et do hry. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze ob̌e vytǎzeńe karty
jsou t́eže barvy?

[1/4.]

Př ı́klad 2.10. Určete pravďepodobnost toho,̌ze lze sestrojit troj́uhelńık ze ťrech
úsěcek, kteŕe ńahodňe vybereme

a) ze 4úsěcek o d́elkách 4, 6, 8 a 10,

b) z 5 úsěcek o d́elkách 5, 8, 10, 13 a 15.

[ a) 3/4; b) 7/10.]

Př ı́klad 2.11. Čı́sla1, 2, . . . , n jsou ńahodňe uspǒrád́ana. Uřcete pravďepodobnost
toho, že č́ısla a) 1 a 2, b) 1, 2 a 3 jsou uspořád́ana hned vedle sebe v uvedeném
pǒrádku. [

a) n−1, b) 1/(n(n− 1)).
]

Př ı́klad 2.12. HráčA hážešesti hraćımi kostkami a vyhraje, pokud padne alespoň
jedna jednǐcka. Hŕač B háže dvańacti hraćımi kostkami a vyhŕavá, pokud padnou
alespǒn dvě jednǐcky. Kdo ḿa věťśı pravďepodobnost v́yhry?

Př ı́klad 2.13. Najděte pravďepodobnost toho,̌ze mezik náhodňe vybrańymi č́ıs-
licemi nebudoǔzádńe dv̌e stejńe. [

pk = 10!
(10−k)!10−k.

]

Př ı́klad 2.14. Ve výtahu, kteŕy zastavuje vn poschod́ıch,n ≥ k, je na zǎcátkuk
osob. Jaḱa je pravďepodobnostp toho,žežádńe dv̌e osoby nevystoupı́ ve stejńem
poschod́ı, když p̌redpokĺad́ame,že osoba volı́ poschod́ı, v němž vystouṕı náhodňe
a neźavisle na ostatńıch osob́ach. [

p = n−kn!/(n− k)!.
]

15



Př ı́klad 2.15. Háźımen hraćıch kostek. Uřcete pravďepodobnost toho,̌ze padne
n1 jednǐcek,. . ., n6 šestek,n1 + n2 + . . . + n6 = n.

[p = n!/(n1!n2! . . . n6! · 6n).]

Př ı́klad 2.16. Určete pravďepodobnost toho,̌ze ve v́yběru s opakov́ańım mezi
třemi ńahodňe vybrańymi č́ıslicemi

a) všechny 3̌ćıslice budou shodńe,

b) právě 2č́ıslice budou shodńe,

c) žádńe 2č́ıslice nebudou shodné.

Řěste podobnoúulohu pro v́yběr čtyř cifer.
[ a) p1 = 0, 01, p2 = 0, 27, p3 = 0, 72, b) p1 = 0, 001, p2 = 0, 063, p3 = 0, 432,

p4 = 0, 504.]

Př ı́klad 2.17. V osud́ı je a kouĺı bı́lých ab kouĺı čerńych. Vytáhneme dvakŕat po
sob̌e vždy po jedńe kouli, p̌ričem̌z prvńı kouli nevŕat́ıme zp̌et. Uřcete pravďepo-
dobnost,̌ze

a) obě vytǎzeńe koule jsou b́ılé,

b) prvńı koule je b́ılá a druh́a čerńa,

c) prvńı koule ječerńa a druh́a b́ılá,

d) jedna koule buděcerńa a druh́a b́ıla, p̌ričem̌z neźalěźı na jejich pǒrad́ı,

e) druh́a vytǎzeńa koule je b́ılá.

[
a) p = a(a−1)

(a+b)(a+b−1) , b) p = ab
(a+b)(a+b−1) , c) p = ab

(a+b)(a+b−1) , d) p = 2ab
(a+b)(a+b−1) ,

e) p = a(a+b−1)
(a+b)(a+b−1) = a

(a+b) .
]

Př ı́klad 2.18. V osud́ı jsou 3 koule b́ılé a 5 kouĺı čerńych. Vytáhneme dvakráte po
sob̌e vždy po jedńe kouli a prvńı kouli nevŕat́ıme zp̌et. Jaḱa je pravďepodobnost,
že druh́a vytǎzeńa koule je b́ılá?

[3/8.]

Př ı́klad 2.19. V osud́ı je a kouĺı bı́lých ab kouĺı čerńych. Vytáhnemek-krát po
sob̌e vždy po jedńe kouli, p̌ričem̌z po žádńem tahu kouli nevŕat́ıme zp̌et. Uřcete
pravďepodobnost,̌ze posledńı vytažeńa koule je b́ılá.[

p = a(a+b−1)(a+b−2)...(a+b−k+1)
(a+b)(a+b−1)(a+b−2)...(a+b−k+1) = a

(a+b) .
]
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Př ı́klad 2.20. Narozeninyk lidı́ představuj́ı výběr s opakov́ańım rozsahuk ze sou-
boru v̌sech dn̊u v roce. Roky nemajı́ stejnou d́elku, a v́ıme, že porodnost b̌ehem
roku nez̊ust́avá st́alá. Nicḿeňe v prvńım p̌riblı́žeńı je mǒzné p̌redpokĺadat, že
v roce je 365 dn̊u a uvǎzovat ńahodńy výběr lidı́ mı́sto ńahodńeho v́yběru dn̊u
narozenin. P̌ri těchto p̌redpokladech určete pravďepodobnost toho,̌ze v̌sechk dnů
narozenin je v r̊uzńych dnech. [

p = 365−k365!/(365− k)!.
]

Př ı́klad 2.21. P̌redpokĺadejme,̌ze se 3 lid́e setkali zcela ńahodňe. Uřcete pravďe-
podobnost,̌ze

a) nemaj́ı narozeniny spolěcně v 1 den (kǎzdý má narozeniny v jińy den v
roce),

b) alespǒn 2 osoby z ťechto 3 maj́ı narozeniny spolěcně v 1 den,

c) právě 2 osoby z ťechto 3 maj́ı narozeniny spolěcně v 1 den.

Pozn.: p̌restupńy rok neuvǎzujte. [
a) 0, 9918; b) 0, 0082; c) 8, 197 · 10−3.

]

Př ı́klad 2.22. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze p̌ri soǔcasńem hodušesti kostkami
padne

a) na kǎzdé kostce jińe č́ıslo,

b) saḿe jednǐcky,

c) právě p̌et jednǐcek,

d) právě čtyři jedničky,

e) alespǒn čtyři jedničky,

f) saḿa lichá č́ısla,

g) všechnǎćısla stejńa,

h) právěk jednǐcek.

[
a) 6!

66 , b) 1
66 , c) 5

65 , d) 375
66 , e) 406

66 , f) 1
26 , g) 1

65 , h)
(
6
k

)
56−k.

]

Př ı́klad 2.23. Ve skupiňe student̊u je 7 mužů a4 ženy. Jaḱa je pravďepodobnost,
že v sestaveńemšestǐclenńem volejbalov́em t́ymu budou alespǒn dvě ženy?

[0.803.]
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Př ı́klad 2.24. Peṕık dostal śaček s deseti bonony, z nichž bylo p̌et ovocńych a p̌et
mentolov́ych. Ze śačku ńahodňe vybralšest bonbon̊u, kteŕe rozďelil kamaŕad̊um.
Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze mezi nimi byly dva mentolov́e? [

5
21 .

]

Př ı́klad 2.25. V urně je 6červeńych, 3 modŕe a 3 b́ılé koule. Vyt́ahneme 4 koule.
Určete pravďepodobnost,̌ze

a) všechny 4 koule budoǔcerveńe,

b) 3 koule budoǔcerveńe a 1 modŕa,

c) 2 koule budoǔcerveńe, 1 modŕa a 1 b́ılá.

[ a) 0, 030; b) 0, 121; c) 0, 273.]

Př ı́klad 2.26. Z 52 hraćıch karet ńahodňe vybereme 13 karet. Stanovte pravděpo-
dobnost,̌ze mezi ťemito kartami bude 5♠, 4♣, 3♦ a 1♥.[(

13
5

)(
13
4

)(
13
3

)(
13
1

)
/
(
52
13

)
.
]

Př ı́klad 2.27. P̌ri bridži obdřźı hráč 13, p̌ri pokru 5 z 52 hraćıch karet. Uřcete
pravďepodobnost toho,̌ze hŕač a) briďze b) pokru dostane karty růzńych hodnot
(barvy karet se mohou shodovat).[

a) 413/
(
52
13

) .= 0, 0001057, b) 45
(
13
5

)
/
(
52
5

) .= 0, 5071.
]

Př ı́klad 2.28. V osud́ı je a kouĺı bı́lých ab kouĺı čerńych. Jedńım tahem vyt́ah-
neme(α + β) kouĺı. Určete pravďepodobnost,̌ze vyt́ahneme pŕavě α bı́lých aβ
čerńych kouĺı. [

p =
(

a
α

)(
b
β

)/(
a+b
α+β

)
.
]

Př ı́klad 2.29. V osud́ı je n l ı́stků oč́ıslovańych č́ısly 1, 2, . . . , n. Vytáhneme na-
jednoum l ı́stků. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze mezi vytǎzeńymi lı́stky budek l ı́stků
oznǎceno p̌redem dańymi č́ısly? [

p =
(
k
k

)(
n−k
m−k

)/(
n
m

)
.
]

Př ı́klad 2.30. Úplná sada 32 karet je rozdána mezi 4 hŕače. Jaḱa je pravďepodobnost,
že jeden uřcitý hráč má

a) všechna 4 esa,

b) 2 esa a 1 kŕale,

c) 3 zeleńe a 2červeńe karty?

[ a) 0, 002; b) 0, 097; c) 0, 083.]
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Př ı́klad 2.31. Pokud se naǔćıte ke zkoǔsce z 50 ot́azek pouze 25, jakou ḿate
pravďepodobnost,̌ze ze ťrı́ vytažeńych ot́azek budete zńat

a) všechny 3,

b) právě 2?

[ a) 0, 117; b) 0, 383.]

Př ı́klad 2.32. V tombole na plesu bylo prodáno 960 los̊u a je p̌ripraveno 20
věcńych cen. Pokud jste zakoupili 5 losů, s jakou pravďepodobnostı́ vyhrajete

a) 1 cenu,

b) alespǒn 1 cenu?

c) Vysvětlete, prǒc je pravďebodobnost pod a) menš́ı něz pod b).

[ a) 0, 096; b) 0, 100.]

Př ı́klad 2.33. Ve Sportce se z osudı́ obsahuj́ıćıho 49 č́ısel losuje bez vracenı́ 6
č́ısel. Śazej́ıćı oznǎćı na śazence 6̌ćısel. Jaḱa je pravďepodobnost

a) výhry v 1. pǒrad́ı (uhádnut́ı všech 6 vylosovańych č́ısel),

b) výhry v 5. pǒrad́ı (uhádnut́ı 3 vylosovańych č́ısel),

c) že śazej́ıćı neuh́adnežádńe vylosovańe č́ıslo?

[
a) 7, 151 · 10−8; b) 1, 765 · 10−2; c) 0, 436.

]

Př ı́klad 2.34. V dodávce 100 kus̊u stolńıch ventiĺator̊u je 5 vadńych. Ke kont-
role t́eto dod́avky vybereme ńahodňe 4 kusy. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze mezi
kontrolovańymi ventilátory

a) nebudězádńy vadńy,

b) bude 1 vadńy,

c) bude alespǒn 1 vadńy?

[ a) 0, 812; b) 0, 176; c) 0, 188.]

Př ı́klad 2.35. Bedna obsahuje 90 dobrých a 10 vadńych soǔcástek. Uřcete prav-
děpodobnost toho,̌ze mezi 10 vybrańymi soǔcástkami neńı žádńa vadńa.[

90!
80!

/
100!
90!

.= 0, 330476.
]
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Př ı́klad 2.36. (Odhad velikosti populace) Předpokĺadejme,̌ze z rybńıku bylo vy-
loveno tiśıc ryb, kteŕe byly ńasledňe oznǎceny barvou a vypǔsťeny zp̌et. P̌ri dalš́ım
odlovu tiśıce ryb se uḱazalo, že sto z nich bylo oznǎceńych. Z pozorovańeho
výsledku odhadňete nejpravďepodobňejš́ı velikost populace ryb v rybnı́ku.

[ Oznǎcmen nezńamý počet ryb
v rybńıku. Ze zad́ańı je žrejmé, žen ≥ 1900. Pravďepodobnost,̌ze v druh́em v́ylovu bylo
100 oznǎceńych ryb jep100(n) =

(
1000
100

)(
n−1000

900

)
/
(

n
1000

)
. Nejpravďepodobňejš́ı počet ryb

v rybńıku zjist́ıme maximalizaćı pravďepodobnostip100(n). Hled́ame nejv̌eťśı n pro kteŕe
poměr p100(n)/p100(n − 1) = (n − 1000)2n−1(n − 1900)−1 ≥ 1. Tedy sledovańy jev
má nejv̌eťśı pravďepodobnost pron = 10000.]

Př ı́klad 2.37. Technicḱa kontrola prov̌ěruje výrobky ze sady skládaj́ıćı se zm
výrobků prvńıho druhu an výrobků druh́eho druhu. Zkoǔska prvńıch b výrobků
(b < n) náhodňe vybrańych ze sady uḱazala,že v̌sechny byly druh́eho druhu.
Určete pravďepodobnost toho,̌ze mezi daľśımi dvěma v́yrobky vybrańymi z dosud
neprov̌ěreńych nejv́yše jeden v́yrobek bude druh́eho druhu.[
1− (

m
2

)
/
(
m+n−b

2

)
. Oděćıtańy výraz je pravďepodobnostı́, že oba v́yrobky jsou prvńıho

druhu.
]

Př ı́klad 2.38. Hod́ımen-krát po sob̌e jednou hraćı kostkou. Jaḱa je pravďepodob-
nost,že alespǒn v jednom hodu padne

”
šestka”? [

p = 1− (
5
6

)n
.
]

Př ı́klad 2.39. Háźıme n-kŕat po sob̌e dv̌ema kostkami. Jaḱa je pravďepodobnost,
že alespǒn p̌ri jednom hodu padne součet 12? [

p = 1− (
35
36

)n
.
]

Př ı́klad 2.40. Kolikr át muśıme h́azet hraćı kostkou, aby prvńı padnut́ı
”
šestky”

mělo pravďepodobnost a) v̌eťśı něz 0,5 b) v̌eťśı něz 0,8 c) v̌eťśı něz 0,9?[
a) 1− (

5
6

)n
> 0.5, n ≥ 4, b) n ≥ 9, c) n ≥ 13.

]

Př ı́klad 2.41. Kolikr át muśıme h́azet dv̌ema hraćımi kostkami, abychom s prav-
děpodobnostı́ věťśı něz 1/2 ǒceḱavali, že aspǒn jednou padne součet ok rovńy 12?[

1− (
35
36

)n ≥ 0.5, n ≥ 25.
]

Př ı́klad 2.42. Kolika způsoby m̊užeměctyřem ďetem rozdat 10 r̊uzńych duhov́ych
kuliček tak, aby Jirka dostal právě 3 kulǐcky? [(

10
3

)
4−10(3)7.

]

Př ı́klad 2.43. Uvažujme rozḿısťeńı k kouĺı do n osud́ı. Určete pravďepodobnost
toho,že p̌redem vybrańe osud́ı obsahuje pŕavě r kouĺı. [(

k
r

)
n−k(n− 1)k−r.

]
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Př ı́klad 2.44. P̌ri bridži je všech 52 hraćıch karet rozďelenočtyřem hŕačům. Sta-
novte pravďepodobnost,̌ze kǎzdý hráč dostane jedno eso.[

4! 48!
(12!)4

/
52!

(13!)4
= 0, 105.

]

Př ı́klad 2.45. Skupina se sklád́a z 5 mǔzů a 10žen. Uřcete pravďepodobnost toho,
že p̌ri jejich náhodńem rozďeleńı do 5 skupin po ťrech lidech bude v kǎzdé skupiňe
muž.

[ P̌ri rozdělováńı 15 lid́ı do 5 trojic je mǒzno
prvńı trojici vybrat

(
15
3

)
způsoby, druhou

(
12
3

)
, atd... Tedy v̌sech uskupenı́ do 5 trojic je(

15
3

)(
12
3

)(
9
3

)(
6
3

)(
3
3

)
= 15!/(3!)5. Podobnoúuvahou zjist́ıme,že existuje

(
10
2

)(
8
2

)(
6
2

)(
4
2

)(
2
2

)
seskupeńı 10 žen do 5 dvojic, p̌ričem̌z ke kǎzdému seskupenı́ je mǒzno p̌ridat libovolnou
z permutaćı 5 mǔzů, tj. p = 10!5!(3!)5/(2515!) = 81/1001.

]

Př ı́klad 2.46. Devět cestuj́ıćıch ńahodňe nastouṕı do ťrı́ vaǵonů. Kǎzdý cestuj́ıćı
zvoĺı vaǵon ńahodňe a neźavisle na ostatńıch cestuj́ıćıch. Jaḱa je pravďepodobnost
toho,že

a) v každém vaǵoně sed́ı 3 cestuj́ıćı,

b) v jednom vaǵoně sed́ı 4, v druh́em 3 a ve ťret́ım 2 cestuj́ıćı?
[
a) p = 9!

(3!)339 , b) 9!
4!3!2!39 .

]

Př ı́klad 2.47. Čtyři studenti si na st̊ul položili čtyři sklenice s v́ınem. Po chv́ıli se
ke stolu vŕatili a sklenice si vzali ńahodňe. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze alespǒn
jeden z nich si vzal svoji sklenici?

[0.625.]

Př ı́klad 2.48. V osud́ı je r kouĺı oč́ıslovańych č́ısly 1, 2, . . . , r. Táhnemen-krát
po sob̌e po jedńe kouli, p̌ričem̌z kǎzdou vytǎzenou kouli vraćıme zp̌et. Jaḱa je
pravďepodobnost,̌ze soǔcet č́ısel, jimiž jsou vytǎzeńe koule ǒćıslovány, je roven
č́ıslu s? (n ≤ s ≤ nr) [Spǒctěte koeficient u mocninyxs v polynomu(x + x2 +
. . . + xr)n] [

p = 1
rn

∑k
i=0

(
n
i

)(
s−ir−1

n−1

)
(−1)i, kdek = [ s−n

r ].
]

Př ı́klad 2.49. V osud́ı je n kouĺı oč́ıslovańych č́ısly 1, 2, . . . , n. Vytáhnemen-
krát po sob̌e po jedńe kouli, p̌ričem̌z vytǎzeńe koule nevraćıme zp̌et. Osud́ı tedy
vyprázdńıme.Řekneme,̌ze pro kouli šćıslemi nastane setḱańı, pokud ji vyt́ahne-
me pŕavě v i-tém tahu. Uřcete pravďepodobnost,̌ze

a) pro kouli sč́ıslemi nenastane setkáńı,

b) ani pro kouli sč́ıslei ani pro kouli sč́ıslemk nenastane setkáńı, i 6= k.
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[
a) p = n!−(n−1)!

n! = 1− 1
n , b) p = n!−2(n−1)!+(n−2)!

n! = 1− 2
n + 1

n(n−1) .
]

Př ı́klad 2.50. Z baĺıčku 52 karet ńahodňe vybereme 6 karet. Určete pravďepo-
dobnost toho,̌ze mezi ťemito kartami budou źastupci v̌sechčtyřech barev.

[ Pravďepodobnost,̌ze mezi 6 kartami nejsou ani jednou♠, je rovna
(
39
6

)
/
(
52
6

)
. To

je pravďepodobnost nepřı́tomnosti karet jedńe libovolńe barvy. Tedy pravďepodobnost,
že mezi 6 kartami nenı́ nějaḱa barva, je rovna4

(
39
6

)
/
(
52
6

)
. Pravďepodobnost,̌ze nejsou

zastoupeny dv̌e dańe barvy, je
(
26
6

)
/
(
52
6

)
, že nejsou zastoupeny tři dańe barvy je

(
13
6

)
/
(
52
6

)
.

Celkemp = 1− 4
(
39
6

)
/
(
52
6

)
+ 6

(
26
6

)
/
(
52
6

)− 4
(
13
6

)
/
(
52
6

)
.
]

2.2 Geometricḱa pravděpodobnost

Př ı́klad 2.51. Hodiny, kteŕe je ťreba natahovat, se zastavily. Jaká je pravďepodobnost,
že se velḱa rǔcička

a) zastavila mezǐsestkou a osmičkou

b) nezastavila mezi trojkou a pětkou

c) zastavila p̌resňe na dvańacti

[ a) 1/6, b) 5/6, c) 0.]

Př ı́klad 2.52. Proti śıti se čtvercov́ymi oky o straňe 8 cm je kolmo hozen ḿıček
o průměru5 cm. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze ḿıček prolet́ı śıtı́?

[0.141.]

Př ı́klad 2.53. V obdélńıku o rozm̌erech 10 x 15 je zakreslena kružnice o polom̌eru
4 ačtverec o straňe 4. V obd́elńıku zvoĺıme ńahodňe bod N. Uřcete pravďepodobnost
toho,že tento bod

a) lež́ı uvniťr kružnice,

b) nelěźı uvniťr čtverce.

[ a) 0, 335, b) 0, 893.]

Př ı́klad 2.54. Výskyt ńahodńych č́ısel lze simulovat na pǒćıtač́ıch pomoćı tzv.
geneŕatoru pseudońahodńych č́ısel (jedńa se o um̌elou tvorbu ńahodńych č́ısel).
P̌redpokĺadejme,̌ze nech́ame vygenerovat pseudonáhodńa č́ısla rovnom̌erňe roz-
ložeńa do intervalu (0;1); v́yskyt kǎzdého č́ısla z tohoto intervalu je tedy stejně
možný. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze posledńı č́ıslo z 50 vygenerovańych č́ısel

a) bude z intervalu (0,3; 0,5),
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b) bude v̌eťśı něz 0,7?

[ a) 0, 2, b) 0, 3.]

Př ı́klad 2.55. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze soǔcet dvou ńahodňe zvoleńych klad-
ných č́ısel, z nicȟz žádńe neńı věťśı něz jedna, bude nejv́yše roven jedńe a jejich
soǔcin nebude v̌eťśı něz 2

9
?[

Ω = {[x, y]| 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}, A = {[x, y]| [x, y] ∈ Ω, x + y ≤ 1, xy ≤ 2
9},

p
.= 0, 487.]

Př ı́klad 2.56. V kruhu o polom̌eru r se v dańem sm̌eru vedou ťetivy. Všechny
průsěćıky tětiv s pr̊uměrem kolḿym k dańemu sm̌eru jsou stejňe mǒzné. Jaḱa je
pravďepodobnost,̌ze d́elka ńahodňe zvoleńe ťetivy je nejv́yšer?[

p = 1− 1
2

√
3 .= 0, 134.

]

Př ı́klad 2.57. Mezi dvěma stanovišťemi, vzd́aleńymi od sebe600 metr̊u, je natǎzeńy
telefonńı kabel. Uřcete pravďepodobnost,̌ze bod, ve kteŕem dǒslo k p̌rerǔseńı ka-
belu, bude od prvńıho stanovǐsťe vzd́alen

a) vı́ce něz 75 metr̊u

b) nejvýše100 metr̊u

[ a) 0.875, b) 0.167.]

Př ı́klad 2.58. Nákladńı auto voźı několikrát denňe cement z cementárny na 20km
vzdáleńe stavenǐsťe. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze v p̌rı́paďe poruchy z̊ustane auto
st́at

a) nejd́ale4 km od cement́arny nebo stavenišťe

b) vı́ce něz 8 km od cement́arny nebo stavenišťe

[ a) 0.4, b) 0.2.]

Př ı́klad 2.59. Na úsěcce o d́elcel se ńahodňe uḿıst́ı dva body tak,̌ze seúsěcka
rozďeĺı na ťri části. Uřcete pravďepodobnost toho,̌ze z ťrı́ vzniklých úsěcek lze
sestavit troj́uhelńık.

[Oznǎcmex, y délky dvouúsěcek.Ω = {[x, y]| 0 ≤ x + y ≤ l},
A = {[x, y]| [x, y] ∈ Ω, x ≤ l/2, y ≤ l/2, x + y ≥ l/2}, p = 0, 25.]

Př ı́klad 2.60. Jaḱa je pravďepodobnost toho,̌ze z ťrı́ náhodňe zvoleńych úsěcek,
dlouh́ych nejv́yšel, bude mǒzno sestrojit troj́uhelńık?

[Oznǎcmex, y, z délky úsěcek.Ω = {[x, y, z]| 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ y ≤ l, 0 ≤ z ≤ l},
A = {[x, y, z]| [x, y, z] ∈ Ω, x + y ≥ z, x + z ≥ y, y + z ≥ x}, p = 0, 5.]
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Př ı́klad 2.61. Dva parńıky muśı přirazit k témǔz p̌rı́stavǐsti. P̌rı́jezdy obou parńıků
jsou neźavisĺe a stejňe mǒzné b̌ehem ceĺeho dne. Uřcete pravďepodobnost toho,
že jeden z parńıků bude museťcekat na uvolňeńı přı́stavǐsťe, jestlǐze prvńı parńık
stoj́ı v přı́stavǐsti jednu hodinu a druh́y dvě hodiny.

[Oznǎcmex, y doby p̌rı́jezdu parńıků. Ω = {[x, y]| 0 ≤ x ≤ 24, 0 ≤ y ≤ 24},
A = {[x, y]| [x, y] ∈ Ω, y − x ≤ 1, x− y ≤ 2}. p = 0, 121.]

Př ı́klad 2.62. Na železnǐcńı trati se prov́ad́ı opravy, taǩze vlaky m̊užou jezdit
pouze po jedńe koleji. Dva vlaky jedoućı v opǎcném sm̌eru, mohou t́ımto úsekem
projet v pr̊uběhu ťriceti minut v kteroukoli dobu se stejnou pravděpodobnostı́.
Určete pravďepodobnost,̌ze jeden vlak nebude musetčekat na druh́y, poťrebuje-li
prvńı vlak na projet́ı ceĺehoúseku p̌et minut a druh́y vlak ťri minuty.

[0.752.]

Př ı́klad 2.63. Dvě osoby se dohodly,že se setkajı́ na stanoveńem ḿısťe mezi 17. a
18. hodinou. Ten, kdo přijde jako prvńı, pǒcká na toho druh́eho 15 minut a potom
odejde. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze se setkajı́, je-li přı́chod obou v libovolńem
okam̌ziku dohodnut́eho intervalu stejňe mǒzný?

[7/16.]

Př ı́klad 2.64. Dvě osoby majı́ stejnou pravďepodobnost,̌ze p̌rijdou neźavisle na
sob̌e na dohodnuté ḿısto v libovolńem okam̌ziku časov́eho intervaluT . Jaḱa je
pravďepodobnost,̌ze jedeňclověk buděcekat na druh́eho nejv́yše po dobut?[

1− (T−t
T )2.

]

Př ı́klad 2.65. Na zast́avku p̌rij ı́žd́ı autobus linky A kǎzdých 15 min. a autobus
linky B každých 20 min. Uřcete pravďepodobnost,̌ze od okam̌ziku, kdy cestuj́ıćı
přijde na tuto zast́avku, p̌rijede

a) autobus A ďrı́ve něz autobus B,

b) autobus A nebo autobus B do 5 minut.

[ a) 5/8, b) 1/2.]

Př ı́klad 2.66. (Buffonovaúloha) V roviňe jsou naŕysov́any rovnob̌ežky, jejicȟz
vzdálenost jeL. Určete pravďepodobnost,̌ze ńahodňe vřzeńa jehla d́elky l (l < L)
protne kteroukoliv p̌rı́mku.

[Oznǎcmex vzdálenost jehly od nejbližš́ı přı́mky,
ϕ úhel, kteŕy sv́ırá jehla s touto p̌rı́mkou.Ω = {[x, ϕ]| 0 ≤ x ≤ L/2, 0 ≤ ϕ ≤ π},
A = {[x, ϕ]| [x, ϕ] ∈ Ω, x ≤ (l/2) sinϕ}, p = 2l

Lπ .
]
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2.3 Podḿıněná pravděpodobnost

Př ı́klad 2.67. Hod́ıme dv̌emi hraćımi kostkami. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze padla
alespǒn jednašestka, kdy̌z v́ıme,že soǔcet ok padĺych na 1. a 2. kostce je 8?

[2/5]

Př ı́klad 2.68. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze p̌ri hodu dv̌ema kostkami padly dv̌e
pětky, je-li zńamo,že soǔcet ok je ďelitelný pěti?

[1/7]

Př ı́klad 2.69. Z osud́ı, ve kteŕem jem bı́lých an čerńych kouĺı, vytáhneme po-
stupňe bez vraceńı dvě koule. Zjistili jsme,že prvńı vytažeńa koule je b́ılá. Jaḱa
je pravďepodobnost,̌ze druh́a vytǎzeńa koule bude taḱe b́ılá? [

m−1
m+n−1

]

Př ı́klad 2.70. Zjistili jsme, že p̌ri hodu deseti hraćımi kostkami padla aspoň jedna
jednǐcka. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze padly 2 anebo vı́ce jednǐcek?[

610−3·510

610−510

.= 0, 615
]

Př ı́klad 2.71. Dokǎzte,že jsou-liA aB neslǔcitelné jevy aP(A ∪B) 6= 0, pak

P(A|A ∪B) =
P(A)

P(A) + P(B)
.

Př ı́klad 2.72. Necht’ P(A|B) = 0, 7, P(A|B) = 0, 3, P(B|A) = 0, 6. Vypočtěte
P(A).

[21/46]

Př ı́klad 2.73. Firma odeb́ırá stejńe výrobky od dvou dodavatelů. Od prvńıho do-
davatele odeb́ırá měśıčně 8000 výrobků, ze kteŕych je10% vadńych. Od druh́eho
dodavatele odebı́rá měśıčně 2000 výrobků, ze kteŕych je 5% vadńych. Jaḱa je
pravďepodobnost,̌ze ńahodňe vybrańy výrobek z m̌eśıčńı dod́avky je vadńy a
poch́aźı

a) od prvńıho dodavatele,

b) od druh́eho dodavetele.

[ a) 0.08, b) 0.01]

Př ı́klad 2.74. Ze sedmi v́yrobků jsou ťri vadńe. Náhodňe vybereme dva v́yrobky.
Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze jsou

a) oba kvalitńı,

b) právě jeden vadńy,
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c) oba vadńe?

[ a) 2/7, b) 4/7, c) 1/7]

Př ı́klad 2.75. V osud́ı je deset koulı́ oč́ıslovańych č́ısly 0, 1, . . . , 9. Náhodňe vy-
bereme jednu kouli, poznamenáme jej́ı č́ıslo a kouli nevŕat́ıme zp̌et. Stejńym
způsobem vybereme i druhou a třet́ı kouli. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze dosta-
nemeč́ıslo253?

[1/720]

Př ı́klad 2.76. Z osud́ı, ve kteŕem je 6 b́ılých a 4čerńe koule, vybereme třikrát
bez vraceńı po jedńe kouli. Oznǎcme A1 jev:

”
1. vybrańa koule ječerńa”, A2

jev:
”
2. vybrańa koule je b́ılá”, A3 jev:

”
3. vybrańa koule ječerńa”. Vypočtěte

pravďepodobnost společného nastoupenı́ jevů A1, A2, A3.
[0.1]

Př ı́klad 2.77. Z karetńı hry o 32 kart́ach vytahujeme postupně 6 kŕat po sob̌e
bez vraceńı po jedńe karťe. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze deśıtka bude tǎzena ǎz v
posledńım tahu?

[0.0723]

Př ı́klad 2.78. Ke kulat́emu stolu, kde je2n mı́st, si ńahodňe posed́a n mužů an
žen. Jaḱa je pravďepodobnost,̌zežádńe dv̌e osoby stejńeho pohlav́ı nebudou seďet
vedle sebe? [

2(n!)2

(2n)!

]

Př ı́klad 2.79. V krabici jen levých an prav́ych rukavic stejńeho druhu. Postupně
vyb́ıráme v̌zdy dv̌e rukavice a nevracı́me je zp̌et. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze ve
všech takto vytǎzeńych ṕarech bude lev́a i prav́a rukavice? [

2n(n!)2

(2n)!

]

Př ı́klad 2.80. Jsou d́ana ťri osud́ı, pravďepodobnost volby kǎzdého osud́ı je stejńa.
Prvńı osud́ı obsahuje 1 b́ılou, 2 modŕe a 3červeńe koule. Druh́e osud́ı obsahuje
2 b́ılé koule, 1 modrou a 1̌cervenou koulı́. Třet́ı osud́ı obsahuje 4 b́ılé koule, 3
modŕe kouĺı a 3 červeńe. Náhodňe zvoĺıme jedno osud́ı a vyt́ahneme z ňej dvě
koule a zjist́ıme,že jedna z ťechto vytǎzeńych kouĺı je b́ıla a druh́a červeńa. Jaḱa
je pravďepodobnost,̌ze tyto koule poch́azej́ı

a) z prvńıho osud́ı,

b) z druh́eho osud́ı,

c) ze ťret́ıho osud́ı?

[ a) 1/4, b) 5/12, c) 1/3]
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Př ı́klad 2.81. Z osud́ı, kteŕe obsahujem b́ılých (m > 3) a n čerńych kouĺı, se
ztratila jedna koule. Proto, abychom určili obsah osud́ı, vybereme z osudı́ dvě
koule. Zjistili jsme,že jsou b́ılé. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze ztraceńa koule je
b́ılá? [

m−2
m+n−2

]

Př ı́klad 2.82. Z osud́ı, kteŕe obsahuje 3 b́ılé a 2čerńe koule, byly naŕaz vybŕany
dvě koule. Ty byly vlǒzeny do druh́eho osud́ı, kteŕe p̌redt́ım obsahovalo 4 b́ılé
a 4čerńe koule. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze po tomto p̌reḿısťeńı bude z druh́eho
osud́ı vytažena b́ılá koule?

[0.52]

Př ı́klad 2.83. Osud́ı obsahujen kouĺı. Všechny mǒzné pǒcty b́ılých kouĺı v osud́ı
jsou stejňe pravďepodobńe. Zjistili jsme,že koule ńahodňe vybrańa z osud́ı je b́ılá.
Stanovte pravďepodobnost v̌sech mǒzných p̊uvodńıch pǒctů b́ılých kouĺı v osud́ı.
Jaḱy je nejpravďepodobňejš́ı původńı počet b́ılých kouĺı v osud́ı?[

P(Hi) = 1
n+1 ,P(Hi|B) = 2i

n(n+1) , nejpravďepodobňejš́ı je n kouĺı v osud́ı
]

Př ı́klad 2.84. Osud́ı obsahuje celkem 10 koulı́, z nicȟz někteŕe jsou b́ılé a ňekteŕe
čerńe. Pǒcet b́ılých kouĺı a čerńych kouĺı však neńı přesňe zńam. V́ıme jenom,̌ze
osud́ı bylo naplňeno t́ımto zp̊usobem: 10-kŕat po sob̌e bylo hozeno jednou mincı́
a pokud padl rub, byla do osudı́ vložena b́ılá koule, pokud padl lı́c, byla do osud́ı
vloženačerńa koule. Z takto naplňeńeho osud́ı bylo vytǎzenom-krát po sob̌e po
jedńe kouli, p̌ričem̌z po kǎzdém tahu byla vytǎzeńa koule vŕacena zp̌et do osud́ı.
Po provedeńı těchtom tah̊u bylo zjišťeno,že v̌sechm kouĺı bylo b́ılých. Stanovte
pravďepodobnost,̌ze

a) dańe osud́ı obsahovalo pouze bı́lé koule, tj. 10 b́ılých ažádńe čerńe koule.

b) dańe osud́ı obsahovalo jednu bı́lou a dev̌et čerńych kouĺı.
[

a) P(H10|A) = 10m∑10
i=1 (10

i )im
, b) P(H1|A) = 10∑10

i=1 (10
i )im

]

Př ı́klad 2.85. Pojištovaćı spolěcnost rozlǐsuje p̌ri pojišt’ováńı tři skupiny řidičů -
A, B, C. Pravďepodobnost toho,̌zeřidič paťrı́ćı do skupiny A bude ḿıt během roku
nehodu, je 0.02, zatı́mco uřidiče ze skupiny B je to 0.07 a uřidiče ze skupiny C je
to 0.11. Z dlouhodob́eho sledov́ańı spolěcnost odhadla,̌ze 50% pojistńych smluv
je uzav̌reno sřidiči ze skupiny A, 30% šridiči ze skupiny B a 20% šridiči ze
skupiny C. Jaḱa je pravďepodobnost,̌zeřidič, kteŕy měl nehodu, patřı́ do skupiny
a) A, b) B, c) C?

[ a) 1/53, b) 21/53, c) 22/53]
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Př ı́klad 2.86. Jsou d́ana ťri stejńa osud́ı. Prvńı osud́ı obsahuje 2 b́ılé, 1 mod-
rou a 3červeńe koule. V druh́em osud́ı jsou 4 b́ılé, 3 modŕe a 2červeńe koule.
Třet́ı osud́ı obsahuje 1 b́ılou, 2 modŕe a 1červenou kouli. Ńahodňe zvoĺıme osud́ı
a z toho vyt́ahneme postupně dv̌e koule, p̌ričem̌z žádnou vytǎzenou kouli ne-
vraćıme zp̌et. Uḱazalo se, byla vytǎzena jedna modrá a jednǎcerveńa koule. Jaḱa
je pravďepodobnost,̌ze koule byly vybŕany z

a) z prvńıho osud́ı,

b) z druh́eho osud́ı,

c) ze ťret́ıho osud́ı?

[ a) 2/7, b) 5/21, c) 10/21]

Př ı́klad 2.87. Z osud́ı, kteŕe obsahuje 5 b́ılých a 5čerńych kouĺı, bylo vytǎzeno
5 kouĺı a vloženo do jińeho pŕazdńeho osud́ı. Z tohoto osud́ı byly vytaženy 3
koule a vlǒzeny do ťret́ıho pŕazdńeho osud́ı. Z tohoto ťret́ıho osud́ı byla vytǎzena
jedna koule a bylo zjišťeno,že je b́ılá. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze v̌sech 5 kouĺı,
vytažeńych z prvńıho osud́ı, bylo b́ılých?

[P(H5|A) = 1/126]

Př ı́klad 2.88. (Úloha Chevailera de Ḿeŕe) a) Hod́ıme n krát jednou kostkou.
OznǎcmeA jev:

”
šestka padne alespoň jednou.” Jaḱe muśı být minimálńı n, aby

pravďepodobnost,̌ze nastane jevA byla alespǒn 0.6? b) Hod́ımen krát po sob̌e
dvěma kostkami. OznačmeB jev:

”
soǔcet 12 padne alespoň jednou”. Jaḱe muśı

být minimálńı n, aby jev B nastal alespoň s pravďepodobnostı́ 0.6?
[ a) 6, b) 19]

Př ı́klad 2.89. Každé zN + 1 osud́ı obsahujeN kouĺı. Osud́ı s č́ıslemk obsahuje
k červeńych aN−k bı́lých kouĺı, k = 0, 1, . . . , N . Z náhodňe zvoleńeho osud́ı n-
krát vybereme kouli, p̌ričem̌z vybranou kouli po tahu ihned vrát́ıme zp̌et. Stanovte
pravďepodobnost,̌ze jsou v̌sechny vybrańe koulečerveńe. [∑N

i=1
1

N+1

(
i
N

)n
]

Př ı́klad 2.90. V prvnı́ saďe výrobků je 8 v́yrobků, z toho 2 vadńe. Ve druh́e saďe
výrobků je 14 v́yrobků, z toho 1 vadńy. Z prvńı sady ńahodňe vybereme v́yrobek a
přeḿıst́ıme jej do druh́e sady. Pot́e ńahodňe vybereme z druh́e sady jeden v́yrobek.
Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze je tento v́yrobek vadńy?

[1/12]

Př ı́klad 2.91. Na zkoǔsku z matematiky se dostavilo 25 studentů. Pravďepodobnost
složeńı zkoǔsky je pro 12 studentů 0.75, pro 8 studentů 0.5 a pro 5 studentů 0.4.
Stanovte pravďepodobnost,̌ze ńahodňe zvoleńy student tuto zkoǔsku slǒźı.

[3/5]
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Př ı́klad 2.92. Osud́ı obsahuje 6 b́ılých a 5čerńych kouĺı. Vytáhneme z ňej 4 koule
a vlož́ıme je do jińeho pŕazdńeho osud́ı. Z tohoto druh́eho osud́ı vytáhneme jednu
kouli a nevŕat́ıme je zp̌et.

a) Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze je vytǎzeńa koulečerńa?

b) Z druh́eho osud́ı vytáheneme jěsťe jednu kouli. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze
je tato koule b́ılá, za p̌redpokladu,̌ze prvńı tažeńa koule byla taḱe b́ılá?

[ a) 5/11, b) 31/74]

Př ı́klad 2.93. Jsou d́ana ťri osud́ı, pravďepodobnost volby kǎzdého osud́ı je stejńa.
V prvńım osud́ı je 1 b́ılá koule a 2čerńe koule. Ve druh́em osud́ı jsou 2 b́ılé
koule a 1čerńa koule. Ťret́ı osud́ı obsahuje 2 b́ılé koule a 2̌cerńe koule. Ńahodňe
zvoĺıme jedno osud́ı a vyt́ahneme z ňej jednu kouli a zjist́ıme,že je b́ılá. Vytǎzenou
kouli nevŕat́ıme zp̌et do osud́ı a vyt́ahneme ze stejného osud́ı ješťe jednu kouli.
Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze i tato druh́a koule je b́ılá?

[1/3]

Př ı́klad 2.94. Zákazńık si náhodňe vyb́ırá jeden z 12 obraz̊u, mezi nimǐz jsou 3
kopie. Výběru je p̌rı́tomen odborńık, kteŕy pozńa origińal s pravďepodobnostı́ 3/8.

a) Jestlǐze odborńık povǎzuje obraz za origińal, jaḱa je pravďepodobnost,̌ze
skutěcně jde o origińal?

b) Odborńık soud́ı, že źakazńıkem zvoleńy obraz je kopie. Źakazńık proto ob-
raz odlǒźı a voĺı náhodňe jeden ze zb́yvaj́ıćıch obraz̊u. Jaḱa je nyńı pravďe-
podobnost,̌ze źakazńık zvoĺı originál?

[ a) 9/13, b) 41/44]

Př ı́klad 2.95. Hod́ımen krát kostkou. Kdy̌z padne lich́e č́ıslo, vlož́ıme do osud́ı
b́ılou kouli, kdy̌z padne sud́e, vlož́ıme do osud́ı černou kouli. Z takto naplňeńeho
osud́ı vytáhneme ńahodňe jednu kouli a nevŕat́ım ji zpět. Uḱazalo se,̌ze ječerńa.
Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze daľśı vytažeńa koule bude b́ılá? [

1
n−1

∑n−1
i=1 (n

i)i(n−i)∑n−1
i=1 (n

i)(n−i)

]
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2.4 Stochasticky neźavislé jevy

Př ı́klad 2.96. Hod́ıme dv̌emi hraćımi kostkami. Oznǎcme ńahodńe jevy A1 na
prvńı kostce padne sudé č́ıslo,A2 na druh́e kostce padne lich́e č́ıslo,A3 soǔcet ok,
kteŕe padly na 1. a 2. kostce, je liché č́ıslo. Dokǎzte,že kǎzdé dva z jev̊uA1, A2, A3

jsou neźavisĺe, ale jevyA1, A2, A3 nejsou neźavisĺe.

Př ı́klad 2.97. Necht’ jevy A aB1 jsou neźavisĺe a taḱe jevyA aB2 jsou neźavisĺe,
přičem̌z B1 aB2 jsou neslǔcitelné. Dokǎzte,že jevyA aB1 ∪B2 jsou neźavisĺe.

Př ı́klad 2.98. Necht’ P(A) > 0 a P(B|A) = P(B|A). Dokǎzte, že jevyA a B
jsou neźavisĺe.

Př ı́klad 2.99. Čtyři osoby vypľnovaly dotazńık průzkumu věrejného ḿıněńı se
třemi ot́azkami, na kteŕe bylo mǒzno odpov̌eďet pouze

”
ano”(1) nebo

”
ne”(0).

Odpov̌edi dotazovańych byly 111, 001, 010, 100. OznačmeAi jev:
”
náhodňe zvo-

lená osoba z ťechtočtyř dotazovańych odpov̌eďela kladňe nai-tou ot́azku”. Jsou
jevy A1, A2, A3 stochasticky neźavisĺe.

[ne]

Př ı́klad 2.100. Tři myslivci soǔcasňe vysťrelili na medv̌eda. Medv̌eda zasťrelili
jednou kuĺı. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze medv̌eda zasťrelil a) prvńı, b) druh́y, c)
třet́ı myslivec, kdy̌z maj́ı pravďepodobnost źasahu postupňe p1 = 0, 2; p2 = 0, 4;
p3 = 0, 6?

[ a) 0.048, b) 0.128, c) 0.288]

Př ı́klad 2.101. Sťrelec sťrı́l ı́ třikrát neźavisle na sob̌e do teřce. Pravďepodobnosti
zásahu p̌ri prvńı, druh́em a ťret́ım výsťrelu jsou postupňe 0.3, 0.5 a 0.6. Jaká je
pravďepodobnost,̌ze sťrelec zaśahne ćıl

a) právě jednou,

b) alespǒn jednou,

b) právě dvakŕat?

[ a) 0.41, b) 0.86, c) 0.36]

Př ı́klad 2.102.JevyA1, A2, A3 jsou stochasticky nezávisĺe,P(A1) = 0.4, P(A2) =
0.4, P(A3) = 0.25. Vypočtěte pravďepodobnost nastoupenı́ alespǒn jednoho z
jevů A1, A2, A3.

[0.73]

Př ı́klad 2.103. Pravďepodobnost,̌ze investice firm̌e p̌rinese zisk je 0.3. Jaká je
pravďepodobnost,̌ze se žsesti (neźavislých) investic firm̌e vyplat́ı alespǒn jedna?

[0.8824]

30



Př ı́klad 2.104. Patńactkŕat neźavisle na sob̌e h́aźıme čtyřmi mincemi. Jaḱa je
pravďepodobnost,̌ze alespǒn v jednom hodu padnoǔctyři l ı́ce?

[0.6202]

Př ı́klad 2.105. Je pravďepodobňejš́ı vyhrát se stejňe silným soupěrem ťri partie
zečtyř nebo p̌et pratíı z osmi, kdy̌z nerozhodńy výsledek je vyloǔcen a v́ysledky
jsou neźavisĺe?

[P(A) = 0.25, P(B) = 0.21875]

Př ı́klad 2.106. Osmkŕat neźavisle na sob̌e h́aźıme ťremi kostkami. Jaḱa je prav-
dě-podobnost,̌ze pŕavě dvakŕat padnou ťri šestky?

[0.00058]
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Kapitola 3

Diskr étńı náhodné velǐciny

Př ı́klad 2.107. Dvakŕat h́aźıme minćı. Popǐste prostor elementárńıch jev̊u Ω. Ne-
cht’ náhodńa velǐcinaX udává pǒcet padĺych ĺıců. Určete rozďeleńı náhodńe velǐciny
X, jej́ı pravďepodobnostńı a distribǔcńı funkci. Nakreslete jejich grafy.



Ω = {[R,R], [R,L], [L, R], [L, L]},

p(x) =





1/4, x = 0, 2,

1/2, x = 1,

0 jinak,

, F (x) =





0, x < 0,

1/4, x ∈< 0, 1),
3/4, x ∈< 1, 2),
1 x ≥ 2,




Př ı́klad 2.108. Dvakŕat h́aźıme hraćı kostkou. Popǐste prostor elementárńıch jev̊u
Ω. Necht’ náhodńa velǐcinaX udává soǔcet hodnot, kteŕe padnou v 1. a 2. hodu.
Určete rozďeleńı náhodńe velǐciny X, jej́ı pravďepodobnostńı a distribǔcńı funkci.
Nakreslete jejich grafy.



Ω = {[1, 1], . . . , [1, 6], [2, 6], . . . , [6, 6]},

p(x) =

{
6−|x−7|

36 , x = 2, . . . , 12,

0 jinak,
, F (x) =





min{x,12}∑
i=2

6−|i−7|
36 , x ≥ 2,

0, x < 2.




Př ı́klad 2.109. Háźıme minćı, dokud nepadne lı́c. Popǐste prostor elementárńıch
jevů Ω. Necht’ náhodńa velǐcinaX udává pǒcet provedeńych hod̊u. Určete rozďe-
leńı náhodńe velǐciny X, jej́ı pravďepodobnostńı a distribǔcńı funkci. Nakreslete
jejich grafy. 



Ω = {[L], [R,L], [R,R, L], . . .},

p(x) =

{
1
2x , x = 1, 2, . . . ,

0 jinak,
, F (x) =





x∑
i=1

1
2i , x ≥ 1,

0, x < 1.
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Př ı́klad 2.110. Sťrı́lı́me na ćıl do prvńıho źasahu. Źasahy p̌ri růzńych výsťrelech
jsou neźavisĺe jevy, pravďepodobnost źasahu p̌ri každém v́ysťrelu je p. Popǐste
prostor elementárńıch jev̊u Ω. Necht’ náhodńa velǐcina X udává celkov́y počet
výsťrelů. Určete rozďeleńı náhodńe velǐcinyX, jej́ı pravďepodobnostńı a distribǔcńı
funkci. Nakreslete jejich grafy.


Ω = {[Z], [M, Z], [M,M, Z], . . .},

p(x) =

{
(1− p)x−1p, x = 1, 2, . . . ,

0 jinak,
, F (x) =

{
0, x < 1,

1− (1− p)[x], x ≥ 1,




Př ı́klad 2.111. Sťrelecn-krát vysťreĺı na ćıl. Předpokĺadejme,̌ze źasahy p̌ri jed-
notlivých výsťrelech jsou neźavisĺe jevy a oznǎcmep pravďepodobnost źasahu p̌ri
každém v́ysťrelu. Necht’ náhodńa velǐcinaX udává pǒcet źasah̊u p̌ri n výsťrelech.
Určete pravďepodobnostńı a distribǔcńı funkci náhodńe velǐciny X a nakreslete
jejich grafy. 



p(x) =

{(
n
x

)
(1− p)xpn−x, x = 0, . . . , n,

0 jinak,
,

F (x) =





0, x < 0,
[x]∑
i=1

(
n
i

)
(1− p)ipn−i, 0 ≤ x < n,

1, x ≥ n.




Př ı́klad 2.112. Studentovi je p̌redlǒzen test, kteŕy obsahuje 10 otázek a ke kǎzdé
z nich 4 mǒzné odpov̌edi, z nicȟz jedińa je spŕavńa; tu ḿa student podtrhnout.

a) Stanovte rozďeleńı náhodńe velǐciny X, kteŕa ud́avá pǒcet spŕavňe zod-
povězeńych ot́azek, jestlǐze ĺatku student nezńa a voĺı odpov̌ed́ı náhodňe.

b) Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze student zodpovı́ spŕavňe alespǒn 5 ot́azek?
[

a) p(x) =

{(
n
x

)
0.25x0.75n−x, x = 0, . . . , n,

0 jinak,
, b) 0.0781

]

Př ı́klad 2.113. Dva hŕači koš́ıkové sťrı́dav̌e h́azej́ı na kǒs tak dlouho, dokud je-
den z nich nezasáhne. Prvńı hráč zaśahne kǒs s pravďepodobnostı́ p1, druh́a s
pravďepodobnostı́ p2. Určete rozďeleńı pravďepodobnostı́ počtu hod;, kteŕe pro-
vede kǎzdý z nich.



pX1(x) =

{
(1− p1)x−1(1− p2)x−1p1 + (1− p1)x(1− p2)x−1p2, x = 1, . . . ,

0 jinak,

pX2(x) =





p1, x = 0,

(1− p1)x(1− p2)xp1 + (1− p1)x(1− p2)x−1p2, x = 1, . . . ,

0 jinak.
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Př ı́klad 2.114.Která z d́ale uvedeńych funkćı je pravďepodobnostńı funkce diskŕetńı
náhodńe velǐciny

a) pxq2, q = 1− p, 0 < p ≤ 1, x = 1, 2, . . .,

b) px−nq, q = 1− p, 0 < p ≤ 1, n > 0, x = n, n + 1, . . .,

c) 1
x(x+1)

, x ∈ R,

d)
x+1∫
x

f(t)dt, x = 0, 1, . . ., kde
∞∫
0

f(t)dt = 1, f je neźaporńa funkce,

e) 2x

x!
e−2, x = 0, 1, . . .?

[ b) , d) , e) ]

Př ı́klad 2.115. Je d́ana funkce

p(x) =

{
c0.4x x = 1, 2, . . .

0 jinak,

a) Stanovte konstantuc ∈ R tak, abyp(x) byla pravďepodobnostńı funkćı
diskŕetńı náhodńe velǐciny X.

b) Vypočtěte pravďepodobnostP(X < 4).

c) Vypočtěte pravďepodobnostP(X ≥ 5).

d) Vypočtěte pravďepodobnostP(−1 < X ≤ 2).

[ a) 3/2, b) 0, 936, c) 0, 0256, d) 0.84.]

Př ı́klad 2.116. Diskrétńı náhodńa velǐcinaX má distribǔcńı funkci tvaru

F (x) =





0 x < 2,

0.2 x ∈< 2, 3),

0.4 x ∈< 3, 5),

0.7 x ∈< 5, 6),

1 x ≥ 6.

a) Stanovte pravďepodobnostńı funkci p(x) náhodńe velǐciny X.

b) VypočtěteP(2, 3 < X ≤ 5, 5) jak z distribǔcńı funkceF (x), tak z pravďe-
podobnostńı funkcep(x).


 a) p(x) =





0.2 x = 2, 3
0.3 x = 5, 6
0 jinak,

, b) 0.5
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Př ı́klad 2.117. Náhodńa velǐcinaX má rozďeleńı

x -1 0 1

p 1
3

1
3

1
3

Určete pravďepodobnostńı a distribǔcńı funkci a) ńahodńe velǐciny Y = |X|,
b) náhodńe velǐciny Y = X2. Nakreslete grafy těchto funkćı.

 a) p(y) =





1/3 y = 0,

2/3 y = 1,

0 jinak,

F (y) =





0, y < 0,

1/3, y ∈< 0, 1),
1, y ≥ 1,

b) stejńe jak v a)




Př ı́klad 2.118. Náhodńa velǐcinaX má rozďeleńı

x -1 0 1 2

p 0,2 0,1 0,3 0,4

Určete pravďepodobnostńı a distribǔcńı funkci náhodńe velǐciny Y = 2X . Na-
kreslete jejich grafy. 


p(y) =





0, 2 y = 1/2,

0, 1 y = 1,

0, 3 y = 2,

0, 4 y = 4,

0 jinak,

F (y) =





0, y < 1/2,

0, 2, y ∈< 1/2, 1),
0, 3, y ∈< 1, 2),
0, 6, y ∈< 2, 4),
1, y ≥ 4.




Př ı́klad 2.119. Necht’ X je náhodńa velǐcina s rozďeleńım

x -1 1

p 1
2

1
2

Určete pravďepodobnostńı a distribǔcńı funkci náhodńe velǐcinyY = sin(Xπ).
Nakreslete jejich grafy. [

p(y) =

{
1, y = 0,

0, jinak,
F (y) =

{
0, y < 0,

1, y ≥ 0.

]

Př ı́klad 2.120. Náhodńa velǐcinaX má pravďepodobnostńı funkci p(x) = x/16
prox = 1, 3, 5, 7, p(x) = 0 jinak. Vypǒctěte

a) P(X = 1 ∨X = 3),

b) P(5/2 < X < 11/2),

c) P(5 ≤ X ≤ 7.3),
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[ a) 1/4, b) 1/2, c) 3/4]

Př ı́klad 2.121. Náhodńa velǐcinaX má rozďeleńı

x -1 -0,5 -0,1 0 0,1 0,2 0,5 1 1,5 2

p 0,005 0,012 0,074 0,102 0,148 0,231 0,171 0,16 0,081 0,016

Vypočtěte a)P(X ≤ −0, 05), b) P(X > 1), c) P
(|X| ≤ 1

2

)
, d) P(|X| > 1, 5).

[ a) 0, 091, b) 0, 257, c) 0, 738, d) 0, 097]

Př ı́klad 2.122. Háźıme dv̌ema hraćımi kostkami. Popǐste prostor elementárńıch
jevůΩ. Necht’ náhodńa velǐcinaX udává pǒcetšestek, kteŕe padly na prvńı kostce,
náhodńa velǐcinaY udává pǒcetšestek, kteŕe padly na druh́e kostce. Uřcete sdrǔzeńe
rozďeleńı X aY . Dokǎzte,že jsou velǐciny X aY neźavisĺe.



Ω = {[1, 1], . . . , [1, 6], [2, 6], . . . , [6, 6]},

p(X,Y )(x, y) =





25
36 , [x, y] = [0, 0],
5
36 , [x, y] ∈ {[0, 1], [1, 0]}
1
36 , [x, y] = [1, 1],
0 jinak,

, pX(x) = pY (x) =





5
6 , x = 0,
1
6 , x = 1,

0 jinak,




Př ı́klad 2.123. Háźıme dv̌ema hraćımi kostkami. Popǐste prostor elementárńıch
jevů Ω. Necht’ náhodńa velǐcinaX je pǒcet ok padĺych na prvńı kostce, ńahodńa
veličinaY udává pǒcet ok padĺych na druh́e kostce. Uřcete sdrǔzeńe rozďeleńı X
aY . Dokǎzte,že jsou velǐciny X aY neźavisĺe.


Ω = {[1, 1], . . . , [1, 6], [2, 6], . . . , [6, 6]}

p(X,Y )(x, y) =

{
1
36 , [x, y] ∈ Ω
0 jinak,

, pX(x) = pY (x) =

{
1
6 , x = 1, . . . , 6
0 jinak,




Př ı́klad 2.124. Háźıme dv̌ema hraćımi kostkami. Necht’ náhodńa velǐcina X je
počet ok, kteŕe padly na prvńı kostce, ńahodńa velǐcinaY udává maximum z pǒctu
ok na obou kostḱach. Uřcete sdrǔzeńe rozďeleńı X aY .

[Sdrǔzenou pravďepodobnostńı funkci lze zadat matićı 6× 6 s hlavńı diagońalou
1/36, 2/36, . . . , 6/36. Pod diagońalou jsou v̌sechny̌cleny nulov́e, nad ńı 1/36.]

Př ı́klad 2.125. V zásilce 10 v́yrobků je 8 kvalitńıch a 2 nekvalitńı. Mezi kva-
litnı́mi je 5 prvńı jakosti a 3 druh́e jakosti. Ze źasilky ńahodňe vybereme 2 v́yrobky,
přičem̌z vybrańe výrobky nevraćıme zp̌et. Pǒcet kvalitńıch kus̊u se v́yběru je
náhodńa velǐcinaX a pǒcet vybrańych výrobků prvńı jakosti je ńahodńa velǐcina
Y . Určete sdrǔzeńe rozďeleńı náhodńych velǐcinX aY a zjisťete, zda jsou ńahodńe
veličiny X aY neźavisĺe.
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p(X,Y )(x, y) =





1
45 , [x, y] = [0, 0],
6
45 , [x, y] = [1, 0],
3
45 , [x, y] = [2, 0],
10
45 , [x, y] ∈ {[1, 1], [2, 2]},
15
45 , [x, y] = [2, 1],
0 jinak,

pX(x) =





1
45 , x = 0,
16
45 , x = 1,
28
45 , x = 2,

0 jinak,

, pY (y) =





10
45 , y = 0,
16
45 , y = 1,
28
45 , y = 2,

0 jinak,

Náhodńe velǐciny X aY nejsou neźavisĺe.




Př ı́klad 2.126. Náhodńa velǐcinaX má rozďeleńı

x -1 0 1 2

p 0,2 0,1 0,3 0,4

Zjistěte, zda jsou ńahodńe velǐciny X aY = 2X neźavisĺe.


p(X,Y )(x, y) =





0, 2 [x, y] = [−1, 1/2],
0, 1 [x, y] = [0, 1],
0, 3 [x, y] = [1, 2],
0, 4 [x, y] = 2, 4,

0 jinak,

, p(y) =





0, 2 y = 1/2,

0, 1 y = 1,

0, 3 y = 2,

0, 4 y = 4,

0 jinak,

Náhodńe velǐciny X aY nejsou neźavisĺe.




Př ı́klad 2.127. Necht’ X nab́yvá hodnot±1,±2, kǎzdou s pravďepodobnostı́ 1
4
,

a Y = X2. a) Uřcete sdrǔzeńe rozďeleńı X a Y . b) Zjistěte, zda jsou veličiny X
aY neźavisĺe.



a) p(X,Y )(x, y) =

{
1
4 , [x, y] ∈ {[1, 1], [−1, 1], [2, 4], [−2, 4]}
0 jinak,

,

b) pY (y) =

{
1
2 , y = 1, 4
0 jinak,

, tedy ńahodńe velǐciny X aY nejsou neźavisĺe.




Př ı́klad 2.128. Náhodńe velǐciny X1 a X2 jsou neźavisĺe a maj́ı stejńe geome-
trické rozďeleńı (p(x) = qxp, x = 0, 1, . . . , p > 0, q = 1 − p). Necht’ Y =
max(X1, X2). Určete rozďeleńı náhodńe velǐciny Y a sdrǔzeńe rozďeleńı veličin
Y aX1.
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pY (y) =

{
2qyp− q2yp− q2y+1p, y = 0, 1, . . .

0 jinak,
,

p(Y,X1)(y, x) =





qx+yp2, y > x, x, y = 0, 1, . . . ,

(1− qy+1)qyp, y = x = 0, 1 . . . ,

0 jinak.




Př ı́klad 2.129.Necht’ X1 aX2 jsou neźavisĺe ńahodńe velǐciny a maj́ı Poissonovo
rozďeleńı X1 ∼ Po(λ1) a X2 ∼ Po(λ2). Dokǎzte, že ńahodńa velǐcina Y =
X1 + X2 má Poissonovo rozďeleńı s parametremλ1 + λ2.
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3. Čı́selńe charakteristiky
náhodných veličin

Sťredńı hodnota

E(X) =
∞∑

x=−∞
x · p(x) respektive E(X) =

∞∫

x=−∞

x · f(x)dx

E(Y ) =
∞∑

x=−∞
g(x) · p(x) respektive E(Y ) =

∞∫

x=−∞

g(x) · f(x)dx

proY = g(X) kdeg je borelovsḱa funkce.

Necht’ a,b jsou réalná č́ısla,X,X1, . . . , Xn, náhodńe velǐciny. Pak:

• E(a) = a; E(a + bX) = a + bE(X); E(X − E(X)) = 0

• E(
n∑

i=1

Xi) =
n∑

i=1

E(Xi); E(
n∏

i=1

Xi) =
n∏

i=1

E(Xi) jsou-li Xi stoch. nez.

Rozptyl
D(X) = E([X − E(X)]2) = E(X2)− [E(X)]2

Necht’ a,b jsou réalná č́ısla,X,X1, . . . , Xn, náhodńe velǐciny. Pak:

• D(a) = 0; D(a + bX) = b2D(X)

• D(
n∑

i=1

Xi) =
n∑

i=1

D(Xi) + 2
n−1∑
i=1

n∑
j=1+1

C(Xi, Xj)

• směrodatńa odchylkaσx =
√

D(X)
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Šikmost

A3(X) =
E([X − E(X)]3)√

D(X)
3

Špǐcatost

A4(X) =
E([X − E(X)]4)√

D(X)
4 − 3

Kovariance

C(X1, X2) = E([X1 − E(X1)][X2 − E(X2)]) = E(X1X2)− E(X1)E(X2)

Necht’ a1, a2, b1, b2 jsou réalná č́ısla, X, X1, . . . , Xn, Y, Y1, . . . , Ym náhodńe
veličiny. Pak

• C(a1, X2) = C(X1, a2) = C(a1, a2) = 0

• C(a1 + b1X1, a2 + b2X2) = b1b2C(X1, X2)

• C(X, X) = D(X)

• C(X1, X2) = C(X2, X1)

• C(
n∑

i=1

Xi,
m∑

j=1

Yj) =
n∑

i=1

m∑
j=1

C(Xi, Yj)

Korelace

R(X1, X2) = E

(
X1 − E(X1)√

D(X1)
· X2 − E(X2)√

D(X2)

)
=

C(X1, X2)

σx1σx2

Necht’ a1, a2, b1, b2 jsou réalná č́ısla,X,X1, X2, náhodńe velǐciny. Pak

• R(a1, X2) = R(X1, a2) = R(a1, a2) = 0

• R(a1 + b1X1, a2 + b2X2) = sgn(b1b2)R(X1, X2)

• R(X,X) = 1

• R(X1, X2) = R(X2, X1)
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Regresńı přı́mka

Y na X (jak Y záviśı na X)

Y = E(Y ) + ρ · σy

σx

(X − E(X))

X na Y (jak X záviśı na Y)

Y = E(Y ) +
1

ρ
· σy

σx

(X − E(X))

α-kvantil Kα(X) α-kvantil Kα(X)náhodńe velǐciny X je minimálńı č́ıslo x0 ta-
kové, že

F (x0) ≥ α

Ve spojit́em p̌rı́paďe:

α = F (Kα(X)) =

Kα(X)∫

−∞

f(x)dx

• uα = u1−α

• tα = t1−α

• Fα(n1, n2) = 1
F1−α(n2,n1)

Př ı́klad 3.1. Vypočtěte sťredńı hodnotu a rozptyl ńahodńe velǐciny, kteŕa má
rozďeleńı
a) alternativńı A(θ), b) binomicḱe Bi(n, θ),

c) Poissonovo Po(λ), d) geometricḱe G(θ),

e) źaporňe binomicḱe Zb(n, θ), f) rovnom̌erńe R(α, β),

g) exponencíalńı Ex(λ), h) norḿalńı N(µ, σ2),

i) Pearsonovoχ2(ν), j) Studentovo t(ν),

k) Fisher-Snedecorovo F(ν1, ν2).


a)ϑ; ϑ(1−ϑ), b)nϑ; nϑ(1−ϑ), c)λ; λ, d) (1−θ)/θ; (1−θ)/θ2 e)n(1−θ)/θ; n(1−
θ)/θ2 f) a+b

2 ; (b−a)2

12 g) 1
λ ; 1

λ2 h) µ; σ2 i) ν; 2ν j) 0 proν ≥ 2, proν = 1 neexistuje;
ν/(ν− 2)proν ≥ 3, proν = 1, 2 neexistuje, k)ν2/(ν2− 2) proν2 ≥ 3, proν2 = 1, 2
neexistuje;2ν2

2(ν1 + ν2 − 2)/[ν1(ν2 − 2)2(ν2 − 4)] pro ν2 ≥ 5, pro ν2 = 1, 2, 3, 4
neexistuje;
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Př ı́klad 3.2. Náhodńa velǐcinaX má Poissonovo rozďeleńı s parametrem 2.

a) Nakreslete pravďepodobnostńı funkci prox = 0, 1, . . . , 9.

b) Určete sťredńı hodnotuµ a sm̌erodatnou odchylkuσ náhodńe velǐciny X
a zakreslete interval[µ− σ, µ + σ] do grafu.

c) Jaḱa je pravďepodobnost,̌zeX lež́ı v intervalu[µ− σ, µ + σ]?
[
b) E(X) = 2,

√
D(X) .= 1, 414.

]

Př ı́klad 3.3. Náhodńa velǐcina X má binomicḱe rozďeleńı s parametryn = 20
ap = 0, 7.

a) VypočtěteP (X = 14).

b) VypočtěteP (X ≤ 10).

c) VypočtěteP (X > 10).

d) VypočtěteP (8 ≤ X ≤ 17).

e) VypočtěteP (8 < X < 17).

f) Vypočtěte sťredńı hodnotuµ, rozptylσ2 a sm̌erodatnou odchylkuσ náhodńe
veličiny X.

g) Jaḱa je pravďepodobnost,̌zeX padne do intervalu[µ− 2σ, µ + 2σ]?

Př ı́klad 3.4. Náhodńa velǐcinaX má rozďeleńı

x 10 20 30 40 50 60

p 0,1 0,25 0,3 0,2 0,1 0,05

a) Vypočtěte sťredńı hodnotuµ, rozptylσ2 a sm̌erodatnou odchylkuσ.

b) Nakreslete graf pravďepodobnostńı funkcep(x).

c) Oznǎcte v grafu hodnotuµ a intervalµ ± 2σ. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze
X padne do intervaluµ± 2σ?

[ a) 31; 169; 13, b) 0.95]

Př ı́klad 3.5. Náhodńa velǐcinaX má rozďeleńı

x 1 2 3 4 5

p 0,05 0,3 0,35 0,2 0,1
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a) Vypočtěte sťredńı hodnotuµ, rozptylσ2 a sm̌erodatnou odchylkuσ.

b) Nakreslete grafp(x).

c) Oznǎcte v grafu hodnotuµ a intervalµ± σ. Jaḱa je pravďepodobnost,̌zeX
padne do intervaluµ± σ?

d) Oznǎcte v grafu hodnotuµ a intervalµ ± 3σ. Jaḱa je pravďepodobnost,̌ze
X padne do tohoto intervalu?

Př ı́klad 3.6. Náhodńa velǐcinaX má rozďeleńı

x -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

p 0,02 0,07 0,1 0,15 0,3 0,18 0,1 0,06 0,02

a) Vypočtěte sťredńı hodnotuµ, rozptylσ2 a sm̌erodatnou odchylkuσ.

b) Nakreslete grafp(x). Oznǎcte v grafu hodnotuµ, µ− 2σ aµ + 2σ.

c) Jaḱa je pravďepodobnost,̌zeX padne do intervaluµ± 2σ?

Př ı́klad 3.7. P̌redpokĺadejme,̌ze v uřcité populaci ḿa ńahodńa velǐcinaX udá-
vaj́ıćı počet telefon̊u v jedńe doḿacnosti pravďepodobnostńı funkci p zadanou
následuj́ıćı tabulkou.

x 1 2 3 4 5

p 0,35 0,45 0,15 0,04 0,01

Určete sťredńı hodnotu a sm̌erodatnou odchylku ńahodńe velǐciny X.[
E(X) = 1, 91,

√
D(X) = 0, 86.

]

Př ı́klad 3.8. Hodnoty pravďepodobnostńı funkce ńahodńych velǐcin X a Y jsou
zapśany v ńasleduj́ıćı tabulce.

x 0 1 2 3 4

pX(x) 0,6 0,3 0,1 0 0

pY (x) 0,1 0,3 0,3 0,1 0,2

VypočtěteEX, EY , DX aDY
[EX = 0, 5, EY = 2]

Př ı́klad 3.9. Necht’ X aY maj́ı simult́anńı rozďeleńı s pravďepodobnostńı funkćı
zavedenou v ńasleduj́ıćı tabulce.
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y 1 2 3
x

1 0 0 1/2 1/2

2 0 1/3 0 1/3

3 1/6 0 0 1/6

1/6 1/3 1/2 1

Určete kovarianciC(X,Y ) a korelǎcńı koeficientρ. Rozhodňete, zdaX aY jsou
neźavisĺe ńahodńe velǐciny.

[C(X, Y ) = −5/9, ρ = −1.]

Př ı́klad 3.10. Necht’ X a Y maj́ı simult́anńı rozďeleńı definovańe ńasleduj́ıćı ta-
bulkou hodnot pravďepodobnostńı funkce.

y 0 1 2
x

1 0,2 0,1 0,3

2 0 0,2 0,2

Vypočtěte kovarianciC(X,Y ) a rozptylD(X + Y ). Rozhodňete, zdaX aY jsou
neźavisĺe.

[C(X,Y ) = 0, 08, D(X + Y ) = 1, 01.]

Př ı́klad 3.11. Simult́anńı pravďepodobnostńı funkce ńahodńych velǐcin X aY je
zad́ana ńasleduj́ıćı tabulkou.

(x, y) (1,1) (1,2) (1,3) (2,1) (2,2) (2,3)

p(x, y) 2/15 4/15 3/15 1/15 1/15 4/15

Jinak je funkcep(x, y) = 0. Nalezňete korelǎcńı koeficientρ. Ově̌rte, zdaX a Y
jsou neźavisĺe. [

7/
√

804.
]

Př ı́klad 3.12. Necht’ pro ńahodńe velǐciny Y a Z plat́ı P (Y = 0, Z = 0) =
0, 1; P (Y = 0, Z = 1) = 0, 2; P (Y = 1, Z = 0) = 0, 3; P (Y = 1, Z = 1) =
0, 4. Vypočtěte korelǎcńı koeficientρY,Z . [

ρY,Z = − 5
56 .

]

Př ı́klad 3.13. Necht’ náhodńe velǐciny X aY maj́ı simult́anńı pravďepodobnostńı
funkci

a) p(x, y) = 1
3
, (x, y) ∈ {(0, 0), (1, 1), (2, 2)}, jinak jep(x, y) = 0.
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b) p(x, y) = 1
3
, (x, y) ∈ {(0, 2), (1, 1), (2, 0)}, jinak jep(x, y) = 0.

c) p(x, y) = 1
3
, (x, y) ∈ {(0, 0), (1, 1), (2, 0)}, jinak jep(x, y) = 0.

Vypočtěte korelǎcńı koeficientX a Y . Dále ov̌ěrte, zdaX a Y jsou neźavisĺe
náhodńe velǐciny.

[ a) 1, b) − 1, c) 0.]

Př ı́klad 3.14. Necht’ X aY maj́ı sdrǔzeńe rozďeleńı s pravďepodobnostńı funkćı

p(x, y) =

{
1
15

(x + y + 1) x = 0, 1, 2, y = 0, 1

0 jinak

Určete kovarianciC(X, Y ) a korelǎcńı koeficientR(X, Y ).
[C(X, Y ) = −6/225, R(X, Y ) .= −0.07]

Př ı́klad 3.15. Necht’ X aY maj́ı simult́anńı rozďeleńı s pravďepodobnostńı funkćı

p(x, y) =

{
x+2y

18
(x, y)′ ∈ {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)}

0 jinak

a) Určete kovarianci a korelačńı koeficient.

b) Nalezňete ob̌e regresńı přı́mky.

c) Ově̌rte, zdaX aY jsou stochasticky nezávisĺe.

[
a)C(X,Y ) = − 1

162 , R(X, Y ) = −0.025, b) Y = −X
40 + 33

20 , Y = −77X
2 + 123

2 ,
c) nejsou

]

Př ı́klad 3.16. Nalezňetešikmost ǎspǐcatost ńahodńe velǐcinyX, kteŕa má rozďeleńı
dańe ńasleduj́ıćı tabulkou.

x 0 1 2
p(x) 0.25 0.5 0.25

[0]

Př ı́klad 3.17. Nalezňete kvantilyK0.2, K0.6, K0.8 diskŕetńı náhodńe velǐciny X,
kteŕa má ńasleduj́ıćı rozďeleńı:

x 1 2 3
p(x) 0.25 0.5 0.25

[1, 2, 3]
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Př ı́klad 3.18. Pǒcet r̊uzńych druh̊u zbǒźı, kteŕe źakazńık nakouṕı při jedné ńa-
všťevě obchodńıho domu, je ńahodńa velǐcina X. Statisticky bylo zjǐsťeno,že tato
veličina nab́yvá hodnot 0, 1, 2, 3, 4 s pravděpodobnostmi 0,25; 0,55; 0,11; 0,07;
0,02. Najďete momentov́e charakteristiky polohy, variability,šikmosti ašpǐcatosti
dańe velǐciny.

[E(X) = 1, 06, D(X) = 0, 8164, A3 = 1, 1, A4 = 1, 33.]

Př ı́klad 3.19. Ve velkém m̌esťe byl proveden pr̊uzkum věrejného ḿıněńı u 20-
ti voli čů. Účelem je zjistit pozorov́ańı náhodńe velǐciny X, kteŕa je rovna pǒctu
hlas̊u ve prosp̌ech uřcitého kandid́ata na starostu. Předpokĺadejme,̌ze ve skutěc-
nosti ńam nezńamých 60% volǐců ve m̌esťe up̌rednosťnuje tohoto kandid́ata.

a) Vypočtěte sťredńı hodnotuµ a sm̌erodatnou odchylkuσ náhodńe velǐciny
X.

b) Určete pravďepodobnostP (X ≤ 10).

c) Určete pravďepodobnostP (X > 12).

d) Určete pravďepodobnostP (X = 11).

e) Nakreslete pravďepodobnostńı funkćı náhodńe velǐciny X a oznǎcte v ňem
hodnotyµ, µ− 2σ aµ + 2σ.




a) Náhodńa velǐcinaX má binomicḱe rozďeleńı s parametryn = 20 a p = 0, 6.
TedyE(X) = np = 12,

√
D(X) =

√
np(1− p) = 2, 2. b)P (X ≤ 10) = 0, 245.

c) P (X > 12) = 0, 416. d) P (X = 11) = 0, 159.




Př ı́klad 3.20. Necht’ náhodńa velǐcinaX udává pǒcet ok p̌ri hodu kostkou. Na-
lezňete jej́ı rozptyl. [

35
12

]

Př ı́klad 3.21. Jedenkŕat hod́ıme osmi kostkami. Vypǒctěte sťredńı hodnotu a sm̌e-
rodatnou odchylku soǔctu ok padĺych na v̌sech osmi kostḱach.

Př ı́klad 3.22. Městsḱa rada se sklád́a zečtyř liberálů a čtyř konzervativc̊u. Tři
členov́e rady jsou ńahodňe vybŕani do komise. Necht’ X udává pǒcet vybrańych
liberálů. Určete pravďepodobnostńı funkci náhodńe velǐciny X a spǒctěte sťredńı
hodnotu. 

p(x) =





4
56 , x = 0, 3
24
56 , x = 1, 2
0, jinak

, E(X) = 1, 5.




Př ı́klad 3.23. Náhodňe bez opakov́ańı zvoĺıme ťri č́ısla z1, 2, . . . , 9. Necht’ X
udává nejv̌eťśı z těchto ťrı́ č́ısel. Uřcete sťredńı hodnotuE(X).

[E(X) = 7, 5.]
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Př ı́klad 3.24. Osoba ḿa čtyři podobńe kĺıče, z nicȟz pouze jedńım může otev̌rı́t
dvěre sv́e kanceĺǎre. Náhodňe, bez opakov́ańı zkoǔśı tyto klı́če. Necht’ náhodńa
veličinaX udává pǒcet kĺıčů, kteŕe osoba musela vyzkoušet, něz odemkla svou
kanceĺǎr (včetňe kĺıče, kteŕym kanceĺǎr odemkla).

a) Určete pravďepodobnostńı funkci náhodńe velǐciny X.

b) Vypočtěte sťredńı hodnou a sm̌erodatnou odchylkuX.

c) Stanovte pravďepodobnostńı funkciX za p̌redpokladu,̌ze osoba vyb́ırá kĺıče
náhodňe, s opakov́ańım.

Př ı́klad 3.25. V osud́ı jsou 3 b́ılé a 6čerńych kouĺı. Naŕaz ńahodňe vybereme
čtyři koule. Necht’ X udává pǒcet takto vytǎzeńych b́ılých kouĺı. Vypočtěte sťredńı
hodnou a rozptyl ńahodńe velǐciny X.

Př ı́klad 3.26. V sérii výrobků, kteŕa je p̌ripravena k expedici, je 8% výrobků s
vadou povrchov́e úpravy. Dlouhodob́ym statisticḱym pozorov́ańım bylo zjišťeno.
že pravďepodobnost reklamace výrobku s uvedenou vadou je 0,8. Bylo uvažováno
o dvou variant́achprodeje ťechto v́yrobků: bud’ zákazńıkovi v přı́paďe reklamace
bude poskytnuta 50% sleva, nebo původńı cena v́yrobku bude sńıžena o 5% (bez
možnosti reklamace). P̌redpokĺadańa cena v́yrobku je c. Kteŕa z obou variant pro-
deje je pro spotřebitele v́yhoddňejš́ı?

[ a) 0, 968c; b) 0, 95c Tedy pro spoťrebitele je v́yhodňejš́ı druh́a varianta.]

Př ı́klad 3.27. Podle úmrtnostńıch tabulek (1960 ǎz 1961) je pravďepodobnost
úmrt́ı 25 let́eho mǔze b̌ehem roku rovna 0,001674. Pojišt’ovna nab́ıźı mužům to-
hoto v̌eku, že p̌ri ročńım pojistńem 100Ǩc vyplat́ı poz̊ustaĺym v p̌rı́paďe úmrt́ı
pojišťence 30 000Ǩc. Jaḱy zisk může pojǐst’ovna ǒceḱavat, jestlǐze takovouto po-
jistku uzav̌re 1000 mǔzů uvedeńeho v̌eku?

[49780.]

SPOJIT́E VELIČINY

Př ı́klad 3.28. Náhodńa velǐcinaX má rovnom̌erńe rozďeleńı s parametrya = 20,
b = 45.

a) Určete hustotuf(x).

b) Vypočtěte sťredńı hodnotuµ a sm̌erodatnou odchylkuσ náhodńe velǐciny
X.

c) Nakreslete graf hustotyf(x), vyznǎcte hodnotuµ spolu s intervalem[µ −
2σ, µ+2σ]. Všimňete si,že ńahodńa velǐcinaX lež́ı v intervalu[µ−2σ, µ+
2σ] s pravďepodobnostı́ 1.
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Vypočtěte: d) P (20 ≤ X ≤ 35) , e) P (20 < X < 35),

f) P (X ≥ 35), g) P (X ≤ 20),

h) P (X ≤ 25), i) P (10 ≤ X ≤ 40),

j) P (X ≥ 36), k) P (X ≥ 35, 5),

l) P (20, 2 ≤ X ≤ 35, 5), m) P (X < 20, 5).

Př ı́klad 3.29. Náhodńa velǐcinaX má rovnom̌erńe rozďeleńı s parametrya = 2,
b = 4.

a) Určete hustotuf(x).

b) Vypočtěte sťredńı hodnotuµ a sm̌erodatnou odchylkuσ náhodńe velǐciny
X.

Vypočtěte: c) P (µ− σ ≤ X ≤ µ + σ) , d) P (X > 2, 78),

e) P (2, 4 ≤ X ≤ 3, 7), f) P (X < 2).

Př ı́klad 3.30. Náhodńa velǐcina X má rovnom̌erńe rozďeleńı na intervalu(0, a).Spǒctěte
šikmost ǎspǐcatost. S poǔzitı́m vlastnost́ı sťredńı hodnoty a rozptylu uřcete:

a) E(2X + 3);

b) E(3X2 − 2X + 1);

c) D(2X + 3);

d) D(X2 + 1).
[
a) a + 3; b) a2 − a + 1; c) a2/3; d) 4a4/45.

]

Př ı́klad 3.31. Náhodńa velǐcina X má rovnom̌erńe rozďeleńı v intervalu (2,6).
Vypočtěte:

a) E(2X + 3);

b) E(4X2 − 5X + 2);

c) D(6X − 7);

d) D(X2).

[ a) 11; b) 154/3 c) 48 d) 87.]

Př ı́klad 3.32. Nalezňete sťredńı hodnotu, medían, dolńı a horńı kvartil, mezikvar-
tilové rozp̌et́ı, dolńı a horńı decil ńahodńe velǐcinyX, kteŕa má rovnom̌erńe rozďeleńı
na intervalu(0, 2).

[EX = 1, K0.5 = 1, K0.25 = 0.5, K0.75 = 1.5, IQR = 1, K0.1 = 0.2, K0.9 = 1.8]
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Př ı́klad 3.33. Nalezňete sťredńı hodnotu, medían, dolńı a horńı kvartil, mezikvar-
tilové rozp̌et́ı, dolńı a horńı decil ńahodńe velǐciny X, kteŕa má exponencíalńı
rozďeleńı s parametremλ = 2.[

EX = 1
2 , K0.5 = 0.35, K0.25 = 0.14, K0.75 = 0.69, K0.1 = 0.05, K0.9 = 1.15

]

Př ı́klad 3.34. Nalezňete sťredńı hodnotu, medían, dolńı a horńı kvartil, mezikvar-
tilové rozp̌et́ı, dolńı a horńı decil ńahodńe velǐciny X, kteŕa má rozďeleńı s husto-
tou

f(x) =





2
5
x 0 ≤ x ≤ 1

− x
10

+ 1
2

1 < x ≤ 5

0 jinak

[EX = 2, K0.5 = 1.84, K0.25 = 1.13, K0.75 = 2.76, K0.1 = 0.71, K0.9 = 3.59]

Př ı́klad 3.35. Náhodńa velǐcinaX má norḿalńı rozďeleńı s parametryµ = 45,
σ = 10. Určete:
a) P (X ≤ 50) , b) P (X ≤ 35, 6), c) P (40, 7 ≤ X ≤ 65, 8),

d) P (22, 9 ≤ X ≤ 33, 2), e) P (X ≥ 25, 3), f) P (X ≤ 25, 3).

[ a) 0.69146, c) 0.98124, e) 0.97558]

Př ı́klad 3.36. Náhodńa velǐcinaX má norḿalńı rozďeleńı s parametryµ = 30,
σ = 8. Určete konstantux0 tak, aby
a) P (X ≥ x0) = 0, 5, b) P (X < x0) = 0, 025,

c) P (X > x0) = 0, 1, d) P (X > x0) = 0, 95,

e) 10% hodnotX bylo meňśıch něz x0,

f) 80% hodnotX bylo meňśıch něz x0,

g) 1% hodnotX bylo věťśıch něz x0.

[ a) 30, c) 40.32, e) 19.75 g) 48.61]

Př ı́klad 3.37. Náhodńa velǐcina X má norḿalńı rozďeleńı se sťredńı hodnotou
100 a sm̌erodatnou odchylkou 8. Načrtněte graf hustoty ńahodńe velǐciny X. Do
grafu zakreslete hodnotuµ a intervalµ± 2σ. Určete pravďepodobnost
a) P (µ− 2σ ≤ X ≤ µ + 2σ) , b) P (X ≥ µ + 2σ) ,

c) P (X ≤ 92), d) P (92 ≤ X ≤ 116) ,

e) P (92 ≤ X ≤ 96) , f) P (76 ≤ X ≤ 124) .
[ a) 0.9545, b) 0.02275]

Př ı́klad 3.38. Náhodńa velǐcina X má norḿalńı rozďeleńı se sm̌erodatnou od-
chylkou 25. V́ıme, že pravďepodobnost,̌ze X bude v̌eťśı něz 150 je 0,9. Uřcete
sťredńı hodnotuµ náhodńe velǐciny X.

[182.04]

49



Př ı́klad 3.39. Jestlǐze ńahodńa velǐcina X má rozďeleńı N(µ; σ2) takov́e,žeP (X <
85) = 0, 90 aP (X < 95) = 0, 95, jaké jsou hodnotyµ aσ2?[

µ = 49, 7;σ2 = 758, 9
]

Př ı́klad 3.40.

a) Necht’ náhodńa velǐcinaU ∼ N(0, 1). Nalezňete medían, dolńı a horńı kvar-
til a mezikvartilov́e rozp̌et́ı.

b) Nalezňeteχ2
0.025(25)

c) Nalezňetet0.99(30) a t0.05(24)

d) NalezňeteF0.975(5, 20) aF0.05(2, 10)

[ a) 0; −0.67449; 0.67449, b) 13.12, c) 2.4573; −1.7109, d) 3.2891; 0.05156]

Př ı́klad 3.41. Necht’ náhodńa velǐcinaT ∼ t(14). Nalezňete konstantuc tak, aby
P (−c < T < c) = 0.9.

[1.7613]

Př ı́klad 3.42. Necht’ náhodńa velǐcinaX ∼ F (5, 8). Nalezňete konstantya a b
tak, abyP (X ≤ a) = 0.05 aP (X ≤ b) = 0.95.

[0.2075; 3.6875]

Př ı́klad 3.43. Vypočtěte momentov́e charakteristiky ńahodńe velǐciny X, kteŕa
má hustotuf(x) = Ae−|x|pro−∞ < x < ∞.

[A = 1/2;E(X) = 0;D(x) = 2;A3 = 0; A4 = 3.]

Př ı́klad 3.44. Necht’ (X, Y )′ má hustotu pravďepodobnostif(x, y). Nalezňete
E(X), D(X), E(Y ), D(Y ).

f(x, y) =

{
1− x + y 0 < x < 1, 0 < y < 1

0 jinak[
E(X) = 5

12 , D(X) = 11
144 , E(Y ) = 7

12 , D(Y ) = 11
144

]

Př ı́klad 3.45. Hustota ńahodńeho vektoru(X, Y )′ je tvaru

f(x, y) =

{
24x2y(1− x), 0 < x < 1, 0 < y < 1,

0, jinak.

a) Nalezňete margińalńı hustotu ńahodńe velǐciny X.

b) Nalezňete margińalńı hustotu ńahodńe velǐciny Y .

c) Rozhodňete, zda jsou stochasticky nezávisĺe.
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d) Nalezňete sťredńı hodnotu a rozptyl velǐciny X.



a) fX(x) = 12x2(1 − x) pro 0 < x < 1, 0 jinak,
b) fY (y) = 2y pro 0 < y < 1, 0 jinak, c) nejsou,
d) E(X) = 3/5, D(X) = 1/25




Př ı́klad 3.46. Hustota ńahodńeho vektoru(X, Y )′ je rovna

f(x, y) =

{
24xy(1− x2), 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1,

0, jinak.

Dokǎzte, že jsouX a Y neźavisĺe. A nalezňete sťredńı hodnotu a rozptyl velǐcin
X aY .

Př ı́klad 3.47. Hustota ńahodńeho vektoru(X, Y )′ je rovna

f(x, y) =

{
xe−x(1+y), x > 0, y > 0,

0, jinak.

Najděte margińalńı hustoty ńahodńych velǐcin X a Y . Spǒctěte korelaci velǐcin
X, Y . [

fX(x) = e−x, prox > 0, 0 jinak.fY (y) = (1 + y)−2, proy > 0, 0 jinak.
]

Př ı́klad 3.48. Necht’ X aY maj́ı rovnom̌erńe rozďeleńı na ńıže uvedeńe mnǒzině
G. Určete kovarianci a korelačńı koeficient.

G = {(X, Y )′ ∈ R2 : 0 ≤ x < 1, 0 ≤ y < 1, x + y ≤ 1}

[C(X,Y ) = −1/36, R(X, Y ) = −1/2]

Př ı́klad 3.49. Necht’ X aY maj́ı rovnom̌erńe rozďeleńı na ńıže uvedeńe mnǒzině
G.

G = {(X, Y )′ ∈ R2 : 0 < x < y < 1}
a) Určete kovarianci a korelačńı koeficient.

b) Nalezňete ob̌e regresńı přı́mky.

c) Ově̌rte, zdaX aY jsou stochasticky nezávisĺe.

[ a) C(X,Y ) = 1/36, R(X, Y ) = −1/2, b) Y = (X + 1)/2, X = Y/2, c) nejsou]
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Př ı́klad 3.50. Necht’ náhodńe velǐciny X aY maj́ı sdrǔzenou hustotu

f(x, y) =





1, (x, y) ∈ (0, 1
2
)× (1

2
, 1) ∪ (1

2
, 1)× (0, 1

2
),

2, (x, y) ∈ (1
2
, 1)× (1

2
, 1),

0, jinak.

Vypočtěte korelǎcńı koeficientρX,Y . (Doplňuj́ıćı úloha: takto zadanou hustotu
nǎcrtněte a ov̌ěrte, zda skutěcně má vlastnosti, kteŕe má hustota ḿıt. Ově̌rte tyto
vlastnosti i u spǒcteńych margińalńıch hustot.) [

ρX,Y = − 3
13 .

]

Př ı́klad 3.51. Necht’ náhodńe velǐciny X aY maj́ı sdrǔzenou hustotu

f(x, y) =

{
π−1, x2 + y2 ≤ 1,

0, jinak.

Vypočtěte margińalńı hustoty velǐcin X a Y , dále vypǒctěteEX, EY, DX, DY
aρX,Y . [

EX = 0, EY = 0, DX = 1
4 ,DY = 1

4 , ρX,Y = 0.
]

Př ı́klad 3.52. Náhodńy vektor (X,Y )′ má rovnom̌erńe rozďeleńı na krǔznici
o rovnicix2 + y2 = 1.

a) Nalezňete margińalńı hustoty ńahodńe velǐciny X a ńahodńe velǐciny Y .

b) VypočtěteEX, EY, DX, DY .

c) Rozhodňete, zda jsouX aY neźavisĺe.
[
a) fX(x) = fY (x) = 2

π
√

1−x2
, pro− 1 < x < 1, 0 jinak.b) EX = EY = 0

]

Př ı́klad 3.53. Náhodńy vektor(X,Y )′ má rovnom̌erńe rozďeleńı na oblasti:
x2

a2 + y2

b2
= 1.

a) Nalezňete margińalńı hustotu ńahodńe velǐciny X.

b) Nalezňete margińalńı hustotu ńahodńe velǐciny Y .

c) VypočtěteEX, EY .

d) VypočtěteC(X,Y ). P̌resv̌eďcte se,̌ze ńahodńe velǐciny X a Y jsou neko-
relovańe, ale źavisĺe.


a) fX(x) = 2

πa

√
1− x2

a2 pro |x| < a, 0 jinak.

b) fY (y) = 2
πb

√
1− y2

b2
pro |y| < b, 0 jinak.
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Př ı́klad 3.54. Náhodńy vektor(X,Y, Z)′ má hustotuf(x, y, z) rovnou konstanťe
c, když x2 + y2 + z2 ≤ 1. Jinak je hustota(X,Y, Z)′ rovna 0.

a) Stanovte konstantuc.

b) Nalezňete margińalńı hustoty ńahodńych velǐcin X, Y , Z.

c) Nalezňete margińalńı hustoty vektor̊u (X, Y )′ a (X, Z)′.

d) VypočtěteEX, EY, EZ, DX, DY, DZ, C(X, Y )′ avar(X, Y, Z)′.

Př ı́klad 3.55. Hustota ńahodńeho vektoru(X, Y )′ je tvaru

f(x, y) =

{
[(1 + ax)(1 + ay)− a] e−x−y−axy, x > 0, y > 0,

0, jinak,

kde0 < a < 1. Určete

a) margińalńı hustoty ńahodńych velǐcin X, Y .

b) distribǔcńı funkci (X, Y )′.

c) sťredńı hodnotyEX, EY , rozptylyDX, DY a kovarianciC(X, Y ).



a)fX(x) = fY (x) = e−x prox > 0, 0 jinak,

b)F (x, y) =

{
1 + e−x−y−axy − e−x − e−y, x > 0, y > 0,

0, jinak.




Př ı́klad 3.56. Hustota ńahodńeho vektoru(X, Y )′ je rovna

f(x, y) =

{
xp−1(y−x)q−1e−y

Γ(p)Γ(q)
, 0 < x < y,

0, jinak.

Najděte margińalńı hustoty ńahodńych velǐcin X aY .[
fX(x) = e−x, prox > 0, 0 jinak.fY (y) = (1 + y)−2, proy > 0, 0 jinak.

]

Př ı́klad 3.57. Hustota ńahodńeho vektoru(X1, X2) je rovna

f(x1, x2) =

{
x1 + x2, 0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 1,

0, jinak.

Vypočtěte hustotu ńahodńe velǐciny Y = X1 + X2. SpǒctěteD(Y ).
fY (z) =





z2, 0 < z ≤ 1,

z(2− z), 1 < z ≤ 2,

0, jinak.
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Př ı́klad 3.58. Trolejbusy m̌estsḱe dopravy odj́ıžděj́ıze stanice v p̌etiminutov́ych
intervalech. Cestujı́ćı může p̌rij ı́t na stanici v libovolńem okam̌ziku. Jaḱa je sťredńı
hodnota a sm̌erodatńa odchylka doby jehǒceḱańı na odjezd ze stanice?

[E(X) = 2, 5;D(X) = 2, 08.]

Př ı́klad 3.59. Výrobńı zǎrı́zeńı má poruchu v pr̊uměru jednou za 2000 hodin.
P̌redpokĺadejme,̌ze ”dobačeḱańı” na poruchu je ńahodńa velǐcina s exponenci-
álńım rozďeleńım. Stanovte hodnotu t tak, aby pravděpodobnost,̌ze p̌rı́stroj bude
pracovat deľśı dobu něz t, byla 0,99.

[20, 5]

Př ı́klad 3.60. Životnost uřcitého v́yrobku seřı́dı́ exponencíalńım rozďeleńım se
sťredńı hodnotou 3 roky. Jak dlouhou zárǔcńı dobu poskytne v́yrobce źakazńıkům,
jestliže žád́a, aby relativńı četnost v́yrobků, kteŕe b̌ehem źarǔcńı doby p̌restanou
plnit svou funkci, byla v pr̊uměru 0,1?

[0, 32]

Úpravy

Př ı́klad 3.61. Necht’ E(X2) = 65 a E(X) = 7. Určete sm̌erodatnou odchylku
náhodńe velǐciny X. [√

D(X) = 4.
]

Př ı́klad 3.62. Necht’ E(X) = 3 aE[X(X − 1)] = 6. Určete rozptylD(X).

Př ı́klad 3.63. Necht’ D(X) = D(Y ) = C(X, Y ) = 1. Vypočtěte
a) D(3−X), b) C(X, X),

c) D(2X + 4), d) C(X, X + Y ),

e) D(X − Y ), f) D(4X + Y − 7),
[ a) 1, b) 1, c) 4, d) 2, e) 0, f) 25.]

Př ı́klad 3.64. Uvažujme ńahodnou velǐcinuX se sťredńı hodnotouE(X) = −1,
rozptylemD(X) = 4 a ńahodnou velǐcinu Y = 2 − 3X. Vypočtěte sťredńı hod-
notu a rozptyl velǐciny Y , kovarianci a koeficient korelace veličin X,Y .

[E(Y ) = 5;D(Y ) = 36;C(X,Y ) = −12;R(X, Y ) = −1.]

Př ı́klad 3.65. Necht’ X a Y jsou neźavisĺe ńahodńe velǐciny s σX = σY = 1.
Vypočtěte

a) D(2X + Y ), b) C(2X + Y, X − Y ),

c) ρX,Y , d) ρU,V , kdeU = 2X + Y , V = X − Y .[
a) 5, b) 1, c) 0, d) 1√

10

]
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Př ı́klad 3.66. Necht’ náhodńa velǐcinaX má sťredńı hodnotuE(X) = µ a rozptyl
D(X) = σ2. Určete

a) E(Y ) aD(Y ), kdeY = X − E(X)

b) E(U) aD(U), kdeU = X−µ
σ

[
a) E(Y ) = 0, D(Y ) = σ2, b) E(U) = 0, D(U) = 1

]

Př ı́klad 3.67. Necht’ X1, X2, . . . , Xn jsou neźavisĺe stejňe rozďeleńe ńahodńe
veličiny se stejńymi sťredńımi hodnotamiµ a rozptylyσ2

1, σ
2
2, . . . , σ

2
n, X je jejich

průměr. SpǒctěteD(X). [
D(X) = 1

n2

∑n
i=1 σ2

i .
]

Př ı́klad 3.68. Určete sťredńı hodnotu velǐciny Z = 3X2 − 2XY + Y 2 − 3, je-li
známo,žeE(X) = −2, E(Y ) = 4, D(X) = 4, D(Y ) = 9, R(X, Y ) = −0.5.

[68]

Př ı́klad 3.69. Necht’ X1, X2 aX jsou neźavisĺe ńahodńe velǐciny, pro kteŕe plat́ı
EX1 = 1, EX2 = 2, EX = 3, DX1 = 4, DX2 = 5, DX = 6. PolǒzmeY =
X1 + X, Z = X2 − X. Vypočtěte korelǎcńı koeficientρY,Z , parcíalńı korelǎcńı
koeficientρY,Z.X a koeficient mnohońasobńe korelaceρX,(Y,Z).[

ρY,Z = − 6√
110

, ρY,X = 0, ρX,(Y,Z) = 9√
111

.
]

Př ı́klad 3.70. Necht’ X je náhodńy vektor o rozm̌erech3× 1,

var(X) =




5 2 3
2 3 0
3 0 2


 .

a) PolǒzmeZ = X1 − 2X2 + X3. NajďeteD(Z)

b) Najděte variaňcńı maticivar(Y ) = var(Y1, Y2)
′, kdyžY1 = X1+X2 aY2 =

X1 + X2 + X3.
[
D(Z) = 17, var(Y ) =

(
12 15
15 20

)
.

]

Př ı́klad 3.71. Nekorelovańe ńahodńe velǐciny X a Y maj́ı rozptyly D(X) = k a
D(Y ) = 2. Čemu je rovnok, jestliže rozptyl ńahodńe velǐciny Z = 3Y − X je
D(Z) = 25?

[k = 7.]
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Př ı́klad 3.72. Nekorelovańe ńahodńe velǐcinyX1, X2, X3, X4 maj́ı identicḱy zákon
rozďeleńı s hustotou

f(xi) =

{
2xi, 0 < xi < 1, i = 1, 2, 3, 4

0, jinak

Vypočtěte sťredńı hodnotu a rozptyl ńahodńe velǐciny Y = 2X1 +X2−X3 +X4.
[E(Y ) = 2;D(Y ) = 7/18.]

Př ı́klad 3.73. Najděte korelǎcńı matici ńahodńeho vektoruX = [X1, X2, X3]
′
,

jehǒz kovariaňcńı matice je

C =




16 −14 12
−14 49 −21
12 −21 36


 .


R =




1 −0, 5 0, 5
−0, 5 1 −0, 5
0, 5 −0, 5 1


 .




Př ı́klad 3.74. Necht’ X = (X1, X2, . . . , Xn)′ je náhodńy vektor a uvǎzujme
náhodńe velǐciny Y1 = X1, Yi = Xi − Xi−1, i = 2, 3, . . . , n. Najďete variaňcńı
matici var(X) = var(X1, X2, . . . , Xn)′ za p̌redpokladu,̌ze ńahodńe velǐciny Yi

jsou navźajem neźavisĺe a kǎzdá z nich ḿa stejńy rozptylσ2.[
C(Xi, Xj) =

{
iσ2, i ≤ j,

jσ2, i > j.

]

Př ı́klad 3.75. Necht’ X = (X1, X2, . . . , Xn)′ je náhodńy vektor a uvǎzujme
náhodńe velǐciny Y1 = X1, Yi = Xi − Xi−1, i = 2, 3, . . . , n. Najďete variaňcńı
matici var(Y ) = var(Y1, Y2, . . . , Yn)′ za p̌redpokladu,̌ze ńahodńe velǐciny Xi

jsou navźajem neźavisĺe a kǎzdá z nich ḿa stejńy rozptylσ2.


var(Y ) =




σ2 −σ2 0 · · · 0

−σ2 2σ2 −σ2 ...
...

0 −σ2 2σ2 ... 0
...

... ... ... −σ2

0 · · · 0 −σ2 2σ2







Př ı́klad 3.76. Necht’ X1, X2, . . . , Xn jsou ńahodńe velǐciny, kteŕe maj́ı stejńy roz-
ptyl σ2. PolǒzmeZ1 = X1 a Zi+1 = ρZi + a pro i = 1, 2, . . . , n − 1, kdea a ρ
jsou réalná č́ısla. Najďete variaňcńı maticivar(Z) = var(Z1, Z2, . . . , Zn)′.[

C(Zi, Zj) = ρi+j−2σ2.
]
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Důkazy

Př ı́klad 3.77. Necht’ X1, X2, . . . , Xn jsou neźavisĺe stejňe rozďeleńe ńahodńe
veličiny se stejńymi sťredńımi hodnotamiµ a rozptylyσ2

1, σ
2
2, . . . , σ

2
n. Dokǎzte,

že
∑n

i=1(Xi −X)2/[n(n− 1)] je nestranńym odhademD(X).

Př ı́klad 3.78. Necht’ náhodńe velǐciny X1, X2, . . . , Xn maj́ı stejńe sťredńı hod-
notyµ, stejńe rozptylyσ2 a korelace libovolńeho ṕaru ťechto r̊uzńych ńahodńych
veličin je rovna konstantěρ. NajďeteD(X) a ukǎzte odtud,̌ze −1

n−1
≤ ρ ≤ 1.[

D(X) = σ2

n (1 + ρ(n− 1)).
]

Př ı́klad 3.79. Necht’ X0, X1, X2, . . . , Xn jsou neźavisĺe stejňe rozďeleńe ńahodńe
veličiny s rozďeleńım N(µ, σ2). Polǒzme

S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2.

Dokǎzte,žeS2 je nestranńym odhademσ2.

Př ı́klad 3.80. Necht’ X0, X1, X2, . . . , Xn jsou neźavisĺe stejňe rozďeleńe ńahodńe
veličiny s rozďeleńım N(µ, σ2). Polǒzme

S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2,

Q =
1

2(n− 1)

n−1∑
i=1

(Xi−1 −Xi)
2.

a) Dokǎzte,ževar(S2) = 2σ4

n−1
.

b) Dokǎzte,žeQ je nestranńy odhad parametruσ2.

Př ı́klad 3.81. Necht’ náhodńe velǐciny X a Y maj́ı stejńy rozptyl. Dokǎzte, že
C(X + Y, X − Y ) = 0. Najďete protip̌rı́klad, kteŕym ukážete,že z nulovosti t́eto
kovariance neplyne nezávislost ťechto ńahodńych velǐcin.[

Protip̌rı́klad:X = Z1 + Z3, Y = Z1 + Z2, kdeZi jsou neźavisĺe ńahodńe velǐciny se
stejńym rozptylemσ2 > 0.

]

Př ı́klad 3.82. Necht’ každá z ńahodńych velǐcin X a Y nab́yvá pouze hodnot 0
a 1, p̌ričem̌z P (X = i, Y = j) = pij, i = 0, 1, j = 0, 1. Dokǎzte,že tyto velǐciny
jsou neźavisĺe pŕavě tehdy, kdy̌z C(X, Y ) = 0.

Př ı́klad 3.83. Necht’ náhodńa velǐcina X má symetrickou hustotu (f(−x) =
f(x)) a nulov́e sťredńı hodnoty. P̌redpokĺadejme nav́ıc, že existuj́ı jejı́ 3. momenty.
Dokǎzte,žeC(X,X2) = 0.
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Př ı́klad 3.84. Necht’ hustota ńahodńych velǐcin X, Y aZ má tvar

f(x, y, z) =

{
1
8
(1 + xyz) −1 ≤ x, y, z ≤ 1,

0, jinak.

Dokǎzte,že tyto velǐciny jsou po dvou neźavisĺe, ale nejsou vźajemňe neźavisĺe.

Př ı́klad 3.85. Necht’ náhodńe velǐciny X1, X2, . . . , Xn maj́ı stejńe sťredńı hod-
notyµ a jsou stochasticky nezávisĺe. Polǒzme

Q1 =
n∑

i=1

(Xi −X)2,

Q2 = (X1 −X2)
2 + (X2 −X3)

2 + · · ·+ (Xn−1 −Xn)2 + (Xn −X1)
2.

Dokǎzte,že

E

[
3Q1 −Q2

n(n− 3)

]
= var(X).

Př ı́klad 3.86. Necht’ korelǎcńı koeficientρ náhodńych velǐcin X a Y existuje.
Ukažte, že−1 ≤ ρ ≤ 1. [Vezměte vúvahu diskriminant neźaporńe kvadraticḱe
funkceg(v) = E {[(X − µ1) + v(Y − µ2)]

2}, kde réalné č́ıslo v neńı funkćı X
aniY .]

Př ı́klad 3.87. Necht’ X aY jsou ńahodńe vektory o rozm̌erechm× 1 an× 1, a
a b jsou réalné vektory o rozm̌erechm × 1 a n × 1. Dokǎzte,že pro kovariaňcńı
matici plat́ı

cov(X − a,Y − b) = cov(X,Y ).

Př ı́klad 3.88. Dokǎzte,žecov(X,Y ) = E(XY ′)− (EX)(EY )′.

Př ı́klad 3.89. Necht’ A je symetricḱa matice aX je náhodńy vektor. Dokǎzte,že
E(X ′AX) = tr[AE(XX ′)], kdetr(A) znǎćı stopu maticeA.

Př ı́klad 3.90. Necht’ X1, X2, . . . , Xn jsou neźavisĺe ńahodńe velǐciny se stejńym
rozďeleńım N(0, σ2) a A a B jsou symetricḱe réalné matice o rozm̌erechn × n,
X = (X1, X2, . . . , Xn)′ je náhodńy vektor. Dokǎzte,žecov(X ′AX,X ′BX) =
2σ4tr(AB).
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4. Náhodné velǐciny

4.1 Distribučńı funkce

F (x) = P (X ≤ x)

Vlastnosti distribǔcńı funkce:

• F (x) je neklesaj́ıćı, tj.: ∀ x1, x2 ∈ R : F (x1) ≤ F (x2)

• F (x) je zprava spojit́a, tj.: lim
x→x+

0

F (x) = F (x0)

• F (x) je normovańa, tj.: lim
x→−∞

F (x) = 0, lim
x→+∞

F (x) = 1

• ∀ a, b ∈ R : P (a < X ≤ b) = F (b)− F (a)

• P (X = x0) = F (x0)− lim
x→x−0

F (x)

Př ı́klad 4.1. Rozhodňete, zda funkceF (x) je distribǔcńı funkćı.

F (x) =

{
0 x < 0

x
x+1

x ≥ 0

[ano]

Př ı́klad 4.2. Určete konstantyk1 ak2 tak, aby funkceF (x) byla distribǔcńı funkćı
náhodńe velǐciny X. Vypočtěte pravďepodobnost,̌ze ńahodńa velǐcinaX se bude
realizovat v intervalu(−a

2
, a

2
>.

F (x) =





0 x < −a

k1 + k2 arcsin x
a

−a ≤ x < a

1 x ≥ a [
k1 = 1

2 , k2 = 1
pi ;

1
3

]
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Př ı́klad 4.3. Určete konstantya a b tak, aby funkceF (x) = a + b arctan x byla
distribǔcńı funkćı náhodńe velǐciny X. [

a = 1
2 ; b = 1

π

]

4.2 Diskrétńı náhodná veličina

Pravďepodobnostńı funkcep(x) a jej́ı vlastnosti

• F (x) =
∑
t≤x

p(t)

• p(x) ≥ 0

•
∞∑

x=−∞
p(x) = 1

• p(x0) = P (X = x0)

• p(x1, x2) = P (X1 = x1 ∧X2 = x2)

• p1(x1) =
∞∑

x2=−∞
p(x1, x2), p2(x2) =

∞∑
x1=−∞

p(x1, x2)

• p12(x1, x2) =
∞∑

x3=−∞
p(x1, x2, x3)

• p1(x1) =
∞∑

x2=−∞

∞∑
x3=−∞

p(x1, x2, x3)

Př ı́klad 4.4. Hod́ıme čtyřikrát minćı. Náhodńa velǐcinaX udává pǒcet padĺych
lı́ců v těchtočtyřech hodech. Nalezněte pravďepodobnostńı funkci náhodńe veli-
činy X a taḱe jej́ı distribǔcńı funkci.[

p(0) = 1
16 , p(1) = 1

4 , p(2) = 3
8 , p(3) = 1

4 , p(4) = 1
16

]

Př ı́klad 4.5. Hod́ıme dv̌ema kostkami. Ńahodńa velǐcina X udává pǒcet ok na
prvńı kostce, ńahodńa velǐcinaY udává pǒcet ok na druh́e kostce. OznǎcmeZ =
X + Y . Nalezňete pravďepodobnostńı funkci náhodńe velǐciny Z a taḱe jej́ı dis-
tribučńı funkci.[

p(2; 12) = 1
36 , p(3; 11) = 2

36 , p(4; 10) = 3
36 , p(5; 9) = 4

36 , p(6; 8) = 5
36 , p(7) = 6

36

]
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Př ı́klad 4.6. Postupňe je zkoǔseno p̌et p̌rı́strojů. Daľśı přı́stroj se zkoǔśı, pokud je
předchoźı přı́stroj spolehliv́y. Každý z p̌rı́strojů vydřźı zkoǔsku s pravďepodobnostı́
0.9. Náhodńa velǐcinaX udává pǒcet zkoǔseńych p̌rı́strojů. Určete pravďepodob-
nostńı funkci náhodńe velǐciny X.

[p(0) = 0.1, p(1) = 0.09, p(2) = 0.081, p(3) = 0.0729, p(4) = 0.6561]

Př ı́klad 4.7. Sťrelec sťrı́l ı́ do teřce ǎz do prvńıho źasahu. Ḿa v źasob̌ečtyři náboje.
Pravďepodobnost źasahu je p̌ri každém v́ysťrelu 0.6. Náhodńa velǐcinaX udává
počet nespoťrebovańych ńaboj̊u. Stanovte pravďepodobnostńı funkci náhodńe ve-
li činy X.

[p(0) = 0.064, p(1) = 0.096, p(2) = 0.24, p(3) = 0.6]

Př ı́klad 4.8. Rodǐce pĺanuj́ı mı́t tři děti. P̌redpokĺadejme,že pravďepodobnost
narozeńı chlapce i d́ıvky je stejńa. Náhodńa velǐcinaX udává pǒcet ďet́ı stejńeho
pohlav́ı, kteŕe se narodily za sebou (např pro HDD jeX = 2). Určete pravďepo-
dobnostńı funkci náhodńe velǐciny X.

[p(1) = 0.25, p(2) = 0.5, p(3) = 0.25]

Př ı́klad 4.9. Auto muśı projet čtyři křižovatkyřı́zeńe neźavislými semafory. Na
každém semaforu sv́ıtı́ zeleńa nebočerveńa s pravďepodobnostı́ 0.5. Náhodńa
veličinaX udává pǒcet projet́ych ǩrižovatek do prvńı křižovatky, kdy auto musı́
zastavit. Nalezňete pravďepodobnostńı funkci náhodńe velǐciny X.

[p(0) = 0.5, p(1) = 0.25, p(2) = 0.125, p(3) = 0.0625, p(4) = 0.0625]

Př ı́klad 4.10. Může b́yt nı́že uvedeńa funkcep(x) při vhodńe konstanťe c prav-
děpodobnostńı funkćı?

p(x) =

{
c(1− ϑ)x x = 0, 1, 2, . . . ϑ ∈ (0, 1)

0 jinak
[c = ϑ]

Př ı́klad 4.11. Je d́ana funkcep(x). Určete konstantuk tak, abyp(x) byla prav-
děpodobnostńı funkćı diskŕetńı náhodńe velǐciny X. Vypočtěte pravďepodobnost,
že ńahodńa velǐcinaX nabude hodnoty v̌eťśı něz 4.

p(x) =

{
k 0.7x prox = 1, 2, . . .

0 jinak [
k = 3

7 ; 0.24
]

Př ı́klad 4.12. Necht’ je dán syst́em slǒzeńy ze dvou blok̊u. Pravďepodobnost,̌ze
i-tý blok spŕavňe funguje jeϑi, i = 1, 2; 0 < ϑi < 1. Pravďepodobnost,̌ze
spŕavňe funguj́ı oba bloky jeϑ12, 0 < ϑ12 < 1. Náhodńa velǐcina Xi nab́yvá
hodnoty1, když i-tý blok funguje spŕavňe aXi = 0 když nefunguje. Vyj́aďrete
pravďepodobnostńı funkci p(x1, x2) a ob̌e margińalńı pravďepodobnostńı funkce
p(x1), p(x2).
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Př ı́klad 4.13. Určete konstantuk tak, aby funkcep(x1, x2, x3) byla pravďepodobnostńı

funkćı. p(x1, x2, x3) =

{
kx1x2x

2
3 x1 ∈ {0, 1}, x2 ∈ {0, 1}, x3 ∈ {0, 1, 2, 3}

0 jinak [
1
14

]

4.3 Spojitá náhodná veličina

Hustota pravďepodobnostif(x) a jej́ı vlastnosti

• F (x) =
x∫

−∞
f(t)dt

• f(x) ≥ 0

•
∞∫
−∞

f(x) = 1

• P (x0 < X < x0 + h) =
x0+h∫
x0

f(x)dx

• P (X = x0) = 0

• f(x) = ∂F (x)
∂x

ve v̌sech bodech spojitostif(x)

• f12(x1, x2) =
∞∫
−∞

f(x1, x2, x3) dx3

• f1(x1) =
∞∫
−∞

∞∫
−∞

f(x1, x2, x3) dx2dx3

Př ı́klad 4.14. Spojit́a ńahodńa velǐcina X má hustotu pravďepodobnostif(x).
Určete konstantua. Vypočtěte pravďepodobnost,̌ze se ńahodńa velǐcinaX bude
realizovat v intervalu(1/3; 2/3).

f(x) =

{
ax 0 ≤ x < 1

0 jinak
[2; 1/3]
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Př ı́klad 4.15. Spojit́a ńahodńa velǐcinaX má distribǔcńı funkciF (x). Určete hus-
totu f(x). Vypočtěte pravďepodobnost,̌ze se ńahodńa velǐcinaX bude realizovat
v intervalu(−2; 2) pomoćı hustoty i pomoćı distribǔcńı funkce.

F (x) =





0 x < −5
x+5

7
−5 ≤ x < 2

1 x ≥ 2 [
f(x) = 1

7 x ∈< −5; 2); 4
7

]

Př ı́klad 4.16. Je d́ana funkceF (x). Určete konstantya ab tak, abyF (x) byla dis-
tribučńı funkćı spojit́e ńahodńe velǐciny X. Určete taḱe hustotu ńahodńe velǐciny
X.

F (x) =





0 x < 0

a + b sin x 0 ≤ x < π
2

1 x ≥ π
2 [

a = 0; b = 1; f(x) = cosx 0 ≤ x < π
2

]

Př ı́klad 4.17. Na automaticḱe lince se plńı krabice mĺekem, kǎzdá krabice ḿa ob-
sahovat p̌resňe1000 ml mléka, av̌sak p̊usobeńım náhodńych vlivů koĺısá mnǒzstv́ı
mléka v intervalu(980 ml, 1020 ml). Každé mnǒzštv́ı mléka v tomto intervalu
povǎzujeme za stejňe mǒzné. Náhodńa velǐcina X udává mnǒzstv́ı mléka v ńa-
hodňe vybrańe krabici. Najďete hustotuf(x), distribǔcńı funkci F (x), nakreslete
grafy ťechto funkćı a vypǒctěte pravďepodobnost,̌zeX > 990 ml.[

f(x) = 1
40 , x ∈ (980, 1020); F (x) = 1

40(x− 980), x ∈ (980, 1020); 0.75
]

Př ı́klad 4.18. Je d́ana funkce

f(x1, x2, x3) =

{
kx1x2x

2
3 0 < x1 < 1, 0 < x2 < 1, 0 < x3 < 3

0 jinak

a) Určete konstantuk tak, aby funkcef(x1, x2, x3) byla hustotou pravďepo-
dobnosti spojit́eho ńahodńeho vektoru(X1, X2, X3).

b) Najděte v̌sechny margińalńı hustoty.

c) Vypočtěte pravďepodobnostP (0 < x1 < 1
2
∧ 1

3
< x2 < 2

3
∧ 1 < x3 < 2).

[ a) 4
9
, b) f(x1, x2) = 4x1x2, f(xi, x3) = 2

9
xix

2
3, i = 1, 2;]

[ f(xi) = 2xi, i = 1, 2; f(x3) =
x2
3

9
, c) 7

324
]

Př ı́klad 4.19. Vypočtěte pravďepodobnostP ((X1, X2)
′ ∈ G), kde

G = {(x1, x2)
′ ∈ R2, 0 < x1 < 1, 0 < x2 < 1}, je-li známo,že

f(x1, x2) = 1
π2(1+x2

1)(1+x2
2)

0 < x1 < 1, 0 < x2 < 1, 0 < x3 < 3 [
1
16

]
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Př ı́klad 4.20. Necht’ (X1, X2)
′ má spojit́e rovnom̌erńe rozďeleńı sousťreďeńe na

a) G = {(x1, x2)
′ ∈ R2, 0 ≤ x1 < 1, 0 ≤ x2 < 1}

b) G = {(x1, x2)
′ ∈ R2, 0 ≤ x1 < 1, 0 ≤ x2 < 1− x1}

V obou p̌rı́padech uřcete sdrǔzeńe a margińalńı hustoty.
[ a) f(x1, x2) = 1, f1(x1) = 1, f2(x2) = 1]

[ b) f(x1, x2) = 2, f1(x1) = 2(1− x1), f2(x2) = 2(1− x2)]
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Praha, 1988.
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