Zobecnény linearni regresni model

Zobecnény linearni regresni (jednorovnicovy) model je charakterizovan nasledujicimi
vlastnostmi modelovych veli€in :

A) Centrovanost nahodnych slozek Ee=0

B) Obecnost kovarianéni matice ndhodnych slozek: Cov(¢,e' ) =2 (obecna,

1b) heteroskedasticita nestochasticka matice )

2b) autokorelovanost nahodnych slozek
C) Nekorelovanost nahodnych slozek s nezavisle proménnymi EXe=0

D) PIna hodnost matice vysvétlujicich proménnych hWX)=k

Odhadova funkce zobecnéné metody nejmensich ctvercu
(GLS) v zobecnéném linearnim regresnim modelu

(tzv. Aitkenovo zobecnéni MNC/OLS)

poskytuje odhad G,_SB regresnich koeficientd S ve tvaru
b s vis—] v -l yrs—I
GsP=(X2 " X) X2y

a ma v zobecnéném linearnim regresnim modelu nasledujici vlastnosti :

1. odhad /3 je nestranny (pro libovolnou velikost vzorku T)

E(osB)=E(XSx) " xsy=E(x ' x) ' x5/ (Xp+e)=
=E(XTX)TIxSTIXp+E(XSTIX )T XS e =
=Ef+(XZT'X ) XS Ee=p+0=p

2. odhad ¢ /5 je linearni (vagi y)

nebot je linearni formou pozorovani zavisle proménné
asB=(XZT'X)'XT 'y smatici C'=(X='X)' X" koeficientll pFisluné linearni
formy. Poznamenejme, Ze vzdy plati C'X =(XZ'X)'XZ'X =1, kde I, je
jednotkova matice fadu k .



3. kovarianéni matice pfislusna odhadové funkci ma tvar
Cov(s.s B) =E|(B-EB).(B-EBY|=E|(B- B).(B- BY| =
=Elxs"x)" x5y -l x =7 x ) x5y - p)|=
=El(xsx )" x s xpre)-pllx = x )T x0T xpre))- =
=Elp+x s x ) x s e -pllprx =T x )T x5 - gl =
=B x =7 x )" x s 7 x )T x| =
=(x'S'x)'x ST Eee) S x(x ST X )7 =
=(x'>"x)lxsssT I x x s ix )T = x5 x ) 0.

4. odhad /5 je nejlepsi ve smyslu miniméini kovarianéni matice Cov (g f3),

nebot pro kovariancni matici kterékoliv jiné (linearni) odhadové funkce ,E
plati:

Cov(B)=Cov(gsB) =2

kde Q je néjaka pozitivné semidefinitni matice fadu k ( rozmérl k x k ).

Ovéreni Bez ujmy na obecnosti mizeme matici D libovolné jiné linearni odhadové
funkce £ vyjadrit ve tvaru

D=(x'"x)"'x' 7" +¢G

Poznamka Vzhledem k poZadavku na nestrannost 4, s 4 musi s ohledem na platnost
D'X=(X'Z'X)'X'Z'X+G'X =1, vzdy platit G'X =0.

Pr*o libovolnou jinou (linearni, nestrannou) odhadovou funkci tedy musi platit
Cov(F)=E[(B-EF).(B-EB)'|=E[(B-p).cB-p)|=

_ E[((X’Z‘JX)_IX’Z‘J +G' )y - ﬁ}[((X'Z_IX)_IX'Z_J +G )y ﬁ'} )

= E[((X'Z"I X)_]X’Z_] +G' Y Xp+e)- ﬁ}[((X'Z‘I X)_]X’Z_] +G' Y Xp+e)- ﬁ] =

= E[((X’Z‘IX)_IX'Z‘IX,B+G’X,B+g) +G'e- ﬂ][((X'Z"X)_lX’Z"XIB+G'XIB+ £)+G'e - ﬂ]

= E[(X'Z"X)_IX'Z‘% + G'e} * [(X'Z"IX)_IX’Z"]e + G'e} -



- —1 _ _ _ -1 _ —1 _
= E[(X’Z ! X) X5 e s X(X'Z ! X) +G'eg'G + (X’Z ! X) X5 ed'G +
1o e—1 re—1 -1
+Gee s x(xsx)" =
(XTI X)X S Eee' S X(XETX )T +GEce'G+H(XZ' X ) X' S Eee'G +
+G'Eee' 7' X(XZ'x)" =
=(XTX) ' XETIETX(XETX) T +GEG H(XETX) XTI EG+GEI T X(XETX) ! =
(X' x)"+05G+xTIx)IXG+Gax(xETIXx) =

=(X' 3 Xx)" +G 5G =Cov(ysB)+ G G 0.
kde G'2G e zfejmé pozitivné semidefinitni matice.

Poznamka 1 Odhadova funkce zobecnéné metody nejmensich ¢tverct 4,/ ve tvaru

cs B =(X'Z7'X )™ X'57y v situacich, kdy (coz je pravidlem) nezname pesny tvar
kovarian¢ni matice X, neni pfimo pouZitelna. Proto je ji nutno zpravidla nahradit
vyrazem

SR Sy B P
cisP=(X'2 X)) " X'2 "y
kde  je n&jaky vhodny odhad matice % .’

Poznamka: VSimnéme-si, Ze zobecnéna metoda nejmensich étvercl prechazi v pripadé, ze
kovarianéni matici nahodnych slozek je diagonalni se stejnymi prvky v obycejnou metodu
nejmensich étvercu:

s B=(XE* T x )T x5y kde S* =g, , pak zFejmé plati
asB=(X' (0" 1 )" X )" X'(6” 1) y=(XoT7 X ) (X7 y)=
=0’ (XX) o Xy =(XX ) Xy =4, B

2

Poznamka 2 Odhadova funkce oby¢ejné metody nejmensich &tverct (OLS) ,, s B ma

v zobecnéném linearnim regresnim modelu tyto vlastnosti :

1) odhad ,,s /3 je nestranny
2) odhad 53 je linearni
3) odhad OLS,E neni nejlepsi

Odvozeni zobecnéné metody nejmensich ¢tvercti GLS

Uvazujme nejprve linearni regresni model ve tvaru

! Ziskat odhad kovarianéni matice 2 pouzitelné pro GLS estimator je ovSem daleko problemati¢téjsi
nez odhad jediného prvku- rozptylu o OLS, kde Ize snadno uzit vyrazy. Uvédomme si, Zze

k odhadu obecné T(T +1)/2 mamejen Tx('k + 1) pozorovanych hodnot. Téch bude zpravidla

méné nez neznamych parametrd — prvkd matice 2.

2 Z odvozovani je patrné, Ze by totéz platilo i pro kovarianéni matici obou téchto estimatoru.



(1) y=XB+e

u kterého uvolnime pfedpoklad B) a nahradime ho pfedpokladem B?¥
Kovariancni matice nahodnych slozek ma obecny tvar :

B* Cov(ee')=2 (obecna, nestochasticka matice),

COZ znamena B1*) heteroskedasticita

B2*) autokorelovanost nahodnych slozek

Znormujeme-li matici £ "primérnym rozptylem" o¢* , mizeme ji vyjadit ve tvaru
S=c’V

kde o’ je skalar a V je symetrickd pozitivné definitni matice. Matice V je

normovana tak, aby jeji stopa byla rovna T (tj. tr(V)=T) . Pramér diagonalnich

prvk(l 2 je pak roven o .

Formalné zapsano
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Pro V =1, model pfechazi ve standardni linearni regresni model.

Pfipomerime, Ze libovolnou symetrickou pozitivné definitni matici Ize vyjadrit ve
tvaru soucinu dvou regularnich vzajemné transponovanych matic. ZapiSme tedy

(2) V=R'R™ neboli V'=(RT'R)!'=RR
Pfitom zfejmé plati RV.R'=1; .

Vynasobime-li model 1) touto nesingularni matici R (fadu i hodnosti 7'), dostaneme

(3a) Ry=RX. p+Re neboli
kde piSeme y* =Ry, X" =RX , e =Re.

Urceme kovarian¢ni matici nahodného vektoru transformovanych nahodnych slozek

(4) E(¢ &')=E(Re&'R )=RE(ce )R=c’RV.R =c°1,

(Podotknéme, Ze matice R byla volena praveé s cilem dosahnout diagonalni kovarianéni matice nahodnych slozek)

Ukazeme, ze transformovany model 3) ma vlastnosti standardniho linearniho
regresniho modelu. Nahodné slozky & jsou totiZ



a) centrované E(g*) =E(Re)=0
b) vzajemné nekorelované a homoskedastické

E(¢ &' )=E(Re&' R )=c’ RV.R =0’ 1
¢) nekorelované s vysvétlujicimi proménnymi

E(X '¢ )=E(X'R'Re)=(RX)'R(Es) =0

(pFedsunuti pied stfedni hodnotu je mozné vzhledem k nestochasti¢nosti matic X, R ).
Nyni ukazeme, jak Ize takovou matici R sestrojit:

Protoze matice V'~ je stejn&jako V' symetricka a pozitivné definitni, Ize ji vyjadrit
takto:

(5) V9id=4D
- matice A[TxT 7 je matice, jejiz sloupce tvofi viastni (charakteristické) vektory matice

VL. Viastni vektory mohou byt zapsany pfi vhodné normalizaci v ortonormalnim
tvaru, takze pro sloupce matice 4 Ize psat a;.a; =1, a,.a; =0 pro i # j. Proto

tedy plati A.4"=1; . : :

-matice D rozmér( [TxT'] je diagonalni matice s diagonalou tvofenou viastnimi

(charakteristickymi) &isly R~7: A, A%, AT Promatici ¥~ Ize psét (pfi nasobeni

5) matici 4’ zprava) :

(5a) v1=4DA=4D"? DV’ 4

kde D je diagonalni matice, na jejiz diagonale jsou néjak (vzestupné &i sestupné)

sefazeny charakteristické kofeny/Cisla matice v~ Matici R definujeme vztahem
R=D"? 4 0.

Je zfejmé, Ze pfi této volbé matice R bude platit :

(6) R'R=A4D"?> D2 g4 =y

VyuZijeme-li nyni odhadovou funkci obyc¢ejné metody nejmensich ¢tverc OLS k
odhadu parametrd modelu 3), dostaneme :

ors B =(X' X)Xy =(X'RRX)T'X'RRy=(X'VIx)" xvly
nebo rovnocenné
U os B =(X' T X)X 5y
Kovarianéni matice pfislusna této odhadové funkci ma tvar
8 Cowp )=’ (X'X ) =6’ (xVvix)=(xz"x)"!

Vzhledem k tomu, Ze prvky matice V zpravidla nezname, je nutno pfi praktickém
uplatnéni odhadové funkce GLS (zobecnéné metody nejmensich ¢tvercu) pouzit
néjaky jeji odhad.

Nestranny odhad 52 pro o’ ziskame standardnim zplisobem:



(9) §° = e’ = y* —X*bHy* - X'b =
T—k T-k
_[Ry-Rxb][Ry-Rxb] _[y-Xb].R'R[y - Xb] _e'V e
T -k T—k T -k

Poznamka: Pracujeme-li s centrovanymi veli¢inami y* , Ize rozptyl zavisle proménné
vyjadfrit jako

yy =X b X b e |2 X R RXb+ e R Re=b' X'V XD+ eV e
Prvni ¢len predstavuje vysvétleny, druhy ¢len nevysvétleny (téz rezidualni) rozptyl.
Rezidualni rozptyl je pfedstavovan kvadratickou formou v proménnych e s matici

koeficienta V" .

Ziskat takovy odhad neni v§ak pro obecny pfipad (obecna matice 2’ ) vabec snadné,
nebot narazime na nedostatek vstupni modelové informace. Matice 2 ma az
(T +1).T/2 ruznych prvkl, zatimco modelova informace obsazena v matici X

sestava pouze z Txk pozorovanych hodnot vysvétlujicich proménnych. Pfi T =20
bychom potiebovali odhadnout az 210 rdznych prvka matice 2 . Z tohoto divodu se
v realnych situacich zpravidla uplatiuji jednodussi verze obecné GLS-metody,
hlavné
- vazena metoda nejmensich ¢tverct WLS, ktera operuje s matici 2 , jez ma
nenulové prvky (rozptyly) pouze na hlavni diagonale

- rlizné specialni tvary matice 2', jejiz prvky zavisi na (podstatné) mensim
poctu jinych parametrl, které jsou snaze odvoditelné z dostupnych dat.

Uvédomme si, Ze v pfipadé:
a) standardniho linearniho regresniho modelu (metodou OLS) muzeme vyuzit

k odhadu jediného parametru matice 2 ( stejné velkého rozptylu nahodnych
slozek ) celkem T rezidualnich hodnot e, .

b) zobecnéného linearniho regresniho modelu postizeného toliko
heteroskedasticitou ( metodou WLS ) mizeme pouzit k odhadu 7' - parametr(
matice 2 praveé stejny pocet T rezidualnich hodnot e, .

¢) zobecnéného linearniho regresniho modelu v piné jeho obecnosti (metodou
GLS) muzeme pouzit k odhadu (T +1).T /2 parametri matice = pravé jen téch

T’ rezidualnich hodnot e, . (cozZ zfejmé bez dalSi pfipadné doprovodné informace
nestaci).
V pfipadé metody WLS se problém FeSi zpravidla vyuzitim apriorniho pfedpokladu o
velikosti nahodnych slozek (obvykle se zde uplatni vztah velikosti rezidua vuci
velikosti vysvétlované proménné).’

V pfipadé metody GLS se zpravidla vyslovi (problém zjednodusujici) pfedpoklad o
konkrétnim tvaru zavislosti nahodnych slozek navzajem (napf. pfedpoklad o jejich
vzajemné autokorelovanosti 1. fadu), ¢imZz se vyrazné snizi poCet neznamych
(odhadovanych) parametra. 2

Odhadova funkce vazené metody nejmensich ¢tvercli

! Zpusoby feSeni tohoto problému budou podrobnéji vyloZeny v oddile Heteroskedasticita
2 Zpusoby feSeni tohoto problému budou podrobnéji vylozeny v oddile Autokorelace.



(WLS)

Vazena metoda nejmensich ctvercu je specialnim pripadem zobecnéné metody
nejmensich ctvercu. Je pouzitelna v situacich, kdy nahodné slozky regresni rovnice
nevykazuji vzajemnou korelovanost.

Poskytuje odhady vykazujici pfiznivé vlastnosti v modelu, ktery se vyznacuje (pouze)
heteroskedasticitou, nikoliv autokorelaci nahodnych sloZzek. Z obou podminek
vztahujicich se k tvaru kovarianéni matice nahodnych slozek 2 plati tedy jen

2a) (Cista) heteroskedasticita Cov(e,e' )=2 (diagonalni nestochasticka
matice) neboli

(10) 2=
2
0 0 0 or
pfiéemz prvky hlavni diagonaly jsou obecné rizné.’

Pro vazenou metodu nejmensich d&tvercd plati vmodelu zatizeném pouze
heteroskedasticitou vSechny vlastnosti zobecnéné metody nejmenSich Cc&tverca.
Odhadova funkce vSak bude mit jednodussi tvar, protoze prvky diagonaly inverzni

matice X' znadené o" maiji tvar

T
jD]ajj
- adi(c- =1 ] )
(11) ol = 9Ui) J e o : o/ =0 pro i#j
‘Z‘ L Oii
]DJUJ'J'

Matice =™ je tedy také diagonalni.

Nyni zapiseme tvar WLS-odhadové funkce ;o =(X'Z /X)X 57y ve
,Strukturnim* tvaru
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Stejné jako v pripadé GLS, k praktickému nasazeni odhadové metody WLS je zapotiebi

uplatnit né&jakym zplsobem odhadnuty tvar X kovarian&ni matice . Budeme tedy
pracovat s odhadovou funkci tvaru

(12 msB=(X'E7Xx) x5y

' Diagonalni prvky matice = (rozptyly) se znaéi bud o, nebo jen g, ( tj. bez druhé mocniny)
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Vahy v pfipadé vazené metody nejmensSich &tverci WLS bychom ovSem mohli

stanovit i zcela subjektivné tak, ze bychom uzili odhadovou funkci 12) s matici S

S prvky

(13)

Wi
0 w, ... 0

5=

0

0

0 w

7

Abychom ziskali pfislusnou odhadovou funkci, stai nyni vSechny pozorované
hodnoty ve vektoru y a v matici X délit (po fadcich) odmocninami vah

Wi, Wy,.....,Wr neboli

yz/\/V‘TI
y*_ J’z/\/Wiz

yr/Awr

Poznamka: Prirozené, na vhodnosti volby vah w, zavisi kvalita (jmenovité vydatnost)

pofizenych odhadll parametrt. Budou-li vahy co nepfesnéji aproximovat smérodatné
odchylky nahodnych slozek, pak budou i odhady vydatné. Pokud bychom vsak vzali
vahy nepatficné (napf. bychom pozorovani smérodatnymi odchylkami o, nasobili (
nikoliv délili), mohli bychom dostat odhady parametr( jeSt€é méné vydatné nez pfi

nasazeni metody OLS.
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