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PODPORA VÝUKY NA POČÍTAČOVÉ SÍTI
http://www.math.muni.cz/~vesely

a) MATLAB:

Algoritmy:

Př́ıkazy pro připojeńı a výpis obsahu knihoven:

d = jmathews(’chap x’)

chap x . . . adresář koresponduj́ıćı s č́ıslem kapitoly z učebnice
J. H. Mathews: NUMERICAL METHODS

d = vesely(’nummet’) . . . výpis podknihoven autora

d = vesely(’nummet/podknihovna’) . . . výpis algoritmů v podknihovně

d . . . výstup=úplná cesta do adresáře knihovny (podknihovny)

Př́ıklady:

zktest([ ],’?’) . . . výpis témat

zktest([ ],’téma’) . . . zadáńı př́ıklad̊u zvoleného tématu.

Pomoćı př́ıkazu zktest lze studovat i vzorová řešeńı, která jsou k některým př́ıklad̊um
připojena, provádět aktivńı přezkoušeńı aj.
(podrobnosti jsou v help zktest).

b) Jazyky C, PASCAL, FORTRAN:

Algoritmy:

V knihovně d = vesely(’nummet’) lze nalézt podknihovny

mathews.c, mathews.pas a mathews.for,

které obsahuj́ı analogické algoritmy jako knihovna MATLABu jmathews zpracované po řadě
v jazyćıch C, PASCAL a FORTRAN.

Date: 3. března 2000.
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2 VÍTĚZSLAV VESELÝ

TYPICKÉ SCHÉMA NUMERICKÉ ANALÝZY ŘEŠENÉHO PROBLÉMU

Obecné schéma Př́ıklad
1. REÁLNÝ (FYZIKÁLNÍ) PROBLÉM Koule vyrobená z materiálu o hustotě ρ =

0, 638 g/cm3 a poloměru r [cm] je ponořena do
vody. Zjistěte závislost hloubky ponoru d [cm]
v závislosti na r pro 8 6 r 6 12 [cm].

Reálný problém idealizujeme pomoćı vhodného
fyzikálně-matematického modelu a dopoušt́ıme
se tak chyby formulace problému.

↓
↓
↓
↓
↓
↓

Předpokládáme
• ideálně homogenńı materiál
• ideálně čistou vodu o hustotě 1 g/cm3

• zanedbáváme vliv povrchového napět́ı vody

2. MATEMATICKÝ PROBLÉM
Problém formulujeme jako explicitńı nebo
implicitńı funkčńı vztah:
y = F (x) nebo f(x, y) = 0, kde

x reprezentuje vstupńı data z vhodného
definičńıho oboru a
y jsou př́ıslušná výstupńı data.

Spočtěme objem vody vytlačené ponořenou
část́ı koule:

MV (d) =
∫ d

0

πr2(t) dt =
∫ d

0

π(r2 − (r − t)2) dt =∫ d

0

π(2rt− t2) dt = π(3rd2 − d3)/3.

Podle Archimedova zákona hmotnost koule se
muśı rovnat hmotnosti vytlačené vody:
Mk := ρ4πr3/3 = 1 ·MV (d).
Obdrželi jsme tak matematický problém
nalézt d splňuj́ıćı (implicitńı) kubickou
rovnici:
d3 − 3rd2 + 4ρr3 = 0 pro
x = [r, ρ] ∈ [8, 12]× {ρ}, y = d.

K nalezeńı numerického řešeńı je zpravidla
nutné provést numerickou aproximaci
(diskretizaci) matematického problému.
Vzniklá chyba se nazývá chybou numerické
aproximace nebo také diskretizačńı chybou.

↓
↓
↓
↓
↓
↓
↓

x ; x = [r, ρ] a y ; y = d, kde
r := [r0, r1, . . . , rN ], d := [d0, d1, . . . , dN ],
rj = 8 + j(12 − 8)/N . Nekonečný definičńı
obor [8, 12] × {ρ} p̊uvodńı rovnice tedy
nahrad́ıme konečným diskrétńım oborem
pro j = 0, 1, . . . , N .

3. NUMERICKÝ PROBLÉM
Po diskretizaci obdrž́ıme:
y = F (x) nebo f(x,y) = 0, kde

x je vektor vstupńıch dat
y je př́ıslušný vektor výstupńıch dat.

Pro každé j = 0, 1, . . . , N řeš́ıme vzhledem k dj

rovnici:
d3

j − 3rjd
2
j + 4ρr3

j = 0.

Zvoĺıme vhodnou numerickou metodu
(postup) řešeńı numerického problému a
provedeme jej́ı algoritmizaci. Ve složitěǰśıch
př́ıpadech je snaha problém rozložit na
jednodušš́ı problémy se známým řešeńım
(výstup jednoho je vstupem jiného).
Zvolená metoda rovněž vnáš́ı do řešeńı tzv.
chybu metody. Nevhodně zvolená metoda
může vést k znehodnoceńı výsledk̊u v d̊usledku
kumulace např́ıklad zaokrouhlovaćıch chyb.

↓
↓
↓
↓
↓
↓
↓
↓
↓
↓
↓
↓

Můžeme si vybrat např́ıklad z těchto dvou num-
erických postup̊u:
a) spočteme analytické řešeńı pomoćı Car-
tanových vzorc̊u.
b) užijeme některou iteračńı metodu na řešeńı
nelineárńıch rovnic, kdy počátečńı odhad řešeńı
se postupně zpřesňuje až do dosažeńı požadované
přesnosti.
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4. ALGORITMUS ŘEŠENÍ
Poč́ıtáme y = F (x), resp. řeš́ıme f(x,y)
v konečném počtu krok̊u pro zadaný vstupńı vek-
tor x. Některé z nich mohou samy představovat
d́ılč́ı algoritmy řeš́ıćı některý již známý numer-
ický problém.

a) postupně dosazujeme do Cartanových vzorc̊u
rj pro j = 0, 1, . . . , N a vypoč́ıtáváme př́ıslušná
reálná řešeńı dj .
b) zkonstruujeme konvergentńı iteračńı schéma
d(n) = ϕ(d(n−1)), n = 1, 2, . . . pro vhodný
počátečńı odhad d(0) takové, že d(n) → d pro
n →∞.
Za řešeńı považujeme d(M) ≈ d takové, že
‖d− d(M)‖ < ε ve vhodné normě ‖ · ‖.

Algoritmus kódujeme ve vhodném pro-
gramovaćım jazyku, což po jeho vykonáńı na
poč́ıtači vede k výsledk̊um zat́ıženým nav́ıc
zaokrouhlovaćımi chybami v d̊usledku
konečné aritmetiky poč́ıtače a chybami (ne-
dokonale změřených) vstupńıch dat.

↓
↓
↓
↓
↓
↓
↓
↓

Hustota ρ je zjǐstěna fyzikálńım měřeńım
s omezenou přesnost́ı.

5. IMPLEMENTACE + VÝPOČET
Programová realizace krok̊u algoritmu
v konkrétńım programovaćım jazyku (C,Pascal,
Fortran, MATLAB) na konkrétńım typu
poč́ıtače.

Spočteńı přibližných hodnot dj , j = 0, 1, . . . , N
zat́ıžených vlivem všech výše popsaných chyb.

OBECNÉ DOPORUČENÍ PRO VOLBU NUMERICKÉ METODY

Při transformaci matematického problému na
numerický se vždy snaž́ıme maximálně využ́ıt
všech informaćı o hledaném řešeńı. Takto źıskané
algoritmy jsou sice speciálněǰśı, ale na rozd́ıl
od univerzálně použitelných jsou obvykle efek-
tivněǰśı (rychleǰśı, přesněǰśı).

a) užit́ı Cartanových vzorc̊u představuje
speciálńı metodu pro řešeńı kubické rovnice
(dosazeńı do vzorce je jednoduché, rychlé a
přesné).
b) užit́ı iteračńı metody představuje uni-
verzálńı postup použitelný pro širokou tř́ıdu
nelineárńıch rovnic (pomalá: počet iteraćı záviśı
na požadované přesnosti).

NUMERICKÁ STABILITA

V d̊usledku nevhodné kumulace chyb může algoritmus, resp. numerická metoda dávat zcela zne-
hodnocené výsledky, kdy malá chyba na vstupu má za následek velkou chybu na výstupu.
Definice. Algoritmus (resp. numerická metoda) se nazývá numericky stabilńı, jestliže
∀ ε > 0∃ δ > 0 : ‖x− x̃‖ < δ ⇒ ‖y − ỹ‖ < ε
při prováděńı výpočtu se zaokrouhlovaćımi chybami (resp. pouze s chybou numerické metody bez
zaokrouhlovaćıch chyb).
V opačném př́ıpadě se algoritmus (resp. numerická metoda) nazývá numericky nestabilńı a je třeba
zvolit jiný algoritmus (resp. jinou numerickou metodu).
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1. Úvod

1.1. Pomocná tvrzeńı.
Označeńı .
N. . .množina všech přirozených č́ısel
N0 = N ∪ {0} . . .množina všech nezáporných celých č́ısel
Z. . .množina všech celých č́ısel
R. . .množina všech reálných č́ısel
C. . .množina všech komplexńıch č́ısel
int(x) . . . celá část č́ısla x
(a, b) . . . otevřený interval
[a, b] . . . uzavřený interval
f(x), x ∈ S . . . reálná funkce f definovaná na množině S ⊂ R
I(x0, x1, . . . , xn) = {x | min(x0, x1, . . . , xn) < x < max(x0, x1, . . . , xn)}
I[x0, x1, . . . , xn] = {x | min(x0, x1, . . . , xn) ≤ x ≤ max(x0, x1, . . . , xn)}
s := v, resp. v =: s . . . označeńı výrazu v symbolem s.

Definice (Limita funkce).
L je limitou funkce f(x), x ∈ S v bodě x0 ⇔ ∀ε > 0 ∃δ > 0 : |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− L| < ε.
Ṕı̌seme

lim
x→x0

f(x) = L

lim
h→0

f(x0 + h) = L

Definice (Spojitost funkce).
Řekneme, že f(x) je spojitá v bodě x0, jestliže

lim
x→x0

f(x) = f(x0)

lim
h→0

f(x0 + h) = f(x0)

Znač́ıme

C(S), C[a, b] . . .množina všech funkćı spojitých v každém bodě x ∈ S , resp. x ∈ [a, b].

Definice (Limita posloupnosti a součet nekonečné řady).
L je limitou posloupnosti {xn}∞n=1 ⇔ ∀ε > 0 ∃N = N(ε) ∈ N : |xn − L| < ε ∀n ≥ N .
Ṕı̌seme

lim
n→∞

xn = L

lim
n→∞

(L− xn) = 0

xn → L pro n →∞.

{εn}∞n=1, εn = L− xn . . . posloupnost chyb.

sn =
∑n

k=1 xk . . . částečný součet nekonečné řady
limn→∞ sn = s :=

∑∞
k=1 xk . . . součet nekonečné řady.

Věta 1.1.
f(x), x ∈ S je spojitá v x0 ⇔ ∀{xn}∞n=1, xn ∈ S, limn→∞ xn = x0 plat́ı limn→∞ f(xn) = f(x0).

Věta 1.2 (Bolzanova věta).
f ∈ C[a, b], L ∈ I[f(a), f(b)] ⇒ ∃c ∈ [a, b] : f(c) = L.

Věta 1.3 (Weierstrasseova věta).
f ∈ C[a, b] ⇒ ∃ M1 = minx∈[a,b] f(x), M2 = maxx∈[a,b] f(x) a x1, x2 ∈ [a, b] : M1 = f(x1), M2 =
f(x2).

Důsledek 1.4. f ∈ C[a, b] nabývá na [a, b] všech hodnot mezi svou nejmenš́ı a nejvěťśı hodnotou
(plyne z 1.2 a 1.3).

Definice (Derivace funkce).
Necht’ f(x) je definována v nějakém okoĺı bodu x0: x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), δ > 0.
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Pak limitu (pokud existuje)

lim
x→x0

f(x)− f(x0)
x− x0

=: f ′(x0)

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)
h

=: f ′(x0)

nazýváme derivaćı funkce f(x) v bodě x0.

Znač́ıme

Cn(S), Cn[a, b], n ∈ N, n ≥ 0 . . . množina všech funkćı maj́ıćıch v každém bodě x ∈ S , resp. x ∈ [a, b]
spojité všechny derivace až do řádu n (C0 := C).

Věta 1.5. f ′(x0) existuje ⇒ f(x) je spojitá v bodě x0.

Věta 1.6 (Rolleova věta).
f ∈ C[a, b], f ′(x) existuje na (a, b), f(a) = f(b) = 0 ⇒ ∃ c ∈ (a, b) : f ′(c) = 0.

Důsledek 1.7 (Zobecněná Rolleova věta).
Necht’ f ∈ C[a, b], f ′(x), . . . , f (n)(x) existuj́ı na (a, b) a f(x0) = · · · = f(xn) = 0 pro x0, . . . , xn ∈
[a, b]. Pak ∃ c ∈ (a, b) : f (n)(c) = 0.

D̊ukaz. Indukćı vzhledem k n (bez újmy na obecnosti lze předpokládat x0 < x1 < · · · < xn):

1) Pro n = 1 plyne tvrzeńı z 1.6 pro a = x0, b = x1.
2) Necht’ n > 1 a tvrzeńı plat́ı pro n− 1. Pak ∃ ci ∈ (xi−1, xi), i = 1, . . . , n : f ′(ci) = 0 dle 1.6. Podle
indukčńıho předpokladu ∃ c ∈ (a, b) : f ′

(n−1)(c) = f (n)(c) = 0. �

Věta 1.8 (Věta o extrémech diferencovatelné funkce).
f ∈ C[a, b], f ′(x) existuje na (a, b), f(x1) = minx∈[a,b] f(x), f(x2) = maxx∈[a,b] f(x) ⇒ xi = a nebo
xi = b nebo f ′(xi) = 0 pro i = 1, 2.

Věta 1.9 (Lagrangeova věta o středńı hodnotě pro derivace).
f ∈ C[a, b] a existuje vlastńı nebo nevlastńı f ′(x) na (a, b) ⇒ ∃ c ∈ (a, b):

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.

Věta 1.10 (Věta o primitivńı funkci).
f ∈ C[a, b] ⇒ ∃ funkce F (x) ∈ C1[a, b] nazývaná primitivńı funkce nebo také antiderivace
funkce f(x) taková, že F ′(x) = f(x), přičemž plat́ı

∫ b

a
f(x) dx = F (b)− F (a).

Zejména tedy m̊užeme psát
d

dx

∫ x

a

f(t) dt = f(x).

Věta 1.11 (1. Věta o středńı hodnotě pro integrály).
f ∈ C[a, b] ⇒ ∃ c ∈ (a, b): ∫ b

a

f(x) dx = f(c)(b− a).

Věta 1.12 (2. Věta o středńı hodnotě pro integrály).
f ∈ C[a, b], g(x) integrovatelná a neměńıćı znaménko na [a, b] ⇒ ∃ c ∈ (a, b):∫ b

a

f(x)g(x) dx = f(c)
∫ b

a

g(x) dx.

Poznámka (Riemannova suma).
Necht’ f ∈ C[a, b], a = x0 < x1 < · · · < xn = b, tk ∈ (xk−1, xk), ∆xk = xk − xk−1.

Pak
n∑

k=1

f(tk)∆xk
n→∞−−−−→

∫ b

a

f(x) dx.

∑n
k=1 f(tk)∆xk je tzv. Riemannova suma, pomoćı ńıž lze

∫ b

a
f(x) dx aproximovat s libovolnou

přesnost́ı, jestliže zvoĺıme n dostatečně velké.
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Věta 1.13 (Taylorova věta).
f ∈ Cn+1[a, b], x0 ∈ [a, b] ⇒ pro ∀ x ∈ [a, b] ∃ ξ = ξ(x) ∈ I(x0, x) :

f(x) = Pn(x) + Rn(x)

Pn(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)
2!

(x− x0)2 + · · ·+ f (n)(x0)
n!

(x− x0)n

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)
(n + 1)!

(x− x0)n+1.

Důsledek 1.14.
Polynom P (x) stupně n je jednoznačně určen svými derivacemi P (x0), P ′(x0), . . . , P (n)(x0) v libo-
volném bodě x0.

D̊ukaz. Polož́ıme-li f = P , pak fn+1(x) ≡ 0 ⇒ Rn(x) ≡ 0 pro každé x0. �

Věta 1.15 (Taylorova věta pro funkce v́ıce proměnných).
Necht’ funkce f(x) := f(x1, x2, . . . , xm) má v bodě x0 = [x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m] a jeho nějakém okoĺı spojité

parciálńı derivace až do řádu n + 1 včetně. Pak pro libovolný bod x tohoto okoĺı existuje
ξ = [x0

1 + ξ1(x1 − x0
1), x

0
2 + ξ2(x2 − x0

2), . . . , x
0
m + ξm(xm − x0

m)], 0 < ξi < 1 tak, že

f(x) = Pn(x) + Rn(x)

Pn(x) = f(x0) +
df(x0)

1!
+

d2f(x0)
2!

+ · · ·+ dnf(x0)
n!

Rn(x) =
dn+1f(ξ)
(n + 1)!

,

kde

dkf(x0) =
(

∂

∂x1
(x1 − x0

1) +
∂

∂x2
(x2 − x0

2) + · · ·+ ∂

∂xn
(xm − x0

m)
)k

f(x0)

pro k = 1, 2, . . ..
Důsledek 1.16. Speciálně pro funkci f o m proměnných, která má spojité všechny parciálńı derivace
až do řádu 2 v nějakém okoĺı bodu x0 = [x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m] plat́ı pro každé x = [x1, x2, . . . , xm] z tohoto

okoĺı:

f(x1, x2, . . . , xm) ≈ f(x0) +
∂f(x0)

∂x1
(x1 − x0

1) +
∂f(x0)

∂x2
(x2 − x0

2) + · · ·+ ∂f(x0)
∂xn

(xm − x0
m).
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1.2. Vyhodnoceńı polynomu — Hornerovo schéma.
(Př́ıklady v MATLABu: zktest([ ],’horner’))

P (x) = anxn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0, P (z) = ?

Př́ımý výpočet:

z2 = zz z3 = z2z . . . zn = zn−1z ⇒ n− 1 násobeńı
a1z a2z

2 . . . anzn ⇒ n násobeńı
a0 + a1z + . . . + anzn ⇒ n seč́ıtáńı︸ ︷︷ ︸

⇓
Celkem 2n− 1 násobeńı a n seč́ıtáńı

Princip Hornerova schématu:

(. . . ((︸ ︷︷ ︸
n−1

anz + an−1)z + an−2)z + · · ·+ a1)z + a0

⇓
Celkem n násobeńı a n seč́ıtáńı = teoretické minimum

Věta 1.17 (Hornerovo schéma).
P (x) = P1(x)(x− z) + P0, P1(x) = bnxn−1 + bn−1x

n−2 + · · ·+ b1, b0 := P0 = P (z), kde

bn = an

bk = ak + zbk+1, k = n− 1, n− 2, . . . , 1, 0

}
⇒ n násobeńı a n seč́ıtáńı.

D̊ukaz.
P1(x)x + P0 = bnxn + bn−1x

n−1 + . . . + b2x
2 + b1x + b0

−zP1(x) = − zbnxn−1 − . . . − b3zx2 − b2zx − b1z
P (x) = anxn + an−1x

n−1 + . . . + a2x2 + a1x + a0

Odtud porovnáńım koeficient̊u obdrž́ıme požadované vztahy pro bk. �

Algoritmus.

P : an an−1 an−2 . . . a1 a0

↓ =

×z+

↗ ↓ =

×z+

↗ ↓ = . . . ↓ =

×z+

↗ ↓ =

bn bn−1 bn−2 . . . b1 b0 = P (z)

Důsledek 1.18 (Rozš́ı̌rené Hornerovo schéma).
P0(x) := P (x) = Pn(z)(x− z)n + · · ·+ P2(z)(x− z)2 + P1(z)(x− z) + P0(z), kde
Pk(x) = Pk+1(x)(x− z) + Pk(z), k = 0, 1, . . . , n− 1.

D̊ukaz. Rozklad z věty 1.17 aplikujeme n-krát postupně na P0(x), P1(x), . . . , Pn−1(x):
P0(x) =
(. . . ((Pn(z)(x− z) + Pn−1(z))︸ ︷︷ ︸

Pn−1(x)

(x− z) + Pn−2(z))

︸ ︷︷ ︸
Pn−2(x)

...

(x− z) + · · ·+ P1(z))

︸ ︷︷ ︸
P1(x)

(x− z) + P0(z). �

Důsledek 1.19 (Výpočet k-té derivace pomoćı rozš́ı̌reného Hornerova schématu).
P

(k)
0 (z) = k!Pk(z) pro k = 0, 1, . . . , n.

D̊ukaz. [
Pj(z)(x− z)j

](k)

x=z
=

{
0 pro j 6= k
k!Pk(z) pro j = k

.

�
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Algoritmus.

P0 : an an−1 an−2 . . . a2 a1 a0

↓ =

×z+

↗ ↓ =

×z+

↗ ↓ = . . . ↓ =

×z+

↗ ↓ =

×z+

↗ ↓ =

P1 : b
(1)
n b

(1)
n−1 b

(1)
n−2 . . . b

(1)
2 b

(1)
1 b

(1)
0 = P0(z)

↓ =

×z+

↗ ↓ =

×z+

↗ ↓ = . . . ↓ =

×z+

↗ ↓ =

P2 : b
(2)
n b

(2)
n−1 b

(2)
n−2 . . . b

(2)
2 b

(2)
1 = P1(z)

... . . .
...

↓ =

×z+

↗ ↓ =

Pn : b
(n)
n b

(n)
n−1 = Pn−1(z)

↓ =

Pn(z)
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1.3. Analýza chyb.
(Př́ıklady v MATLABu: zktest([ ],’numchyby’))

Definice 1.20. Necht’ p̃ je aproximace č́ısla p (p̃ ≈ p). Pak Ep = p− p̃ nazýváme absolutńı chybou
a Rp = p−p̃

p , p 6= 0 nazýváme relativńı chybou této aproximace. Ṕı̌seme též p = p̃ ± εp, pokud
|Ep| ≤ εp (tj. p ∈ [p̃− εp, p̃ + εp]).

Př́ıklad 1.21. Rp je objektivněǰśı indikátor, nebot’ chybu vztahuje relativně k velikosti č́ısla:

(1) x = 3, 141592, x̃ = 3, 14 ⇒ Ex = 0, 001592, Rx = 0, 000507
(2) y = 1000 000︸ ︷︷ ︸

velké

, ỹ = 999 996 ⇒ Ey = 4︸ ︷︷ ︸
velká

, Ry = 0, 000004︸ ︷︷ ︸
malá

(3) z = 0, 000012︸ ︷︷ ︸
malé

, z̃ = 0, 000009 ⇒ Ez = 0, 000003︸ ︷︷ ︸
malá

, Rz = 0, 25︸ ︷︷ ︸
velká

Definice 1.22. Ř́ıkáme, že p̃ aproximuje p na d významných cifer, jestliže d je největš́ı nezáporné
celé č́ıslo takové, že

|Rp| = |p−p̃|
|p| < 10−d

2 = 5× 10−(d+1)

Př́ıklad 1.23. Urč́ıme počet významných cifer pro aproximace z př́ıkladu 1.21:

(1) Rx = 0, 000507 ≈ 10−3

2 ⇒ d ≈ 3 (x̃ = 3, 14 . . . 3 platné cifry dle očekáváńı)
(2) 0, 0000005 < Ry = 0, 000004 < 0, 000005 ⇒ d = 5
(3) 0, 05 < Rz = 0, 25 < 0, 5 ⇒ d = 0

DRUHY CHYB

A) Chyba formulace problému (reálný problém ; matematický problém)
Tuto chybu nelze zpravidla kvantifikovat, pouze můžeme prověřit, zda spočtené výsledky jsou
v souladu s realitou.

B) Chyba numerické aproximace
(matematický problém ; numerický problém ; algoritmus)
Tato chyba se podle okolnost́ı nazývá

– Diskretizačńı chyba: např. při výpočtu
∫ b

a
f(x) dx aproximujeme f(x) po částech kon-

stantńı funkćı (viz Riemannovu sumu v odst. 1.1).
– Chyba useknut́ım: vzniká v situaćıch, kdy nějaký nekonečný limitńı proces ukonč́ıme po

konečném počtu krok̊u, např. nekonečnou řadu
∑∞

n=1 xn usekneme na jej́ı částečný součet∑N
n=1 xn.

Obecně lze ř́ıci, že chyby tohoto druhu vznikaj́ı při nahrazeńı komplikovaného matem-
atického výrazu jednodušš́ı formuĺı. Snaž́ıme se přitom nalézt horńı odhad absolutńı nebo
relativńı chyby, které jsme se dopustili.

Za typický př́ıklad může posloužit přibližný výpočet funkčńı hodnoty f(x) ≈ Pn(x) pomoćı
Taylorova rozvoje 1.13 v okoĺı nějakého vhodného bĺızkého bodu x0. Potom

Ef(x) = f(x)− Pn(x) = Rn(x) =
f (n+1)(ξ)
(n + 1)!

(x− x0)n+1, ξ ∈ I(x, x0).

Pokud známe horńı odhad |f (n+1)(t)| ≤ L pro t ∈ I(x, x0), spočteme snadno horńı odhad pro
Ef(x) : |Ef(x)| ≤ L

(n+1)! |x− x0|n+1 =: εf(x).

Př́ıklad 1.24. eu = 1 + u + u2

2! + u3

3! + . . . je Taylor̊uv rozvoj v bodě u = 0.
Pro u = x2, x ∈

[
0, 1

2

]
, n = 4 dostáváme L = maxu∈[0, 1

4 ] |e
u| = e

1
4 (totiž d5

du5 eu = eu) a
odtud

ex2
≈ 1 + x2 +

x4

2!
+

x6

3!
+

x8

4!
, |Eex2 | ≤

4
√

e|x10|
5!

≤
4
√

e

5!210
= 1, 045× 10−5 pro x ∈

[
0,

1
2

]
.
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Pomoćı této aproximace pak přibližně spočteme integrál:

p = 0, 544987104184 =
∫ 1/2

0

ex2
dx ≈

≈
[
x +

x3

3
+

x5

2!5
+

x7

3!7
+

x9

4!9

] 1
2

0

= 0, 544986720817 = p̃

Ep = p− p̃ = 0, 000000383367, |Ep| <
1
2

4
√

e

5!210
=

4
√

e

5!211

.= 5, 225× 10−6 =: εp.

10−6

2
< Rp

.= 7, 03442× 10−7 <
10−5

2
⇒ aproximace na 5 významných cifer

Rp ≈ R̃p =
Ep

p̃
≤ εp

p̃

.= 9, 587× 10−6 ⇒ aproximace na 4 významné cifry
(pesimističtěǰśı než skutečnost)

POZOR! Aproximace Rp ≈ R̃p může být nebezpečně zkresluj́ıćı pro p (a tedy i pro p̃) bĺızké
k nule.

Podobně jako v předchoźım př́ıkladě je často funkce f(h) nahrazena aproximaćı f̃(h), přičemž
je znám horńı odhad chyby ve tvaru M |hn|, M > 0. Toto vede k následuj́ıćı definici.
Definice 1.25.
(1) Necht’ f(h) ≈ f̃(h) a ∃M > 0 a n ∈ N tak, že |f(h)− f̃(h)| ≤ M |hn| pro dostatečně malá

h.
Pak ř́ıkáme, že f̃(h) aproximuje f(h) s řádem aproximace O(hn) a ṕı̌seme

f(h) = f̃(h) + O(hn) pro h → 0 .

(2) Jestliže limn→∞ an = a, limn→∞ rn = 0 a ∃K > 0 tak, že |an−a| < K|rn| pro dostatečně
velké n, pak ř́ıkáme, že an konverguje k a s řádem konvergence O(rn) a ṕı̌seme

an = a + O(rn) pro n →∞ .

Poznámka 1.26. Předchoźı definici lze ještě dále zobecnit v následuj́ıćım smyslu:
Necht’ a je konečné nebo a = ±∞, pak ṕı̌seme
(1) f(x) = O(g(x)) pro x → a ⇔ ∃M > 0 a ε > 0 :

|f(x)| ≤ M |g(x)| pro ∀x, |x− a| < ε
Interpretace: v okoĺı bodu a se f(x) nelǐśı významně od g(x).

(2) f(x) = o(g(x)) pro x → a ⇔ limx→a
f(x)
g(x) = 0

Interpretace: v okoĺı bodu a konverguje f(x) k nule rychleji, než g(x).

Věta 1.27. Necht’ f(h) = f̃(h) + O(hn) pro h → 0 a g(h) = g̃(h) + O(hm) pro h → 0 a
r = min(n, m). Pak
(1) f(h)± g(h) = f̃(h)± g̃(h) + O(hr).
(2) f(h) g(h) = f̃(h) g̃(h) + O(hr), pokud f a g jsou v nějakém okoĺı nuly ohraničené.
(3) 1

g(h) = 1
g̃(h) + O(hm), pokud v nějakém okoĺı nuly je |g(h)| ≥ σ > 0 pro vhodné σ.

(4) f(h)
g(h) = f̃(h)

g̃(h) + O(hr), pokud pokud f a 1
g jsou v nějakém okoĺı nuly ohraničené.

D̊ukaz. Necht’ pro dosti malá h je |f(h)− f̃(h)| ≤ M1|h|n a |g(h)− g̃(h)| ≤ M2|h|m. Potom
(1) |f(h)± g(h)− (f̃(h)± g̃(h))| ≤ |f(h)− f̃(h)|+ |g(h)− g̃(h)| ≤

M1|h|n + M2|h|m = (M1|h|n−r + M2|h|m−r)︸ ︷︷ ︸
≤M

|h|r.

(2) |fg − f̃ g̃| = |fg − f̃g + f̃g − f̃ g̃| ≤ |g||f − f̃ |+ |f̃ |g| − g̃| ≤
|g|︸︷︷︸
≤L1

M1|h|n + |f̃ |︸︷︷︸
≤L2

M2|h|m ≤ (L1M1|h|n−r + L2M2|h|m−r)︸ ︷︷ ︸
≤M

|h|r,

kde skutečně f̃(h) je ohraničená pro dosti malá h (|f̃(h)| ≤ L2), nebot’
|f(h)− f̃(h)| ≤ M2|h|n ⇒ |f(h)− f̃(h)| → 0 pro h → 0 ⇒
f(h)−ε < f̃(h) < f(h)+ε pro dosti malá h, přičemž f(h) je ohraničená dle předpokladu.
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(3) Plat́ı 1/|gg̃| ≤ 2/σ2, nebot’
σ ≤ |g| = |g| − |g̃|+ |g̃| ≤ ||g| − |g̃||+ |g̃| ≤ |g − g̃|+ |g̃| ≤ σ/2 + |g̃|,
kde skutečně pro dosti malá h je |g − g̃| ≤ σ/2 vzhledem k
|g(h)− g̃(h)| → 0 pro h → 0. Pak
|1/g − 1/g̃| = (1/|gg̃|)︸ ︷︷ ︸

≤2/σ2

|g − g̃| ≤ (2M2/σ2)︸ ︷︷ ︸
M

|h|m.

(4) je př́ımým d̊usledkem (2) a (3).
�

Věta 1.28 (Řád aproximace Taylorovým polynomem).
Necht’ f ∈ Cn+1[a, b]; x0, x0 + h ∈ [a, b], potom

f(x0 + h) =
∑n

k=0
f(k)(x0)

k! hk + O(hn+1) .

D̊ukaz. Vyjádřeńı plyne z věty 1.13, jestliže polož́ıme h := x− x0. Pak
|Rn(x0 + h)| = |f(x0 + h) − Pn(x0 + h)| =

∣∣∣ fn+1(ξ(h))
(n+1)!

∣∣∣ |h|n+1, kde ξ(h) ∈ I[x0, x0 + h] a

f (n+1)(x) je na tomto intervalu spojitá a tedy i ohraničená podle 1.3. �

Př́ıklad 1.29 (O-aritmetika).
Pro eh = 1 + h + h2

2! + h3

3! + O(h4) a cos(h) = 1− h2

2! + h4

4! + O(h6)
spočteme formálně řád aproximace pro jejich součet a součin.
a) součet:

eh + cos(h) = 1 + h +
h2

2!
+

h3

3!
+ O(h4) + 1− h2

2!
+

h4

4!
+ O(h6) =

= 2 + h +
h3

3!
+

h4

4!︸︷︷︸
O(h4)

+O(h4) + O(h6)︸ ︷︷ ︸
O(h4)︸ ︷︷ ︸

O(h4)

.

b) součin:

eh cos(h) =
(

1 + h +
h2

2!
+

h3

3!

) (
1− h2

2!
+

h4

4!

)
︸ ︷︷ ︸

1+h+ h3
3! −

h3
2! +O(h4)

+
(

1 + h +
h2

2!
+

h3

3!

)
O(h6)︸ ︷︷ ︸

O(h6)

+

+
(

1− h2

2!
+

h4

4!

)
O(h4)︸ ︷︷ ︸

O(h4)

+O(h4)O(h6)︸ ︷︷ ︸
O(h10)︸ ︷︷ ︸

O(h4)

=

= 1 + h− h3

3
+ O(h4) + O(h6) + O(h4)︸ ︷︷ ︸

O(h4)

.

Vid́ıme, že tytéž výsledky bylo možno obdržet př́ımou aplikaćı obecné věty 1.27.

C) Chyby vstupńıch dat (vstup ; výpočet programem)
Zdrojem těchto chyb jsou nepřesnosti vzniklé při pořizováńı vstupńıch dat. V některých
př́ıpadech je znám apriori jejich horńı odhad (např́ıklad chyba kalibrace měř́ıćıho př́ıstroje),
jindy nikoliv (např. chyby lidského činitele).

D) Strojová chyba (algoritmus ; výpočet programem)
Zdrojem chyb během výpočtu je nepřesné zobrazováńı č́ısel v paměti poč́ıtače jako d̊usledek
jej́ı konečné velikosti.
(1) Strojová reprezentace celých č́ısel na n bit̊u (poč́ıtáńı modulo 2n)

(i) bez znaménka (unsigned integer)
a ≥ 0 ⇒ rozsah: 0 ≤ a ≤ 2n − 1 = (11 . . . 1︸ ︷︷ ︸

n

)2
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(ii) se znaménkem (signed integer)
a libovolné ⇒ rozsah: (10 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n

)2 = −2n−1 ≤ a ≤ 2n−1 − 1 = (01 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n

)2.

Současně vid́ıme, že prvý bit určuje znaménko: 1=minus, 0=plus.
Je zřejmé, že v rámci uvedených rozsah̊u jsou celoč́ıselné výpočty abso-
lutně přesné, zat́ımco mimo ně naopak zcela chybné.

Př́ıklad 1.30 (n = 3).

(i) 0 ≤ a ≤ 7 :
mod 8

0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 . . .

(ii) −4 ≤ a ≤ 3 : 0 -7 -6 -5
mod 8

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 . . .
K č́ıslu a najdeme v modulárńı aritmetice č́ıslo opačné −a snadno z rovnice: a + ā︸ ︷︷ ︸

(11...1)2

+1 =

2n ≡ 0 mod 2n. Odtud dostáváme −a = ā + 1, kde ā vznikne z a negaćı po bitech.
Např́ıklad

a = 2 = (010)2
2̄ = (101)2

2 + 2̄ = (111)2
⇓

−2 = 2̄ + 1 = (110)2
= 6 mod 8.

V poč́ıtač́ıch se celá č́ısla zobrazuj́ı zpravidla v těchto přesnostech:
n = 8 (1 bajt) . . . (un)signed char (1 znak)
n = 16 (2 bajty) . . . (un)signed short integer (polovičńı přesnost)
n = 32 (4 bajty) . . . (un)signed integer (jednoduchá přesnost)
n = 64 (8 bajt̊u) . . . (un)signed long integer (dvojnásobná přesnost)

(2) Strojová reprezentace reálných č́ısel na n bit̊u
Necht’ q ≥ 2 znač́ı základ č́ıselné soustavy. V poč́ıtač́ıch pracujeme s č́ısly nejčastěji
v soustavách q = 2, 8, 16. Přesná reálná č́ısla se reprezentuj́ı v tzv. semilogaritmickém
tvaru pohyblivé řádové čárky (normalizovaná mantisa + exponent):

p =

mantisa︷ ︸︸ ︷
±d1, d2d3 . . . dkdk+1 . . .×qe ,

kde e ∈ Z je exponent a 1 ≤ d1 ≤ q − 1, 0 ≤ dj ≤ q − 1 (pro j > 1) jsou cifry man-
tisy. Zejména v př́ıpadě q = 2 je d1 = 1, takže tento bit je možno využ́ıt pro zobrazeńı
znaménka mantisy (1=minus, 0=plus).

Strojová reálná č́ısla se ukládaj́ı pouze s konečným počtem k cifer mantisy. Obdrž́ıme tak
přibližnou reprezentaci, která vznikne bud’ pouhým odseknut́ım (chopping) přebývaj́ıćıch
cifer nebo se nav́ıc posledńı k-tá cifra dk zaokrouhĺı (rounding). Současně se také
vhodně omeźı rozsah exponentu: −emin ≤ e ≤ emax. Dostáváme tedy tyto aproxi-
mace:

a) p̃ = flchop(p) = ±d1, d2d3 . . . dk × qe,

s absolutńı chybou aproximace 0 ≤ |p− p̃| < qe−(k−1),
b) p̃ = flround(p) = ±d1, d2d3 . . . dk−1d̃k × qe, d̃k = round(dk, dk+1 . . . )

s absolutńı chybou aproximace 0 ≤ |p− p̃| ≤ 1
2qe−(k−1).

Př́ıklad 1.31.
(a) q = 10, k = 6

p = 22
7 = 3, 1428571428 ⇒

{
flchop(p) = 3, 14285× 100

flround(p) = 3, 14286× 100

(b) q = 2, k = 5

p = 0,1 = (1, 10011001)2 × 2−4 ⇒
{

flchop(p) = (1, 1001)2 × 2−4

flround(p) = (1, 1010)2 × 2−4

Tento př́ıklad je současně ilustraćı č́ısla, které má konečný počet cifer v dekadické
soustavě, ale nekonečný počet cifer v binárńı soustavě a neńı tedy v paměti
poč́ıtače zobrazeno přesně.

V poč́ıtač́ıch se reálná č́ısla zobrazuj́ı zpravidla v těchto přesnostech:
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a) jednoduchá přesnost (4 bajty):
n = 32 = 24 bit̊u mantisy + 8 bit̊u exponentu
Rozsah exponentu: −27︸︷︷︸

−128

≤ e ≤ 27 − 1︸ ︷︷ ︸
127

Dekadický rozsah:
2, 938736× 10−39 až 1, 701412× 1038, kde
2, 938736× 10−39 .= 1× 2−128 a
1, 701412× 1038 .= (1, 11 . . . 1)2︸ ︷︷ ︸

≈2

×2127 .= 2× 2127 = 2128

Dekadická přesnost mantisy:
2−23 .= 1, 2 × 10−7 ⇒ cca 7 dekadických cifer přesnosti, což však vzhledem
k př́ıkladu 1.31(b) neznamená, že každé č́ıslo s nejvýše 7 dekadickými ciframi muśı
být zobrazeno přesně.

b) dvojnásobná přesnost (8 bajt̊u):
n = 64 = 53 bit̊u mantisy + 11 bit̊u exponentu
Rozsah exponentu: −210︸ ︷︷ ︸

−1024

≤ e ≤ 210 − 1︸ ︷︷ ︸
1023

.

Dekadický rozsah:
5, 562684646268003× 10−309 až 8, 988465674311580× 10307, kde
5, 562684646268003× 10−309 .= 1× 2−1024 a
8, 988465674311580× 10307 .= (1, 11 . . . 1)2︸ ︷︷ ︸

≈2

×21023 .= 2× 21023 = 21024.

Dekadická přesnost mantisy:
2−52 .= 2, 2× 10−16 ⇒ cca 16 dekadických cifer přesnosti.

Běžně použ́ıvaná binárńı reprezentace dle normy IEEE (např. poč́ıtače tř́ıdy PC)
je v poněkud modifikovaném tvaru:

p̃ = flIEEE(p) = s ē10e9e8 . . . e0d2, d3 . . . d53 ,

kde
• s1d2, d3 . . . d53 . . .mantisa se znaménkovým bitem s (1=minus, 0=plus) a

dvěma binárńımi mı́sty před řádovou čárkou (d1 = 1 a d2),
• e = (e10e9e8 . . . e0)2 . . . exponent v 11-bitové binárńı reprezentaci se znaménkem

podle (1)(ii) v symetrickém rozsahu −(210 − 1) ≤ e ≤ 210 − 1. Tedy ē10 = 1
odpov́ıdá nezáporným hodnotám exponentu a ē10 = 0 záporným hodnotám,
přičemž př́ıpad e = −210 byl vyloučen, nebot’ pro něj jsou všechny bity ex-
ponentu ē10e9e8 . . . e0 nulové a vznikla by kolize s vyjádřeńım č́ısla 0, která
je dána nulovými hodnotami všech bit̊u IEEE reprezentace (jinak totiž tyto
nulové bity by určovaly kladné č́ıslo (10, 0 . . . 0)2 × 2−210

).

ŠÍŘENÍ CHYB PŘI VÝPOČTU A ZTRÁTA PŘESNOSTI

Zdroje chyb:
• chyby vstupńıch dat (nepřesná měřeńı),
• strojové chyby č́ısel v pohyblivé řádové čárce.

Budeme vyšetřovat š́ı̌reńı chyb při prováděńı aritmetických operaćı.
Př́ıklad 1.32. Necht’ p = p̃ + Ep a q = q̃ + Eq, pak dostáváme pro

a) součet a rozd́ıl

Ep±q = Ep ± Eq a Rp±q = Ep±Eq

p±q .

D̊ukaz. Ep±q = (p± q)− (p̃± q̃) = p− p̃± (q − q̃) = Ep ± Eq. �

b) násobeńı

Epq = p̃Eq + q̃Ep + EpEq ≈ p̃Eq + q̃Ep a Rpq = Epq

pq ≈ Rp + Rq .
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D̊ukaz. Epq = pq − p̃q̃ = (p̃ + Ep)(q̃ + Eq)− p̃q̃ = p̃Eq + q̃Ep + EpEq, kde EpEq ≈ 0. Pak
Rpq ≈ p̃Eq+q̃Ep

pq = p̃
p

Eq

q + q̃
q

Ep

p ≈ Rp + Rq, jestliže polož́ıme p̃
p ≈ 1 a q̃

q ≈ 1. �

Důsledek 1.33. |Ep| ≤ εp, |Eq| ≤ εq ⇒

a) |Ep±q| ≤ |Ep|+ |Eq| ≤ εp + εq.
b) |Epq| ≈ |p̃Eq + q̃Ep| ≤ |p̃|εq + |q̃|εp.

Pro odhad absolutńı a relativńı chyby obecné operace dané funkčńım předpisem lze už́ıt následuj́ıćı
obecnou větu.

Věta 1.34. Necht’ q = f(p1, p2, . . . , pn) =: f(p) a pi = p̃i + Ei pro i = 1, 2, . . . , n. Položme p̃ =
[p̃1, p̃2, . . . , p̃n] a p = [p1, p2, . . . , pn]. Má-li f spojité všechny parciálńı derivace až do řádu 2 v nějakém
okoĺı O(p̃), p ∈ O(p̃), potom

Eq = Ef(p) ≈
∑n

i=1
∂f(p̃)
∂pi

Ei a Rq = Rf(p) ≈
∑n

i=1
∂ ln |f(p̃)|

∂pi
Ei ,

pokud |f | > 0 v O(p̃).

D̊ukaz. Užijeme Taylorovu aproximaci z 1.16 v okoĺı p̃:

Ef(p̃) = f(p)− f(p̃) ≈
n∑

i=1

∂f(p̃)
∂pi

(pi − p̃i) =
n∑

i=1

∂f(p̃)
∂pi

Ei.

Přitom zanedbáńı vyšš́ıch člen̊u Taylorova rozvoje je oprávněné, nebot’ v nich vystupuj́ı součiny typu
EiEj . . . .

Použijeme-li mı́sto f funkce g(p1, p2, . . . , pn) := ln |f(p1, p2, . . . , pn)|, pak

∂g(p̃)
∂pi

=
∂f(p̃)
∂pi

f(p̃)
⇒ g(p)− g(p̃) ≈

n∑
i=1

∂f(p̃)
∂pi

Ei

f(p̃)
≈

Ef(p̃)

f(p̃)
= R̃f(p) ≈ Rf(p).

�

Důsledek 1.35.
|Ei| ≤ εi pro i = 1, 2, . . . , n ⇒ Eq = Ef(p) /

∑n
i=1

∂f(p̃)
∂pi

εi .

Poznámka 1.36. Vztahy z př́ıkladu 1.32 dostaneme ihned z věty 1.34, jestliže polož́ıme f(p, q) = p+q,
resp. f(p, q) = pq. Podobně odvod́ıme ještě vztahy pro pod́ıl, jestliže f(p, q) = p

q :

E p
q

≈ 1
q̃
Ep −

p̃

q̃2
Eq =

q̃Ep − p̃Eq

q̃2
⇒ |E p

q
| / |p̃|εq + |q̃|εp

q̃2
=

εpq

q̃2
,

R p
q

≈ R̃ p
q
≈ q̃Ep − p̃Eq

q̃2

q̃

p̃
=

Ep

p̃
− Eq

q̃
= R̃p − R̃q ≈ Rp −Rq .

Poznámka 1.37 (Ztráta přesnosti při odeč́ıtáńı bĺızkých č́ısel).
Podle 1.32a) je Rp−q ≤ |Ep|+|Eq|

|p−q| , kde p− q → 0 ⇒ |Rp−q| → ∞.

Situaci demonstruje následuj́ıćı př́ıklad:
p = 3, 1415926536, q = 3, 1415957341 maj́ı 11 významných cifer, tj. podle 1.22 plat́ı |Rp|, |Rq| <
5× 10−12. Avšak p− q = −0, 0000030805 má jen 4 významné cifry, tj. |Rp−q| < 5× 10−5.
Vskutku:
|Ep| = p|Rp| a |Eq| = q|Rq| ⇒ |Ep + Eq| ≤ |Ep| + |Eq| < max(p, q) × 2 × 5 × 10−12 = q × 10−11 ⇒
|Rp−q| = |Ep+Eq|

|p−q| < q×10−11

3,0805×10−6 < 3,15×10−11

3×10−6 = 1,05× 10−5 < 5× 10−5.

Př́ıklad 1.38.
Tento př́ıklad ilustruje jednostrannou kumulaci chyb při opakovaném seč́ıtáńı na poč́ıtači pracuj́ıćım
s přesnost́ı na 9 dekadických cifer (absolutńı chyby se seč́ıtaj́ı podle 1.32a) ):

100000∑
k=1

0,1 = 9999,9947.

Důvodem je skutečnost, že č́ıslo 0,1 má podle 1.31(b) nekonečně mnoho binárńıch cifer a jeho strojová
reprezentace je tedy pouze přibližná.
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2. Řešeńı nelineárńıch rovnic

(Algoritmy v MATLABu: vesely(’nummet/iterace’), jmathews(’chap 2’))

Formulace problému:
Je dána rovnice

f(x) = 0, resp. g(x) = x, x ∈ [a, b]. (2.1)

Nalezněte (alespoň jedno) řešeńı, tj. p ∈ [a, b] takové, že f(p) = 0, resp. g(p) = p. Řešeńı p rovnice
(2.1) nazýváme kořenem funkce f , resp. pevným bodem funkce g.
Poznámka. f(x) = 0 ⇔ g(x) = x, kde g(x) = x + f(x) nebo g(x) = x− f(x).

Postup řešeńı:

a) Separace kořen̊u: Nalezneme děleńı a = a0 < a1 < · · · < aK = b tak, že v každém subin-
tervalu (ak, ak+1), k = 0, 1, . . . ,K − 1 lež́ı právě jedno řešeńı rovnice (2.1).
Postup: zvoĺıme dostatečně hustou śıt’ xn = a+n∆x, n = 0, 1, . . . , N, ∆x = b−a

N a vykresĺıme
graf funkce f(x), resp. g(x)− x na intervalu [a, b]. Např́ıklad v MATLABu stač́ı provést:
dx=(b-a)/N; x=a:dx:b; plot(x,f(x));
Z grafu odhadneme přibližně pozice děĺıćıch bod̊u ak, které separuj́ı pr̊useč́ıky grafu s osou x.
Muśıme ovšem dávat pozor, aby ∆x bylo dostatečně malé. Jinak by se mohlo stát, že mineme
kořeny lež́ıćı ve vzdálenosti menš́ı než ∆x.
Mı́sto hrubé vizuálńı lokalizace kořen̊u lze postupovat i exaktněji. Např́ıklad knihovna jmathews
nab́ıźı funkci approot.m (+ demo a2 4.m), která vraćı přibližné pozice kořen̊u r1, . . . , rM . Je
zde použit následuj́ıćı jednoduchý algoritmus pro nalezeńı rj :
rj = 1

2 (xn+1 + xn) pro některé n ≥ 1, je-li splněna některá z těchto podmı́nek (yn := f(xn)):
(i) yn−1yn < 0 (funkce měńı znaménko) nebo
(ii) |yn| < ε a (yn − yn−1)(yn+1 − yn) < 0 (funkčńı hodnota v xn je malá a tečna měńı

znaménko — snaha zachytit dvojnásobný kořen, který je bodem dotyku grafu s osou x).
Po provedené separaci pak v každém subintervalu [ak, ak+1] zpřesňujeme pozici (jediného)
kořene vhodnou iteračńı metodou (viz b)).
Nadále tedy můžeme předpokládat, že p ∈ [a, b] je jediné řešeńı rovnice (2.1).

b) Nalezeńı řešeńı p ∈ [a, b]: Zkonstruujeme vhodnou konvergentńı posloupnost {pn}∞n=0, pn → p,
kde p0 je počátečńı odhad ad a). Pro dostatečně velké N pak můžeme pN považovat za
dostatečně přesnou aproximaci hledaného kořene.

Definice 2.1. Řekneme, že kořen p rovnice f(x) = 0 má násobnost M (M ∈ N), jestliže existuje
funkce h(x) taková, že f(x) = (x− p)Mh(x) a 0 6= |h(p)| < +∞.

Lemma 2.2. f(x) ∈ CM [a, b], f(p) = f ′(p) = · · · = f (M−1)(p) = 0, f (M)(p) 6= 0 ⇒ p je kořenem
f(x) o násobnosti M .

Kritéria pro ukončeńı iteračńıho procesu
Necht’ |En| ≤ εn a |Rn| ≤ ρn jsou horńı odhady po řadě absolutńı a relativńı chyby.

(KAE) Test, zda absolutńı chyba je menš́ı než zadaná přesnost δ > 0
(a) εn < δ, pokud známe εn,

jinak
(b) |En| ≈ |pn − pn−1| < δ

(nemuśı být spolehlivé, pokud f(pn−1)f(pn) > 0, kdy kořen nelež́ı v I[pn−1, pn])
(KRE) Test, zda relativńı chyba je menš́ı než zadaná přesnost δ > 0

(a) ρn < δ, pokud známe ρn,
jinak

(b) |Rn| ≈ 2|pn−pn−1|
|pn|+|pn−1| < δ, kde |pn|+|pn−1|

2 ≈ |p|
(nemuśı být spolehlivé, pokud f(pn−1)f(pn) > 0, kdy kořen nelež́ı v I[pn−1, pn] nebo
pn ≈ 0)

(KY) Test, zda funkčńı hodnota je menš́ı než zadaná tolerance ε > 0: |f(pn)| < ε
(KD) Detekce dvojnásobného kořene

|f(pn−1)|, |f(pn)|, |f(pn+1)| < ε (malé funkčńı hodnoty v okoĺı pn)
a současně
(f(pn)− f(pn−1))(f(pn+1)− f(pn)) < 0 (tečna měńı znaménko).
Lokalizace kořen̊u s vyšš́ı násobnost́ı než 2 je problematická.
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Výše uvedená kritéria lze vhodně kombinovat užit́ım logických spojek disjunkce |, př́ıpadně konjunkce
&, např́ıklad (KAE) | (KY), př́ıpadně (KAE) & (KY).

2.1. Řád konvergence. Aitkenova metoda zrychleńı konvergence.
Definice 2.3 (Řád konvergence). Necht’ pn → p pro n = 0, 1, 2, . . . , en := p − pn. Jestliže existuj́ı
A > 0, R > 0 tak, že

lim
n→∞

|p− pn+1|
|p− pn|R

= lim
n→∞

|en+1|
|en|R

= A (tzv. asymptotická chybová konstanta), (2.2)

pak ř́ıkáme, že {pn}∞n=0 konverguje k p s řádem konvergence R.
Speciálńı př́ıpady: lineárńı konvergence (R = 1), kvadratická konvergence (R = 2).
Poznámka. Pro velké n (2.2) ⇒ |en+1| ≈ A|en|R, tj. se zvětšuj́ıćım se R roste rychlost konvergence
en → 0. Např́ıklad pro R = 2 a |en| ≈ 10−2 můžeme očekávat |en+1| ≈ 10−4. Pro některé posloupnosti
přitom R nemuśı být celé č́ıslo.
Definice 2.4. Pro {pn}∞n=0 nazýváme {∆kpn}∞n=0 posloupnost́ı jej́ıch k-tých diferenćı (k ∈ N),
jestliže

∆pn := pn+1 − pn,

∆2pn := ∆(∆pn) = pn+2 − pn+1︸ ︷︷ ︸
∆pn+1

−(pn+1 − pn︸ ︷︷ ︸
∆pn

) = pn+2 − 2pn+1 + pn,

...

∆kpn := ∆(∆k−1pn) .

Věta 2.5 (Zrychleńı konvergence Aitkenovou extrapolaćı).
Necht’ {pn}∞n=0, pn → p. Jestlǐze plat́ı

(1) p− pn 6= 0 pro dosti velká n,
(2) ∃ A, |A| < 1 tak, že limn→∞

p−pn+1
p−pn

= A (alespoň lineárńı konvergence, nebot’ m̊uže být
A = 0),

potom posloupnost {qn}∞n=0, kde

qn := pn −
(∆pn)2

∆2pn
= pn −

(pn+1 − pn)2

pn+2 − 2pn+1 + pn
=

pnpn+2 − p2
n+1

pn+2 − 2pn+1 + pn
(2.3a)

konverguje k p rychleji než {pn}∞n=0 v tom smyslu, že limn→∞| p−qn

p−pn
| = 0, přičemž ∆2pn 6= 0 pro dosti

velká n.
Poznámka 2.6 (Přibližné odvozeńı vztahu (2.3a)).
Dle (2) plat́ı pro velká n přibližně:

p− pn+1

p− pn
≈ A ≈ p− pn+2

p− pn+1
⇒ (p− pn+1)2 ≈ (p− pn)(p− pn+2) ⇒

p2 − 2ppn+1 + p2
n+1 ≈ p2 − ppn+2 − ppn + pnpn+2.

Odtud po úpravě obdrž́ıme

p ≈
pnpn+2 − p2

n+1

pn+2 − 2pn+1 + pn
,

což odpov́ıdá (2.3a).
Aitkenova extrapolace se někdy nazývá Aitken̊uv ∆2-proces.
Většinou alternativně použ́ıváme zrychlenou posloupnost {p′n}∞n=0 (n ≥ 2):

p′n := qn−2 =
pn−2pn − p2

n−1

pn − 2pn−1 + pn−2
= pn −

(pn − pn−1)2

pn − 2pn−1 + pn−2
= pn −

(∆pn−1)2

∆2pn−2
. (2.3b)

Jej́ı formálńı výhodou je, že pro výpočet p′n použ́ıvá pouze hodnoty pj pro j ≤ n a nikoliv budoućı
hodnoty jako v (2.3a).
Př́ıklady (MATLAB).
zktest([ ],’itaitken’)

Algoritmus (MATLAB).
vesely(’nummet/iterace’): aitken.m
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2.2. Metody děleńı intervalu.
Předpoklady: f(x) ∈ C[a, b], f(a)f(b) < 0, f(p) = 0.

Definice 2.7.
Necht’ ϕ : R× R → R je libovolná funkce dvou proměnných taková, že x1 < ϕ(x1, x2) < x2 plat́ı pro
každé x1, x2 ∈ R, x1 < x2. Konstruujeme konečnou nebo nekonečnou posloupnost interval̊u {[an, bn]}n

tak, že [a0, b0] ⊃ [a1, b1] ⊃ · · · ⊃ [an, bn] ⊃ . . . , p ∈ (an, bn) pro n = 0, 1, . . . , takto:
(1) a0 := a, b0 := b
(2) Jestliže [an, bn] je již zkonstruováno, polož́ıme pn := ϕ(an, bn). Mohou nastat tři př́ıpady:

(α) je-li f(pn) = 0, pak p = pn je kořen a konstrukce konč́ı;
jinak polož́ıme:

(β) an+1 := an, bn+1 := pn, pokud f(an)f(pn) < 0 ( ⇔ f(pn)f(bn) > 0)
(γ) an+1 := pn, bn+1 := bn, pokud f(an)f(pn) > 0 ( ⇔ f(pn)f(bn) < 0)

Výše popsaná konstrukce posloupnosti {p}n se nazývá metodou děleńı intervalu s děĺıćı funkćı
ϕ.
Věta 2.8. Jestlǐze bn − an → 0, pak |pn − p| ≤ bn+1 − an+1 a tedy pn → p.

Speciálńı př́ıpady
(1) Metoda p̊uleńı intervalu (bisekce)

ϕ(x1, x2) := x1+x2
2 , tj. pn = an+bn

2 .
Př́ıklady (MATLAB).
zktest([ ],’itbisek’)

Algoritmus (MATLAB).
vesely(’nummet/iterace’): itbisek.m
jmathews(’chap 2’): bisect.m (+ demo a2 2.m)

(2) Metoda regula-falsi

pn urč́ıme jako pr̊useč́ık spojnice bod̊u [an, f(an)] a [bn, f(bn)] s osou x:
f(bn)−f(an)

bn−an
= f(bn)−0

bn−pn
⇒ pn = bn − f(bn)(bn−an)

f(bn)−f(an) .

Tedy děĺıćı funkce je v tomto př́ıpadě definována předpisem:
ϕ(x1, x2) := x2 − f(x2)(x2−x1)

f(x2)−f(x1)
.

Př́ıklady (MATLAB).
zktest([ ],’itregfal’)

Algoritmus (MATLAB).
vesely(’nummet/iterace’): regfalsi.m, itregfal.m
jmathews(’chap 2’): regula.m (+ demo a2 3.m)

(3) Metoda zlatého řezu

y := ϕ(x1, x2) je určeno poměrem y−x1
x2−y = x2−x1

y−x1
, což je ekvivalentńı s řešeńım kvadratické

rovnice (y − x1)2 − (x2 − y)(x2 − x1) = 0 vzhledem k y.

(4) Metoda Monte Carlo (náhodné stř́ıleńı)

ϕ(x1, x2) je náhodné č́ıslo mezi x1 a x2.
Algoritmus (MATLAB).
x1 + (x2-x1)*rand(1)

Věta 2.9 (Konvergence metody p̊uleńı intervalu). Necht’ f ∈ C[a, b], f(a)f(b) < 0 a p ∈ (a, b) je
jediný kořen f(p) = 0. Je-li {pn}n posloupnost metody p̊uleńı intervalu, pak |p − pn| ≤ b−a

2n+1 pro
n = 0, 1, . . . a tedy limn→∞ pn = p.

Důsledek 2.10. N = int( ln(b−a)−ln δ
ln 2 ) je počet iteraćı metody p̊uleńı intervalu, po jehož dosažeńı je

chyba aproximace kořene p menš́ı než předepsaná tolerance δ > 0, tj. |p− pN | < δ.

Důsledek 2.11. limn→∞|p−pn+1
p−pn

| ≈ limn→∞
b−a
2n+2

2n+1

b−a = 0, 5 (lineárńı konvergence).

Poznámka . Metoda p̊uleńı intervalu konverguje pomalu — podle 2.11 se po každé iteraci chyba
redukuje přibližně na jednu polovinu, neboli přesnost se zvýš́ı o jedno binárńı mı́sto. Protože 10−1 ≈
( 1
2 )3,3 je ke zvýšeńı přesnosti o jedno desetinné mı́sto potřeba nejméně tř́ı iteraćı.
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Věta 2.12 (Konvergence metody regula falsi). Necht’ f ∈ C[a, b], f(a)f(b) < 0 a p ∈ (a, b) je jediný
kořen f(p) = 0. Pak posloupnost iteraćı {pn}n metody regula falsi konverguje k p lineárně.
Věta 2.13. Je-li f konvexńı (resp. konkávńı) na intervalu [an, bn] a xn ∈ {an, bn} je ten z krajńıch
bod̊u, pro něǰz f(xn) > 0 (resp. f(xn) < 0), pak xn z̊ustává v daľśıch iteraćıch metody regula falsi
pevný, tj. xn = am nebo xn = bm pro každé m ≥ n.
Poznámka 2.14. Dá se ukázat, že v konkávńım, resp. konvexńım př́ıpadě je |p− pn+1| = An|p− pn|,
kde An < 1

2 pro velká n. Konvergence je lineárńı jako u metody p̊uleńı intervalu, avšak s asymp-
totickou chybovou konstantou limn→∞An = A < 1

2 . Lze tedy očekávat, že metoda regula falsi bude
mı́rně rychleǰśı než metoda p̊uleńı intervalu. Je rovněž vidět, že na rozd́ıl od metody p̊uleńı intervalu
bm − am 9 0, nebot’ bm − am ≥ p− an nebo bm − am ≥ bn − p pro dostatečně velká m ≥ n.

2.3. Metoda pevného bodu.
Rovnice: x = g(x), x ∈ [a, b].
Definice 2.15. Bod p ∈ [a, b], pro nějž p = g(p) nazýváme pevným bodem funkce g(x).
Definice 2.16 (Metoda pevného bodu).
Necht’ p0 ∈ R libovolné a pn+1 = g(pn) pro n = 0, 1, . . . . Pak posloupnost {pn}∞n=0 nazýváme posloup-
nost́ı iteraćı metody pevného bodu (PB-iteraćı) funkce g. Bod p0 nazýváme startovaćım
bodem této posloupnosti.
Věta 2.17. Necht’ g(x) je spojitá na R a {pn}∞n=0 je posloupnost́ı jej́ıch PB-iteraćı, která je konver-
gentńı, p = limn→∞ pn. Pak p je pevným bodem funkce g.
Věta 2.18. Necht’ g ∈ C[a, b]. Potom

(1) g([a, b]) ⊆ [a, b] ⇒ g má pevný bod v [a, b].
(2) Jestlǐze nav́ıc g splňuje Lipschitzovu podmı́nku s konstantou 0 ≤ K < 1, tj. |g(x) − g(x′)| ≤

K|x − x′| ∀ x, x′ ∈ [a, b] (nebo existuje g′ na (a, b), |g′(x)| ≤ K < 1 ∀ x ∈ (a, b)), pak g má
jediný pevný bod v [a, b].

Věta 2.19 (Věta o pevném bodu). Necht’ p je pevný bod funkce g(x) a I = [p− δ, p + δ] ⊆ [a, b], jeho
δ-okoĺı (δ > 0). Necht’ g(x) je na I definována (resp. zde nav́ıc má derivaci g′(x)) a {pn}∞n=0 je jej́ı
posloupnost iteraćı se startovaćım bodem p0 ∈ I. Pak

(1) |g(x)− g(p)| ≤ K|x− p|, 0 ≤ K < 1 pro x ∈ I (resp. |g′(x)| ≤ K < 1, pro x ∈ I) ⇒ pn → p
a pn ∈ I pro každé n = 0, 1, . . . .
Takový pevný bod p nazýváme přitahuj́ıćım pevným bodem.

(2) |g(x) − g(p)| ≥ |x − p| pro x ∈ I (resp. |g′(x)| ≥ 1 pro x ∈ I) ⇒ pn 9 p, pokud p0 6= p a
současně (g(x) = p ⇒ x = p na [a, b]).
Jestlǐze |g(x) − g(p)| ≥ K|x − p|, K > 1, pro x ∈ I (resp. |g′(x)| ≥ K > 1 pro x ∈ I), pak
nav́ıc pn ∈ I ⇒ ∃ m > n : pm /∈ I.
Takový pevný bod p nazýváme odpuzuj́ıćım pevným bodem.

Důsledek 2.20. Za předpoklad̊u věty 2.19(1) plat́ı následuj́ıćı odhady chyby aproximace:
(1) |p− pn| ≤ Kn|p− p0| pro n ≥ 1.
(2) |p− pn| ≤ Kn|p1−p0|

1−K pro n ≥ 1.
(3) |p− pn| ≤ K

1−K |pn − pn−1| pro n ≥ 1.
Jestlǐze |g′(x)| ≤ K < 1 na I, pak
|p− pn| ≤ |g′(ξn−1)|

1−|g′(ξn−1)| |pn − pn−1| ≤ K
1−K |pn − pn−1| pro vhodné ξn−1 ∈ I[pn−1, p].

(4) K ≤ 1
2 ⇒ |p− pn| ≤ |pn − pn−1|.

Poznámka 2.21. Pokud g′(x) ∈ C(I), pak tvrzeńı (1) a (2) věty 2.19 lze vzhledem ke spojitosti g′(x)
nahradit po řadě jednodušš́ımi kritérii:

(1’) |g′(p)| < 1,
(2’) |g′(p)| > 1.

Totiž z nich pak plynou p̊uvodńı (1) a (2) takto:
Pro vhodné ε > 0 lze kolem p nalézt dostatečně malé okoĺı O(p) ⊆ I, v němž plat́ı
|g′(x)| ≤ |g′(p)|+ ε < 1 v př́ıpadě (1), resp. |g′(x)| ≥ |g′(p)| − ε > 1 v př́ıpadě (2).
Př́ıklad 2.22.

(1) Řešte x2 = c, c > 0
(i) x2 = c ⇔ x = c

x ⇒ g(x) = c
x , p1 = c

p0
, p2 = c

c/p0
= p0, . . . a pro p0 6=

√
c dostáváme

alternuj́ıćı divergentńı posloupnost. Totiž |g′(x)| = |− c
x2 | ⇒ |g′(

√
c)| = 1, |g′(x)| < 1

pro x >
√

c a |g′(x)| > 1 pro x <
√

c.
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(ii) x2 = c ⇔ 2x2 = x2+c ⇔ x = 1
2

(
x+ c

x

)
⇒ g(x) = 1

2

(
x+ c

x

)
, g′(x) = 1

2

(
1− c

x2

)
, g′(

√
c) =

0. Podle 2.19(1) pn →
√

c konverguje velmi rychle s uvážeńım 2.20(1), nebot’ konstanta
K = 0.

Vid́ıme, že volbou g(x) můžeme výrazně ovlivnit konvergenčńı vlastnosti př́ıslušné posloup-
nosti PB-iteraćı.

(2) Rovnice x = 2
√

x− 1 má jediný pevný bod p = 2 pro x ≥ 1, přičemž g′(x) = 1/
√

x− 1 a tedy
g′(2) = 1, g′(x) > 1 pro 1 ≤ x < 2 a g′(x) < 1 pro x > 2. Neńı tedy splněna žádná z podmı́nek
(1’) a (2’) z poznámky 2.21, abychom mohli jednoznačně rozhodnout o konvergenci či di-
vergenci. Numerický experiment (viz zktest(-1,’itpevbod’)) ukazuje divergenci zvoĺıme-li
počátečńı aproximaci p0 = 1, 5 < 2 v levém okoĺı a naopak velmi pomalou konvergenci pro
p0 = 2.5 > 2 z pravého okoĺı.

Z (1)(i) a z (2) můžeme tedy usuzovat, že v př́ıpadě g′(p) = 1 posloupnost může i nemuśı konvergovat.

Algoritmus (MATLAB).
vesely(’nummet/iterace’): fixpoint.m
jmathews(’chap 2’): fixpt.m (+ demo a2 1.m)

2.4. Newton-Raphsonova metoda.
Předpoklady: f(x) ∈ C2[a, b], f(p) = 0, f ′(p) 6= 0, p ∈ [a, b].

Konstrukce posloupnosti iteraćı:

• p0 . . . počátečńı aproximace
• Je-li pn již zkonstruováno, pak pn+1 nalezneme jako pr̊useč́ık tečny v bodě (pn, f(pn)) s osou

x:

f ′(pn) =
0− f(pn)
pn+1 − pn

.

Odtud dostáváme iteračńı schéma Newton-Raphsonovy metody:

pn+1 = pn −
f(pn)
f ′(pn)

pro n = 0, 1, 2, . . . (2.4)

Poznámka 2.23. Iteračńı schéma (2.4) lze považovat za iterace pevného bodu funkce g(x) = x− f(x)
f ′(x) ,

nebot’ pro x ∈ [p− δ, p + δ] při dostatečně malém δ > 0 je f ′(x) 6= 0 a tedy
x = x− f(x)

f ′(x) ⇔ 0 = − f(x)
f ′(x) ⇔ f(x) = 0.

Spočtěme g′(x):

g′(x) =
(

x− f(x)
f ′(x)

)′
= 1− f ′(x)f ′(x)− f(x)f ′′(x)

f ′(x)2
=

f(x)f ′′(x)
f ′(x)2

=
f(x)
f ′(x)

f ′′(x)
f ′(x)

. (2.5)

Protože f(p) = 0 a f ′(p) 6= 0, je g′(p) = 0 a posloupnost (2.4) Newton-Raphsonových iteraćı tedy
splňuje předpoklad 2.21(1’). Dokázali jsme tak následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 2.24 (Newton-Raphsonova věta).
Necht’ f ∈ C2[a, b] má kořen p ∈ [a, b], tj. f(p) = 0. Jestlǐze f ′(p) 6= 0, pak existuje δ > 0 tak, že
posloupnost (2.4) Newton-Raphsonových iteraćı {pn}∞n=0 konverguje k p pro libovolné p0 ∈ [p− δ, p + δ],
přičemž pn ∈ [p− δ, p + δ] pro každé n = 0, 1, 2, . . . .

Důsledek 2.25 (Newton-Raphsonovy iterace pro hledáńı druhé odmocniny).
Necht’ c ∈ R, c > 0 a p0 > 0 je libovolný počátečńı odhad

√
c. Definujme posloupnost {pn}∞n=0

rekurzivně takto:

pn+1 =
1
2

(
pn +

c

pn

)
pro n = 0, 1, 2, . . . ,

pak pn →
√

c při n →∞ (viz též př́ıklad 2.22(1)(ii)).

Věta 2.26 (Řád konvergence Newton-Raphsonovy metody).
Necht’ posloupnost Newton-Raphsonových iteraćı (2.4) konverguje ke kořenu p funkce f(x). Označ́ıme-li
en = p − pn pro n = 0, 1, . . . , pak za předpoklad̊u věty 2.24 tato posloupnost konverguje kvadraticky
s asymptotickou chybovou konstantou

A := lim
n→∞

|en+1|
|en|2

=
|f ′′(p)|
2|f ′(p)|

.
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D̊ukaz. Vezmeme prvé dva členy Taylorova rozvoje funkce f(x) v bodě pn pro x = p (viz 1.13):

0 = f(p) = f(pn) + f ′(pn)(p− pn) +
f ′′(ξn)

2!
(p− pn)2, ξn ∈ I(p, pn). (2.6)

Po vyděleńı rovnice (2.6) hodnotou f ′(pn) a úpravě dostaneme po limitńım přechodu n → +∞
požadovaný vztah. �

Věta 2.27 (Zrychlená konvergence Newton-Raphsonovy metody).
Necht’ posloupnost Newton-Raphsonových iteraćı (2.4) konverguje lineárně ke kořenu p násobnosti
M > 1 funkce f(x). Potom modifikovaná posloupnost

pn+1 = pn −M
f(pn)
f ′(pn)

, n = 0, 1, . . . (2.7)

konverguje kvadraticky k p.

Poznámka 2.28. Z poznámky 2.23 vid́ıme, že Newton-Raphsonova metoda (2.4) představuje optimálńı
postup jak řešeńı rovnice f(x) = 0 převést na řešeńı rovnice x = g(x) metodou pevného bodu, nebot’
g′(p) = 0 vede k rychlé konvergenci s nejmenš́ı možnou konstantou K = 0 (viz 2.20(1)).

Dobře je toto demonstrováno na př́ıpadu rovnice x2 = c z př́ıkladu 2.22(1) , kdy nevhodný postup (i)
nevede ke konvergentńı posloupnosti. Naopak postup (ii) zd̊uvodněný ve 2.25 dává rychle konvergentńı
posloupnost. Např́ıklad pro c = 5 (hledáme

√
5) a p0 = 2 dostáváme:

p1 =
2 + 5/2

2
= 2, 25, p2 =

2, 25 + 5/2, 25
2

= 2, 23611111,

p3 =
2, 23611111 + 5/2, 23611111

2
= 2, 236067978, . . . , pk = 2, 236067978 pro k ≥ 4.

Tedy již po čtyřech iteraćıch dostáváme
√

5 s přesnost́ı na 9 desetinných mı́st.

Věta 2.29 (Odhad chyby Newton-Raphsonových iteraćı).
Za předpoklad̊u věty 2.24 necht’ | f

′′(x)
f ′(x) | ≤ L pro x ∈ I[pn−1, p]. Pak plat́ı

(1) L|pn − pn−1| ≤ K < 1 ⇒ |p− pn| ≤ K
1−K |pn − pn−1|,

(2) L|pn − pn−1| ≤ 1
2 ⇒ |p− pn| ≤ |pn − pn−1|.

Uvedeme ještě dvě tvrzeńı, pomoćı nichž lze snadno ověřit, zda počátečńı aproximace p0 byla
zvolena dostatečně bĺızko p tak, aby byla zaručena konvergence podle 2.24.

Věta 2.30. Necht’ {pn}∞n=0 je posloupnost Newton-Raphsonových iteraćı (2.4). Označme
I0 := I[p0, p0 + 2(p1 − p0)]. Jestlǐze 2|p1 − p0|M ≤ |f ′(p0)|, kde M = maxx∈I0 |f ′′(x)|, potom pn ∈ I0

pro n = 0, 1, . . . a limn→∞ pn = p, kde p je jediný kořen f(x) na intervalu I0.

Věta 2.31. Necht’ f ′(x) 6= 0, f ′′(x) neměńı znaménko na intervalu [a, b] (tj. f(x) je konvexńı nebo
konkávńı na [a, b]) a f(a)f(b) < 0. Jestlǐze | f(a)

f ′(a) | < b − a a současně | f(b)
f ′(b) | < b − a (tj. iterace

odstartovaná v krajńım bodě intervalu [a, b] nepadne mimo tento interval), potom posloupnost New-
ton-Raphsonových iteraćı (2.4) konverguje pro libovolnou počátečńı aproximaci p0 ∈ [a, b] k některému
kořenu p ∈ [a, b] funkce f(x).

Př́ıklady (MATLAB).
zktest([ ],’itnewton’)

Algoritmus (MATLAB).
vesely(’nummet/iterace’): newton.m
jmathews(’chap 2’): newton.m (+ demo a2 5.m)

2.32 (Úskaĺı Newton-Raphsonovy metody).
Věta 2.24 nedává konstruktivńı návod k nalezeńı δ-okoĺı kořene p pro volbu počátečńı aproximace
p0. Z jej́ıho d̊ukazu vyplývá pouze možnost odhadnout toto okoĺı z grafu funkce g′(x) = f(x)f ′′(x)

f ′(x)2

tak, aby |g′(x)| ≤ K < 1. Jestliže neprověř́ıme dostatečně předpoklady této věty, může se stát, že
zkonstruovaná posloupnost {pn}∞n=0 bude vykazovat neočekávané chováńı. Typické jsou následuj́ıćı
př́ıpady:

(1) f(x) > 0 nebo f(x) < 0 pro každé x ∈ R.
Tedy f(x) nemá reálný kořen a {pn}∞n=0 nekonverguje, např́ıklad
f(x) = x2 − 4x + 5 = (x− 2)2 + 1 > 0.

(2) p0 je př́ılǐs daleko od kořene p.
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a) {pn}∞n=0 může konvergovat k jinému kořenu (mimo uvažovaný interval).
Např́ıklad u funkce f(x) = cos(x) hledáme p = π

2 a zvoĺıme p0 = 3. Potom
p1 ≈ −4, 015, p2 ≈ −4, 853, . . . , pn → −3π

2 = −4, 71238898
(viz též zktest(-12,’itnewton’)).

b) {pn}∞n=0 je cyklicky divergentńı.
V posloupnosti se objevuj́ı tzv. cykly, kdy po konečném počtu krok̊u se členy posloup-
nosti opakuj́ı bud’ přesně nebo přibližně. Např́ıklad f(x) = x3 − x − 3 při p0 = 0 dává
p1 = −3, p2 = −1, 961538, p3 = −1, 147176, p4 = −0, 006579 ≈ 0, takže uv́ızneme
v přibližném cyklu řádu 4, tj. pn+4 ≈ pn (viz též zktest(10,’itnewton’)).

(3) Osa x je asymptotou funkce f(x) pro x → +∞ nebo pro x → −∞.
V tomto př́ıpadě může pn → +∞ nebo pn → −∞ při f(pn) → 0 a algoritmus se může zastavit
s ohlášeńım falešného kořene. Jako př́ıklad uvažme funkci f(x) = xe−x a p0 = 2, kdy f(x) → 0
rychle pro x → +∞, např́ıklad f(p15) = 5, 36 × 10−8 (viz též zktest(13,’itnewton’)).
Použ́ıváme-li pro zastaveńı odhad relativńı chyby KRE(b): 2|pn− pn−1|/(|pn|+ |pn−1|), může
tento vykazovat falešně malou hodnotu. Z těchto d̊uvod̊u se někdy toto kritérium modifikuje
tak, že v něm hodnotu |pn−1| nahrad́ıme dostatečně malým č́ıslem, např́ıklad 10−6 a t́ım
odhad relativńı chyby u falešného kořene poněkud zvětš́ıme.

(4) |g′(x)| ≮ 1 na intervalu obsahuj́ıćım kořen.
V tomto př́ıpadě můžeme dostat tzv. oscilatoricky divergentńı posloupnost {pn}∞n=0, kdy
hodnoty pn jsou stř́ıdavě vlevo a vpravo od kořene p a přitom se od něj vzdaluj́ı. Např́ıklad
v př́ıpadě funkce f(x) = arctan(x) s kořenem p = 0 je g(x) = x − (1 + x2) arctan(x) a
g′(x) = −2x arctan(x). Pro p0 = 1, 45 je |g′(p0)| = 2.8044 > 1 a dostáváme postupně p1 ≈
−1, 55, p2 ≈ 1, 85, p3 ≈ −2, 89, atd.
(viz též zktest(14,’itnewton’)).

2.5. Steffensenova metoda.

Konstrukce posloupnosti Steffensenových iteraćı {sn}∞n=0:
Posloupnost {sn}∞n=0 vznikne z posloupnosti iteraćı pevného bodu {pn}∞n=0 (definice 2.16), resp. New-
ton-Raphsonových iteraćı (2.4) jakožto speciálńıho př́ıpadu (viz poznámku 2.23), jej́ım zrychleńım
Aitkenovou extrapolaćı (věta 2.5 a poznámka 2.6). Zpravidla se použ́ıvá následuj́ıćı schéma využ́ıvaj́ıćı
(2.3b):

s0 := p′0 := p0

p1 = g(p′0), p2 = g(p1), s1 := p′2

p3 = g(p′2), p4 = g(p3), s2 := p′4 (2.8)

p5 = g(p′4), p6 = g(p5), s3 := p′6

...

p2n−1 = g(p′2n−2), p2n = g(p2n−1), sn := p′2n

(2.3b)
= p2n −

(p2n − p2n−1)2

p2n − 2p2n−1 + p′2n−2

, n = 1, 2, . . .

Věta 2.33. Necht’ {pn}∞n=0 je posloupnost PB-iteraćı funkce g(x) a {sn}∞n=0 př́ıslušná posloupnost
Steffensenových iteraćı (2.8). Potom {sn}∞n=0 je posloupnost́ı PB-iteraćı funkce

G(x) = x− (g(x)− x)2

g(g(x))− 2g(x) + x
=

x g(g(x))− g2(x)
g(g(x))− 2g(x) + x

. (2.9)

Důsledek 2.34 (Steffensenovy iterace pro rovnici f(x) = 0).
Bud’ dána rovnice f(x) = 0. Necht’ {s+

n }∞n=0 a {s−n }∞n=0 jsou posloupnosti Steffensenových iteraćı
př́ıslušné PB-iteraćım po řadě funkćı g+(x) := x + f(x) a g−(x) := x − f(x). Pak pro n = 0, 1, . . .
plat́ı

s+
n+1 = s+

n −
f2(s+

n )
f(s+

n + f(s+
n ))− f(s+

n )
(2.10a)

s−n+1 = s−n −
f2(s−n )

f(s−n )− f(s−n − f(s−n ))
(2.10b)

Věta 2.35 (Řád konvergence Steffensenovy metody).
Pro posloupnost Steffensenových iteraćı {pn}∞n=0, kde pn := s+

n nebo pn := s−n , plat́ı tvrzeńı věty 2.24
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za týchž předpoklad̊u o funkci f(x), přičemž konvergence je opět kvadratická s asymptotickou chybovou
konstantou A poněkud věťśı než ve větě 2.26:

A := lim
n→∞

|en+1|
|en|2

=
|f ′′(p)|
2|f ′(p)|

|1 + f ′(p)|, kde en := p− pn.

Př́ıklady (MATLAB).
zktest([ ],’itsteff’)

Algoritmus (MATLAB).
vesely(’nummet/iterace’): steffplu.m, steffmin.m
jmathews(’chap 2’): steff.m (+ demo a2 7.m)

2.6. Kvazinewtonovy metody.

Obecný princip konstrukce posloupnosti iteraćı:
Necht’ f(x) je opět definována na intervalu [a, b]. V Newtonově metodě pn+1 = pn − f(pn)

f ′(pn) aprox-
imujeme f ′(pn) (směrnice tečny v bodě (pn, f(pn))) směrnićı př́ımky procházej́ıćı body (pn, f(pn)) a
(p̃n, f(p̃n)), kde p̃n zvoĺıme vhodně v okoĺı pn, tj. f ′(pn) ≈ f(pn)−f(p̃n)

pn−p̃n
.

Iterace kvazinewtonových metod maj́ı tedy obecně tvar:

pn+1 = pn − f(pn)
pn − p̃n

f(pn)− f(p̃n)
pro n = 0, 1, . . . . (2.11)

2.36 (Speciálńı př́ıpady).

(A) Metoda regula-falsi (viz odst. 2.2)

p0 := a, p1 := b (počátečńı iterace)

p̃n := ps, pro n = 1, 2, . . . , kde s, 0 ≤ s < n, je největš́ı index takový, že f(pn)f(ps) < 0.

(B) Steffensenova metoda (viz tvrzeńı 2.34)
Iterace (2.10a) a (2.10b) lze přepsat na tvar:

s+
n+1 = s+

n − f(s+
n )

−f(s+
n )

f(s+
n )− f(s+

n + f(s+
n ))

= s+
n − f(s+

n )
s+

n − (s+
n + f(s+

n ))
f(s+

n )− f(s+
n + f(s+

n ))
,

což odpov́ıdá při pn := s+
n kvazinewtonově metodě s volbou p̃n := pn + f(pn)︸ ︷︷ ︸

≈0

.

Podobně:

s−n+1 = s−n − f(s−n )
f(s−n )

f(s−n )− f(s−n − f(s−n ))
= s−n − f(s−n )

s−n − (s−n − f(s−n ))
f(s−n )− f(s−n − f(s−n ))

,

což odpov́ıdá při pn := s−n kvazinewtonově metodě s volbou p̃n := pn − f(pn)︸ ︷︷ ︸
≈0

.

(C) Metoda sečen

p0 := a, p1 := b (počátečńı iterace)

p̃n := pn−1, pro n = 1, 2, . . . ,

tj. obdrž́ıme pn+1 = pn − f(pn) pn−pn−1
f(pn)−f(pn−1)

pro n = 1, 2, . . . .

Př́ıklady (MATLAB).
zktest([ ],’itsecant’)

Algoritmus (MATLAB).
vesely(’nummet/iterace’): secant.m
jmathews(’chap 2’): secant.m (+ demo a2 6.m)

Věta 2.37 (Konvergence metody sečen).
Necht’ f ∈ C2[a, b] má kořen p ∈ [a, b], tj. f(p) = 0. Jestlǐze f ′(p) 6= 0, pak existuje δ > 0 tak, že
posloupnost iteraćı metody sečen {pn}∞n=0 konverguje k p při libovolné počátečńı aproximaci p0, p1 ∈
[p− δ, p + δ] s řádem konvergence R = 1

2 (1 +
√

5) ≈ 1, 618 a asymptotickou chybovou konstantou:

A := lim
n→∞

|en+1|
|en|R

=
(

1
2

∣∣∣∣f ′′(p)
f ′(p)

∣∣∣∣) 1
R

, kde en := p− pn.
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Poznámka 2.38 (Přehled konvergenčńıch vlastnost́ı (kvazi)newtonových metod).

Metoda Výpočetńı náročnost jedné iterace Řád konvergence
Newton-Raphsonova f(pn), f ′(pn) 2
Steffensenova f(pn), f(pn ± f(pn)) 2
sečen f(pn) 1,618
regula-falsi f(pn) 1

Dá se ukázat, že neexistuje kvadraticky konvergentńı iteračńı metoda vyžaduj́ıćı pouze
jedno funkčńı vyhodnoceńı f(pn) v každé iteraci.
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2.7. Systémy nelineárńıch rovnic.

f1(x1, x2, . . . , xm) = 0 x1 = g1(x1, x2, . . . , xm)
f2(x1, x2, . . . , xm) = 0 x2 = g2(x1, x2, . . . , xm)

... nebo
...

fm(x1, x2, . . . , xm) = 0 xm = gm(x1, x2, . . . , xm)

⇓ vektorový zápis ⇓

f(x) = 0 x = g(x)

Př́ıklady (MATLAB).
zktest([ ],’itnelrov’)

2.7.1. Metoda pevného bodu.

Hledáme p := [p1, p2, . . . , pm] : p = g(p).

m = 1 (viz poznámku 2.21(1’)) m > 1

a) g′ spojitá v okoĺı p a) Spojité parciálńı derivace ∂gi

∂xj
v okoĺı p pro

i, j = 1, 2, . . . ,m

b) |g′(p)| < 1 b)
∣∣ ∂gi

∂x1
(p)

∣∣ + · · ·+
∣∣ ∂gi

∂xm
(p)

∣∣ < 1 pro i = 1, 2, . . . ,m

⇓

Pro p0 dostatečně bĺızko k p plati: Pro p(0) = [p(0)
1 , p

(0)
2 , . . . , p

(0)
m ] dostatečně bĺızko

k p plat́ı:

pn → p pro n →∞, kde

pn+1 = g(pn), n = 0, 1, 2, . . .

p(n) → p pro n →∞, kde

p(n+1) = g(p(n)), n = 0, 1, 2, . . .

m

p
(n+1)
1 = g1(p

(n)
1 , p

(n)
2 , . . . , p

(n)
m )

p
(n+1)
2 = g2(p

(n)
1 , p

(n)
2 , . . . , p

(n)
m )

...
...

p
(n+1)
m = gm(p(n)

1 , p
(n)
2 , . . . , p

(n)
m )

2.7.2. Seidelova metoda (vylepšená metoda pevného bodu).

p
(n+1)
1 = g1(p

(n)
1 , p

(n)
2 , . . . , p

(n)
m )

p
(n+1)
2 = g2(p

(n+1)
1 , p

(n)
2 , . . . , p

(n)
m )

...
...

p
(n+1)
m = gm(p(n+1)

1 , p
(n+1)
2 , . . . , p

(n)
m )

⇔ p
(n+1)
i = g1(p

(n+1)
1 , . . . , p

(n+1)
i−1 , p

(n)
i , . . . , p

(n)
m )

pro i = 1, 2, . . . ,m.

Algoritmus (MATLAB).
jmathews(’chap 2’): fix2dim.m (+ demo a2 9.m)
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2.7.3. Newton-Raphsonova metoda.

Hledáme p := [p1, p2, . . . , pm] : f(p) = 0.

m = 1 (viz větu 2.24) m > 1

a) f ′′ spojitá v okoĺı p a) Spojité druhé parciálńı derivace ∂2gi

∂xj∂xk
v okoĺı p

pro i, j, k = 1, 2, . . . ,m

b) f ′(p) 6= 0 b) Jakobián (matice m×m)

J(p) :=


∂f1
∂x1

(p) . . . ∂f1
∂xm

(p)
... . . .

...
∂fm

∂x1
(p) . . . ∂fm

∂xm
(p)


je regulárńı matice.

⇓

Pro p0 dostatečně bĺızko k p plati: Pro p(0) = [p(0)
1 , p

(0)
2 , . . . , p

(0)
m ] dostatečně bĺızko

k p plat́ı:

pn → p pro n →∞, kde

pn+1 = pn −
f(pn)
f ′(pn)︸ ︷︷ ︸

f ′(pn)−1f(pn)

, n = 0, 1, 2, . . .

p(n) → p pro n →∞, kde

p(n+1) = p(n) − J(p(n))−1f(p(n)), n = 0, 1, 2, . . .

m

p
(n+1)
1 = p

(n)
1 −

∑m
j=1 a1,jfj(p

(n)
1 , . . . , p

(n)
m )

p
(n+1)
2 = p

(n)
2 −

∑m
j=1 a2,jfj(p

(n)
1 , . . . , p

(n)
m )

...
...

p
(n+1)
m = p

(n)
m −

∑m
j=1 am,jfj(p

(n)
1 ,. . . , p

(n)
m )

,

kde J(p(n))−1 =: [ai,j ].

Algoritmus (MATLAB).
jmathews(’chap 2’): new2dim.m (+ demo a2 10.m)

Př́ıklad 2.39 (m = 2, x := x1, y := x2).

x2 − 2x− y + 0, 5 = 0 . . . parabola

x2 + 4y2 − 4 = 0 . . . elipsa

Pr̊useč́ıky obou křivek určuj́ı dvě řešeńı:
Řešeńı (1): p = [−0, 2; 1, 0]
Řešeńı (2): p = [1, 9; 0, 3].

Demonstrace nalezeńı numerického řešeńı Seidelovou a Newtonovou metodou v MATLABu:
viz jmathews(’chap 2’): a2 9.m, a2 10.m.

Řešeńı (1) (Seidelovou) metodou pevného bodu pro p(0) = [0; 1]
Od 2. rovnice odečteme 8y, abychom zajistili splněńı podmı́nky 2.7.1 b) pro i = 2. Obdrž́ıme

ekvivalentńı systém pro iterace pevného bodu ve tvaru:

x =
x2 − y + 0, 5

2

y =
−x2 − 4y2 + 8y + 4

8
.

Řešeńı (2) (Seidelovou) metodou pevného bodu pro p(0) = [2; 0]
Od 1. rovnice odečteme 2x a od 2. rovnice odečteme 11y, abychom zajistili splněńı podmı́nky

2.7.1 b) pro i = 1, 2 — předchoźı volba totiž v tomto kořenu tuto podmı́nku nesplňuje. Obdrž́ıme
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ekvivalentńı systém pro iterace pevného bodu ve tvaru:

x =
−x2 + 4x + y − 0, 5

2

y =
−x2 − 4y2 + 11y + 4

11
.

Řešeńı (2) Newtonovou metodou, např. pro [x0, y0] := p(0) = [2; 0, 25]

J(x, y) =
[
2x− 2 −1

2x 8y

]
,[

xn+1

yn+1

]
=

[
xn

yn

]
− J(xn, yn)−1

[
x2

n − 2xn − yn + 0, 5
x2

n + 4y2
n − 4

]
.
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3. Řešeńı systému lineárńıch rovnic

(Algoritmy v MATLABu: vesely(’nummet/linrov’), jmathews(’chap 3’))

Formulace problému:
Je dán systém m lineárńıch rovnic (SLR) o n neznámých x1, x2, . . . , xn ve tvaru:

a1,1x1 + a1,2x2 + . . . + a1,nxn = b1 . . . 1. rovnice
a2,1x1 + a2,2x2 + . . . + a2,nxn = b2 . . . 2. rovnice

...
... . . .

...
... . . .

...
am,1x1 + am,2x2 + . . . + am,nxn = bm . . . m-tá rovnice

. (3.1a)

Ekvivalentńı maticový zápis systému (3.1a):

Ax = b, (3.1b)

kde je

A := [ai,j ]1≤i≤m
1≤j≤n

. . . matice rozměru m× n nazývaná matićı SLR (3.1a), ai,j ∈ R

b :=


b1

b2

...
bm

 . . . pravá strana SLR (3.1a), bi ∈ R

x :=


x1

x2

...
xn

 . . . vektor neznámých SLR (3.1a), xj ∈ R.

Každý vektor x ∈ R vyhovuj́ıćı všem rovnićım SLR (3.1a) nazýváme jeho řešeńım.
Poznámka 3.1.

(1) Je-li A matice rozměru m× n, pak znač́ıme:
a:,j . . . j-tý sloupec matice A,
ai,: . . . i-tý řádek matice A a ṕı̌seme

A = [a:,1,a:,2, . . . ,a:,n] = [a1,:;a2,:; . . . ;am,:] =


a1,:

a2,:

...
am,:

.

Je Ax = a:,1x1 + a:,2x2 + · · · + a:,nxn ∈ R(A), kde R(A) znač́ı vektorový podprostor v Rm

generovaný všemi sloupci matice A (jeho prvky jsou všechny možné lineárńı kombinace
těchto sloupc̊u).
Je-li m = n, pak matice A se nazývá čtvercovou matićı řádu n.
Je-li ai,j = 0 pro i < j (resp. i > j), pak matice A se nazývá dolńı (resp. horńı)
trojúhelńıkovou matićı.

(2) r(A) znač́ı hodnost matice A.
(3) Im := [δi,j ] . . . jednotková matice m×m.
(4) p = [p(1), p(2), . . . , p(m)]T určuje permutaci p na vzestupně uspořádané množině {1, 2, . . . ,m},

tj. i udává pozici, na kterou je permutaćı p přemı́stěn prvek j := p(i), i = 1, 2, . . . ,m.
Permutaci lze ekvivalentně popsat permutačńı matićı P := [pi,j ], kde
pi,j := δp(i),j , 1 ≤ i, j ≤ m. Zřejmě plat́ı A[1, 2, . . . ,m]T = p, takže pro libovolnou matici A
o m řádćıch a matici B o m sloupćıch dostáváme:
PA = [ap(1),:;ap(2),:; . . . ;ap(m),:] . . . p(i)-tý řádek A je přemı́stěn na i-tou pozici,
BP T = [b:,p(1), b:,p(2), . . . , b:,p(m)] . . . p(j)-tý sloupec B je přemı́stěn na j-tou pozici,

nebot’ BP T = (PBT )T .
Odtud zejména dostáváme PIm = P , takže permutačńı matice P se dostane permutaćı řádk̊u
jednotkové matice.
Je-li D := diag(d1, d2, . . . , dm) diagonálńı matice, pak snadno nahlédneme, že
PDP T = diag(dp(1), dp(2), . . . , dp(m)) je rovněž diagonálńı matićı, jej́ıž prvky na diagonále
jsou permutaćı p diagonálńıch prvk̊u p̊uvodńı matice. Jsou-li všechny diagonálńı prvky v D
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stejné, pak zřejmě PDP T = D. Speciálně tedy PP T = PImP T = Im, takže P je orto-
gonálńı matice a tedy P−1 = P T je permutačńı matice př́ıslušná k inverzńı permutaci p−1.

Definice 3.2. Necht’ A je matice SLR (3.1b), pak matici Ã := [A, b] rozměru m× (n + 1) nazýváme
rozš́ı̌renou matićı tohoto systému.

Poznámka 3.3. Každý SLR je jednoznačně popsán svou rozš́ı̌renou matićı soustavy Ã. Uváž́ıme-li
poznámku 3.1(1), můžeme vyslovit následuj́ıćı tvrzeńı o existenci řešeńı SLR:
SLR daný matićı Ã má řešeńı ⇔ b ∈ R(A) ⇔ b je lineárńı kombinaćı sloupc̊u matice A ⇔ matice
A a Ã maj́ı stejnou hodnost.
SLR má přitom nejvýše jedno řešeńı ⇔ sloupce matice A jsou lineárně nezávislé (tvoř́ı bázi).
Obdrželi jsme tak jednoduchou úvahou známé tvrzeńı z lineárńı algebry.
Definice 3.4. Řekneme, že dva SLR Ax = b a A′x = b′ jsou ekvivalentńı, jestliže oba systémy
maj́ı tytéž množiny řešeńı. V takovém př́ıpadě ṕı̌seme Ã ∼ Ã

′
, kde Ã := [A, b] a Ã

′
:= [A′, b] znač́ı

př́ıslušné rozš́ı̌rené matice těchto systémů (s týmž počtem sloupc̊u).

Lemma 3.5. Necht’ Ã
′

vznikne z Ã provedeńım konečného počtu elementárńıch operaćı jednoho
z následuj́ıćıch tř́ı typ̊u:

• záměna dvou řádk̊u,
• vynásobeńı řádku nenulovou konstantou,
• přičteńım lineárńı kombinace některých řádk̊u k jinému řádku.

Potom Ã ∼ Ã
′
.

3.1. Př́ımé metody pro řešeńı systému lineárńıch rovnic.
Př́ıklady (MATLAB).
zktest([ ],’linrov’)

Věta 3.6 (Algoritmus dopředného a zpětného dosazováńı).
Necht’ Ax = b je SLR, kde A je čtvercová dolńı nebo horńı trojúhelńıková matice řádu n s nenulovými
prvky na diagonále (ak,k 6= 0 pro k = 1, 2, . . . , n). Pak existuje právě jedno řešeńı x tohoto systému,
které nalezneme pomoćı algoritmu dopředného nebo zpětného dosazováńı.

Algoritmus dopředného dosazováńı pro dolńı trojúhelńıkovou matici A:

x1 = b1/a1,1

xk =
(
bk −

∑k−1
j=1 ak,jxj

)
/ak,k pro k = 2, 3, . . . , n.

(3.2a)

Algoritmus zpětného dosazováńı pro horńı trojúhelńıkovou matici A:

xn = bn/an,n

xk =
(
bk −

∑n
j=k+1 ak,jxj

)
/ak,k pro k = n− 1, n− 2, . . . , 1.

(3.2b)

3.7. Výpočetńı složitost algoritmů dopředného a zpětného dosazováńı.
Označ́ıme-li O(±) počet operaćı seč́ıtáńı a odč́ıtáńı (aditivńı složitost) a O(∗, /) počet operaćı

násobeńı a děleńı (multiplikativńı složitost), pak užit́ım známého vztahu pro součet člen̊u aritmet-
ické posloupnosti dostáváme pro algoritmy dopředného a zpětného dosazováńı kvadratickou aditivńı
i multiplikativńı složitost:

Aditivńı složitost:

O(±) = 0 + 1 + . . . n− 1 =
n(n− 1)

2
=

n2 − n

2
.

Multiplikativńı složitost:

O(∗, /) = 1 + 2 + . . . n =
n(n + 1)

2
=

n2 + n

2
.

Pokud matice A má jednotkovou diagonálu (ak,k = 1 pro k = 1, 2, . . . , n), pak v každém kroku
ušetř́ıme jedno děleńı a multiplikativńı i aditivńı složitost bude stejná:

O(∗, /) = 0 + 1 + . . . n− 1 = O(±) =
n2 − n

2
.
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Algoritmus (MATLAB).
vesely(’nummet/linrov’): zpetdos.m
jmathews(’chap 3’): backsub.m (+ demo a3 1.m)
Věta 3.8 (Gaussova eliminace s výběrem pivotńıho prvku).
Necht’ Ax = b je SLR se čtvercovou regulárńı matićı soustavy A řádu n. Pak existuje ekvivalentńı SLR
Ux = y, [U ,y] ∼ [A, b] se čtvercovou horńı trojúhelńıkovou matićı soustavy U řádu n a nenulovou
diagonálou (uk,k 6= 0 pro k = 1, 2, . . . , n).

D̊ukaz: Algoritmus Gaussovy eliminace s výběrem pivotńıho prvku.
Postupně pro k = 1, 2, . . . , n konstruujeme posloupnost ekvivalentńıch systémů:
[A, b] = U1 ∼ · · · ∼ Un = [U ,y], kde

U1 := [A, b] =: [u(1)
j,i ]

Uk :=



a
(1)
1,1 a

(1)
1,2 . . . a

(1)
1,k−1 a

(1)
1,k . . . a

(1)
1,n a

(1)
1,n+1

0 a
(2)
2,2 . . . a

(2)
2,k−1 a

(2)
2,k . . . a

(2)
2,n a

(2)
2,n+1

0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 u
(k)
k,k . . . u

(k)
k,n u

(k)
k,n+1

0 0 . . . 0 u
(k)
k+1,k . . . u

(k)
k+1,n u

(k)
k+1,n+1

...
... . . .

...
... . . .

...
...

0 0 . . . 0 u
(k)
n,k . . . u

(k)
n,n u

(k)
n,n+1


=: [Ak, bk] ∼ [A, b], k = 2, . . . , n

a(n)
n,n := u(n)

n,n, a
(n)
n,n+1 := u

(n)
n,n+1

U := An = [a(j)
j,i ], y := bn = [a(j)

j,n+1].

k-tý krok algoritmu Gaussovy eliminace, k = 1, 2, . . . , n− 1:
Konstrukce Uk+1 ∼ Uk, je-li Uk již zkonstruováno. Provedeme vhodné elementárńı transformace dle
lemmatu 3.5:

Výběr pivotńıho prvku: ∃ j ≥ k : u
(k)
j,k 6= 0, nebot’ v opačném př́ıpadě by determinant

det(Ak) = a
(1)
1,1a

(2)
2,2 . . . a

(k−1)
k−1,k−1det([u(k)

j,i ]) = 0, což je v rozporu s [Ak, bk] ∼ [A, b]. Necht’ p ≥ k

je nejmenš́ı řádkový index v Uk, kde |u(k)
p,k| je maximálńı, tj. |u(k)

p,k| = max(|u(k)
k,k|, |u

(k)
k+1,k|, . . . |u

(k)
n,k|).

Prvek u
(k)
p,k je tedy nenulový a nazývá se pivotńı prvek.

Záměna p-tého a k-tého řádku: Necht’ P k znač́ı permutaci, která zaměńı p-tý a k-tý řádek
v Uk. Pivotńı prvek se tak stane diagonálńım, přičemž pro j ≥ k necht’ a

(k)
j,: znač́ı j-tý řádek

v takto permutované matici P kUk.
Eliminace prvk̊u v k-tém sloupci pod pivotńım prvkem: Pro j = k + 1, . . . , n přičteme

k j-tému řádku vhodný násobek k-ho řádku tak, aby prvek na (j, k)-té pozici se vynuloval:

u
(k+1)
j,: := a

(k)
j,: −mj,ka

(k)
k,: , kde mj,k :=

a
(k)
j,k

a
(k)
k,k

. (3.3)

Skutečně dostáváme u
(k+1)
j,k = 0, přičemž pro i < k z̊ustává u

(k+1)
j,i = 0, nebot’ a

(k)
j,i = 0 i

a
(k)
k,i = 0.

Eliminaci (3.3) můžeme užit́ım syntaxe MATLABu algoritmizovat takto:

for j = k + 1 : n

mj,k = a
(k)
j,k/a

(k)
k,k;

a
(k+1)
j,k = 0;

for i = k + 1 : n + 1
u

(k+1)
j,i = a

(k)
j,i −mj,k ∗ a

(k)
k,i ;

end
end

(3.4)

Skutečnost, že při výpočtu mj,k se děĺı právě pivotńım prvkem a
(k)
k,k, který byl zvolen v absolutńı

hodnotě největš́ı možný, př́ıznivě ovlivňuje numerickou stabilitu (snižuje se riziko děleńı č́ısly bĺızkými
k nule, což by mohlo vést k hodnotám mj,k bĺızkým k ±∞). �

Důsledek 3.9 (LU -rozklad).
PA = LU , kde matice P , L a U jsou určeny algoritmem Gaussovy eliminace:
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P = P n−1 . . .P 2P 1 je permutačńı matice popisuj́ıćı výslednou permutaci řádk̊u po skončeńı Gaussovy
eliminace,
L =: [lj,k] je dolńı trojúhelńıková matice s jednotkovou diagonálou lj,j = 1 a lj,k = mj,k pro j > k,
U =: [uj,k] je horńı trojúhelńıková matice po Gaussově eliminaci.

Př́ıklad 3.10 (UKÁZKA KROKŮ GAUSSOVY ELIMINACE A LU-ROZKLADU).
Řešený systém lineárńıch rovnic: 

1 2 1 4
2 0 4 3
4 2 2 1
−3 1 3 2

 ∗ x =


13
28
20
6


Gaussova eliminace s pivotováńım ve sloupćıch pod diagonálou:

krok 1:

U1 =


1 2 1 4 13
2 0 4 3 28
4 2 2 1 20
−3 1 3 2 6

 , p =


1
2
3
4



P 1U1 =


4 2 2 1 20
2 0 4 3 28
1 2 1 4 13
−3 1 3 2 6

 , p =


3
2
1
4

 , m =

 1/2
1/4
−3/4



krok 2:

U2 =


4 2 2 1 20
0 −1 3 5/2 18
0 3/2 1/2 15/4 8
0 5/2 9/2 11/4 21

 , p =


3
2
1
4



P 2U2 =


4 2 2 1 20
0 5/2 9/2 11/4 21
0 3/2 1/2 15/4 8
0 −1 3 5/2 18

 , p =


3
4
1
2

 , m =

 3/5
−2/5



krok 3:

U3 =


4 2 2 1 20
0 5/2 9/2 11/4 21
0 0 −11/5 21/10 −23/5
0 0 24/5 18/5 132/5

 , p =


3
4
1
2



P 3U3 =


4 2 2 1 20
0 5/2 9/2 11/4 21
0 0 24/5 18/5 132/5
0 0 −11/5 21/10 −23/5

 , p =


3
4
2
1

 , m =


−11/24


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krok 4:

U4 =


4 2 2 1 20
0 5/2 9/2 11/4 21
0 0 24/5 18/5 132/5
0 0 0 15/4 15/2

 , p =


3
4
2
1


Výsledek:

x =


3
−1
4
2

 ,

m(2, 1) = 1/2 patř́ı k 2. řádku v A −→ 3. řádek v P ∗A
m(3, 1) = 1/4 patř́ı k 1. řádku v A −→ 4. řádek v P ∗A
m(4, 1) = −3/4 patř́ı k 4. řádku v A −→ 2. řádek v P ∗A
m(3, 2) = 3/5 patř́ı k 1. řádku v A −→ 4. řádek v P ∗A
m(4, 2) = −2/5 patř́ı k 2. řádku v A −→ 3. řádek v P ∗A
m(4, 3) = −11/24 patř́ı k 1. řádku v A −→ 4. řádek v P ∗A

Źıskaný LU -rozklad:

P =


0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0
1 0 0 0

 , L =


1 0 0 0

−3/4 1 0 0
1/2 −2/5 1 0
1/4 3/5 −11/24 1

 , U =


4 2 2 1
0 5/2 9/2 11/4
0 0 24/5 18/5
0 0 0 15/4


3.11. Konstrukce matic L,U ,P pomoćı modifikované Gaussovy eliminace
Algoritmus Gaussovy eliminace z d̊ukazu věty 3.8 modifikujeme takto:

• b := [1, 2, . . . , n]T ,
• (3.3) provád́ıme jen s prvými n sloupci matice Uk, přičemž mı́sto nul klademe u

(k+1)
j,k = mj,k

pro j = k + 1, . . . , n; neboli na mı́sto eliminovaných prvk̊u ukládáme multiplikativńı faktory
mj,k.

• Po poslednim kroku obdrž́ıme matici U =: [a(j)
j,i ], kde

a
(j)
j,i = lj,i pro j > i,

a
(j)
j,i = uj,i pro j ≤ i ≤ n a

a
(j)
j,n+1 = pj pro j = 1, 2, . . . , n.

Dostáváme dva výsledné postupy pro řešeńı SLR na bázi Gaussovy eliminace:
3.12. Př́ımý algoritmus
Sestává ze dvou krok̊u:

(1) Pomoćı algoritmu Gaussovy eliminace popsaném v d̊ukazu věty 3.8 převedeme Ax = b na
ekvivalentńı systém Ux = y s horńı trojúhelńıkovou matićı soustavy U .

(2) Soustavu Ux = y řeš́ıme algoritmem zpětného dosazováńı (3.2b).
Algoritmus (MATLAB).
vesely(’nummet/linrov’): gelim.m, jelim.m (jelim.m je implementace tzv. Jordanovy metody,
která převád́ı SLR na systém s diagonálńı matićı soustavy, kdy eliminace prob́ıhá i nad diagonálou)
jmathews(’chap 3’): uptrbk.m (+ demo a3 2.m)
3.13. Algoritmus nepř́ımé faktorizace
Sestává ze čtyř krok̊u:

(1) Konstrukce matic L,U a P podle 3.11.
(2) Provedeńı permutace pravé strany Pb.
(3) Řeš́ıme soustavu Ly = Pb algoritmem dopředného dosazováńı (3.2a).
(4) Řeš́ıme soustavu Ux = y algoritmem zpětného dosazováńı (3.2b).

Kroky (3) a (4) jsme obdrželi takto:
Ax = b ⇔ PAx = Pb ⇔ LUx = Pb, kde polož́ıme Ux =: y.
Algoritmus (MATLAB).
vesely(’nummet/linrov’): lufakt.m, lureseni.m
jmathews(’chap 3’): lufact.m, lusolve.m (+ demo a3 3.m)
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3.14. Výpočetńı složitost algoritmů 3.12 a 3.13.
Oba algoritmy maj́ı stejnou kubickou aditivńı i multiplikativńı složitost:

Aditivńı složitost:

O(±) =
n3 − n

3
+

n2 − n

2

Multiplikativńı složitost:

O(∗, /) =
n3 − n

3
+ n2

Z hlediska výpočtové složitosti jsou oba algoritmy ekvivalentńı. Vzhledem k tomu, že v obou
př́ıpadech má nejvyšš́ı výpočetńı nároky triangularizace (převod na horńı trojúhelńıkový tvar) dle věty
3.8 (faktor n3−n

3 ), bude algoritmus 3.13 výhodněǰśı v př́ıpadě, že řeš́ıme systém opakovaně s r̊uznými
pravými stranami b a stejnou matićı soustavy A. V takovém př́ıpadě totiž stač́ı provést triangularizaci
PA = LU jen jednou, nebot’ nezáviśı na pravé straně, a pak opakovaně provádět kroky (2) až (4) pro
jednotlivé pravé strany.

Tohoto postupu lze např́ıklad využ́ıt při výpočtu inverze regulárńı čtvercové matice A řádu n, kdy
AA−1 = In je ekvivalentńı s řešeńım n systémů lineárńıch rovnic

Ax1 =


1
0
...
0

 ,Ax2 =


0
1
...
0

 , . . . ,Axn =


0
0
...
1

 ,

kde xi reprezentuje i-tý sloupec hledané inverzńı matice A−1.
3.15. Problémy s numerickou nestabilitou při řešeńı SLR.

Matice A se nazývá špatně podmı́něná, jestliže malé změny pravé strany b maj́ı za následek
velké změny řešeńı x = A−1b. Tato situace nastává v př́ıpadech, kdy A je “skoro singulárńı”, tj.
některý sloupcový (řádkový) vektor v A sv́ırá malý úhel s nadrovinou generovanou ostatńımi sloupci
(řádky).

Jako př́ıklad uvažme následuj́ıćı systém dvou lineárńıch rovnic:

x + 2y = 2
2x + 3y = 3, 4

Přesné řešeńı x = 0, 8, y = 0, 6 aproximujme dosti nepřesně hodnotami x̃ = 1, ỹ = 0, 48. Po jejich
dosazeńı do obou rovnic dostáváme po řadě 1, 96 mı́sto 2 a 3, 44 mı́sto 3, 4, což jsou malé odchylky
řádově v setinách ve srovnáńı s chybou řešeńı, která je řádově v desetinách.

Př́ıčina tkv́ı v tom, že hledáme pr̊useč́ık dvou př́ımek, které sv́ıraj́ı velmi malý úhel o směrnićıch
− 1

2 a − 2
3 . Řádky [1, 2] a [2, 3] matice soustavy v tomto př́ıpadě totiž reprezentuj́ı souřadnice kolmic

k oběma př́ımkám a sv́ıraj́ı tedy stejný úhel jako př́ımky samotné. Se zmenšuj́ıćım se úhlem se bĺıž́ıme
ke stavu lineárńı závislosti obou vektor̊u, tj. ke stavu, kdy matice soustavy je singulárńı.

Podobně lze zkonstruovat situace, kdy při libovolně velké odchylce řešeńı lze dosáhnout libovolně
malé odchylky od pravé strany.

ZÁVĚR: Nelze tedy hodnotit přesnost nalezeného řešeńı podle odchylek od pravé strany po jeho dosazeńı
do rovnic!

Lze pouze hodnotit podmı́něnost matice. Ta se měř́ı č́ıslem podmı́něnosti matice, které se zpravidla
poč́ıtá jako poměr největš́ıho ku nejmenš́ımu singulárńımu č́ıslu matice (singulárńı č́ısla matice A jsou
druhé odmocniny vlastńıch č́ısel symetrické matice AT A — tedy v př́ıpadě symetrické matice splývaj́ı
s jej́ımi vlastńımi č́ısly). Toto č́ıslo podmı́něnosti v systému MATLAB poč́ıtá funkce cond. Č́ım větš́ı
č́ıslo podmı́něnosti má daná matice, t́ım je h̊uře podmı́něná a v́ıce se bĺıž́ı k singulárńı matici. Jinak
poč́ıtané reciproké č́ıslo podmı́něnosti v intervalu [0, 1] vraćı funkce rcond. V tomto př́ıpadě špatnou
podmı́něnost indikuj́ı hodnoty bĺızké k nule.
Poznámka 3.16. Gaussovu eliminaci z věty 3.8 lze modifikovat pro př́ıpad jakékoliv (i nečtvercové) mat-
ice soustavy A. Výsledkem je úprava na schodovitý horńı trojúhelńıkový tvar. Zat́ımco v př́ıpadě,
kdy sloupce A jsou lineárně nezávislé, dostáváme “š́ı̌rku” schod̊u rovnou jedné jako v př́ıpadě věty
3.8, obecně se může stát, že některé “schody” budou širš́ı (při eliminaci nelze vybrat nenulový pivotńı
prvek, nebot’ př́ıslušná poddiagonálová část sloupce je nulová — v takovém př́ıpadě jej ponecháme a
přejdeme na daľśı sloupec, atd.).
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Dostaneme-li po skončeńı schodovitou matici Un = [An,y], kde je “schod” mezi An a y, pak systém
nemá řešeńı, nebot’ posledńı nenulový prvek vektoru y nemůžeme dostat jako lineárńı kombinaci nul
z posledńıho řádku matice An. To znamená, že hodnost r(Un) = r(An) + 1. Pokud tato situace
nenastane, pak xi koresponduj́ıćı s nadbytečnými sloupci v širš́ıch “schodech” odpov́ıdaj́ı volným
proměnným. Lineárńı kombinace těchto sloupc̊u s těmito volnými proměnnými převedeme na pravou
stranu. T́ım se U stane opět standardńı horńı trojúhelńıkovou matićı a systém dořeš́ıme zpětným
dosazováńım jako v regulárńım př́ıpadě.
Věta 3.17. Necht’ Ax = b, kde A je regulárńı pásová tridiagonálńı matice (ai,j = 0 pro |i− j| > 1)
rozměru n× n:

A =


a1 c1 0 . . . 0 0 0
b2 a2 c2 . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 . . . bn−1 an−1 cn−1

0 0 0 . . . 0 bn an

 .

Potom jej́ı LU -rozklad A = LU je tvaru

L =


1 0 . . . 0 0
β2 1 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 0
0 0 . . . βn 1

 , U =


α1 c1 0 . . . 0 0
0 α2 c2 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . αn−1 cn−1

0 0 0 . . . 0 αn

 , kde

α1 = a1

βi =
bi

αi−1

αi = ai − βici−1 pro i = 2, 3, . . . , n.

(3.5a)

Poznámka 3.18.

(1) Jinou variantu algoritmu (3.5a) lze odvodit pro

L =


α1 0 . . . 0 0
b2 α2 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . αn−1 0
0 0 . . . bn αn

 , U =


1 γ1 0 . . . 0 0
0 1 γ2 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . 1 γn−1

0 0 0 . . . 0 1

 , kde

α1 = a1, γ1 =
c1

α1

αi = ai − biγi−1

γi =
ci

αi
pro i = 2, 3, . . . , n.

(3.5b)

(2) Analogické algoritmy obdrž́ıme pro blokově tridiagonálńı matice, kde ai, bi, ci, αi, βi (resp. γi)
jsou submatice kompatibilńıch rozměr̊u. Pak mı́sto 1

αi−1
násob́ıme inverzńı matićı α−1

i−1 zprava
v (3.5a) (resp. mı́sto 1

αi
matićı α−1

i zleva v (3.5b)).
(3) V př́ıpadě obecné regulárńı čtvercové matice A lze výše popsaný postup zobecnit pro př́ımý

výpočet prvk̊u matic L a U tak, že postupně sestavujeme rovnice pro prvky 1. řádku U ,
1. sloupce L, 2. řádku U , 2. sloupce L, atd.
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3.2. Iteračńı metody pro řešeńı systému lineárńıch rovnic.

Př́ıklady (MATLAB).
zktest([ ],’itlinrov’)

Princip:
Rovnici Ax = b, kde A je čtvercová regulárńı matice řádu n, převedeme na rovnici tvaru x = Γx+γ
a provád́ıme iterace metodou pevného bodu 2.7.1 nebo Seidelovou metodou 2.7.2 pro vektorovou
lineárńı funkci g(x) := Γx + γ o n proměnných.

Obecný postup hledáńı Γ a γ:
Matici A vhodně rozlož́ıme do tvaru A = N −M , kde N je regulárńı matice. Pak plat́ı

Ax = b ⇔ (N −M)x = b ⇔ Nx = Mx + b ⇔ x = N−1M︸ ︷︷ ︸
Γ

x + N−1b︸ ︷︷ ︸
γ

.

Iteračńı proces:

x(0) . . . počátečńı iterace
x(k+1) = Γx(k) + γ pro k = 0, 1, . . . .

(3.6)

Definice 3.19 (Jacobiho prosté iterace).
Polož́ıme

N := diag(A) =


a1,1 0 . . . 0
0 a2,2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . an,n

 , M := N −A =


0 −a1,2 . . . −a1,n

−a2,1 0 . . . −a2,n

...
...

. . .
...

−an,1 −an,2 . . . 0

 ,

pak

Γ =


0 −a1,2

a1,1
. . . −a1,n

a1,1

−a2,1
a2,2

0 . . . −a2,n

a2,2

...
...

. . .
...

− an,1
an,n

− an,2
an,n

. . . 0

 , γ =


b1

a1,1
b2

a2,2

...
bn

an,n

 .

Rozepsáńım (3.6) do jednotlivých rovnic dostáváme

Jacobiho iteračńı proces:

x
(0)
1 , . . . , x

(0)
n . . . počátečńı iterace

x
(k+1)
j = 1

aj,j

(
bj −

∑n
i=1
i 6=j

aj,i x
(k)
i

)
, j = 1, . . . , n; k = 0, 1, . . . .

(3.7)

Vid́ıme, že vztah pro x
(k+1)
j odpov́ıdá formálńımu vyřešeńı j-té rovnice vzhledem k proměnné xj .

Algoritmus (MATLAB).
jmathews(’chap 3’): jacobi.m (+ demo a3 4.m)

Jestliže nyńı v (3.7) použijeme pro i < j již spočtenou iteraci x
(k+1)
i mı́sto x

(k)
i , obdrž́ıme následuj́ıćı

zřejmě poněkud rychleji konverguj́ıćı iteračńı proces, který je obdobou Seidelovy metody 2.7.2.

Definice 3.20 (Gauss-Seidelovy iterace).
Polož́ıme

N :=


a1,1 0 . . . 0
a2,1 a2,2 . . . 0

...
...

. . .
...

an,1 an,2 . . . an,n

 , M := N −A =


0 −a1,2 . . . −a1,n

0 0 . . . −a2,n

...
...

. . .
...

0 0 . . . 0

 ,

pak z Nx(k+1) = Mx(k) + b dostáváme ihned rovnice pro
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Gauss-Seidel̊uv iteračńı proces:

x
(0)
1 , . . . , x

(0)
n . . . počátečńı iterace

x
(k+1)
j = 1

aj,j

(
bj −

∑j−1
i=1 aj,i x

(k+1)
i −

∑n
i=j+1 aj,i x

(k)
i

)
, j = 1, . . . , n; k = 0, 1, . . . .

(3.8)

Algoritmus (MATLAB).
jmathews(’chap 3’): gseid.m (+ demo a3 5.m)
Definice 3.21. Čtvercová matice A řádu n se nazývá striktně diagonálně dominantńı, jestliže
|aj,j | >

∑n
i=1
i 6=j
|aj,i| pro j = 1, 2, . . . , n.

Věta 3.22 (Konvergence Jacobiho a Gauss-Seidelovy metody).
Necht’ A je striktně diagonálně dominantńı matice. Potom SLR Ax = b má jediné řešeńı a Jacobiho i
Gauss-Seidel̊uv iteračńı proces konverguje k tomuto řešeńı při libovolně zvolené počátečńı aproximaci
x(0).
Poznámka 3.23. Obecně z konvergence jedné z obou metod neplyne konvergence druhé. Pokud kon-
verguj́ı obě, pak Gauss-Seidelova metoda konverguje rychleji.
Př́ıklad 3.24. Jak ukazuje následuj́ıćı př́ıklad, může pouhou změnou pořad́ı rovnic doj́ıt ke ztrátě
konvergence. Uvažme SLR

4x − y + z = 7
4x − 8y + z = −21

−2x + y + 5z = 15

Jacobiho iterace tohoto SLR odstartované v počátečńı aproximaci x(0) = [1, 2, 2] konverguj́ı k přesnému
řešeńı x = [2, 4, 3], nebot’ matice soustavy je striktně diagonálně dominantńı.

Jestliže zaměńıme prvńı a posledńı rovnici, tak se tato vlastnost poruš́ı a SLR

−2x + y + 5z = 15
4x − 8y + z = −21
4x − y + z = 7

při téže počátečńı iteraci diverguje od přesného řešeńı.
Poznámka 3.25. Iteračńı metody jsou vhodné zejména pro rozsáhlé systémy lineárńıch rovnic s ř́ıdkou
matićı soustavy (malým počtem nenulových prvk̊u), kde u Gaussovy eliminace bývaj́ı problémy s nu-
merickou stabilitou a větš́ı výpočetńı nároky vzhledem k nemožnosti účelně využ́ıt př́ıpadné ř́ıdkosti
matice soustavy.

Snaž́ıme se vhodnou záměnou pořad́ı rovnic (řádkovou permutaćı rozš́ı̌rené matice soustavy) a
změnou pořad́ı nezávisle proměnných (sloupcová permutace matice soustavy) soustředit největš́ı
nenulové prvky kolem hlavńı diagonály s ćılem dosáhnout (pokud možno) striktně diagonálńı domi-
nantnosti. To je zpravidla snazš́ı u ř́ıdké matice, která se stane pásovou (nenulové prvky soustředěny
kolem hlavńı diagonály).



36 VÍTĚZSLAV VESELÝ

4. Interpolace a aproximace funkćı pomoćı polynomů

(Algoritmy v MATLABu: vesely(’nummet/interp’), jmathews(’chap 4’))

Formulace aproximačńı úlohy:
Snaha nahradit danou funkci f(x) vhodnou funkćı ϕ ∈ Φ z předem dané tř́ıdy funkćı Φ, které

maj́ı jisté př́ıznivěǰśı výpočetńı vlastnosti (např. jednodušš́ı výpočet derivace, integrálu apod.). Funkci
ϕ(x) voĺıme tak, aby se v nějakém smyslu co nejméně lǐsila od dané funkce f(x). Velikost odchylky
f(x)−ϕ(x) měř́ıme zpravidla vhodnou normou ‖ · ‖ na nějakém intervalu [a, b]. Nejčastěji se použ́ıvá
tzv. p-norma:

‖f(x)− ϕ(x)‖p :=

{(∫ b

a
|f(x)− ϕ(x)|p dx

)1/p pro 1 ≤ p < ∞
maxx∈[a,b] |f(x)− ϕ(x)| pro p = ∞

.

Je-li funkce f(x) zadána pouze tabulkou svých hodnot f(x0), f(x1), . . . , f(xn) na konečné diskrétńı
śıti uzlových bod̊u (uzl̊u) x0, x1, . . . , xn, n ∈ N0, xi 6= xj pro i 6= j, pak mı́sto integrálńı normy
použ́ıváme vhodnou diskrétńı (vektorovou) normu. Diskrétńı analogie integrálńı p-normy měř́ı velikost
odchylky mezi vektory hodnot dané a aproximované funkce na śıti uzl̊u x := [x0, x1, . . . , xn]T :

‖f(x)− ϕ(x)‖p :=

{(∑n
i=0|f(xi)− ϕ(xi)|p

)1/p pro 1 ≤ p < ∞
maxi=0,1,...,n |f(xi)− ϕ(xi)| pro p = ∞

, kde

f(x) := [f(x0), f(x1), . . . , f(xn)]T a ϕ(x) := [ϕ(x0), ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)]T .

Formulace interpolačńı úlohy:
Interpolačńı úloha je speciálńım př́ıpadem diskrétńı aproximačńı úlohy, kde ‖f(x)−ϕ(x)‖ = 0, tj.

aproximačńı funkce ϕ(x) nabývá ve všech uzlech xi stejných hodnot jako funkce f(x): ϕ(xi) = f(xi)
pro i = 0, 1, . . . , n. Pak ř́ıkáme, že funkce ϕ(x) interpoluje funkci f(x) na śıti uzl̊u x v tř́ıdě
funkćı Φ.
• Je-li x ∈ I[x0, x1, . . . , xn], pak ϕ(x) nazýváme interpolovanou hodnotou funkce f v bodě x.
• Je-li x /∈ I[x0, x1, . . . , xn], pak ϕ(x) nazýváme extrapolovanou hodnotou funkce f v bodě x.

Nadále se budeme zabývat pouze polynomiálńı interpolaćı na śıti uzl̊u x0, x1, . . . , xn v tř́ıdě
všech polynomů (s reálnými koeficienty) Φ := Pn := {Pn(x) |Pn(x) polynom stupně nejvýše n}. Poly-
nom Qn(x) ∈ Pn, Q(x0) = f(x0), Q(x1) = f(x1), . . . , Q(xn) = f(xn) nazveme interpolačńım poly-
nomem funkce f(x) na śıti uzlových bod̊u x0, x1, . . . , xn.

Při řešeńı praktických aproximačńıch, resp. interpolačńıch úloh se často pracuje s bohatš́ı tř́ıdou
funkćı Φ := Sn tvořenou po částech polynomickými funkcemi, tzv. splajny, stupně nejvýše n (viz
Spline Toolbox v MATLABu).

Báze v Pn:
Každý polynom Pn(x) = p0 + p1x + · · · + pnxn ∈ Pn, pi ∈ R, lze z hlediska seč́ıtáńı a násobeńı

skalárem ztotožnit s jeho vektorem koeficient̊u p := [p0, p1, . . . , pn], takže Pn tvoř́ı vektorový prostor
dimenze n + 1 nad tělesem reálných č́ısel. Zvoĺıme-li v Pn vhodný systém bázových polynomů Bn :=
{Bn,0, Bn,1, . . . , Bn,n}, pak každý polynom Pn ∈ Pn lze jediným zp̊usobem vyjádřit jako lineárńı
kombinaci bázových polynomů Bn,i. Zejména pro interpolačńı polynom Qn(x) =: a0+a1x+ · · ·+anxn

existuj́ı jednoznačně určené souřadnice qi tohoto polynomu v bázi Bn tak, že Qn(x) =
∑n

i=0 qiBn,i(x).
Dále ukážeme, že vždy existuje jediný interpolačńı polynom a budeme se zabývat jeho vyjádřeńım

v r̊uzných báźıch.

4.1. Základńı interpolačńı úloha v přirozené bázi Bn = {x0, x1, . . . , xn}.

Polynomy xi skutečně tvoř́ı bázi, nebot’ koresponduj́ı s n + 1 lineárně nezávislými vektory
[0, . . . , 0, 1

↑
i+1

, 0, . . . , 0]T .

Zřejmě ai = qi a tedy koeficienty interpolačńıho polynomu jsou př́ımo jeho souřadnicemi v této bázi.
Úloha nalezeńı Qn(x) je pak ekvivalentńı s řešeńım SLR:

a0 + a1x0 + . . . + anxn
0 = f(x0)

a0 + a1x1 + . . . + anxn
1 = f(x1)

...
... · · ·

...
...

a0 + a1xn + . . . + anxn
n = f(xn)

⇔ V n+1a = f(x) ,
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kde

V n+1 =


1 x0 . . . xn

0

1 x1 . . . xn
1

...
... · · ·

...
1 xn . . . xn

n

 = [x0,x1, . . . ,xn]

je tzv. Vandermondova matice řádu n + 1.
Pro determinant této matice plat́ı známý vztah

|V n+1| =
∏
i>k

(xi − xk) 6= 0,

nebot’ xi 6= xk pro i 6= k. Matice V n+1 je tedy regulárńı a SLR má právě jedno řešeńı.
Dokázali jsme tak následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta 4.1. Existuje právě jeden interpolačńı polynom Qn(x) stupně nejvýše n procházej́ıćı body
(x0, f(x0)), (x1, f(x1)), . . . , (xn, f(xn)).
Věta 4.2 (Chyba interpolace).
Necht’ f ∈ Cn+1[a, b] a Qn(x) je jej́ı interpolačńı polynom v n + 1 uzlových bodech xi ∈ [a, b], i =
0, 1, . . . , n. Pak pro každé x ∈ [a, b] existuje ξ := ξ(x) ∈ I[x0, x1, . . . , xn, x] tak, že

En(x) := f(x)−Qn(x) = ωn+1(x)
f (n+1)(ξ)
(n + 1)!

, (4.1a)

|En(x)| ≤
(

max
x∈[a,b]

|ωn+1(x)|
) Mn+1

(n + 1)!
, x ∈ [a, b], (4.1b)

kde ωn+1(x) := (x − x0)(x − x1) . . . (x − xn) a |f (n+1)(x)| ≤ Mn+1 na [a, b] (f (n+1) ∈ C, takže dle
věty 1.3 je f (n+1)(x) ohraničená na [a, b]).
Důsledek 4.3.
Necht’ za předpoklad̊u věty 4.2 je a = x0, b = xn a xi = x0 + ih, i = 0, 1, . . . , n, ekvidistantńı śıt’
s krokem h > 0. Pak pro každé x ∈ [x0, xn] existuje ξ := ξ(x) ∈ [x0, xn] tak, že

En(x) = En(x0 + th) = Πn+1(t)
f (n+1)(ξ)
(n + 1)!

hn+1, (4.2a)

|En(x)| ≤
(

max
t∈[0,n]

|Πn+1(t)|
) Mn+1

(n + 1)!
hn+1, tj. f(x) = Qn(x) + O(hn+1) pro x ∈ [x0, xn], (4.2b)

kde Πn+1(t) := t(t− 1) . . . (t− n), t ∈ [0, n].
Speciálně pro n = 1, 2, 3 dostáváme odhady

|E1(x)| ≤ M2
8 h2 pro x ∈ [x0, x1],

|E2(x)| ≤ M3

9
√

3
h3 pro x ∈ [x0, x2],

|E3(x)| ≤ M4
24 h4 pro x ∈ [x0, x3].

(4.2c)

Poznámka 4.4 (Rungeho jev).

Otázka: Plat́ı maxx∈[a,b]|En(x)| → 0 pro n →∞ ?
Odpověd’:

a) ano pro funkci f , jej́ıž všechny derivace jsou ohraničeny společnou konstantou M
(Mn ≤ M pro n = 1, 2, . . . ). Pak totiž maxx∈[a,b]|ωn+1(x)| roste pomaleji, než (n + 1)! pro
n → ∞ a tud́ıž celý výraz v (4.1b) konverguje k nule. Tato podmı́nka je splněna např́ıklad
pro funkce sin(x) a ex.

b) obecně nikoliv: např́ıklad v př́ıpadě funkce f(x) = 1
1+12x2 je maxx∈[−1,1]|En(x)| rostoućı

nade všechny meze (tzv. Rungeho jev), nebot’ Mn → ∞ zesiluje maxima osciluj́ıćı funkce
|ωn+1(x)| tak, že se zvětšuj́ıćım se počtem uzl̊u roste amplituda oscilaćı rychleji, než (n + 1)!.
Rungeho efekt je pro tuto funkci výrazný již na 11-ti bodové ekvidistantńı śıti (n = 10).
V MATLABu koeficienty a interpolačńıho polynomu pro y = f(x) snadno spočteme pomoćı
funkce a=polyfit(x,y,n), která je vraćı v obráceném pořad́ı. Nakonec zvoĺıme jemnou śıt’
X=linspace(-1,1).’ pro kresleńı graf̊u. Rungeho efekt pak znázorńıme vykresleńım pr̊uběh̊u
Y = f(X) a P = Qn(X) (P vypočteme pomoćı P=polyval(a,X)) do jednoho grafu př́ıkazem
plot(X,[Y,P]).

Pro dané n následuj́ıćı věta udává optimálńı (neekvidistantńı) volbu uzl̊u, pro niž maxima oscilaćı
|ωn+1(x)| jsou minimalizována a je tak odstraněn Rungeho efekt.
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Věta 4.5 (Čebyševovy uzly).
Položme x̂k = tk

b−a
2 + a+b

2 , kde tk = cos
(
(2n + 1 − 2k)π/(2n + 2)

)
pro k = 0, 1, . . . , n. Potom pro

ω̂n+1(x) = (x − x̂0)(x − x̂1) . . . (x − x̂n) plat́ı maxx∈[a,b]|ω̂n+1(x)| ≤ 2
(

b−a
4

)n+1, přičemž pro každou
jinou śıt’ n+1 uzl̊u x0, x1, . . . , xn je maxx∈[a,b]|ωn+1(x)| ≥ maxx∈[a,b]|ω̂n+1(x)|. Jestlǐze f ∈ Cn+1[a, b],
pak interpolačńı polynom v uzlech x̂k (tzv. Čebyševovy uzly) dává nejmenš́ı možný odhad chyby

|En(x)| ≤ 2
(b− a

4

)n+1 maxx∈[a,b]|f (n+1)(x)|
(n + 1)!

, x ∈ [a, b]. (4.2d)

Poznámka 4.6.
Použijeme-li pro funkci f(x) = 1

12+x2 z poznámky 4.4 Čebyševovy uzly, pak maxx∈[a,b]|En(x)| → 0
pro n → ∞ a Rungeho efekt je tak odstraněn. Toto plat́ı obecně pro každou funkci i při sńıžených
požadavćıch na jej́ı hladkost. Dá se totiž ukázat, že pro každou funkci f ∈ C1[a, b] jej́ı interpolačńı
polynom Qn(x) v Čebyševových uzlech vždy konverguje, a to dokonce stejnoměrně, k funkci f
na intervalu [a, b] a je tedy odstraněn Rungeho efekt.

4.2. Lagrange̊uv interpolačńı polynom (Bn = {Ln,0(x), Ln,1(x), . . . , Ln,n(x)}).

Ln,i(x) :=
(x− x0) . . . (x− xi−1)(x− xi+1)(x− xn)

(xi − x0) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1)(xi − xn)
=

∏n
j=0
j 6=i

(x− xj)∏n
j=0
j 6=i

(xi − xj)
=

=
ωn+1(x)

(x− xi)ω′n+1(xi)
. . . tzv. Lagrange̊uv interpolant.

(4.3a)

Zřejmě Ln,i(xj) = δi,j (Kronecker̊uv symbol), takže ihned snadno ověř́ıme lineárńı nezávislost poly-
nomů Ln,i:

a(x) :=
n∑

j=0

ajLn,j(x) ≡ 0 ⇒ 0 = a(xi) = ai pro i = 0, 1, . . . , n.

Tedy Ln,0, Ln,1, . . . , Ln,n skutečně tvoř́ı tzv. Lagrangeovu bázi v Pn.
V této bázi dostáváme následuj́ıćı vyjádřeńı interpolačńıho polynomu:

Qn(x) =
n∑

i=0

f(xi)Ln,i(x) =
n∑

i=0

f(xi)
ωn+1(x)

(x− xi)ω′n+1(xi)
(4.3b)

Tedy qi = f(xi) a funkčńı hodnoty f(xi) tak jsou př́ımo souřadnicemi interpolačńıho polynomu
v Lagrangeově bázi.

Poznamenejme ještě, že v př́ıpadě n = 0 klademe
∏n

j=0
j 6=i

(x− xj) = 1 ve (4.3a), a tedy L0,0 ≡ 1.

Obecně Ln,i(xi) = 1 neńı maximálńı hodnotou polynomu Ln,i(x) na intervalu I[x0, x1, . . . , xn].

Věta 4.7 (Lagrange̊uv interpolačńı polynom pro ekvidistantńı uzly).
Je-li xi = x0 + ih, h > 0, i = 0, 1, . . . , n, śıt’ ekvidistantńıch uzl̊u, pak (4.3a) a (4.3b) nabudou po řadě
tvaru:

Ln,i(x0 + th) =
(−1)n−i

i! (n− i)!

n∏
j=0
j 6=i

(t− j) =
(−1)n−i

n!

(
n

i

)
Πn+1(t)

t− i
(4.4a)

a

Qn(x0 + th) =
n∑

i=0

f(xi)Ln,i(x0 + th) =
Πn+1(t)

n!

n∑
i=0

(−1)n−i

(
n

i

)
f(xi)
t− i

. (4.4b)

Algoritmus (MATLAB).
vesely(’nummet/interp’): lagr.m
jmathews(’chap 4’): lagran.m (+ demo a4 3.m)
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4.3. Newton̊uv interpolačńı polynom (Bn = {ω0(x), ω1(x), . . . , ωn(x)}).
Nevýhodou vyjádřeńı interpolačńıho polynomu v přirozené či Lagrangeově bázi je nutnost sestrojit

interpolačńı polynom zcela znovu, kdykoliv potřebujeme ke stávaj́ıćı śıti přidat daľśı uzel.
Tento problém odstraňuje použit́ı Newtonovy báze Bn = {ω0(x), ω1(x), . . . , ωn(x)}, kde ω0(x) ≡ 1

a pro i > 0 je ωi(x) = (x − x0)(x − x1) . . . (x − xi−1) polynom stupně i jako ve větě 4.2. Snadno
nahlédneme, že tento systém je lineárně nezávislý. Totiž matice, jej́ımiž sloupci jsou po řadě vektory
koeficient̊u ωi(x) pro i = 0, 1, . . . , n, tvoř́ı čtvercovou horńı trojúhelńıkovou matici řádu n + 1 s jed-
notkovou diagonálou (ωi(x) má jednotkový koeficient u nejvyšš́ı mocniny xi). Tato matice je regulárńı
s determinantem rovným jedné, takže jej́ı sloupce muśı být lineárně nezávislé.

Věta 4.8.
Necht’ Qk(x) = q0+q1ω1(x)+· · ·+qkωk(x) je vyjádřeńı interpolačńıho polynomu funkce f(x) v uzlových
bodech x0, x1, . . . , xk (k = 0, 1, . . . , n). Pro tento tzv. Newton̊uv tvar interpolačńıho polynomu
plat́ı následuj́ıćı rekurentńı vztah pro výpočet souřadnic qi:

Q0(x) = q0 = f(x0)

Qk(x) = Qk−1(x) + qkωk(x) pro k = 1, . . . , n, kde

qk =
f(xk)−Qk−1(xk)

ωk(xk)
=

f(xk)−Qk−1(xk)∏k−1
i=0 (xk − xi)

.

(4.5)

Poznamenejme, že pro vyhodnoceńı Newtonova interpolačńıho polynomu Qn(x) v proměnné x = z
lze použ́ıt zobecněńı Hornerova schématu z odstavce 1.2:

(. . . ((︸ ︷︷ ︸
n−1

qn(z − xn−1) + qn−1)(z − xn−2) + qn−2)(z − xn−3) + · · ·+ q1)(z − x0) + q0.

Definice 4.9. Koeficient qk v (4.5) se nazývá diferenčńı kvocient k-ho řádu a znač́ı se qk =:
f [x0, x1, . . . , xk] (alternativně též qk =: f0,1,...,k nebo qk =: [x0, x1, . . . , xk]f ). Newton̊uv interpolačńı
polynom pak můžeme psát ve tvaru:

Qn(x) = f [x0] + f [x0, x1](x− x0) + · · ·+ f [x0, x1, . . . , xn](x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1), (4.6a)

kde f [x0] = f(x0).

Věta 4.10. Diferenčńı kvocienty lze vyjádřit v explicitńım tvaru

qk = f [x0, x1, . . . , xk] =
k∑

i=0

f(xi)∏k
j=0
j 6=i

(xi − xj)
=

k∑
i=0

f(xi)
ω′k+1(xi)

. (4.6b)

Důsledek 4.11. V př́ıpadě ekvidistantńı śıtě xi = x0 + ih, h > 0, i = 0, 1, . . . , k, nabude (4.6b) tvaru

qk = f [x0, x1, . . . , xk] =
1

k!hk

k∑
i=0

(−1)k−i

(
k

i

)
f(xi). (4.6c)

D̊ukaz. V d̊ukazu věty 4.7 jsme ukázali

k∏
j=0
j 6=i

(xi − xj) =
hki! (k − i)!

(−1)k−i
=

hkk!
(−1)k−i

(
k
i

) .

Po dosazeńı do (4.6b) dostaneme ihned (4.6c). �

Důsledek 4.12.
Je-li p libovolná permutace index̊u {0, 1, . . . , k}, pak qk = f [x0, x1, . . . , xk] = f [xp(0), xp(1), . . . , xp(k)].
Hodnota diferenčńıho kvocientu f [x0, x1, . . . , xk] tedy nezáviśı na pořad́ı uzlových bod̊u x0, x1, . . . , xk.

D̊ukaz. Tvrzeńı je bezprostředńım d̊usledkem (4.6b), nebot’ sumace ani součin zde nezáviśı na pořad́ı.
�

Věta 4.13 (Rekurentńı vztah pro diferenčńı kvocienty).

f [x0, x1, . . . , xk] =
f [x1, x2, . . . , xk]− f [x0, x1, . . . , xk−1]

xk − x0
(4.7a)
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Důsledek 4.14. V př́ıpadě ekvidistantńı śıtě xi = x0 + ih, h > 0, i = 0, 1, . . . , k, nabude (4.7a) tvaru

f [x0, x1, . . . , xk] =
∆kf(x0)

k!hk
, (4.7b)

kde pro k-tou diferenci ∆kf(x0) (viz definici 2.4) plat́ı vztah

∆kf(x0) =
k∑

i=0

(−1)k−i

(
k

i

)
f(xi). (4.7c)

Důsledek 4.15 (1. Newtonova interpolačńı formule pro ekvidistantńı uzly).
Je-li xi = x0 + ih, h > 0, i = 0, 1, . . . , n, ekvidistantńı śıt’ uzl̊u a polož́ıme-li x = x0 + th, t ∈ [0, n],
pak (4.6a) lze psát ve tvaru

Qn(x0 + th) = f(x0) +
t

1!
∆f(x0) +

t(t− 1)
2!

∆2f(x0) + · · ·+ t(t− 1) . . . (t− (n− 1))
n!

∆nf(x0) =

(4.8a)

=
n∑

k=0

Πk(t)
k!

∆kf(x0).

Důsledek 4.16 (2. Newtonova interpolačńı formule pro ekvidistantńı uzly).
Je-li xi = x0 + ih, h > 0, i = 0, 1, . . . , n, ekvidistantńı śıt’ uzl̊u a polož́ıme-li x = xn + th, t ∈ [−n, 0],
pak (4.6a) lze psát ve tvaru

Qn(xn + th) = f(xn) +
t

1!
∆f(xn−1) +

t(t + 1)
2!

∆2f(xn−2) + · · ·+ t(t + 1) . . . (t + n− 1)
n!

∆nf(x0).

(4.8b)

Poznámka 4.17. Pokud x0 < x1 < · · · < xn, pak vzorec (4.8a) je z hlediska numerické stability vhodný
pro interpolaci na začátku intervalu, kde t = x−x0

h nabývá malých hodnot, zat́ımco (4.8b) se naopak
hod́ı pro interpolaci na konci intervalu.
Algoritmus 4.18 (Diferenčńı schéma).

xi f [·] f [··] f [· · ·] f [· · ··] . . .

x0 f0

x1 f1
f1−f0
x1−x0

= f0,1

x2 f2
f2−f1
x2−x1

= f1,2
f1,2−f0,1

x2−x0
= f0,1,2

x3 f3
f3−f2
x3−x2

= f2,3
f2,3−f1,2

x3−x1
= f1,2,3

f1,2,3−f0,1,2
x3−x0

= f0,1,2,3

...
...

...
...

...
. . .

V ekvidistantńım př́ıpadě stač́ı dle (4.7b) poč́ıtat mı́sto diferenčńıch kvocient̊u pouze diference:

xi fi ∆fi ∆2fi ∆3fi . . .

x0 f0

x1 f1 f1 − f0 = ∆f0

x2 f2 f2 − f1 = ∆f1 ∆f1 −∆f0 = ∆2f0

x3 f3 f3 − f2 = ∆f2 ∆f2 −∆f1 = ∆2f1 ∆2f1 −∆2f0 = ∆3f0

...
...

...
...

...
. . .

Algoritmus (MATLAB).
jmathews(’chap 4’): newpoly.m (+ demo a4 5.m)
Věta 4.19 (Jiné vyjádřeńı chyby interpolace).
Necht’ Qn(x) je interpolačńı polynom funkce f(x) v uzlových bodech x0, x1, . . . , xn, pak pro libovolné
x /∈ {x0, x1, . . . , xn} lze chybu interpolace vyjádřit ve tvaru

En(x) = f(x)−Qn(x) = ωn+1(x)f [x0, x1, . . . , xn, x]. (4.9)

Poznámka 4.20. Porovnejme za dodatečného předpokladu f ∈ Cn+1[a, b] oba vztahy pro chybu (4.1a)
a (4.9). Vid́ıme, že muśı existovat ξ = ξ(x) ∈ I[x0, x1, . . . , xn, x] takové, že

f [x0, x1, . . . , xn, x] =
f (n+1)(ξ(x))

(n + 1)!
.
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Dá se dokonce ukázat, že pro f ∈ Ck[a, b], lze f [x0, x1, . . . , xk] spojitě prodloužit na funkci k + 1
proměnných x0, x1, . . . , xk ∈ [a, b] (viz následuj́ıćı dvě tvrzeńı), kdy již nemuśıme předpokládat, že xi

jsou navzájem r̊uzné.
Věta 4.21.
Necht’ f ∈ Ck[a, b], m ≤ f (k)(x) ≤ M pro každé x ∈ I[x0, x1, . . . , xk], kde x0, x1, . . . , xk ∈ [a, b] jsou
libovolné. Pak plat́ı

f [x0, x1, . . . , xk] je spojitá funkce k + 1 proměnných na [a, b]k+1, jej́ı̌z hodnota nezáviśı
na pořad́ı x0, x1, . . . , xk ve smyslu d̊usledku 4.12

(4.10)

m

k!
≤ f [x0, x1, . . . , xk] ≤ M

k!
(4.11)

f [x0, x1, . . . , xk] =
f (k)(ξ)

k!
pro vhodné ξ ∈ I[x0, x1, . . . , xk] (4.12)

f [x, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
(k+1)×

] =
f (k)(x)

k!
(4.13)

Důsledek 4.22. Vztah (4.9) plat́ı pro každé x ∈ [a, b].
Poznámka 4.23. Jestliže totožné uzly uspořádáme vedle sebe, lze pro výpočet f [x0, x1, . . . , xk] mod-
ifikovat (4.7a) a výsledné diferenčńı schéma 4.18 tak, že za výrazy typu f [xi, xi, . . . , xi︸ ︷︷ ︸

(j+1)×

] dosazujeme

f(j)(xi)
j! podle (4.13).
Tento algoritmus je základem tzv. Hermitovy interpolace, kde v (j + 1)-násobném uzlu xi

předepisujeme kromě funkčńı hodnoty f(xi) ještě daľśıch j derivaćı f ′(xi), f ′′(xi), . . . , f (j)(xi).
Poznámka 4.24. Pro funkci f ∈ Cn+1[a, b] lze podle d̊usledku 4.22 a s uvážeńım tvrzeńı (4.10) a (4.12)
vybrat ξ(x) ∈ I[x0, x1, . . . , xn, x] tak, že (n+1)! f [x0, x1, . . . , xn, x] = f (n+1)(ξ(x)) je spojitá funkce
v proměnné x na [a, b] při pevně zvolených uzlových bodech x0, x1, . . . , xn.

Následuj́ıćı věta ř́ıká, že zvýšeńım hladkosti funkce f(x) o r řád̊u se obdobně zvýš́ı hladkost funkce
f (n+1)(ξ(x)) až do řádu r.
Věta 4.25.
Necht’ f ∈ Cn+r+1[a, b] (r ∈ N0) je dána v uzlech x0, x1, . . . , xn ∈ [a, b] a ξ(x) ∈ I[x0, x1, . . . , xn, x] je
prvek z chyby interpolace (4.1a) vybraný podle poznámky 4.24 stejně jako v (4.12).
Potom f (n+1)(ξ(x)) ∈ Cr[a, b] a plat́ı

dr

dxr

f (n+1)(ξ(x))
(n + 1)!

= r!
f (n+r+1)(ξr(x))

(n + r + 1)!
, (4.14)

kde ξr := ξr(x) ∈ I[x0, x1, . . . , xn, x], ξ0(x) := ξ(x).
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5. Numerické derivováńı

(Algoritmy v MATLABu: jmathews(’chap 6’))

Princip numerického derivováńı:

Numerické derivováńı použ́ıváme pro přibližný výpočet prvé nebo vyšš́ı derivace funkce f(x) zadané
tabulkou hodnot v uzlových bodech x0, x1, . . . , xn. Této metody můžeme s výhodou použ́ıt i v př́ıpadě,
kdy výpočet derivaćı f(x) je obt́ıžný pro složité analytické vyjádřeńı.

Nejčastěji klademe f ′(x) ≈ ϕ′(x), kde ϕ(x) je vhodná funkce aproximuj́ıćı dobře f(x) na zvoleném
intervalu [a, b]. Nejjednodušš́ı formule pro numerické derivováńı funkce f(x) lze źıskat derivováńım
jej́ıho interpolačńıho polynomu: f ′(x) ≈ Q′

n(x). V př́ıpadě derivaćı vyšš́ıch řád̊u postupujeme obdobně.
V každém př́ıpadě je nutno poč́ıtat s t́ım, že numerické derivováńı je méně přesné než pouhá

interpolace, přičemž chyby vzr̊ustaj́ı progresivně s řádem derivace. Je to dáno předevš́ım t́ım, že
z bĺızkosti funkčńıch hodnot v sousedńıch uzlových bodech nemuśı obecně plynout bĺızkost derivaćı,
pokud funkce neńı dostatečně hladká. Vysoká hladkost funkce bude tedy nutným požadavkem pro
źıskáńı hodnot derivaćı s vyhovuj́ıćı přesnost́ı.

Necht’ Qn(x) interpoluje funkci f(x)v uzlových bodech x0, x1, . . . , xn. Pak z vyjádřeńı f(x) =
Qn(x) + En(x) dostáváme

f ′(x) = Q′
n(x) + E′

n(x)

f (r)(x) = Q(r)
n (x) + E(r)

n (x), r ∈ N.
(5.1)

Zat́ımco vyjádřeńı derivace Q
(r)
n =

∑n
i=0 f(xi)L

(r)
n,i(x) dostáváme př́ımo z Lagrangeova tvaru (4.3b),

formálńı vyjádřeńı chyby derivace jako r-té derivace chybového členu En(x) z (4.1a) je podstatně
pracněǰśı a vyžaduje užit́ı věty 4.25.

Omezme se nejprve na př́ıpad 1. derivace.
Věta 5.1 (Chyba 1. derivace).
Necht’ f ∈ Cn+2[a, b]∗) a Qn(x) je jej́ı interpolačńı polynom v n + 1 uzlových bodech x0, x1, . . . , xn ∈
[a, b]. Pak pro každé x ∈ [a, b] plat́ı

E′
n(x) = E(0)(x) + E(1)(x), kde (5.2a)

E(0)(x) = ω′n+1(x)
f (n+1)(ξ0(x))

(n + 1)!
,

E(1)(x) = ωn+1(x)
f (n+2)(ξ1(x))

(n + 2)!
, kde ξ0, ξ1 ∈ I[x0, x1, . . . , xn, x] a

E(1)(x) = 0 pro x ∈ {x0, x1, . . . , xn}, kdy stač́ı předpokládat pouze f ∈ Cn+1[a, b]∗).

(5.2b)

Podobně pro r-tou derivaci dostaneme po úpravě.
Věta 5.2 (Chyba r-té derivace).
Necht’ f ∈ Cn+r+1[a, b]∗), r ∈ N, a Qn(x) je jej́ı interpolačńı polynom v n + 1 uzlových bodech
x0, x1, . . . , xn ∈ [a, b]. Pak pro každé x ∈ [a, b] plat́ı

E(r)
n (x) = E(0)(x) + E(1)(x) + · · ·+ E(r)(x), kde (5.3a)

E(j)(x) =
r!

(r − j)!
ω

(r−j)
n+1 (x)

f (n+j+1)(ξj(x))
(n + j + 1)!

, ξj ∈ I[x0, x1, . . . , xn, x], j = 0, 1, . . . , r, a

E(r)(x) = 0 pro x ∈ {x0, x1, . . . , xn}, kdy stač́ı předpokládat pouze f ∈ Cn+r[a, b]∗).
(5.3b)

V př́ıpadě ekvidistantńı śıtě xi = x0 + ih, h > 0, t = x−x0
h , je E

(r)
n (x) = O(hn+1−r) a vid́ıme jak

přesnost klesá s řádem derivace. Vztah (5.3b) lze v tomto př́ıpadě psát ve tvaru

E(j)(t) = r!hn+1−r Π(r−j)
n+1 (t)

(r − j)!
f (n+j+1)(ξj(x))

(n + j + 1)!
, ξj ∈ I[x0, x1, . . . , xn, x], j = 0, 1, . . . , r, a

E(r)(t) = 0 pro t ∈ {0, 1, . . . , n}, kdy stač́ı předpokládat pouze f ∈ Cn+r[a, b]∗).

(5.3c)

Užijeme-li pro Qn(x) Lagrangeova tvaru interpolačńıho polynomu pro obecné uzly (viz (4.3a) a
(4.3b)), resp. pro ekvidistantńı uzly (viz (4.4a) a (4.4b)), obdrž́ıme následuj́ıćı výsledné tvary formuĺı
pro výpočet r-té derivace (r ≥ 1) funkce f.
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Věta 5.3. Necht’ x0, x1, . . . , xn ∈ [a, b], n ≥ 0, jsou uzlové body funkce f a x ∈ [a, b] je libo-

volné. Jestlǐze označ́ıme r′ =
{

r − 1 pro x ∈ {x0, x1, . . . , xn}
r pro x /∈ {x0, x1, . . . , xn}

, kde r ≥ 1 udává řád derivace a

f ∈ Cn+r′+1[a, b], pak plat́ı
a) pro obecné uzly xi:

f (r)(x) =
n∑

i=0

f(xi)L
(r)
n,i(x) + r!

r′∑
j=0

ω
(r−j)
n+1 (x)
(r − j)!

f (n+j+1)(ξj)
(n + j + 1)!

, (5.4a)

ξj ∈ I[x0, x1, . . . , xn, x].

b) pro ekvidistantńı uzly xi = x0 + ih, h > 0:

f (r)(x) =
1
hr

n∑
i=0

f(xi)D
(r)
i (t) + r!hn+1−r

r′∑
j=0

Π(r−j)
n+1 (t)

(r − j)!
f (n+j+1)(ξj)
(n + j + 1)!

, (5.4b)

ξj ∈ I[x0, x1, . . . , xn, x],

kde Di(t) = Ln,i(x0 + th) a tedy

D
(r)
i (t) =

(−1)n−i

i! (n− i)!

(
dr

dtr

n∏
j=0
j 6=i

(t− j)
)

, t =
x− x0

h
, tj. zejména x = xk ⇒ t = k. (5.4c)

Důsledek 5.4. Speciálně pro r = 1 a f ∈

{
Cn+1[a, b] pro x ∈ {x0, x1, . . . , xn}
Cn+2[a, b] pro x /∈ {x0, x1, . . . , xn}

dostáváme

a) pro obecné uzly xi:

f ′(x) =
n∑

i=0

f(xi)L′n,i(x) + ω′n+1(x)
f (n+1)(ξ0)
(n + 1)!

+ ωn+1(x)
f (n+2)(ξ1)
(n + 2)!︸ ︷︷ ︸

E(1)(x)

, (5.5a)

ξ0, ξ1 ∈ I[x0, x1, . . . , xn, x] a E(1)(x) = 0 pro x ∈ {x0, . . . , xn}.

b) pro ekvidistantńı uzly xi = x0 + ih, h > 0:

f ′(x) =
1
h

n∑
i=0

f(xi)D′
i(t) + hn

(
Π′n+1(t)

f (n+1)(ξ0)
(n + 1)!

+ Πn+1(t)
f (n+2)(ξ1)
(n + 2)!︸ ︷︷ ︸

E(1)(t)

)
, (5.5b)

ξ0, ξ1 ∈ I[x0, x1, . . . , xn, x] a E(1)(t) = 0 pro t ∈ {0, . . . , n},

kde

D′
i(t) =

(−1)n−i

i! (n− i)!

( n∏
j=0
j 6=i

(t− j)
)′

, t =
x− x0

h
, tj. zejména x = xk ⇒ t = k. (5.5c)

Poznámka 5.5 (Speciálńı př́ıpady).
V praxi se často setkáváme s ekvidistantńı śıt́ı uzl̊u a úlohou poč́ıtat derivace v těchto uzlech. Z hlediska
přesnosti je ovšem výhodněǰśı volba Čebyševových uzl̊u (Věta 4.5), nebot’ výskyt Rungeho jevu může
zcela znehodnotit odhady derivaćı v d̊usledku oscilačńıho pr̊uběhu Qn(x).

Pro ekvidistantńı uzly můžeme ze vztah̊u (5.5b) a (5.5c) odvodit následuj́ıćı nejčastěji použ́ıvané
formule pro 1. derivaci (znač́ıme fi = f(xi), f ′i = f ′(xi)):

(1) 2-bodová formule (n = 1, f ∈ C2[a, b], E1 = O(h))

D′
0(t) =

(−1)1

0! 1!
(t− 1)′ = −1

D′
1(t) =

(−1)0

1! 0!
(t− 0)′ = 1

Π′2(t) =
[
t(t− 1)

]′ = 2t− 1 ⇒ Π′2(0) = −1, Π′2(1) = 1.

Odtud
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f ′0 =
1
h

(f1 − f0)−
h

2
f ′′(ξ0),

f ′1 =
1
h

(f1 − f0) +
h

2
f ′′(ξ1),

ξ0, ξ1 ∈ I[x0, x1]. (5.6)

(2) 3-bodová formule (n = 2, f ∈ C3[a, b], E2 = O(h2))

D′
0(t) =

(−1)2

0! 2!
[
(t− 1)(t− 2)

]′ =
1
2
[t2 − 3t + 2]′ =

1
2
(2t− 3).

D′
1(t) =

(−1)1

1! 1!
[
t(t− 2)

]′ = −2(t− 1).

D′
2(t) =

(−1)0

2! 0!
=

[
t(t− 1)

]′ =
1
2
(2t− 1).

Π′3(t) =
[
t(t− 1)(t− 2)

]′ =
[
t(t2 − 3t + 2)

]′ = 3t2 − 6t + 2
⇓

Π′3(0) = 2, Π′3(1) = −1, Π′3(2) = 2.

Odtud

f ′0 =
1
h

(
−3

2
f0 + 2f1 −

1
2
f2

)
+

h2

3
f ′′′(ξ0),

f ′1 =
1
h

(
−1

2
f0 +

1
2
f2

)
− h2

6
f ′′′(ξ1),

f ′2 =
1
h

(
1
2
f0 − 2f1 +

3
2
f2

)
+

h2

3
f ′′′(ξ2),

ξ0, ξ1, ξ2 ∈ I[x0, x1, x2]. (5.7)

Podobným zp̊usobem lze konstruovat (n + 1)-bodové formule pro libovolné n > 2. Jsou-li dány
hodnoty (xi, fi) pro i = 0, 1, . . . , n, kde n je velké, neńı nutné (a ani vhodné) použ́ıvat (n+1)-bodovou
formuli pro výpočet f ′0, f

′
1, . . . , f

′
n. Stač́ı totiž provádět postupně pouze lokálńı interpolaci dat v okoĺı

xi pro i = 0, 1, . . . , n polynomem Qm nižš́ıho stupně m ≤ n, takže např́ıklad pro m = 1 můžeme (5.6)
přepsat do přeindexovaného tvaru:

f ′i =
1
h

(fi+1 − fi)−
h

2
f ′′(ξi), ξi ∈ [xi, xi+1]. (5.6.1)

f ′i =
1
h

(fi − fi−1) +
h

2
f ′′(ξi), ξi ∈ [xi−1, xi]. (5.6.2)

Podobně pro m = 2 přeṕı̌seme (5.7) do tvaru:

f ′i =
1
2h

(−3fi + 4fi+1 − fi+2) +
h2

3
f ′′′(ξi), ξi ∈ [xi, xi+2] (5.7.1)

f ′i =
1
2h

(fi+1 − fi−1)−
h2

6
f ′′′(ξi), ξi ∈ [xi−1, xi+1] (5.7.2)

f ′i =
1
2h

(fi−2 − 4fi−1 + 3fi) +
h2

3
f ′′′(ξi), ξi ∈ [xi−2, xi] (5.7.3)

Zp̊usob použit́ı formuĺı:

(5.7.1) pro i = 0 . . . tj. na začátku intervalu (tzv. levostranná formule)
(5.7.2) pro 0 < i < n . . . tj. uvnitř intervalu (tzv. centrálńı formule)
(5.7.3) pro i = n . . . tj. na konci intervalu (tzv. pravostranná formule)

Analogicky postupujeme v př́ıpadě formuĺı s lichým počtem bod̊u (tj. m = 2q > 2 sudé), kdy
dostaneme jednu centrálńı formuli, q levostranných a q pravostranných formuĺı.

Všimněte si, že velikost chyby centrálńı formule (5.7.2) je polovičńı ve srovnáńı s (5.7.1) a
(5.7.3). Je logické, že centrálńı formule dávaj́ı nejmenš́ı chybu, nebot’ využ́ıvaj́ı stejný počet hodnot
z obou stran k xi, které jsou nejbĺıž k fi a tud́ıž nejpřesněji popisuj́ı chováńı f(x) v okoĺı xi.

Všimněte si dále rovněž symetričnosti formuĺı (5.7.1) a (5.7.3). Formule (5.7.3) se dostane
z (5.7.1) inverzńım uspořádáńım uzl̊u: f(xi−j) = f(xi + j(−h)) a záměnou h za −h, která odpov́ıdá
obráceńı znaménka derivace při záměně nezávisle proměnné t za −t.
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Podobné vlastnosti vykazuj́ı i formule s vyšš́ım lichým počtem bod̊u (5-bodové, 7-bodové atd.),
které se nejčastěji použ́ıvaj́ı vzhledem k menš́ı chybě centrálńı formule. Necentrálńı formule se aplikuj́ı
pouze na okraj́ıch intervalu.

Poznámka 5.6 (Problémy s přesnost́ı u formuĺı pro numerické derivováńı).
Jestliže jsou hodnoty fi dány s chybou fi = f̃i + Ei, |Ei| ≤ εi, může tato okolnost podstatně ovlivnit
kvalitu výsledného odhadu f ′i . Ukážeme to na př́ıkladě formule (5.7.2).

Jelikož chyba εi a chyba formule se sč́ıtaj́ı (viz 1.33), lze celkovou chybu T shora odhadnout takto:

|T | = |f ′i −
1
2h

(f̃i+1 − f̃i−1)| = |f ′i −
1
2h

(fi+1 − fi−1) +
1
2h

(Ei+1 − Ei−1)|

≤ h2

6
|f ′′′(ξi)|+

1
2h

(εi+1 + εi−1).

Polož́ıme-li ε = max(εi−1, εi+1) a M3 = maxx∈[xi−1,xi+1]|f ′′′(x)|, pak

|T | ≤ ε

h
+

h2

6
M3

Prvńı člen chyby ε
h (např. ε může být chyba zp̊usobená zaokrouhlováńım, měřeńım apod.)

záviśı nepř́ımo úměrně na h, zat́ımco druhý člen (chyba metody) záviśı př́ımo úměrně na h.
Vzniká otázka, jak optimálně volit h, aby celková chyba byla minimálńı.

1. Strategie: hledáme minimum funkce g(h) = ε
h + h2

6 M3. Ze vztahu g′(h) = − ε
h2 + h

3 M3 = 0

dostáváme hopt = 3

√
3ε

M3
.

2. Strategie: hledáme h tak, aby př́ıspěvek obou člen̊u chyby byl stejný. Ze vztahu ε
h = h2

6 M3

dostáváme hopt = 3

√
6ε

M3
.

V př́ıpadě, že hodnoty fi jsou dány s malou přesnost́ı (např. byly źıskány empiricky), neńı vhodné
použ́ıt formule pro numerické derivováńı př́ımo, nebot’ hroźı riziko výrazného zkresleńı výsledk̊u.
V takových př́ıpadech je lépe nejdř́ıve naměřené hodnoty “vyhladit” např́ıklad metodou nejmenš́ıch
čtverc̊u a pak teprve použ́ıt formule pro numerické derivováńı.
Algoritmus (MATLAB).
jmathews(’chap 6’): difflim.m (+ demo a6 1.m)
V tomto algoritmu je snaha nalézt “nejlepš́ı” aproximaci f ′(x) zvoleńım optimálńıho kroku h pro
formuli (5.7.2) jeho postupným zjemňováńım metodou p̊uleńı:

f ′(x) ≈ Dk(x) :=
f
(
x + h

2k

)
− f

(
x− h

2k

)
h/2k−1

pro k = 0, 1, . . .

až do dosažeńı ukončuj́ıćı podmı́nky:

|Dk+1 −Dk| ≥ |Dk −Dk−1| . . . odhad chyby zač́ıná vzr̊ustat,

nebo

|Dk −Dk−1| < Tolerance . . . odhad chyby dosáhl požadované přesnosti.
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6. Numerické integrováńı

(Algoritmy v MATLABu: jmathews(’chap 7’))

Definice 6.1. Necht’ −∞ ≤ a ≤ x0 < x1 < · · · < xn ≤ b ≤ +∞ a W (x)f(x) je funkce inte-
grovatelná na intervalu [a, b], kde W (x) je předem daná, tzv. váhová funkce, a f(x) je funkce zadaná
v uzlových bodech x0, x1, . . . , xn tabulkou funkčńıch hodnot (př́ıpadně i derivacemi některých řád̊u).
Kvadraturńı formuĺı nazýváme formuli pro přibližný výpočet integrálu

∫ b

a
W (x)f(x) dx, závisej́ıćı

pouze na W (x), uzlech x0, x1, . . . , xn a zadaných tabulkových hodnotách.

Obecný tvar kvadraturńı formule závisej́ıćı lineárně na tabulkových hodnotách f(xi), i = 0, 1, . . . , n:

∫ b

a

W (x)f(x) dx =
n∑

i=0

Aif(xi) + Ef , (6.1)

kde je
Ef . . . chyba kvadraturńı formule,

a pro i = 0, 1, . . . , n jsou
xi . . . kvadraturńı uzly
Ai . . . váhové koeficienty (váhy) závislé pouze na W (x) a xi

}
parametry formule.

Definice 6.2. Kvadraturńı formule (6.1) se nazývá

• uzavřená, jestliže a = x0 a xn = b,
• otevřená, jestliže a < x0 a xn < b, tj. formule nezáviśı na hodnotách funkce v krajńıch

bodech intervalu.
• polouzavřená, resp. polootevřená, jestliže

(1) a = x0 a xn < b, tj. je uzavřená zleva a otevřená zprava, nebo
(2) a < x0 a xn = b, tj. je otevřená zleva a uzavřená zprava.

Definice 6.3.
Celé č́ıslo ν ≥ 0 nazveme stupněm přesnosti kvadraturńı formule (6.1), jestliže EP = 0 pro všechny
polynomy P (x) stupně nejvýše ν (tj. P ∈ Pν) a EP 6= 0 pro některý polynom P (x) stupně ν + 1.

Poznámka 6.4.
Zřejmě pro libovolná α, β ∈ R a funkce f(x), g(x) splňuj́ıćı předpoklady 6.1 je Eαf+βg = αEf + βEg,
nebot’ dle (6.1) je Ef =

∫ b

a
W (x)f(x) dx−

∑n
i=0 Aif(xi), kde výraz vpravo záviśı lineárně na f .

Odtud ihned vid́ıme, že v př́ıpadě formule (6.1) se stupněm přesnosti ν je Ep 6= 0 pro každý
polynom P (x) =: a0 + a1x + . . . aνxν + aν+1x

ν+1 stupně ν + 1 (aν+1 6= 0), nebot’

EP = a0 E1︸︷︷︸
=0

+a1 Ex︸︷︷︸
=0

+ · · ·+ aν Exν︸︷︷︸
=0

+ aν+1︸︷︷︸
6=0

Exν+1 6= 0 ⇔ Exν+1 6= 0.

Protože P (ν+1)(ξ) ≡ (ν + 1)! aν+1, dostáváme odtud ihned vyjádřeńı pro chybu ve tvaru:

EP =
Exν+1

(ν + 1)!︸ ︷︷ ︸
=:eν

P (ν+1)(ξ) =: eνP (ν+1)(ξ), ξ ∈ R.

Dá se tedy očekávat, že Ef bude mı́t výše uvedený tvar pro každou funkci f ∈ Cν+1[a, b] a vhodné
ξ ∈ [a, b] (viz dále).

V daľśım se omeźıme na ohraničený interval [a, b], tj. −∞ < a < b < +∞.

Věta 6.5. Je-li W (x) integrovatelná na [a, b] a f ∈ Cn+1[a, b], potom pro formuli (6.1) se stupněm
přesnosti ν ≥ n plat́ı

Ai =
∫ b

a

W (x)Ln,i(x) dx pro i = 0, 1, . . . , n, (6.1a)

Ef =
1

(n + 1)!

∫ b

a

W (x)ωn+1(x)f (n+1)(ξ(x)) dx, ξ(x) ∈ [a, b]. (6.1b)
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Poznámka 6.6.

(1) Pro ν ≥ n je tedy (6.1) jednoznačně určena vztahy (6.1a) a (6.1b) a dostane se formálńım
zintegrováńım Lagrangeova interpolačńıho vztahu (4.3b)

f(x) =
n∑

i=0

Ln,i(x)f(xi) + ωn+1(x)
f (n+1)(ξ(x))

(n + 1)!︸ ︷︷ ︸
En(x)

,

s využit́ım vyjádřeńı (4.1a) pro chybu En(x).
(2) Metoda neurčitých koeficient̊u pro určeńı Ai při daných uzlech xi, i = 0, 1, . . . , n:

Necht’ ϕ0(x), ϕ1(x), . . . , ϕn(x) je vhodná polynomická báze v Pn (např́ıklad ϕj(x) = xj).
Z podmı́nky, aby (6.1) byla přesná pro všechny polynomy ϕj(x), 0 ≤ j ≤ n, dostáváme
systém n + 1 lineárńıch rovnic pro n + 1 neznámých Ai:

n∑
i=0

Aiϕj(xi) =
∫ b

a

W (x)ϕj(x) dx pro j = 0, 1, . . . , n, (6.1c)

Protože ϕj(x) jsou bázové polynomy stupně nejvýše n bude vzhledem k linearitě chyby 6.4
formule přesná nejen pro ně, ale pro všechny polynomy stupně nejvýše n a bude tedy formuĺı
dosahuj́ıćı přesnosti alespoň n. V př́ıpadě ekvidistantńı śıtě obdrž́ıme tzv. Newton-Cotesovy
formule, které budou dále podrobně popsány v odstavci 6.1.

(3) Ve (2) byly uzly xi předepsány a volnými parametry byly pouze koeficienty Ai, i = 0, 1, . . . , n.
Všech parametr̊u je tedy celkem 2n + 2. Zvoĺıme-li obecně k volných parametr̊u (1 ≤ k ≤
2n + 2), je snaha sestavit k rovnic typu (6.1c). Pokud tento systém je řešitelný, obdrž́ıme
analogicky formuli přesnosti alespoň k − 1. Poznamenejme ovšem, že tento systém je lineárńı
pouze v koeficientech Ai, nikoliv ale v uzlech xi, což komplikuje nalezeńı řešeńı.

Ponecháme-li všechny parametry volné (k = 2n + 2), pak lze pro několik typ̊u váhových
funkćı W (x) t́ımto postupem zkonstruovat tzv. Gaussovy kvadraturńı formule, které
dosahuj́ı maximálńıho stupně přesnosti ν = 2n + 1.

(4) Obecný postup konstrukce kvadraturńıch formuĺı lze vzhledem ke (3) formulovat takto:
• Zvoĺıme vhodnou váhovou funkci W (x) a zadáme r (0 ≤ r < 2n+2) vhodných omezuj́ıćıch

podmı́nek pro parametry (např́ıklad ve (2) bylo předepsáno r = n + 1 uzl̊u).
• Sestroj́ıme 2n + 2 rovnic tvořených r předepsanými podmı́nkami doplněnými o k = 2n +

2− r podmı́nek typu (6.1c).
• Vyřešeńım tohoto systému nalezneme všech 2n + 2 parametr̊u (váhy + uzly) a obdrž́ıme

formuli se stupněm přesnosti alespoň k − 1 (ν ≥ 2n + 1− r).

6.1. Newton-Cotesovy kvadraturńı formule.

Definice 6.7.

(1) Řekneme, že uzly x0, x1, . . . , xn jsou symetrické na intervalu [a, b], jestliže jsou rozmı́stěny
symetricky vzhledem ke středu s = a+b

2 intervalu, tj. s−xi = xn−i−s =: hi pro i = 0, 1, . . . , n.

(2) Je-li n celé č́ıslo, pak par(n) :=

{
1 pro n sudé
−1 pro n liché

udává jeho paritu.

(3) Je-li funkce g(x) definována na [a, b], pak řekneme, že je sudá, resp. lichá na [a, b], jestliže
g(s + t), t ∈ [−(b− a)/2, (b− a)/2], je sudá, resp. lichá; neboli plat́ı g(s− t) = g(s + t), resp.
g(s− t) = −g(s + t).
V takovém př́ıpadě ṕı̌seme para,b(g) = 1, resp. = −1. Pokud g neńı ani sudá, ani lichá, klademe
para,b(g) = 0.

Lemma 6.8.
Necht’ x0, x1, . . . , xn jsou symetrické uzly na [a, b]. Potom para,b(ωn+1) = par(n+1) = −par(n), neboli
ωn+1(x) je sudá, resp. lichá funkce na [a, b] v závislosti na tom, zda počet uzl̊u je sudý, resp. lichý.

Věta 6.9. Necht’ x0, x1, . . . , xn jsou symetrické uzly na [a, b] a W (x) je integrovatelná sudá nebo lichá
funkce na [a, b], potom pro koeficienty Ai určené vztahem (6.1a) plat́ı symetrie

An−i = para,b(W ) Ai pro i = 0, 1, . . . , n. (6.2)
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Věta 6.10.
Necht’ x0, x1, . . . , xn jsou symetrické uzly na [a, b], W (x) spojitá na [a, b], para,b(W ) = −par(n + 1) a
f ∈ Cn+2[a, b]. Potom chybu formule určenou vztahem (6.1b) lze vyjádřit ve tvaru

Ef = −
∫ b

a

q(x)
(

f (n+1)(ξ(x))
(n + 1)!

)′
dx = −

∫ b

a

q(x)
f (n+2)(η(x))

(n + 2)!
dx, (6.3)

kde q(x) :=
∫ x

a
W (u)ωn+1(u) du a ξ(x), η(x) ∈ [a, b], přičemž f (n+2)(η(x)) ∈ C[a, b].

V daľśım se již pro jednoduchost omeźıme pouze na př́ıpad jednotkové váhové funkce W (x) ≡ 1.
Lemma 6.11. Necht’ a = x−1 < x0 < · · · < xn+1 = b a xi = x0 + ih, h > 0 (i = 0, 1, . . . , n) jsou
ekvidistantńı uzly na intervalu [a, b]. Označ́ıme-li Ij :=

∫ xj+1

xj
ωn+1(x) dx pro j = −1, 0, 1, . . . , n, pak

plat́ı
(1) Ij = par(n + 1)In−1−j pro j = −1, 0, 1, . . . , n.
(2) Ij−1 = (ξj−xn+1)

(ξj−x0)
Ij pro vhodné ξj, xj < ξj < xj+1, 0 ≤ j < n

2 .
(3) |Ij−1| > |Ij | pro 0 ≤ j < n

2 .
(4) qj(x) :=

∫ x

xj
ωn+1(u) du neměńı znaménko na [xj , xn−j ], pro n sudé, −1 ≤ j < n

2 . Je-li n

liché, −1 ≤ j < n−1
2 , pak qj(x) neměńı znaménko na [xj , xn−1−j ].

D̊ukaz. Viz A. Ralston: Základy numerické matematiky, Academia Praha, 1973, str. 178, cv. 49. �

Věta 6.12 (NEWTON-COTESOVY KVADRATURNÍ FORMULE).
Necht’ x0, x1, . . . , xn jsou ekvidistantńı uzly, xi = x0 + ih, h > 0 a a = x0 − αh, b = xn + αh, kde
α = 0 (v př́ıpadě (n + 1)-bodové uzavřené formule) nebo α = 1 (v př́ıpadě (n + 1)-bodové otevřené
formule). Potom existuje ξ ∈ [a, b] takové, že plat́ı

∫ b

a

f(x) dx =
n∑

i=0

Aif(xi) + hn+3 f (n+2)(ξ)
(n + 2)!

∫ n+α

−α

t Πn+1(t) dt︸ ︷︷ ︸
Ef

(6.4a)

pro n sudé a f ∈ Cn+2[a, b]

a ∫ b

a

f(x) dx =
n∑

i=0

Aif(xi) + hn+2 f (n+1)(ξ)
(n + 1)!

∫ n+α

−α

Πn+1(t) dt︸ ︷︷ ︸
Ef

(6.4b)

pro n liché a f ∈ Cn+1[a, b],

kde

Ai = h
(−1)n−i

i!(n− i)!

∫ n+α

−α

Πn+1(t)
t− i

dt (6.4c)

jsou tzv. Cotesova č́ısla, pro něž plat́ı An−i = Ai, i = 0, 1, . . . , n.

Poznámka 6.13.

• n sudé
(6.4a)
=⇒


ν = n + 1 . . . stupeň přesnosti,
Ef = hν+2enf (ν+1)(ξ) = O(hν+2) = O(hn+3) pro h → 0,

en = 1
(n+2)!

∫ n+α

−α
t2(t− 1) . . . (t− n) dt.

• n liché
(6.4b)
=⇒


ν = n . . . stupeň přesnosti,
Ef = hν+2enf (ν+1)(ξ) = O(hν+2) = O(hn+2) pro h → 0,

en = 1
(n+1)!

∫ n+α

−α
t(t− 1) . . . (t− n) dt.

Vid́ıme, že pro lichý počet uzl̊u (n sudé) je řád konvergence i stupeň přesnosti Newton-Cotesových
formuĺı o 1 vyšš́ı, než pro sudý počet uzl̊u (n liché).

Poznámka 6.14 (Speciálńı př́ıpady Newton-Cotesových formuĺı pro W (x) ≡ 1).

Označ́ıme-li Ai = hAai, kde ai = an−i, dostaneme následuj́ıćı tabulky popisuj́ıćı
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a) Uzavřené (α = 0) Newton-Cotesovy formule pro 1 ≤ n ≤ 8

Název formule n A a0 a1 a2 a3 a4 ν en

Lichoběžńıkové pravidlo 1 1/2 1 1 1 −1/12

Simpsonovo pravidlo 2 1/3 1 4 1 3 −1/90

Simpsonovo 3/8 pravidlo 3 3/8 1 3 3 1 3 −3/80

Booleovo pravidlo 4 2/45 7 32 12 32 7 5 −8/945

5 5/288 19 75 50 50 75 5 −275/12096

6 1/140 41 216 27 272 27 7 −9/1400

7 7/17280 751 3577 1323 2989 2989 7 −8183/518400

8 4/14175 989 5888 −928 10946 −4540 9 −2368/467775

Pomoćı obecných vzorc̊u z věty 6.12, resp. z poznámky 6.13, odvod́ıme jako ukázku koefi-
cienty pro prvé dvě uzavřené kvadraturńı formule z předchoźı tabulky.

(1) Lichoběžńıkové pravidlo (2-bodová uzavřená formule): α = 0, n = 1, f ∈ C2[a, b]

Podle 6.13 je ν = n = 1 a tedy Ef = O(h3). Odtud a z (6.4c) dostáváme:

A0 = h
(−1)1−0

0! (1− 0)!

∫ 1

0

(t− 1) dt = −h
[ (t− 1)2

2

]1

0
= −h

(
0− 1

2

)
= h

1
2
.

A1 = A1−1 = A0 = h
1
2
⇒ A =

1
2
, a0 = a1 = 1.

e1 =
1

(1 + 1)!

∫ 1

0

t(t− 1) dt =
1
2

[ t3

3
− t2

2

]1

0
=

1
2

(1
3
− 1

2

)
= − 1

12
.

(2) Simpsonovo pravidlo (3-bodová uzavřená formule): α = 0, n = 2, f ∈ C4[a, b]

Podle 6.13 je ν = n + 1 = 3 a tedy Ef = O(h5). Odtud a z (6.4c) dostáváme:

A0 = h
(−1)2−0

0! (2− 0)!

∫ 2

0

(t− 1)(t− 2)︸ ︷︷ ︸
t3−3t+2

dt = h
1
2

[ t3

3
− 3t2

2
+ 2t

]2

0
= h

1
2

(8
3
− 12

2
+ 4

)
= h

1
3
.

A1 = h
(−1)2−1

1! (2− 1)!

∫ 2

0

t(t− 2) dt = −h
[ t3

3
− t2

]2

0
= −h

(8
3
− 4

)
= h

4
3
.

A2 = A0 = h
1
3
, A1 = h

4
3
⇒ A =

1
3
, a0 = a2 = 1, a1 = 4.

e2 =
1

(2 + 2)!

∫ 2

0

t2(t− 1)(t− 2) dt =
1
24

[ t5

5
− 3t4

4
+

2t3

3

]2

0
=

1
24

(32
5
− 3

16
4

+ 2
8
3

)
=

=
( 4

15
− 1

2
+

2
9

)
=

24− 45 + 20
90

= − 1
90

.

Analogicky bychom postupovali pro n > 2. Zejména tedy dostáváme následuj́ıćı tvary
nejčastěji použ́ıvaných uzavřených Newton-Cotesových kvadraturńıch formuĺı.

Lichoběžńıkové pravidlo (n = 1):∫ b

a

f(x) dx =
h

2
(f0 + f1)−

h3

12
f ′′(ξ), (6.5a)

Simpsonovo pravidlo (n = 2):∫ b

a

f(x) dx =
h

3
(f0 + 4f1 + f2)−

h5

90
f (4)(ξ), (6.5b)
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Simpsonovo 3/8 pravidlo (n = 3):∫ b

a

f(x) dx =
3h

8
(f0 + 3f1 + 3f2 + f3)−

3h5

80
f (4)(ξ), (6.5c)

Booleovo pravidlo (n = 4):∫ b

a

f(x) dx =
2h

45
(7f0 + 32f1 + 12f2 + 32f3 + 7f4)−

8h7

945
f (6)(ξ) (6.5d)

pro vhodné ξ ∈ [a, b].

b) Otevřené (α = 1) Newton-Cotesovy formule pro 0 ≤ n ≤ 4

Název formule n A a0 a1 a2 ν en

Obdélńıkové pravidlo 0 2 1 1 1/3

1 3/2 1 1 1 3/4

2 4/3 2 −1 2 3 14/45

3 5/24 11 1 1 3 95/144

4 3/10 11 −14 26 5 41/140

Pomoćı obecných vzorc̊u z věty 6.12, resp. z poznámky 6.13, opět odvod́ıme jako ukázku
koeficienty pro prvé dvě otevřené kvadraturńı formule z předchoźı tabulky.

(1) Obdélńıkové pravidlo (1-bodová otevřená formule): α = 1, n = 0, f ∈ C2[a, b]

Podle 6.13 je ν = n + 1 = 1 a tedy Ef = O(h3). Odtud a z (6.4c) dostáváme:

A0 = h
(−1)0−0

0! (0− 0)!

∫ 1

−1

1 dt = h(1− (−1)) = h2 ⇒ A = 2, a0 = 1.

e0 =
1

(0 + 2)!

∫ 1

−1

t2 dt =
1
2

[ t3

3

]1

−1
=

1
2

(1
3

+
1
3

)
=

1
3
.

(2) 2-bodová otevřená formule: α = 1, n = 1, f ∈ C2[a, b]

Podle 6.13 je ν = n = 1 a tedy Ef = O(h3). Odtud a z (6.4c) dostáváme:

A0 = h
(−1)1−0

0! (1− 0)!

∫ 2

−1

(t− 1) dt = −h
[ (t− 1)2

2

]2

−1
= −h

(1
2
− 4

2

)
= h

3
2
.

A1 = A1−1 = A0 = h
3
2
⇒ A =

3
2
, a0 = a1 = 1.

e1 =
1

(1 + 1)!

∫ 2

−1

t(t− 1) dt =
1
2

[ t3

3
− t2

2

]2

−1
=

1
2

(8
3
− 4

2
+

1
3

+
1
2
)
)

=
1
2

(
3− 3

2

)
=

3
4
.

Analogicky bychom postupovali pro n > 1. Zejména tedy dostáváme následuj́ıćı tvary
nejčastěji použ́ıvaných otevřených Newton-Cotesových kvadraturńıch formuĺı.

Obdélńıkové pravidlo (n = 0):∫ b

a

f(x) dx = 2hf0 +
h3

3
f ′′(ξ), (6.6a)

n = 1: ∫ b

a

f(x) dx =
3h

2
(f0 + f1) +

3h3

4
f ′′(ξ), (6.6b)
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n = 2: ∫ b

a

f(x) dx =
4h

3
(2f0 − f1 + 2f2) +

14h5

45
f (4)(ξ), (6.6c)

n = 3: ∫ b

a

f(x) dx =
5h

24
(11f0 + f1 + f2 + 11f3) +

95h5

144
f (5)(ξ) (6.6d)

pro vhodné ξ ∈ [a, b].

Věta 6.15 (SLOŽENÉ NEWTON-COTESOVY KVADRATURNÍ FORMULE).
Necht’ x0, x1, . . . , xN , N = (n+2α)M (M ≥ 1, n ≥ 0 celá) jsou ekvidistantńı uzly, xj = x0+jh, h > 0
a a = x0−αh, b = xn+αh, kde α = 0 (v př́ıpadě uzavřené formule) nebo α = 1 (v př́ıpadě otevřené
formule). Potom existuje ξ ∈ [a, b] takové, že plat́ı

∫ b

a

f(x) dx =
N∑

j=0

A′jf(xj)︸ ︷︷ ︸
NC(f,h)

+hn+2 b− a

n + 2α
enf (n+2)(ξ)︸ ︷︷ ︸

ENC(f,h)=O(hn+2)

(6.7a)

pro n sudé, f ∈ Cn+2[a, b] a en z poznámky 6.13

a ∫ b

a

f(x) dx =
N∑

j=0

A′jf(xj)︸ ︷︷ ︸
NC(f,h)

+hn+1 b− a

n + 2α
enf (n+1)(ξ)︸ ︷︷ ︸

ENC(f,h)=O(hn+1)

(6.7b)

pro n liché, f ∈ Cn+1[a, b] a en z poznámky 6.13,

kde

A′j =

{
2(1− α)A0 pro j = m(n + 2α), 0 < m < Mcelé
A(j mod(n+2α))−α pro ostatńı j, 0 ≤ j ≤ N,

(6.7c)

přičemž A−1 = 0 a Ai jsou určeny vztahem (6.4c) pro i = 0, 1, . . . , n.

Poznámka 6.16 (Speciálńı př́ıpady složených Newton-Cotesových formuĺı).

• Uzavřené složené formule (α = 0):

(1) Lichoběžńıkové složené pravidlo (NC= T . . . Trapezoidal, n = 1)

1
2

1
2

1
2

1
2 . . . 1

2

...
1
2

1
2

A′j : 1
2 1 1 . . . 1 1

2 × h


viz (6.5a) a (6.7c)

∫ b

a

f(x) dx = T (f, h) + ET (f, h),

kde užit́ım (6.5a) a (6.7b)

T (f, h) =
h

2
(f0 + 2f1 + · · ·+ 2fN−1 + fN ) = h

[
f(a) + f(b)

2
+

N−1∑
j=1

f(xj)
]
, N = M,

ET (f, h) = −h2 b− a

12
f ′′(ξ) = O(h2), ξ ∈ [a, b].

(6.8a)
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Algoritmus (MATLAB).
jmathews(’chap 7’): traprl.m (+ demo a7 1.m)

(2) Simpsonovo složené pravidlo (NC= S, n = 2)

1
3

4
3

1
3

1
3

4
3

1
3 . . . 1

3

...
1
3

4
3

1
3

A′j : 1
3

4
3

2
3

4
3

2
3 . . . 2

3
4
3

1
3 × h


viz (6.5b) a (6.7c)

∫ b

a

f(x) dx = S(f, h) + ES(f, h),

kde užit́ım (6.5b) a (6.7a)

S(f, h) =
h

3
(f0 + 4f1 + 2f2 + 4f3 + · · ·+ 2fN−2 + 4fN−1 + fN ) =

=
h

3

[
f(a) + f(b) + 2

M−1∑
m=1

f(x2m) + 4
M∑

m=1

f(x2m−1)
]
, N = 2M,

ES(f, h) = h4 b− a

2

(
− 1

90

)
︸ ︷︷ ︸

e2

f (4)(ξ) = −h4 b− a

180
f (4)(ξ) = O(h4), ξ ∈ [a, b].

(6.8b)

Algoritmus (MATLAB).
jmathews(’chap 7’): simprl.m (+ demo a7 2.m)

• Otevřené složené formule (α = 1):

Obdélńıkové složené pravidlo (NC= R . . . Rectangular, n = 0)

0 2 0

0 2 0 . . . 0

...

0 2 0

A′j : 0 2 0 2 0 . . . 0 2 0 × h


viz (6.6a) a (6.7c)

∫ b

a

f(x) dx = R(f, h) + ER(f, h),

kde užit́ım (6.6a) a (6.7a)

R(f, h) = 2h(f1 + f3 + · · ·+ fN−1) = 2h
M∑

m=1

f(x2m−1), N = 2M,

ER(f, h) = h0+2 b− a

0 + 2 · 1
1
3︸︷︷︸
e0

f ′′(ξ) = h2 b− a

6
f ′′(ξ) = O(h2), ξ ∈ [a, b].

(6.9a)
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