NUMERICKE METODY

VITEZSLAV VESELY

PODPORA VYUKY NA POCITACOVE SITI
http://www.math.muni.cz/"vesely

a) MATLAB:

Algoritmy:

Ptikazy pro pfipojeni a vypis obsahu knihoven:
d = jmathews(’chap_x’)

chap_x ...adresar korespondujici s ¢islem kapitoly z uc¢ebnice
J. H. Mathews: NUMERICAL METHODS

d

vesely(’nummet’) ...vypis podknihoven autora

d

vesely (’nummet/podknihovna’) ...vypis algoritmu v podknihovné

d ...vystup=iplnd cesta do adresére knihovny (podknihovny)

Priklady:
zktest([],°7?) ...vypis témat
zktest([],’téma’) ...zadani piikladi zvoleného tématu.

Pomoci piikazu zktest lze studovat i vzorovd feSeni, kterd jsou k nékterym piikladum
pripojena, provadét aktivni prezkouSeni aj.
(podrobnosti jsou v help zktest).

b) Jazyky C, PASCAL, FORTRAN:

Algoritmy:
V knihovné d = vesely(’nummet’) lze nalézt podknihovny
mathews.c, mathews.pas a mathews.for,

které obsahuji analogické algoritmy jako knihovha MATLABu jmathews zpracované po fadé
v jazycich C, PASCAL a FORTRAN.

Date: 3. bfezna 2000.
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TYPICKE SCHEMA NUMERICKE ANALYZY RESENEHO PROBLEMU

Obecné schéma

Piiklad

1. REALNY (FYZIKALNI) PROBLEM

Koule vyrobend z materidlu o hustoté p =
0,638 g/cm? a poloméru r [cm] je ponofena do
vody. Zjistéte zdvislost hloubky ponoru d [cm)]
v zdvislosti na r pro 8 < r < 12 [cm].

Reélny problém idealizujeme pomoci vhodného i figigﬁia}?oi;n; ennf materidl
fyzikalné-matematického modelu a dopoustime | e idedlns cis tougvo du o hustoté 1 g/cm?
se tak chyby formulace problému. |l e zanedbavame vliv povrchového napéti vody
|
2. MATEMATICKY PROBLEM Spoctéme objem vody vytlacené ponofenou
Problém formulujeme jako explicitni nebo casti koule:
implicitni funkéni vztah:
= = d d
y=F(z) nebo f(z,y) =0, kde ol :/ 0 dt :/ () dh
x reprezentuje vstupni data z vhodného 0 0
. d
deﬁmcml}o obo,ru a ) (@t — 2)dt = n(3rd® — &%) 3
y jsou pifslusna vystupni data. o T =mora —a’)/o.
Podle Archimedova zdkona hmotnost koule se
musi rovnat hmotnosti vytlacené vody:
Mk = p47TT‘3/3 =1- Mv(d)
Obdrzeli jsme tak matematicky problém
nalézt d spliujici (implicitni) kubickou
rovnici:
d® —3rd*> +4pr> =0 pro
: z=[r.p| €[8,12] x {p}, y=d.
K nalezeni numerického feSeni je zpravidla | r tc[c =[rlay ]’V) dy'_:[Z’ k(;ie dn]
nutné provést numerickou aproximaci | :‘.—:Toéri " (1’; N_’ 8)/& lo\fekl(;rle.éﬁ N (ieﬁniéni
(diskretizaci) matematického problému. ! ojbor 8,1 2f < {p} pl;lVO dni rov};ice tedy
Vznikld chyba se nazyvé chybou numerické | nahradfn’le koneénym  diskrétnim  oborem
aproximace nebo také diskretizaéni chybou. | pro j = 0,1 N Y
I =0,1,...,N.

3. NUMERICKY PROBLEM
Po diskretizaci obdrzime:
y=F(x) mnebo f(x,y)=0,kde

x je vektor vstupnich dat
y je prislusny vektor vystupnich dat.

Pro kazdé j = 0,1,..., N fesime vzhledem k d;
rovnici:
d? — 3rjd? + 4pr§-’ =0.

Zvolime vhodnou numerickou metodu
(postup) TfeSeni numerického problému a
provedeme jeji algoritmizaci. Ve slozitéjsich
piipadech je snaha problém rozlozit na
jednodussi problémy se znamym feSenim
(vystup jednoho je vstupem jiného).

Zvolend metoda rovnéz vnasi do TeSeni tzv.
chybu metody. Nevhodné zvolend metoda
muze vést k znehodnoceni vysledku v dusledku
kumulace napiiklad zaokrouhlovacich chyb.

e e e e e e e e e e

Muzeme si vybrat napiiklad z téchto dvou num-
erickych postupu:

a) spocteme analytické feseni pomoci Car-
tanovych vzorcu.

b) uzijeme nékterou iteraéni metodu na FeSenf
nelinearnich rovnic, kdy pocateéni odhad feSeni
se postupné zptesnuje az do dosazeni pozadované
presnosti.
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4. ALGORITMUS RESENI

Pocitdéme y = F(x), resp. fesime f(x,y)
v konecném poctu kroki pro zadany vstupni vek-
tor . Nékteré z nich mohou samy predstavovat
dil¢i algoritmy fesici néktery jiz znamy numer-
icky problém.

a) postupné dosazujeme do Cartanovych vzorcu
rj pro j = 0,1,..., N a vypocitdvame piislusna
realnd feSeni d;.

b) zkonstruujeme konvergentn{ iteraéni schéma
d™ = gp(d("_l)), n = 1,2 ...
pocéateéni odhad d® takové,
n — oo.

Za TeSeni povazujeme d' d takové, ze
|d — d™|| < e ve vhodné normé || - ||.

pro vhodny
ze d™ — d pro

M)

Algoritmus kdédujeme ve vhodném pro-
gramovacim jazyku, coz po jeho vykonani na
pocitaci vede k vysledkim zatizenym navic
zaokrouhlovacimi chybami v dusledku
koneéné aritmetiky pocitace a chybami (ne-

dokonale zméfenych) vstupnich dat.

e e e e e

Hustota p je zjisténa fyzikdlnim méfenim
s omezenou piesnosti.

5. IMPLEMENTACE + VYPOCET
Programova realizace kroku algoritmu
v konkrétnim programovacim jazyku (C,Pascal,
Fortran, MATLAB) na konkrétnim typu
pocitace.

Spocteni pfibliznych hodnot d;, 7 = 0,1,..., N
zatizenych vlivem vSech vyse popsanych chyb.

] OBECNE DOPORUCENI PRO VOLBU NUMERICKE METODY

Pii transformaci matematického problému na
numericky se vzdy snazime maximadlné vyuzit
vSech informaci o hledaném teseni. Takto ziskané
algoritmy jsou sice specidlnéjsi, ale na rozdil
od univerzalné pouzitelnych jsou obvykle efek-

tivnéjsi (rychlejsi, presngjsi).

a) uzit{ Cartanovych vzorcu

specialni
presné).

b) wuziti iteraéni metody
verzalni postup pouzitelny

na pozadované presnosti).

’ NUMERICKA STABILITA

V dusledku nevhodné kumulace chyb muze algoritmus, resp. numerickd metoda davat zcela zne-
hodnocené vysledky, kdy mald chyba na vstupu mé za nasledek velkou chybu na vystupu.

Definice. Algoritmus (resp. numerickd metoda) se nazyvd numericky stabilni, jestlize

Ve>030>0: [[z—2Z|| <0 = |ly—y| <e

pii provadeéni vypoctu se zaokrouhlovacimi chybami (resp. pouze s chybou numerické metody bez

zaokrouhlovacich chyb).

V opaéném piipadé se algoritmus (resp. numerickd metoda) nazyva numericky nestabilni a je tfeba
zvolit jiny algoritmus (resp. jinou numerickou metodu).

predstavuje
metodu pro feSeni kubické rovnice
(dosazeni do vzorce je jednoduché, rychlé a

predstavuje uni-
pro Sirokou tfidu
nelinedrnich rovnic (pomald: pocet iteraci zavisi
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1. Uvop

1.1. Pomocna tvrzeni.

Oznacent .

N...mnozina v8ech ptirozenych ¢isel

No = NU {0} ... mnozina vech nezdpornych celych éisel
Z. .. mnozina vSech celych ¢isel

R...mnozina vSech realnych ¢isel

C...mnozina vSech komplexnich ¢isel

int(z) ...celd ¢dst ¢isla

(a,b) ...otevieny interval

[a,b] ...uzavfeny interval

f(z),z € S ...redlnd funkce f definovana na mnoziné S C R

Iz, 21, xn) = {z|min(z,z1,...,2Tn) < < max(Tg,T1,...,Tn)}
j[x0>x1""5xn} = {LL‘| min(x07x1a"'axn)ngmax(z()axla"'axn)}

$:=w, resp. v =: §... oznaceni vyrazu v symbolem s.

Definice (Limita funkce).
L je limitou funkce f(z),z € S vbodé xyg & Ve>030>0: |z —z9| < = |f(x)—L|<e.
Piseme

lim f(z) =

T—x

ili%f(onrh) =

Definice (Spojitost funkce).
Rekneme, ze f(x) je spojita v bodé xy, jestlize

Jim f@) = fa)
}llig})f(xo-kh) = f(zo)

Zmagcime
C(S),Cla,b] ... mnozina vsech funkef spojitych v kazdém bodé x € S, resp. x € [a, b].

Definice (Limita posloupnosti a soucet nekonecné fady).
L je limitou posloupnosti {z,}52, < Ve >03IN =N(e) eN: |z, —L| <eV¥n> N.
Piseme

lim z, = L
n—oo
lim (L—2,) = 0

n—oo

r, — L pro n — oo.

{en}?2y, en =L — 1z, ...posloupnost chyb.

Sp =D p_y Tk -..Castecny soucet nekonecné Fady

limy, o Sp = 8 := Y peyq Tk - - soucet nekonecéné rady.

Véta 1.1.

f(x), x €S jespojitd vy < V{xp,}l2q, xn €S, limy, 00 Tpn = xg plati lim, o f(z,) = f(x0).
Véta 1.2 (Bolzanova véta).

f€Clab], Lel[f(a), f(b)] = Fcelab]: f(c)=L.

Véta 1.3 (Weierstrasseova véta).

f€Cla,b] = 3 My =mingejqp f(z), M2 = max,epqp f(2) a x1,22 € [a,0] : My = f(x1), My =
f(x2).

Disledek 1.4. f € Cla,b] nabyvd na la,b] vSech hodnot mezi svou nejmensi a nejuétsi hodnotou
(plyne z 1.2 a 1.3).

Definice (Derivace funkce).
Necht f(x) je definovdna v néjakém okoli bodu zg: = € (zg — &, 20 + J), § > 0.
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Pak limitu (pokud existuje)

lim f(fE) - f($0) —. f/(l_o)
T—T0 r — X
B) —
;lii,% f(@o + })L f(@o) —: f'(x0)

nazyvéme derivaci funkce f(z) v bodé xg.

Znacime

cm(S),C"[a,b], n € N, n > 0...mnozina vech funkci majicich v kazdém bodé x € S, resp. = € [a, b]
spojité viechny derivace a7 do fadu n (C° := C).

Véta 1.5. f'(xg) existuje = f(x) je spojitd v bodé xq.

Véta 1.6 (Rolleova véta).

f € Cla,bl, f'(z) existuje na (a,b), f(a)=f(b)=0 = Fce (a,b): f'(c)=0.

Dausledek 1.7 (Zobecnénd Rolleova véta).

Necht f € Cla,b], f'(z),...,f™ (z) ezistuji na (a,b) a f(xo) = --- = f(x,) =0 pro xzq,..., T, €
[a,b]. Pak 3 c € (a,b) : f™(c) =0.

Dikaz. Indukei vzhledem k n (bez Gjmy na obecnosti lze predpokladat xg < 21 < -+ - < xp):

1) Pro n =1 plyne tvrzeni z 1.6 pro a = g, b = z7.

2) Nechf n > 1 a tvrzeni plati pron —1. Pak 3 ¢; € (z;_1,2;), i =1,...,n: f'(¢;) =0 dle 1.6. Podle
indukéniho predpokladu 3 ¢ € (a,b) : f’("fl)(c) = f(n) (c) =0. O

Véta 1.8 (Véta o extrémech diferencovatelné funkce).

f € C[avb]a f’(l‘) existuje na (aab)a f(xl) = mina:e[a,b] f(l‘), f('rQ) = MaXyc[a,b] f(l') = x; = a nebo
x; = b nebo f'(x;)) =0 proi=1,2.

Véta 1.9 (Lagrangeova véta o stfedni hodnoté pro derivace).
f € Cla,b] a ezistuje vlastni nebo nevlastnd f'(x) na (a,b) = I c€ (a,b):

fb) = fla)

7 =181

Véta 1.10 (Véta o primitivn{ funkei).

f € Cla,b] = 3 funkce F(x) € C'la,b] nazjvand primitivni funkce nebo také antiderivace
funkce f(x) takovd, Ze F'(x) = f(x), pricemZ plati f: f(z)dx = F(b) — F(a).

Zejména tedy muzZeme psdt

il%@mzﬂw

Véta 1.11 (1. Véta o stfedni hodnoté pro integraly).
f€Cla,b] = Fce (a,b):

b
/fquzﬂ@@—@

Véta 1.12 (2. Véta o stiedni hodnoté pro integraly).
f € Cla,bl, g(x) integrovatelnd a neménici znaménko na [a,b] = I ¢ € (a,b):

b b
| t@g@de = 1@ [ gloydo

Pozndmka (Riemannova suma).

Necht f € Cla,b], a=mg <z < -+ <xp =b, ty € (xp_1,71), AT} = Tp — Tp_1.
Pak

- n o0 b
> F(tr) Azy, 2 / () da.
k=1 a

Y op_y f(tr) Az, je tzv. Riemannova suma, pomoci niz lze f: f(z)dx aproximovat s libovolnou
presnosti, jestlize zvolime n dostatecné velké.
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Véta 1.13 (Taylorova véta).
f e C"a,b], zg € [a,b] = pro ¥V x € la,b] I £ =E(x) € I(xo, ) :

f(x) = Pu(z)+ Rn(x)
/ 7 (n)
Pae) = flao)+ o0 0 = a0+ T -0t L o
FrD(e) +1
Ro(z) = — )"t
@ = T @

Disledek 1.14.
Polynom P(z) stupné n je jednoznacné urcen svymi derivacemi P(xq), P'(xq),...,P™ (xo) v libo-
volném bodé xq.
Diikaz. Polozime-li f = P, pak f"*1(z) =0 = R,(x) =0 pro kazdé z. O

Véta 1.15 (Taylorova véta pro funkce vice proménnych).

Necht funkce f(x) := f(z1,22,...,2m) md v bodé Ty = [29,23,...,20] a jeho néjakém okoli spojité
parcidlni derivace aZ do rTddu m + 1 wcéetné. Pak pro libovolny bod x tohoto okoli existuje
5 = [xtl) + gl(l'l - 93(1)),1’(2) + 52(1’2 - Ig), cee 71'21 =+ fm(zm - ‘T?n)]v 0< 51 <1 tak; ze

@) = flao)+ Y ﬁm) +° f2(!m0) A %(v%)
_aige)
R,(x) = CESIN

kde .
0 0 0

& fan) = (o1 =) 4 oz =)+t (o 4% ) o)
prok=1,2,....
Disledek 1.16. Specidlné pro funkci f o m promeénniych, kterd md spojité vsechny parcidlni derivace
aZ do ¥ddu 2 v néjakém okoli bodu xo = [29,23,...,2%] plati pro kazdé © = [x1,xa,. .., 2] 2 tohoto
okoli:
df (x
flar,@a, ... xm) = f(xo) + 1 (o)

oz,

7] 0
- 2

(0 =)+ S5 (0, — 0.
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1.2. Vyhodnoceni polynomu — Hornerovo schéma.
(Piiklady v MATLABu: zktest([], horner’))

’ P(z) = apaz"™ + ap_12" t + -+ ag, P(z)=7? ‘

Pi#imy vypocet:

22 =22 23 =222 - 2" =2""1z = n —1 nisobeni
arz a92? - anz" = n nasobeni
ao + a1z + ...+ ap2" = n secitani

’ Celkem 2n — 1 nésobeni a n seél'tém"

Princip Hornerova schématu:

(«..((anz+ an-1)z+apn—2)z+---+a1)z+ag
——

n—1
4

’ Celkem n néasobeni a n se¢itani = teoretické minimum ‘

Véta 1.17 (Hornerovo schéma).
P(z) = Pi(z)(x — 2) + Po, Pi(z) =bpa™ L +by_12" 2+ + by, by := Py = P(z), kde

bn = an z - ’ . ~ 7. 7 z
by = ap+zbers, k=n—1n-2,...,1,0 } = n nasobeni a n secitani.
Diikaz.
P, (Z‘)QZ‘ + Py = bpa™ + bn_lx"_l + ...+ bgl‘Q + b + by
—zP () = — zbyz ! — ... — b3zz? — bezx — biz
P(QS) = az" + anflxn_l + ...+ a9 + a1x + ag

Odtud porovnanim koeficient obdrzime pozadované vztahy pro by.

Algoritmus.
P Ay, Ap—1 Ap—-2 ... [25] ap
Xz+ Xz+ Xz+
=7 =/ 1= ... 1= /7 |=
bn bn,1 bn,Q b1 b() = P(Z)

Dausledek 1.18 (Rozsifené Hornerovo schéma).
Py(z) := P(x) = Po(2)(x — 2)" + -+ + Po(2)(x — 2)? + P(2)(z — 2) + Py(2), kde
Py(x) = Pyg1(x)(z — 2) + Pr(2), k=0,1,...,n—1.

Diikaz. Rozklad z véty 1.17 aplikujeme n-krdt postupné na Py(x), P(x),..., Pp_1(2):
P0($) =
(. ((Pu(2)(@ = 2) + Poc1(2)) (@ — 2) + Poa(2))(x — 2) + - - + P1(2))(x — 2) + Py(2).

Pn_ 1 (m)

Pp_a(x)

Pl (:E)
Dausledek 1.19 (Vypocet k-té derivace pomoci rozsifeného Hornerova schématu).
P(gk)(z) =klPy(z) prok=0,1,...,n.

Dikaz.

; ro j#£k
[Pj(Z)(x—z)J]ik—)Z:{ Z!Pk(z) gro ;ik
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Algoritmus.
PO : (07%% Ap—1 Ap—2 N as aq ap
X z+ X z+ X z+ X z+
l= Sl 1= e == S l=
P by b, (P 1 bV BV = | Py(2)
X z+ X z+ X z+
l= Sl l= l= /7 1=
P by b2, b, by 0 = |Pi(2)
X z+
= S l=
P, b ™, = | Pi(2)

P, (2)
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1.3. Analyza chyb.
(Piiklady v MATLABu: zktest ([ ], ’numchyby’))

Deﬁnice 1 20 Necht p je aproximace ¢fsla p (p ~ p). Pak E, = p — p nazyvdme absolutni chybou
a R, = =L p 3 0 nazgvdme relativni chybou této aproximace. PiSeme téz p = p + ¢,, pokud
|Ep| < &p (ti.p e [p—ep, D+ &)

vvvvv

(1) 2 =3,141592, T = 3,14 = E, = 0,001592, R, = 0,000507
(2) ¥y =1000000, 7 = 999996 = E, =4, R, = 0,000004
— W—/ —_——

velké mald
(3) z =0,000012, z = 0,000009 :> E = 0,000003, R, =0,25
\W_./
malé mald velkd

Definice 1.22. Rikdme, 7e p aproximuje p na d vyznamnych cifer, jestlize d je nejvétsi nezéporné
celé cislo takové, ze

|Ry| = 2Pl < 105 — 5 5 107 (44D

Priklad 1.23. Uréime poéet vyznamnych cifer pro aproximace z piikladu 1.21:
(1) R, = 0,000507 ~ 122 = (7 = 3,14 ...3 platné cifry dle otekavéni)
(2) 0,0000005 < R, = 0,000004 < 0,000005 =
(3) 0,05 < R, =0,25<0,5=

|DRUHY CHYB

A) Chyba formulace problému (redlny problém ~» matematicky problém)
Tuto chybu nelze zpravidla kvantifikovat, pouze muzeme provérit, zda spoc¢tené vysledky jsou
v souladu s realitou.

B) Chyba numerické aproximace
(matematicky problém ~» numericky problém ~» algoritmus)
Tato chyba se podle okolnosti nazyva
— Diskretizacni chyba: napt. pii vypoctu f; f(x)dz aproximujeme f(x) po ¢dstech kon-
stantni funkei (viz Riemannovu sumu v odst. 1.1).
— Chyba useknutim: vznika v situacich, kdy néjaky nekonecny limitni proces ukonéime po
koneéném poétu krokt, napt. nekonecnou fadu Y~ | x,, usekneme na jeji ¢dstecny soucet

N
Yot T

Obecné lze fici, ze chyby tohoto druhu vznikaji pii nahrazeni komplikovaného matem-
atického vyrazu jednodussi formuli. Snazime se pfitom nalézt horni odhad absolutni nebo
relativni chyby, které jsme se dopustili.

Za typicky piiklad muze poslouzit pfiblizny vypocet funkéni hodnoty f(x) ~ P,(x) pomoci
Taylorova rozvoje 1.13 v okoli néjakého vhodného blizkého bodu xy. Potom

Fr(e)
(n+1)!
Pokud zname hornf odhad | f("*+1)(¢)| < L pro t € I(x, o), spoéteme snadno horni odhad pro

Epwy: [Ep@)l < o™ =t 40y

Piiklad 1.24. e* =1+ u + 2—? + ’g—? + ... je Taylortv rozvoj v bodé u = 0.

Prou = 22, = € [0,%] , n = 4 dostavame L = max
odtud

Ef(r) = f(if) — Pn(if) = Rn((E) = ((E — $0)n+1’ f S J(x,xo).

(n+1)'|33

ue(0,4] | = ed (tOtlZ 56 =e") a

- A Vel _ e
e’ ~1+a? +—+§+I7 |E 2| < 5 75'210

1
=1,045x107% pro z € [o, 2} )
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Pomoci této aproximace pak priblizné spocteme integral:

1/2
p = 0,544987104184 = / e dx ~
0
B 5 T 4972
~ —+—+ =+ -—| =0,544986720817 = p
v 3+215+317+4!9}0 ’ P
_ L e Ve . -6
E, = p—p=0,000000383367, |E,| < 3z =z = 5,225 x 10°° =: ¢,
10-6 . —7 107° . . . .
<R, =17,03442 x 107" < = aproximace na 5 vyznamnych cifer
~ E
R,~R,=-< Efp =9,587 x 107 = aproximace na 4 vyznamné cifry
p p (pesimistictéjsi nez skutecnost)

POZOR! Aproximace R, =~ Ep muze byt nebezpecné zkreslujici pro p (a tedy i pro p) blizké
k nule.

Podobné jako v predchozim piiklade je ¢asto funkce f(h) nahrazena aproximaci f(h), pficemz
je zndm hornf odhad chyby ve tvaru M|h™|, M > 0. Toto vede k nédsledujici definici.
Definice 1.25.
(1) Necht f(h) ~ f(h) adM > 0an € N tak, ze |f(h) — f(h)] < M|h™| pro dostateéné mald
h.
Pak rikdme, ze f(h) aproximuje f(h) s fddem aproximace O(h") a piSeme

f(h)=f(h)+ O™ pro h—0

(2) Jestlize limy, o0 @y, = @, lim, o0, = 02 IK > 0 tak, ze |a, —a| < K|ry,| pro dostatetné
velké n, pak ifkdme, ze a,, konverguje k a s fddem konvergence O(r,,) a piSeme

an =a+ O(ry,) pro n—>oo‘.

Pozndmka 1.26. Ptredchozi definici 1ze jesté dale zobecnit v nédsledujicim smyslu:
Necht a je koneéné nebo a = +oo, pak piseme
(1) f(z)=0(g(z)) prox —a < IM >0ae>0:

F(@)] < Mlg(x)| pro ¥z, |o —a| < ¢

Interpretace: v okoli bodu a se f(z) nelis{ vyznamné od g(zx).

() f(z) = olg(a)) prox —a ¢ lim, ., 18 =0
Interpretace: v okoli bodu a konverguje f(z) k nule rychleji, nez g(z).

Véta 1.27. Necht f(h) = f(h) + O(h™) pro h — 0 a g(h) = g(h) + O(h™) pro h — 0 a
r = min(n, m). Pak _
f(h) £g(h) + O(h").

(

(2) f(h)g(h) = f(h)g(h)+ O(h"), pokud [ a g jsou v néjakém okoli nuly ohranicené.
(3) ﬁ = ﬁ + O(h™), pokud v néjakém okoli nuly je |g(h)| > o > 0 pro vhodné o.
(4) 5(7}’3 = 583 + O(h"), pokud pokud f a é jsou v néjakém okoli nuly ohranicené.

Diikaz. Necht pro dosti mald h je [f(h) — f(h)| < My|h|" a |g(h) — g(h)| < M2|h|™. Potom
<

(1) [f(h) £g(h) = (f(h) £g(h)| < |f(h) = f(R)] + [g(h) — g(R)]
Mi|h[" 4+ Ma|h|™ = (My[h|"™" + Ma|h[™7") [R]".

(2) [fg—fgl=Ifg—fa+ fa— fal <Igllf = fI+1Iflgl =3l <
\\Q/LM1|h|" + [f] Malh|™ < (LiMy|h|"™" + LaMa|h|™ ") |R|",

~—
<L, <Ly <M

kde skutecné f(h) je ohranicend pro dosti mald h (|f(h)| < La), nebot

|f(h) = f(R)| < Ma|h|" = |f(h) — f(R)| — 0 pro h — 0 =

f(h)—e < f(h) < f(h)4e pro dosti mald h, pricemz f(h) je ohrani¢end dle pfedpokladu.
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(3) Plati 1/]gg| < 2/02, nebot
o <lgl =gl =gl + gl < llgl = lgll + |g] < lg — 9] + 9] < o/2+ 4],
kde skute¢né pro dosti mald h je |g — g| < 0/2 vzhledem k
lg(h) —g(h)] — 0 pro h — 0. Pak
11/9—1/9] = (1/l99])lg — 9] < (2M2/0?) |h|™.
——— —_———
<2/c2 M
(4) je ptimym dusledkem (2) a (3).

Véta 1.28 (Réad aproximace Taylorovym polynomem).
Necht f € C"*a,b]; xo, 20 + h € [a,b], potom

Flao +h) = S0y L0 k4 (et

Diikaz. Vyjédieni plyne z véty 1.13, jestlize polozime h := x — xg. Pak

e 41
[Ru(wo + h)| = |f (w0 + h) = Pa(wo + h)| = |ZSG AL, kde &(h) € Ifoo,a0 + 1]

F+(z) je na tomto intervalu spojitd a tedy i ohrani¢end podle 1.3. O

Piiklad 1.29 (O-aritmetika).

Pro el = 1+h+§+}§—?+0(h4) a cos(h) = f%TJr%JrO(hG)
spocCteme formalné rad aproximace pro jejich soucet a soucin.
a) soucet:
h? R h?  ht :
e + cos(h) = 1+h+§T+§?+Omﬂ+1—§?+2?+0m%:
h3 ht
= 2+h+§~sz+0mﬂ+0m%.
! ' oe——
O(ht) O
O(h*)
b) soucin:
h? R h?  ht h? h3
h _ _ 2 i _ _ 6
e cos(h) = O+h+2f%m>o 2f+@)+o+h+2f+a)0m)+
Lbht i — 7 +O(h) o)
h?  ht .
+ (1-5+ 5 ) oY)+ 0" O(°) =
21 4l —_—
O(th)
O(h*)
O(h*)
hS
= l+h—— +O(h*) + O(h%) + O(h*).
O(h*)

Vidime, ze tytéz vysledky bylo mozno obdrzet piimou aplikaci obecné véty 1.27.
C) Chyby vstupnich dat (vstup ~ vypocet programem)
Zdrojem téchto chyb jsou nepfesnosti vzniklé pii pofizovani vstupnich dat. V nékterych
piipadech je zndm apriori jejich horni odhad (napfiklad chyba kalibrace métictho piistroje),
jindy nikoliv (napf. chyby lidského ¢initele).

D) Strojova chyba (algoritmus ~» vypocet programem)
Zdrojem chyb béhem vypoctu je nepiesné zobrazovani Cisel v paméti pocitace jako dusledek
jeji koneéné velikosti.
(1) Strojova reprezentace celych ¢isel na n bita (po¢itdni modulo 2™)
(i) bez znaménka (unsigned integer)

a>0=rozsah: 0 <a<2"—1=(11...1)9

n
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(i1) se znaménkem (signed integer)
a libovolné = rozsah: (10...0)s = —2""1 <a <271 —1=(01...1),.
—— ——
Soucasné vidime, ze prvy git urcuje znaménko: 1=minus, O:plusn.
Je ziejmé, ze v ramci uvedenych rozsaha jsou celociselné vypocty abso-
lutné presné, zatimco mimo né naopak zcela chybné.

Piiklad 1.30 (n = 3).
mod 8
(i) 0 < a < 7:001234567]0123...

mod 8
(i) -4 < a < 3: 0-7-6-5-4-32-10 1 2 3]...

K ¢islu a najdeme v modularni aritmetice ¢islo opaéné —a snadno z rovnice: a+a +1 =
~——

(11...1)2
2" =0 mod 2". Odtud dostavame —a = a + 1, kde a@ vznikne z a negaci po bitech.
Napriklad
a=2 = (010),
2 = (101)
2+2 = (111),
B I
—2=241 = (110),
= 6 mod 8.
V pocitacich se cela ¢isla zobrazuji zpravidla v téchto pfesnostech:
n=8 (lbajt) ... (un)signed char (1 znak)
n=16 (2 bajty) ... (un)signed short integer (polovi¢ni pfesnost)
n =32 (4 bajty) ... (un)signed integer (jednoduchd pfesnost)
n =64 (8 bajta) ... (un)signed long integer (dvojndsobnd piesnost)

Strojova reprezentace redlnych ¢isel na n bitl

Necht ¢ > 2 znaéf zdklad Efselné soustavy. V poéitacich pracujeme s éisly nejcastéji
v soustavach ¢ = 2, 8, 16. Presné redlna cisla se reprezentuji v tzv. semilogaritmickém
tvaru pohyblivé fddové carky (normalizovand mantisa + exponent):

mantisa

p = :tdl,dgdg .. .dkdk+1 . qu s

kde e € Z je exponent a 1 < d; < ¢g—1, 0 <d; <g—1 (proj > 1) jsou cifry man-
tisy. Zejména v piipadé q = 2 je d; = 1, takze tento bit je mozno vyuzit pro zobrazeni
znaménka mantisy (1=minus, 0=plus).

Strojova realna ¢isla se ukladaji pouze s koneénym pocétem k cifer mantisy. Obdrzime tak

piibliZznou reprezentaci, ktera vznikne bud pouhym odseknutim (chopping) piebyvajicich

cifer nebo se navic posledni k-td cifra dy zaokrouhli (rounding). Soucasné se také
vhodné omezi rozsah exponentu: —epi, < e < enax. Dostdvame tedy tyto aproxi-
mace:
a) ﬁ: ﬂchop(p) = :|:d1, d2d3 e dk X qe,
s absolutni chybou aproximace 0 < |p — p| < ¢¢~(
b) ﬁ: ﬂround(p) = :|:d17 dgdg . dk—ldk X qe, dk = round(dk, dk—i—l .. )
s absolutn{ chybou aproximace 0 < |p — p| < %qe_(k_l).
Piiklad 1.31.
(a) ¢g=10, k=6

CEVGY fleno (p)
= 22 — 3 1428571428 = hop
£ 7 lround(p)
b) q=2, k=5

k—1)
b

= 3,14285 x 10°
3, 14286 x 10°

flenop(p) = (1,1001)2 x 274

flouna(p) = (1,1010)9 x 274
Tento ptiklad je soucasné ilustraci ¢isla, které ma koneény pocet cifer v dekadické
soustavé, ale nekoneény pocet cifer v binarni soustavé a neni tedy v paméti
pocitace zobrazeno pfesné.

V pocitacich se realnd ¢isla zobrazuji zpravidla v téchto presnostech:

p=0,1=(1,1001T001)5 x 2~* = {
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a) jednoduchd presnost (4 bajty):
n = 32 = 24 bith mantisy + 8 bitu exponentu
Rozsah exponentu: 9T <e<2" -1
~—

——
—128 127

Dekadicky rozsah:

2,938736 x 10739 az 1,701412 x 1038, kde

2,938736 x 10739 =1 x 27128 3

1,701412 x 1038 = (1,11...1)y x2127 = 2 x 2127 = 2128
—_——

~2
Dekadickd presnost mantisy:
2723 = 1,2 x 1077 = cca 7 dekadickych cifer piesnosti, coz viak vzhledem
k ptikladu 1.31(b) neznamend, ze kazdé ¢islo s nejvyse 7 dekadickymi ciframi mus{
byt zobrazeno presné.
b) dvojndsobnd piesnost (8 bajtu):

n = 64 = 53 bitu mantisy + 11 bitu exponentu
Rozsah exponentu: 210 << 9l0 1,

~— ——

—1024 1023
Dekadicky rozsah:
5,562684646268003 x 10739 az 8,988465674311580 x 10307, kde
5,562684646268003 x 107309 = 1 x 271024 5
8,988465674311580 x 10397 = (1,11...1)y x21023 = 2 x 21023 — 91024,

———

~2
Dekadicka presnost mantisy:
2752 =2 2 x 10716 = cca 16 dekadickych cifer piesnosti.

Bézné pouzivana binarn{ reprezentace dle normy IEEE (napf. pocitace tiidy PC)
je v ponékud modifikovaném tvaru:

’]7: ﬂIEEE(p) = S €1peges ... ceods, ds ... ds3

)

kde

e slds,ds...ds3 ... mantisa se znaménkovym bitem s (1=minus, O=plus) a
dvéma bindrnimi misty pfed fddovou ¢arkou (d; = 1 a ds),

e ¢ = (ejpeges...€p)2 ...exponent v 11-bitové bindrni reprezentaci se znaménkem
podle (1)(ii) v symetrickém rozsahu —(210 — 1) < e < 219 — 1. Tedy &1 = 1
odpovidé nezdpornym hodnotdm exponentu a e19 = 0 zdpornym hodnotam,
piicemz pifpad e = —2'° byl vyloucen, nebot pro néj jsou vsechny bity ex-
ponentu éjpeges . . . eg nulové a vznikla by kolize s vyjadienim ¢isla 0, ktera
je ddna nulovymi hodnotami vSech bitu IEEE reprezentace (jinak totiz tyto

nulové bity by uréovaly kladné &fslo (10,0...0), x 272°).
SIRENI CHYB PRI VYPOCTU A ZTRATA PRESNOSTI]
Zdroje chyb:
e chyby vstupnich dat (nepfesnd méfeni),
e strojové chyby ¢isel v pohyblivé fadové ¢arce.
Budeme vysSetiovat sifeni chyb pii provadéni aritmetickych operaci.
Priklad 1.32. Necht p =p+ E, a ¢ = ¢+ E,, pak dostdvame pro
a) soucet a rozdil
E,+E
Eprqg=Ep £ Eq| a |Rprq= =55
Dikaz. Eprg=p+q)—@Pxq) =p—-px(g—q =E,+E,. O

b) ndsobenf{

E,g =pE,+qE,+ E,E, ~DE,+ qE,| a qu:%%RerRq.
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Dikaz. Epq=pq—pq= P+ Ep)(@+E,) —pg =pE,+¢E, + E,E;, kde E,E, ~ 0. Pak

PE.+GE, _ 5 E, |, GEp ostli . B
~ 22T — Pa . 978 oy + stliz lozime 2 ~1a % ~ 1. O
R, o1 »a T a7 =~ Bp+ Ry, jestlize polozime 7 ay

Dausledek 1.33. |E,| <¢p, |E,| <egy =

a) |Eptql < |~Ep‘+|~Eq| < ~€p+5q-
b) |Epql = [PE,+qE < |pleg + |dlep.

Pro odhad absolutni a relativni chyby obecné operace dané funkénim pfedpisem lze uzit nasledujici
obecnou vétu.

Véta 1.34. Nechl q = f(p1,p2,---,0n) = f(P) api = ;i + E; proi = 1,2,...,n. Polofme p =
[P1,D2,--,Dn] @D = [P1,D2,-.-,Pn]. Md-li f spojité vsechny parcidlni derivace az do Tadu 2 v néjakém
okoli O(p), p € O(p), potom

n  Of(p n  Oln|f(p
Eq=Epp) =i 51(5) Ei| a |Rg=Rpp) =i, algj;(p)‘Ei

pokud | f| >0 v O(p).

Dikaz. Uzijeme Taylorovu aproximaci z 1.16 v okoli p:

Eip) = f(p) — [(p) Z 851(5) (pi —pi) = Z 851(5) E;.

Piitom zanedbdni vyssich ¢lentt Taylorova rozvoje je opréavnéné, nebot v nich vystupuji souéiny typu
EE;. ...

Pouzijeme-li misto f funkce g(p1,pa2,...,0n) :=In|f(p1,p2,...,pn)|, pak

~ of () n _
39(?) _ Opi —al®) ~ af(p) E,L ~ Ef(i’) _ ~ ~
ap; = f(ﬁ) = g(p) g(p) Z Op; f(ﬁ) f(ﬁ) Rf(p) Rf(p).

Dusledek 1.35.

. 2f (P
|Ei| <eiproi=1,2,....n = quEf(p)ézzl:l ('J)c;(f)gi

Pozndamka 1.36. Vztahy z pifkladu 1.32 dostaneme ihned z véty 1.34, jestlize polozime f(p,q) = p+q,

resp. f(p,q) = pq. Podobné odvodime jesté vztahy pro podil, jestlize f(p,q) = fli:

| 5 GE,—JE 7
Be ~ 2B,-Lp, =T P g, < lea t Il _ o
K q q q K q q
- 4B, -PE,§ E, E, ~ =
Ry ~ Rpn®Tn P20l _Dv_ Z4_R R ~R,-R,
K K q p p q

Pozndmka 1.37 (Ztrata presnosti pii ode¢itani blizkych éisel).

Podle 1.32a) je R,y < PeHE kde p— g — 0= |R, | — 0.

Situaci demonstruje nasledujici ptiklad:

p = 3,1415926536, ¢ = 3,1415957341 maji 11 vyznamnych cifer, tj. podle 1.22 plati |R,|, |R,| <
5 x 107'2. AvSak p — ¢ = —0,0000030805 mé4 jen 4 vyznamné cifry, tj. |[R,—4] < 5 x 1075.

Vskutku:

|Ep| = pIRy| a |Ey| = q|Ry| = |Ep + Ey| < |Ey| + |E,y| < max(p,q) x 2 x5x 10712 =¢x 107! =

_ |Ept+Eg] gx10~11 3,15x107 11 _5 _5
|Rp—q| = —a- < 3.0805x10°° < “3x10-F = 1,05 x 1072 < 5 x 107°.

Priklad 1.38.
Tento piiklad ilustruje jednostrannou kumulaci chyb pii opakovaném secitani na pocitaci pracujicim
s presnosti na 9 dekadickych cifer (absolutni chyby se secitaji podle 1.32a) ):
100000
> 0,1 =9999,9947.
k=1

Duvodem je skutecnost, ze ¢islo 0,1 ma podle 1.31(b) nekoneéné mnoho bindrnich cifer a jeho strojova
reprezentace je tedy pouze priblizna.
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2. RESENI NELINEARNICH ROVNIC
Algoritmy v MATLABu: vesely(’nummet/iterace’), jmathews(’chap_2’)
y J p
Formulace problému:
Je déna rovnice
f(z) =0, resp. g(x) =z, = € [a,b)]. (2.1)

Naleznéte (alespon jedno) feseni, tj. p € [a,b] takové, ze f(p) = 0, resp. g(p) = p. Redeni p rovnice
(2.1) nazyvame kofenem funkce f, resp. pevnym bodem funkce g.
Pozndmka. f(z) =0 <& g(x) ==z, kde g(x) =2 + f(z) nebo g(z) =z — f(x).

Postup reSeni:

a) Separace kofenii: Nalezneme déleni a = ap < a1 < -+ < ag = b tak, ze v kazdém subin-
tervalu (ag,ar1+1), k=0,1,..., K — 1 lez{ pravé jedno feseni rovnice (2.1).
Postup: zvolime dostateéné hustou sit x,, = a+nAz, n=0,1,...,N, Az = b’T“ a vykreslime

graf funkce f(z), resp. g(x) — x na intervalu [a, b]. Napiiklad v MATLABu staci provést:
dx=(b-a)/N; x=a:dx:b; plot(x,f(x));
7 grafu odhadneme piiblizné pozice délicich bodu ay, které separuji pruseciky grafu s osou x.
Musime ovSem dévat pozor, aby Az bylo dostatecné malé. Jinak by se mohlo stat, ze mineme
kotfeny lezici ve vzdalenosti mensi nez Ax.
Misto hrubé vizuélni lokalizace kofent lze postupovat i exaktnéji. Napiiklad knihovna jmathews
nabizi funkci approot.m (+ demo a2_4.m), kterd vraci ptiblizné pozice kofent 71, ...,y . Je
zde pouzit nésledujici jednoduchy algoritmus pro nalezeni r;:
r;= %(xnﬂ + x,) pro nékteré n > 1, je-li splnéna nékterd z téchto podminek (y, := f(z,)):
(1) Yn—1Yyn < 0 (funkce méni znaménko) nebo
(i) |yn| < € a (Yn — Yn-1)Yn+1 — Yn) < 0 (funkéni hodnota v z,, je mald a tetna méni
znaménko — snaha zachytit dvojndsobny koten, ktery je bodem dotyku grafu s osou x).
Po provedené separaci pak v kazdém subintervalu [ak, axy1] zpfesiiujeme pozici (jediného)
kofene vhodnou itera¢n{ metodou (viz b)).
Nadéle tedy muzeme predpokladat, ze p € [a, ] je jediné Teseni rovnice (2.1).
b) Nalezeni feSeni p € [a,b]: Zkonstruujeme vhodnou konvergentni posloupnost {p,, }52 o, pn — P,
kde pg je pocdteéni{ odhad ad a). Pro dostatetné velké N pak muzeme py povaZovat za
dostatecéné presnou aproximaci hledaného kotene.

Definice 2.1. Rekneme, Ze kofen p rovnice f(x) = 0 mé nésobnost M (M € N), jestlize existuje
funkce h(z) takovd, ze f(z) = (x — p)h(z) a 0 # |h(p)| < +oo.

Lemma 2.2. f(z) € CM[a,b], f(p) = f'(p) =--- = fMV(p) =0, fA(p) #0 = p je koFenem
f(x) o ndsobnosti M.

Kritéria pro ukonceni iteracniho procesu
Necht |E,| < &, a |R,| < pn jsou horni odhady po fadé absolutni a relativni chyby.

(KAE) Test, zda absolutni chyba je mensi nez zadand piesnost 6 > 0
(a) €, < 6, pokud zndme &,
jinak
(b) |En| ~ |pn _pn—1| <0
(nemusi byt spolehlivé, pokud f(pn—1)f(pn) > 0, kdy kofen nelezi v I[p,_1, pn])
(KRE) Test, zda relativni chyba je mensi nez zadand pfesnost § > 0
(a) pn < 9§, pokud zndme p,,

jinak
2|pn—Pn—1 n n—
(b) |Rn| ~ % < 3, kde Pnltlencil & 1)
(nemusi byt spolehlivé, pokud f(pn—1)f(pn) > 0, kdy kofen nelez v JI[p,—_1,p,] nebo
pn ~0)

(KY) Test, zda funkéni hodnota je mensi nez zadana tolerance € > 0: |f(p,)| < &
(KD) Detekece dvojndsobného korene

[f n—D)|, | f ()], | f (Pr+1)| < € (malé funkéni hodnoty v okoli p,,)
a soucasné

(f(pn) = f(Pn-1))(f(Prt1) — f(prn)) < 0 (teéna méni znaménko).
Lokalizace kofenu s vyssi nasobnosti nez 2 je problematicka.
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Vyse uvedend kritéria lze vhodné kombinovat uzitim logickych spojek disjunkce |, pfipadné konjunkce
&, napiiklad (KAE) | (KY), piipadné (KAE) & (KY).

2.1. R4ad konvergence. Aitkenova metoda zrychleni konvergence.
Definice 2.3 (Réd konvergence). Necht p, — p pron = 0,1,2,..., e, := p — p,. Jestlize existuji
A>0,R > 0 tak, ze

lim % = lim |en+11%\ = A (tzv. asymptotickd chybovd konstanta), (2.2)
n—0oo |p_pn| n—0o0 ‘en|

pak fikdme, ze {p,}22, konverguje k p s fddem konvergence R.
Speciélni pripady: linearni konvergence (R = 1), kvadraticka konvergence (R = 2).
Pozndmka. Pro velké n (2.2) = |eny1| = Alen|R, tj. se zvétsujicim se R roste rychlost konvergence
en — 0. Napitklad pro R = 2 a |e,,| &~ 1072 miizeme ocekdvat |e, 11| ~ 10~*. Pro nékteré posloupnosti
pritom R nemusi byt celé ¢islo.
Definice 2.4. Pro {p,}5%, nazyvame {AFp,}>°, posloupnosti jejich k-tych diferenci (k € N),
jestlize

App = Pnt1 — P,

A2pn = A(Apn) = Pn+2 — Pn+1 _(pn+1 - pn) = Pn+2 — 2pn+1 + Pn,

—_———— —

Apn+1 Apn

Akpn = A(Akilpn)
Véta 2.5 (Zrychleni konvergence Aitkenovou extrapolaci).
Necht {pn}5°¢, pn — p. Jestlize plati
(1) p—pn # 0 pro dosti velkd n,
(2) 3 A, [A] <1 tak, Ze limy, oo ©2225 = A (alespori linedrni konvergence, nebot mize byt
4-0),
potom posloupnost {q,}22 ), kde

= P — (Apn)2 = Py — (anrl _pn)2 _ PnPn+2 7p$1+1
" " A2pn " Pn+2 — 2pn+1 + Pn Pn+2 — 2pn+1 +pn

(2.3a)

konverguje k p rychleji nez {p,}52 o v tom smyslu, Ze limn_,oo|£:g" | =0, pricemz A%p,, # 0 pro dosti
velkd n. '

Pozndmka 2.6 (Pfiblizné odvozeni vztahu (2.3a)).
Dle (2) plati pro velka n pfiblizné:
P s A i s (o p) R (0 ) pes) =
P = 2pPps1 + Py R PP — PPut2 = PPn + Dubnto-
Odtud po upravé obdrzime
PnPnt2 = Dot
" Pnt2 — 2Pnt1 + D0’

coz odpovida (2.3a).
Aitkenova extrapolace se nékdy nazyvé Aitkentiv A%-proces.
Vétsinou alternativné pouzivame zrychlenou posloupnost {p}, }52, (n > 2):

Po—2Pn =Py (pa—pa-1)® _ (Appa)?
P20t 4Pz O Pu—2aitpae Lt AZpy
Jeji formalni vyhodou je, ze pro vypocet p], pouzivé pouze hodnoty p; pro j < n a nikoliv budouci
hodnoty jako v (2.3a).

Piiklady (MATLAB).
zktest([],’itaitken’)

Algoritmus (MATLAB).

vesely(’nummet/iterace’): aitken.m

Pp =2 = (2.3b)



NUMERICKE METODY 17

2.2. Metody déleni intervalu.
Predpoklady: f(z) € Cla,b], f(a)f(b) <0, f(p)=0.
Definice 2.7.
Necht ¢ : R x R — R je libovolna funkce dvou proménnych takova, ze z1 < ¢(z1,72) < z2 plati pro
kazdé x1, 22 € R, 21 < z5. Konstruujeme kone¢nou nebo nekoneénou posloupnost intervalu {[a,, bn]}n
tak, ze [ag,bo] D [a1,b1] D -+ D [an,bn] D ..., p € (an,by) pron =0,1,..., takto:
(1) ag:=a, by =10
(2) Jestlize [ay, by] je jiz zkonstruovano, polozime p,, := ¢(ay,b,). Mohou nastat tii piipady:
(o) je-li f(pn) =0, pak p = p, je kofen a konstrukce konci;
jinak polozime:
(6) Gnt1 i= Qn, bpy1 = pp, pokud f(an)f(pn) <0 ( ~ f(pn)f(bn) > 0)
(7) @n+1 3= pn, bny1 :=bn, pokud f(an)f(pn) >0 (& f(pn)f(bn) <0)
Vyse popsand konstrukce posloupnosti {p},, se nazyvd metodou déleni intervalu s délici funkci
©.
Véta 2.8. Jestlize b, — a, — 0, pak |p, — p| < bpy1 — ant1 a tedy p, — p.

Specialni pripady
(1) Metoda pileni intervalu (bisekce)

. T1t® ; — Qntby
Cp(fﬂl,l'g) = 12 Zatt]'pn* 2

Piiklady (MATLAB).
zktest([],’itbisek’)

Algoritmus (MATLAB).
vesely(’nummet/iterace’): itbisek.m
jmathews (’chap_2’): bisect.m (+ demo a2.2.m)

(2) Metoda regula-falsi

pr, uréime jako prusecik spojnice bodu [ay, f(an)] & [bn, f(by)] s osou x:

ek = 5258 = b = b - iy

Tedy délici funkce je v tomto pripadé definovana predpisem:
o(x1,29) =22 — 7]}%22))@?;11)).

Piiklady (MATLAB).

zktest([],’itregfal’)

Algoritmus (MATLAB).

vesely (’nummet/iterace’): regfalsi.m, itregfal.m
jmathews(’chap_2’): regula.m (+ demo a2.3.m)

(3) Metoda zlatého fezu

y := p(x1,z2) je urteno pomérem % = T2, coz je ckvivalentni s FeSenim kvadratické
2

rovnice (y — z1)° — (2 — y)(z2 — z1) = 0 vzhledem k y.

(4) Metoda Monte Carlo (ndhodné sttilent)

o(z1,2) je ndhodné &islo mezi z1 a xo.

Algoritmus (MATLAB).
x1 + (x2-x1)*rand(1)

Véta 2.9 (Konvergence metody puleni intervalu). Necht f € Cla,b], f(a)f(b) < 0 ap € (a,b) je
jeding koren f(p) = 0. Je-li {pn}n posloupnost metody puleni intervalu, pak |p — pn| < é’[—ﬁ pro
n=0,1,... atedy lim, . p, = p.

Dusledek 2.10. N = int(m(b:g#) je pocet iteraci metody puleni intervalu, po jehoZ dosazeni je
chyba aprozimace kotene p mensi nez predepsand tolerance 6 > 0, tj. |p — pn| < 0.

o . P—Pntl| ~_ 1: b—a 2”+1 _ . . -
Dusledek 2.11. hmnaoo|ﬁ| ~ liMy o0 7% 5= = 0,5 (linedrni konvergence).

Poznamka . Metoda puleni intervalu konverguje pomalu — podle 2.11 se po kazdé iteraci chyba
redukuje pfiblizné na jednu polovinu, neboli pfesnost se zvysi o jedno bindrni misto. Protoze 107! ~
(3)%?3 je ke zvySen{ piesnosti o jedno desetinné misto potieba nejméné tif iteraci.
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Véta 2.12 (Konvergence metody regula falsi). Necht f € Cla,b], f(a)f(b) <0 ap € (a,b) je jediny
koten f(p) = 0. Pak posloupnost iteraci {py}n metody requla falsi konverguje k p linedrné.

Véta 2.13. Je-li f konvexni (resp. konkdvni) na intervalu [ay,,by] a x, € {an, by} je ten z kragnich
bodi, pro néjz f(xn) > 0 (resp. f(xn) < 0), pak x,, zistdvd v daldich iteracich metody regula falsi
pevny, tj. Tp = @y, nebo x, = by, pro kazdé m > n.

Pozndamka 2.14. D4 se ukdzat, ze v konkdvnim, resp. konvexnim piipadeé je |p — pny1| = Anlp — Pnl,
kde A, < % pro velkd n. Konvergence je linedrni jako u metody puleni intervalu, avsak s asymp-
totickou chybovou konstantou lim,, o, A, = A < % Lze tedy ocekavat, ze metoda regula falsi bude
mirné rychlejsi nez metoda puleni intervalu. Je rovnéz vidét, ze na rozdil od metody puleni intervalu
by — @ — 0, nebot b,, — a, > p — a, nebo b, — a,, > b, — p pro dostatecné velkd m > n.

2.3. Metoda pevného bodu.
Rovnice: © = g(x),z € [a,b].
Definice 2.15. Bod p € [a, ], pro néjz p = ¢g(p) nazyvame pevnym bodem funkce g(z).
Definice 2.16 (Metoda pevného bodu).
Necht py € R libovolné a p,,+1 = g(pn) pron = 0,1,. ... Pak posloupnost {p, }>°, nazyvéme posloup-
nosti iteraci metody pevného bodu (PB-iteraci) funkce g. Bod py nazyvdme startovacim
bodem této posloupnosti.
Véta 2.17. Necht g(z) je spojitd na R a {p,}5°, je posloupnosti jejich PB-iteract, kterd je konver-
gentnt, p = lim,_ .o pn. Pak p je pevnym bodem funkce g.
Véta 2.18. Necht g € Cla,b]. Potom
(1) g([a,b]) C [a,b] = g md pevng bod v [a,b].
(2) Jestlize navic g splﬁuje Lipschitzovu podmz’nku s konstantou 0 < K < 1, tj. |g(x) — g(z')] <
K|z — 2|V z,2" € [a,b] (nebo existuje ¢’ na (a,b), |¢'(x)]| < K <1V z € (a,b)), pak g md
jeding pevny bod v [a,b].
Véta 2.19 (Véta o pevném bodu). Necht p je pevny bod funkce g(x) a J = [p—48,p+ 9] C [a,b], jeho
§-okoli (6 > 0). Necht g(z) je na J definovdna (resp. zde navic md derivaci g'(z)) a {pn}n:() je jeji
posloupnost iteract se startovacim bodem py € J. Pak
(1) |g(z) —gp)| < K|lx—p|, 0< K <lproxzed (resp. |¢'(z)| <K <1, prox €)= p, —p
apy €7 pro kazdé n=0,1,....
Takovy pevny bod p nazyvame pritahujicim pevnym bodem.
(2) lg(z) —g(p)| = |z —p| pro x €T (resp. |¢’(x)] = 1 pro x € T) = p, - p, pokud py # p a
soucasné (g(x) =p = x =p nala,b]).
Jestlize |g(z) — g(p)| > K|z —p|, K > 1, prox €7 (resp. |¢'(z)] > K > 1 pro z € J), pak
navic p, €I =3I m>n:p, ¢7J.
Takovy pevny bod p nazyvame odpuzujicim pevnym bodem.
Dausledek 2.20. Za predpokladi véty 2.19(1) plati ndsledujici odhady chyby aprozimace:

(1) |p—pnl < K"|p—po| pron > 1.
(2) [p — pa| < B2l prg > 1.
(3) [p—pul < 1,Klpn Pn-1| pron > 1.

Jestlize |¢'(x)| < K <1 na J, pak

Ip— ol < 58 p — po 1| < 2 lpn — poa| pro vhodné &1 € I[pn_1,p]-

4) K< 5= 1p—pal <[P0 —pal.
Poznamka 2.21. Pokud ¢'(x) € C(J), pak tvrzeni (1) a (2) véty 2.19 lze vzhledem ke spojitosti ¢’ (z)
nahradit po fadé jednodussimi kritérii:
(1) 1g'(p)| < 1,
(2) lg'(p)| > 1.
Totiz z nich pak plynou puvodni (1) a (2) takto:
Pro vhodné ¢ > 0 lze kolem p nalézt dostatecné malé okoli O(p) C J, v némz plati
lg'()] < 1g'(p)| + & < 1 v pifpadé (1), resp. |¢'(x)| > |g'(p)| — € > 1 v pifpadé (2).
Priklad 2.22.
(1) Reste 22 =¢, ¢ >0
(i)a?=c & z2=<S=g@) =% m= e, D2 = gfpr = Do,-.. aPro pg # +/c dostivime
alternujici divergentni posloupnost. Totiz |¢'(z)| = |-%| = [¢'(Ve)| = 1, |¢'(z)] < 1
pro x > +/ca |¢g' (xz)] > 1 pro z < +/c.
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(i) 2 =c & 222 =a’+c & =3 (v+<) = g(x) = 3(a+%2), ¢'(x) = 31 (1-5), ¢ (Vo) =
0. Podle 2.19(1) p,, — /c konverguje velmi rychle s uvdzenim 2.20(1), nebot konstanta
K=0.

Vidime, ze volbou g(z) muzeme vyrazné ovlivnit konvergenéni vlastnosti piislusné posloup-
nosti PB-iteraci.

(2) Rovnice z = 2¢/x — 1 m4 jediny pevny bod p = 2 pro « > 1, pficemz ¢'(x) = 1/v/ax — 1 a tedy
gd2)=1,¢(x) >1prol <z <2ag/(x)<1prox > 2. Neni tedy splnéna zadnd z podminek
(1) a (2) z pozndmky 2.21, abychom mohli jednozna¢né rozhodnout o konvergenci ¢i di-
vergenci. Numericky experiment (viz zktest (-1, ’itpevbod’)) ukazuje divergenci zvolime-li
pocatecni aproximaci pg = 1,5 < 2 v levém okoli a naopak velmi pomalou konvergenci pro
po = 2.5 > 2 z pravého okoli.

Z (1)(i) a z (2) muzeme tedy usuzovat, ze v piipadé ¢'(p) = 1 posloupnost muze i nemus{ konvergovat.
Algoritmus (MATLAB).

vesely(’nummet/iterace’): fixpoint.m
jmathews(’chap_2’): fixpt.m (+ demo a2_1.m)

2.4. Newton-Raphsonova metoda.
Predpoklady: f(x) € C?[a,b], f(p) =0, f'(p) #0, p € [a,b].

Konstrukce posloupnosti iteraci:

® pg ...pocatecni aproximace
e Je-li p, jiz zkonstruovdno, pak p,.1 nalezneme jako prisecik te¢ny v bodé (pn, f(pn)) s osou

x:
0— f pn)
7/ (pn) = = L0n),
Pn+1 — Pn
Odtud dostavame iteracni schéma Newton-Raphsonovy metody:
fpn)
Pnt+1 = Pn — pron=20,1,2,... 2.4
" f/(pn) ( )

Pozndmka 2.23. Ttera¢ni schéma (2.4) lze povazovat za iterace pevného bodu funkce g(z) =z — f(w))
nebot pro z € [p — §,p + §] pii dostateéné malém & > 0 je f/(x) # 0 a tedy

_ f(z) _ _J@ _
T=z— gy © 0=—55 & f(z) =0.

Spoctéme ¢'(x):

/ ’ ! o " " "

o= (a- L) 2y LIE SIS S0 1y

f'(x) f'(x) f'(x) f'(x) f'(x)
Protoze f(p) = 0 a f'(p) # 0, je ¢'(p) = 0 a posloupnost (2.4) Newton-Raphsonovych iteraci tedy
splituje predpoklad 2.21(1’). Dokézali jsme tak nédsledujici tvrzeni.
Véta 2.24 (Newton-Raphsonova véta).
Necht f € C?[a,b] md koven p € [a,b], tj. f(p) = 0. Jestlize f'(p) # 0, pak existuje § > 0 tak, Ze
posloupnost (2.4) Newton-Raphsonovych iteraci {p,}>2 konverguje k p pro libovolné py € [p — d,p + 4],
pricemZ p, € [p— 0,p + 0] pro kazdé n =0,1,2,....

Dasledek 2.25 (Newton-Raphsonovy iterace pro hleddni druhé odmocniny).
Necht ¢ € R, ¢ > 0 a po > 0 je libovolny poédteéni odhad \/c. Definujme posloupnost {p,}>
rekurzivné takto:
1 c
Pn+1 = 2<pn+> pr0n2071727"'7

Pn
pak pn, — /¢ prin — oo (viz téZ priklad 2.22(1)(ii)).
Véta 2.26 (Rad konvergence Newton-Raphsonovy metody).
Necht posloupnost Newton-Raphsonovyjch iteraci (2.4) konverguje ke kofenu p funkce f(x). Oznacime-li

en =p—pn pron = 0,1,..., pak za predpokladi véty 2.24 tato posloupnost konverguje kvadraticky
s asymptotickou chybovou konstantou

; |€n+1| |f”(p)‘
A= lim = .
n—oo len|>  2|f'(p)|
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Dikaz. Vezmeme prvé dva ¢leny Taylorova rozvoje funkce f(x) v bodé p,, pro x = p (viz 1.13):
f"(&n)
2!

Po vydéleni rovnice (2.6) hodnotou f’(p,) a tpravé dostaneme po limitnim prechodu n — +oo
pozadovany vztah. O

0= f(p) = f(pn) + f/(pn)(p *pn) + (p 7pn)23 gn € j(pvpn)' (26)

Véta 2.27 (Zrychlend konvergence Newton-Raphsonovy metody).
Necht posloupnost Newton-Raphsonovijch iteraci (2.4) konverguje linedrné ke kofenu p ndsobnosti
M > 1 funkce f(x). Potom modifikovand posloupnost

- _ f(pn)
Pn+1 = Pn F(pn)’

n=0,1,... (2.7)

konverguje kvadraticky k p.

Pozndmka 2.28. 7 pozndmky 2.23 vidime, ze Newton-Raphsonova metoda (2.4) predstavuje optimélni
postup jak feSenf rovnice f(x) = 0 pfevést na fesenf rovnice z = g(x) metodou pevného bodu, nebot
g'(p) = 0 vede k rychlé konvergenci s nejmensi moznou konstantou K = 0 (viz 2.20(1)).

Dobi‘e je toto demonstrovano na ptipadu rovnice 22 = ¢ z piikladu 2.22(1) , kdy nevhodny postup (i)
nevede ke konvergentni posloupnosti. Naopak postup (ii) zduvodnény ve 2.25 davé rychle konvergentni
posloupnost. Napiiklad pro ¢ = 5 (hleddme v/5) a py = 2 dostévame:

_2+5/2
2

2,2 2,2
=2,25, py = %/5 =2,23611111,

2,23611111 + 5/2,23611111
o 2

P1

D3 = 2,236067978, ..., pr = 2,236067978 pro k > 4.

Tedy jiz po Gtyfech iteracich dostdvame v/5 s presnosti na 9 desetinnych mist.
Véta 2.29 (Odhad chyby Newton-Raphsonovych iteraci).

Za predpokladii véty 2.24 necht |’},,/((;))| < L pro x € J|p,_1,p|. Pak plati

(1) Llpn =po-1l €K <12 |p—pal < 25 P0 = Paal,
(2) Llpn = po—1] < 5 = [p = pal < |pn — Po1l.
Uvedeme jesté dvé tvrzeni, pomoci nichz lze snadno ovéfit, zda pocatecni aproximace pg byla
zvolena dostateéné blizko p tak, aby byla zarucena konvergence podle 2.24.

Véta 2.30. Necht {p,}32, je posloupnost Newton-Raphsonovych iteraci (2.4). Oznacme
Iy :=J[po,po + 2(p1 — po)]. Jestlize 2|p1 — po|M < |f'(po)|, kde M = max,ep,|f" ()|, potom p,, € Iy
pron=0,1,... alim,_. pp =D, kde p je jeding koten f(x) na intervalu I.

Véta 2.31. Necht f'(z) # 0, f"(x) neméni znaménko na intervalu [a,b] (tj. f(x) je konvexni nebo
konkdvni na [a,b]) a f(a)f(b) < 0. Jestlie \%| < b—a a souCasné |]{,(—(bb))| < b—a (tj. iterace
odstartovand v krajnim bodé intervalu [a,b] nepadne mimo tento interval), potom posloupnost New-
ton-Raphsonovijch iteract (2.4) konvergugje pro libovolnou pocdtecns aproxzimaci py € [a, b] k nékterému
kotenu p € [a,b] funkce f(x).

Priklady (MATLAB).

zktest([],’itnewton’)

Algoritmus (MATLAB).

vesely(’nummet/iterace’): newton.m

jmathews(’chap_2’): newton.m (+ demo a2_.5.m)

2.32 (Uskah’ Newton-Raphsonovy metody).
Véta 2.24 neddvéa konstruktivni ndvod k nalezeni §-okoli kofene p pro volbu pocateéni aproximace
po. Z jejiho dikazu vyplyvd pouze moznost odhadnout toto okoli z grafu funkce ¢'(z) = %ﬂ;gz)
tak, aby |¢'(z)] < K < 1. Jestlize neprovéiime dostateéné predpoklady této véty, muze se stit, ze
zkonstruovand posloupnost {p,}52, bude vykazovat neotekdvané chovani. Typické jsou nésledujici
piipady:
(1) f(xz) > 0nebo f(x) < 0 pro kazdé = € R.
Tedy f(z) nem4 redlny koten a {p,}>2, nekonverguje, napiiklad
f@)=22 -4z +5=(x—-2)2+1>0.
(2) po je piilis daleko od kofene p.
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a) {pn}o2, muze konvergovat k jinému kofenu (mimo uvazovany interval).
Napiiklad u funkce f(x) = cos(x) hleddme p = 7 a zvolime py = 3. Potom
p1~ —4,015, py ~ —4,853,...,p, — —3F = —4, 71238898
(viz téz zktest (-12,’itnewton’)).
b) {pn}rL, je cyklicky divergentni.
V posloupnosti se objevuji tzv. cykly, kdy po konetném poctu kroku se ¢leny posloup-
nosti opakuji bud piesné nebo piiblizné. Napiiklad f(r) = 23 — 2 — 3 pii po = 0 déva
p1 = —3, po = —1,961538, ps = —1,147176, ps = —0,006579 =~ 0, takze uvizneme
v ptiblizném cyklu fddu 4, tj. ppia = p, (viz téZ zktest (10, itnewton’)).
(3) Osa x je asymptotou funkce f(z) pro x — +oo nebo pro x — —oo.
V tomto piipadé muze p,, — 400 nebo p, — —oo pii f(p,) — 0 a algoritmus se muze zastavit
s ohldsenim falesného kofene. Jako piiklad uvazme funkei f(z) = xe % apy = 2, kdy f(z) — 0
rychle pro * — +oo, napitklad f(p15) = 5,36 x 1078 (viz téz zktest(13,’itnewton’)).
Pouzivame-li pro zastaveni odhad relativni chyby KRE(b): 2|p,, — pn_1l/(|pn| + [pn_1|), mize
tento vykazovat falesné malou hodnotu. Z téchto duvodu se nékdy toto kritérium modifikuje
tak, ze v ném hodnotu |p,_1| nahradime dostateéné malym &fslem, napiiklad 1076 a tim
odhad relativni chyby u falesného kotfene ponékud zvétsime.
(4) 1¢'(z)| £ 1 na intervalu obsahujicim kofen.
V tomto pripadé muzeme dostat tzv. oscilatoricky divergentni posloupnost {p,}3,, kdy
hodnoty p,, jsou stiidavé vlevo a vpravo od kofene p a pfitom se od néj vzdaluji. Napiiklad
v pifpadé funkce f(r) = arctan(z) s kofenem p = 0 je g(z) = z — (1 + 2?)arctan(z) a
g'(z) = —2zarctan(z). Pro po = 1,45 je |¢'(po)| = 2.8044 > 1 a dostdvdme postupné p; =~
~1,55, po~ 1,85, p3 ~ —2,89, atd.
(viz téz zktest (14, itnewton’)).

2.5. Steffensenova metoda.

Konstrukce posloupnosti Steffensenovyjch iteraci {s,}22 -

Posloupnost {s, }22, vznikne z posloupnosti iteraci pevného bodu {p, }5, (definice 2.16), resp. New-
ton-Raphsonovych iterac{ (2.4) jakozto specidlniho piipadu (viz pozndmku 2.23), jejim zrychlenim
Aitkenovou extrapolaci (véta 2.5 a pozndmka 2.6). Zpravidla se pouzivé nésledujici schéma vyuzivajici
(2.3b):

50 1= P = Do
1= g(po), p2=g(p1),  s1:=pj
p3 = g(py), pa=g(ps),  s2:=pj (2.8)
ps = 9(ph), ps =9(ps),  S3:=Dj
2
(2.3b) P2n — P2n—1
Pon—1 = g(pl2n72)7 P2n = 9(P2n71), Sp = P’zn = P2n — ( - = ) ,yn=12...

Don — 2P2n—1 + Phy_o

Véta 2.33. Necht {p,}>2, je posloupnost PB-iteraci funkce g(x) a {s,}2, prislusnd posloupnost
Steffensenovych iteraci (2.8). Potom {s,}52 je posloupnosti PB-iteraci funkce

Gl o @ =0 29(ele) - ) 9
9(9(x)) = 29(z) + = g(g(2)) = 29(z) + =
Dusledek 2.34 (Steffensenovy iterace pro rovnici f(z) = 0).
Bud ddna rovnice f(x) = 0. Necht {s5}°, a {s; }5°, jsou posloupnosti Steffensenovijch iteract
prislusné PB-iteracim po Tadé funkci g% (z) := 2 + f(x) a g~ (z) :=  — f(x). Pak pron = 0,1,...
plati

L F2(s) )
S S T ) = 1) (2102)
e f2(s5)
LT f(sn) = f(sn — f(sn)) (2100)

Véta 2.35 (Rad konvergence Steffensenovy metody).
Pro posloupnost Steffensenovijch iteraci {p, }5°, kde p, := s} nebo p, = s, , plati tvrzeni véty 2.2/



22 VITEZSLAV VESELY

za tjchz predpokladi o funkci f(x), pricemz konvergence je opét kvadratickd s asymptotickou chybovou
konstantou A ponékud vétsi nez ve vété 2.26:
1"

Aty ol _ 1)

n—oo lenl?  2|f(p)

||1 +f/(p)‘v kde e, =P = Pn-

Piiklady (MATLAB).
zktest([],’itsteff’)

Algoritmus (MATLAB).
vesely(’nummet/iterace’): steffplu.m, steffmin.m
jmathews(’chap_2’): steff.m (+ demo a2_7.m)

2.6. Kvazinewtonovy metody.

Obecny princip konstrukce posloupnosti iteraci:

Necht f(x) je opét definovéana na intervalu [a,b]. V Newtonové metodé p,+1 = p, — jf,((]; "')) aprox-
imujeme f’(p,) (smérnice tecny v bodé (p,, f(pn))) smérnici pifmky prochédzejici body (pn, f(pn)) a

(Pn, f(Dn)), kde p,, zvolime vhodné v okoli p,, tj. f'(pn) =~ %.

Iterace kvazinewtonovych metod maji tedy obecné tvar:
Pn — ﬁn

mpronzo,l,... . (2.11)

Pn+1 = DPn — f(pn)
2.36 (Specidln{ piipady).

(A) Metoda regula-falsi (viz odst. 2.2)

po :=a, p1 := b (pocétecni iterace)
Dn i =ps, pron=1,2,..., kde s, 0 < s < n, je nejvétsi index takovy, ze f(pn)f(ps) < 0.
(B) Steffensenova metoda (viz tvrzeni 2.34)
Iterace (2.10a) a (2.10b) lze piepsat na tvar:
87+L+1 _ S: _ f(S:L-) — _f(i:;) — = s;il- S% (8+ + f(s;i:)-)l,- ,
f(sw) = f(snw + f(sn)) fsn) = fsn + f(sh))
n)-

coz odpovida pfi p, := s, kvazinewtonové metodé s volbou p, := p, + f (

= f(si)

zO

f(ST_L) :S_—f<8_> S;_(;_f(sn))
flsn) = flsn = f(sn)) " " (sn) = fsn = flsa))

coz odpovidé pii p, := s,, kvazinewtonové metodé s volbou py, := p, — f(pn)-

Podobné:

Spt1 = Sn — f(s5)

~0
(C) Metoda secen
po :=a, p1 := b (pocétecni iterace)

Dn = Pn_1, pron=1,2,...,

tj. obdrzime pp1+1 = pn — f(pn)m pron=12....
Piiklady (MATLAB).
zktest([],’itsecant’)

Algoritmus (MATLAB).

vesely(’nummet/iterace’): secant.m

jmathews(’chap_2’): secant.m (+ demo a2 6.m)
Véta 2.37 (Konvergence metody secen).
Necht f € C?[a,b] md koten p € [a,b], tj. f(p) = 0. Jestlize f'(p) # 0, pak existuje § > 0 tak, Ze
posloupnost iteraci metody secen {p,}>2, konverguje k p pri libovolné poédtecéni aproximaci py,p1 €
[p—6,p+ 6] s Fddem konvergence R = (1 + V/5) ~ 1,618 a asymptotickou chybovou konstantou:

1
o ean| (1| \F |
A.:nhlr;o enl =13 ) , kde e, :=p—py.
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Pozndmka 2.38 (Prehled konvergenénich vlastnosti (kvazi)newtonovych metod).

Metoda Vypocetni ndrocnost jedné iterace Rad konvergence
Newton-Raphsonova  f(p,), f'(pn) 2
Steffensenova f(on), f(on £ f(pn)) 2

secen f(pn) 1,618
regula-falsi f(pn) 1

D4 se ukézat, ze neexistuje kvadraticky konvergentni iteracni metoda vyzadujici pouze
jedno funkéni vyhodnoceni f(p,) v kazdé iteraci.
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2.7. Systémy nelinearnich rovnic.

filzy, 2o, 2m) = 0 Ty = gi(w1,m2,...,Ty)
fa(x1, 22, ..., 2m) = 0 Ty = ga®1, T2, ..., Tim)
nebo
fm(l'lyx%"'vxm) = 0 Tm = gm(xlax%"wzﬂm)
U vektorovy zapis i3
fx)y = 0 r = g(z)

Piiklady (MATLAB).
zktest([],’itnelrov’)

2.7.1. Metoda pevného bodu.

Hleddme p := [p1,p2,...,0m] : P =g(p).

m = 1 (viz pozndmku 2.21(1)) m > 1
a) ¢’ spojitd v okolf p a) Spojité parciélm’ derivace gg"; v okoli p pro
J
ij=1,2,...
9gi 9g: ;
b) |¢'(p)| < 1 b) | 5% (p)| + - +’8zgm )| <1lproi=1,2,...,m
\
Pro pg dostateéné blizko k p plati: Pro p(® = [pl ,p2 Yo 7p,(£)] dostatecné blizko
k p plati:
Pn — P pro n — oo, kde p™ — p pro n — oo, kde
’pn+1 =g(pn), n=0,1,2,... p" Y = g(p™), n=0,1,2,...

)

(nt1) n () (n)

pl L = g(pl 7p2 7~--,pm)
Y= gl pé"),...,pSS))
Pt = gnp (”),pén)7~--,p53))
2.7.2. Seidelova metoda (vylepsend metoda pevného bodu,).
E"*E = gl(pin) ! p%";, E";)
n+ _ n+ n n n n n n
= 0", p", e o | AT =YY e )
: : proi=1,2,...,m
P = g Y )

Algoritmus (MATLAB).
jmathews(’chap 2’): fix2dim.m (+ demo a2 9.m)



2.7.3. Newton-Raphsonova metoda.

Hleddme p := [p1,pa, . .-

m =1 (viz vétu 2.24)

a) f” spojitd v okoli p

b) f'(p) #0

Pro pg dostate¢né blizko k p plati:

Pn — P pro n — oo, kde

NUMERICKE METODY

,pm] + f(p) = 0.

f(pn)

, n
f'(pn)
——

f,(pn)_lf(pn)

Pn+1 = Pn —

=0,1,2,...

Algoritmus (MATLAB).
jmathews (’chap_2’):

Priklad 2.39 (m =2, z:=x1,y := z2).

22 =22 —y+0,5=0 ... parabola
2?24+ 4y* —4=0 ... elipsa

Pruseciky obou kiivek urcuji dvé reseni:

Reseni (1): p = [-0,2;1,0]
Reseni (2): p=11,9;0,3].

new2dim.m (+ demo a2_10.m)

m>1

a) Spojité druhé parcidlni derivace
prot,5,k=1,2,...,m

b) Jakobidn (matice m x m)

L (p) 24 (p)
J(p) :== : :
P (p) Sl= (p)

je regularni matice.

25

3291‘
Ox;0xy

v okoli p

Pro p©@ = [p{» p{” ... p®] dostatecné blizko

k p plati:
p™ — p pro n — oo, kde

p ) = p™ — J(pM) L E(p™), n=0,1,2,...

)

n+1 n m n n
» i; = pé; - Zj:lalvjfj(pé )
n—+ n m n n
P Py — >y a2,fi(pi )
n+1 n m n n
p5n+ ) = pgn) - ijlam,jfj(pg )77291(71))
kde J(p™)~1 = [a; ;]

Demonstrace nalezeni numerického reseni Seidelovou a Newtonovou metodou v MATLABu:
viz jmathews(’chap 2’): a2 9.m, a2_10.m.

Resen{ (1) (Seidelovou) metodou pevného bodu pro p(® = [0;1]

Od 2. rovnice odeéteme 8y, abychom zajistili splnéni podminky 2.7.1 b) pro ¢ = 2. Obdrzime

ekvivalentni systém pro iterace pevného bodu ve tvaru:

y:

22 —y+0,5

2

—z% — 4y* + 8y + 4

8

Resen{ (2) (Seidelovou) metodou pevného bodu pro p(® = [2;0]

Od 1. rovnice odecteme 2z a od 2. rovnice odeéteme 11y, abychom zajistili splnéni podminky
2.7.1 b) pro i = 1,2 — piedchozi volba totiz v tomto kofenu tuto podminku nespliuje. Obdrzime
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ekvivalentni systém pro iterace pevného bodu ve tvaru:

—2?+4x+y—0,5
2

—2? — 4y’ + 11y +4
11 '

y:

Reseni (2) Newtonovou metodou, napt. pro [zg,yo] := p(® = [2;0, 25

20 —2 —1
e =" 5]

Yn+1 Yn x% + 4y721 —4

2 _ —
) = [12] - s [ 1]
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3. RESENT SYSTEMU LINEARNICH ROVNIC

(Algoritmy v MATLABu: vesely (’nummet/linrov’), jmathews(’chap_3’))

Formulace problému:

Je dén systém m linedrnich rovnic (SLR) o n nezndmych x1, s, ..., x, ve tvaru:
a11r1 + @122 + ...+ A1 aZy = by ... 1. rovnice
a21T1 + Gg2T2 + ... + anT, = bz ... 2. rovnice
(3.1a)
Gm1T1 + Gm2Tz + ... + GmapTn, = by ... m-td rovnice
Ekvivalentn{ maticovy zapis systému (3.1a):
Ax =b, (3.1b)
kde je
A = [a; jli<i<m ... matice rozméru m x n nazyvand matici SLR (3.1a), a;; € R
1<j<n
T
ba
b:=| . ... prava strana SLR (3.1a), b; € R
_bm
.
T2
x:=| . ... vektor nezndmych SLR (3.1a), z; € R.
| Tn

Kazdy vektor & € R vyhovujici vSem rovnicim SLR (3.1a) nazyvame jeho feSenim.
Poznamka 3.1.

(1) Je-li A matice rozméru m x n, pak znacime:

NN TN
=~
N

\Y]

w
=

a.; ... j-ty sloupec matice A,
a;. ... i-ty fddek matice A a piSeme
aj..
as, .
A=la.1,a.2,...,a.,]=[a1;02.;...;8n,] =
am

Je Az =a. 121+ a. 200+ -+ a.,x, € R(A), kde R(A) znaéi vektorovy podprostor v R™
generovany vsemi sloupci matice A (jeho prvky jsou vSechny mozné linedrni kombinace
téchto sloupct).

Je-li m = n, pak matice A se nazyva ¢tvercovou matici fadu n.

Je-li a;; = 0 pro ¢ < j (resp. i« > j), pak matice A se nazyvd dolni (resp. horni)
trojiahelnikovou matici.

r(A) zna¢i hodnost matice A.

I, :=1[d;;] ... jednotkova matice m x m.
p = [p(1),p(2),...,p(m)]" uréuje permutaci p na vzestupné uspoiddané mnoziné {1,2,...,m},
tj. ¢ udava pozici, na kterou je permutaci p premistén prvek j :=p(i), i =1,2,...,m.

Permutaci lze ekvivalentné popsat permutaéni matici P := [p; ;], kde
Pij = Opi),yr 1 < 4,5 < m. Ziejmé plati A[1,2,... ,m]T = p, takze pro libovolnou matici A
o m Tadcich a matici B o m sloupcich dostdvame:
PA = [ap1),5ap2),5--50pm),:] ... p(i)-ty Fadek A je pfemistén na i-tou pozici,
BPT = [b. p(1)s b p2)s - -1 bipemy] . p(j)-t¥ sloupec B je pfemistén na j-tou pozici,
nebot BPT = (PBT)T.
Odtud zejména dostavame PI,, = P, takze permuta¢ni matice P se dostane permutaci radku
jednotkové matice.
Je-li D := diag(dy,ds,...,d,) diagondln{ matice, pak snadno nahlédneme, ze
PDPT = diag(dp(1), dp(2), - - -y dp(m)) je rovnéz diagonalni matici, jejiz prvky na diagondle
jsou permutaci p diagondlnich prvka puvodni matice. Jsou-li v8echny diagonalni prvky v D
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stejné, pak zfejmé PDPT = D. Specialné tedy ppPT = P1,,PT = I,,, takze P je orto-

3 , . —1 T . v s . v/ « . , . _
gonalni matice a tedy P~ = P' je permutac¢ni matice pifslusna k inverzni permutaci p—'.

Definice 3.2. Necht A je matice SLR (3.1b), pak matici A := [A, b] rozméru m x (n + 1) nazyvame
roz§ifenou matici tohoto systému.
Pozndamka 3.3. Kazdy SLR je jednozna¢né popsan svou rozsifenou matici soustavy A. Uvézime-li
poznamku 3.1(1), muzeme vyslovit nésledujici tvrzeni o existenci fesen{ SLR:
SLR dany matici A m4 feseni < b € R(A) < b je linedrni kombinaci sloupci matice A < matice
A a A maji stejnou hodnost.
SLR mé pfitom nejvyse jedno feseni < sloupce matice A jsou linedrné nezdvislé (tvorf bazi).
Obdrzeli jsme tak jednoduchou tivahou zndmé tvrzeni z linearni algebry.
Definice 3.4. Rekneme, ze dva SLR Az = b a A’z = b’ jsou ekvivalentni, jestlize oba systémy
~ ~ ~ ~/
majf tytéz mnoziny feseni. V takovém pifpadé piseme A ~ A, kde A :=[A,b] a A := [A', b] znaci
piislugné rozsifené matice téchto systému (s tymz poctem sloupct).
~/ ~

Lemma 3.5. Nechtf A wvznikne z A provedenim konecéného poctu elementdrnich operaci jednoho
z ndsledugicich tri typu:

e zameéna dvou rddku,

e vyndsobeni Tddku nenulovou konstantou,

e prictenim linedrni kombinace nékterych radka k jinému tddku.

Potom A ~ :4/.

3.1. Primé metody pro feSeni systému linearnich rovnic.

Priklady (MATLAB).

zktest([],’linrov’)

Véta 3.6 (Algoritmus dopfedného a zpétného dosazovéni).

Necht Az = b je SLR, kde A je ¢tvercovd dolni nebo horni trojihelnikovd matice Fddu n s nenulovymi
proky na diagondle (apr # 0 pro k =1,2,...,n). Pak ezistuje prdvé jedno teseni x tohoto systému,
které nalezneme pomoct algoritmu dopiedného nebo zpétného dosazovani.

Algoritmus dopredného dosazovani pro dolni trojuhelnikovou matici A:

T = bl/al’l . (3 2a>
-1 .
T = (bk _ijl ak7ja:j)/ak,k prok=2,3,...,n.
Algoritmus zpétného dosazovdni pro horni trojihelnikovou matici A:
Tn = bn/an n
, 3.2b
T = (bk—Z?:k_H ak,jxj)/akyk prok=n—1,n-2,...,1. ( )

3.7. Vypocetni slozitost algoritmu dopifedného a zpétného dosazovani.

Oznacime-li O(£) pocet operaci secitani a odéitdni (aditivni slozitost) a O(x,/) pocet operaci
ndsobeni a déleni{ (multiplikativn{ sloZitost), pak uzitim zndmého vztahu pro soucet ¢lenu aritmet-
ické posloupnosti dostavame pro algoritmy dopfedného a zpétného dosazovani kvadratickou aditivni
i multiplikativni slozitost:

Aditivni slozitost:

Multiplikativni slozitost:

2
0(*,/)=1+2+...n:”(”2+1) _|2 ;"

Pokud matice A mé jednotkovou diagondlu (arx = 1 pro k = 1,2,...,n), pak v kazdém kroku
usetiime jedno déleni a multiplikativni i aditivni slozitost bude stejna:

’I’L2—7’L

2

O(,/)=04+1+..n—-1=0(%) =
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Algoritmus (MATLAB).

vesely(’nummet/linrov’): zpetdos.m

jmathews (’chap_3’): backsub.m (+ demo a3_1.m)

Véta 3.8 (Gaussova eliminace s vybérem pivotniho prvku).

Necht Az = b je SLR se ¢tvercovou requldrni matict soustavy A vddu n. Pak existuje ekvivalentni SLR
Ux =y, [U,y] ~ [A,b] se ctvercovou horni trojihelnikovou matici soustavy U Tadu n a nenulovou
diagondlou (ugy #0 prok=1,2,...,n).

Dukaz: Algoritmus Gaussovy eliminace s vybérem pivotniho prvku.
Postupné pro k = 1,2, ..., n konstruujeme posloupnost ekvivalentnich systému:
[Ab=U,~---~U,=[U,y|, kde

U, = [A,b] = [u\Y]

],Z
@ 1 1 1 1 1 §
ag,i ag,% e a'g,l)cfl ag,l} o a%,v} ag,T)L-'rl
2 2 2 2 2
0 aé’z - a(Q’,)g_1 a;k o as, as pi1
0 O
k k k
U,=|0 0 ... 0 1(%;1 . Z})i ?k%,iﬂ =: [Ag, by ~ [A,b], k=2,...,n
0 0 0 Uiy oo Upi1g o Uit gl
| 0 0o ... 0 unki e uﬁ,’% uEfZLH i
a’ELn’I)’L = ugznr)w 'Eznr)LJrl = un ,n+1
U= A4, =[af)], y:= b= [a),]
k-ty krok algoritmu Gaussovy eliminace, k =1,2,...,n—1:

Konstrukce Ug 1 ~ Uy, je-li Uy jiz zkonstruovano. Provedeme vhodné elementédrni transformace dle
lemmatu 3.5:

Vybér pivotniho prvku: 35 > k : ;é 0, nebot v opa¢ném piipadé by determinant
det(Ay) = a(lliag% (1,(€k__11,)C 1det([u (k)]) =0, coz je v rozporu s [Ag, bg] ~ [A, b]. Necht p > k
je nejmensi fadkovy index v U, kde |upk| je maximalni, tj. \u;kg = max(\u(k)\ ‘%921 gl g 1 ])-

Prvek u;kll je tedy nenulovy a nazyva se pivotni prvek.

ZAaména p-tého a k-tého fadku: Necht P; znadi permutaci, kterd zaméni p-ty a k-ty Fadek
v Uy. Pivotni prvek se tak stane diagonalnim, pfiéemz pro j > k necht a;ﬁ)
v takto permutované matici P,U¥.

Eliminace prvkua v k-tém sloupci pod pivotnim prvkem: Pro j = k + 1,...,n pficteme
k j-tému fddku vhodny ndsobek k-ho rfddku tak, aby prvek na (j, k)-té pozici se vynuloval:

(k)

znaci j-ty radek

(k+1) . (k) (k) Yk
;. i=ag —mykay ), kde my = zk) (3.3)
A ke
Skute¢né dostavame u(k,:_l) = 0, pficemz pro i < k zustdva ugkﬂ) = 0, nebot afi) =0i
a,(ckl) 0.
Eliminaci (3.3) muzeme uzitim syntaxe MATLABu algoritmizovat takto:
for j =k+1:n
k), (k
= aff} /i)
(k+1) 0:
i~ =
for i=k+1:n+1 (3.4)
i = afl) —mjxall);
end

end

Skutecnost, Ze pii vypoctu m,; se déli pravé pivotnim prvkem ak k, ktery byl zvolen v absolutni
hodnoté nejvétsi mozny, priznivé ovliviiuje numerickou stabilitu (smque se riziko délenf ¢isly blizkymi
k nule, coz by mohlo vést k hodnotdm m j blizkym k +00). O

Daisledek 3.9 (LU-rozklad).
PA = LU, kde matice P, L a U jsou uréeny algoritmem Gaussovy eliminace:



30

VITEZSLAV VESELY

P =P, ;... PyP, je permutacni matice popisujici vyslednou permutaci radki po skoncéeni Gaussovy

eliminace,
L =: [l; 1] je dolni trojihelnikovd matice s jednotkovou diagondlou l; ; =1 a lj =mjy pro j >k,
U =: [u; 1] je horni trojuhelnikovd matice po Gaussové eliminaci.

Priklad 3.10 (UKAZKA KROKU GAUSSOVY ELIMINACE A LU-ROZKLADU).
Reseny systém linearnich rovnic:

I R

-3

— N O N
W N =

Gaussova eliminace s pivotovanim ve sloupcich pod diagonalou:

krok 1:
M1
2
U]_ —
|—3
B
PU, = 1
|—3
krok 2:
4
0
U2 =10
10
4
PoU, — 8
L0
krok 3:
r4
0
Us= 0
10
r4
0
P3U;5 = 0
L0

HNON =N ON

2
-1
3/2

3/2
-1

2
5/2
0

2
5/2

Lo RN W N
[ U R U

2
3
1/2
9/2

9/2
1/2
3

2
9/2

13]
28

20
28

5/2
15/4
11/4

11/4
15/4
5/2

1
11/4

207
18

18]

20 T
21

—11/5 21/10 —23/5

0 18/5

2
9/2

1
11/4

0 18/5

—11/5 21/10 —23/5]

0

132/5 |

20 7
21
132/5

T

B0 Lo o b

1/2
1/4
~3/4

3/5
—2/5

~11/24
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krok 4:
4 2 2 1 20 5
0 5/2 9/2 11/4 21 4
Us=1lo 0 24/5 18/5 132/5]" P=,
0 0 o [15/4] 1502 1
Vysledek:
m(2,1) = 1/2 patiik 2. fddkuv A — 3.fddekv Px A
3 m(3,1) = 1/4 patiik 1. fddkuv A — 4.fddekv Px A
-1 m(4,1) = —3/4 patiik 4. fddkuv A — 2.fddekv P=x A
T= 14| m3,2= 3/5 patifkl.ifadkuv A — 4.fadekv PxA
2 m(4,2) = —2/5 patifk 2. fadkuv A — 3.fddekv P=xA
m(4,3) = —11/24 patiik 1. fddkuv A — 4.7ddekv P=x A
Ziskany LU-rozklad:
00 1 0 1 0 0 0 4 2 2 1
p_lo0o 01| -3 1 0 0l _|0 52 92 1/
10 1 0 0|’ Tl 1/2 -2/5 1 o’ {0 0 24/5 18/5
1000 1/4  3/5 —11/24 1 0 0 0 15/4

3.11. Konstrukce matic L,U, P pomoci modifikované Gaussovy eliminace
Algoritmus Gaussovy eliminace z dukazu véty 3.8 modifikujeme takto:

e b:=[1,2,...,n]7T,

e (3.3) provadime jen s prvymi n sloupci matice Uy, pricemz misto nul klademe u;kljl) = m;
pro 7 =k +1,...,n; neboli na misto eliminovanych prvka ukldddme multiplikativni faktory
mj’k. '

e Po poslednim kroku obdrzime matici U =: [ang) ], kde
agjz) =1l;; pro j > i,

a%) =uj; proj<i<na
ag»fT)LH =p;proj=12...,n.

Dostéavame dva vysledné postupy pro feSeni SLR na bédzi Gaussovy eliminace:

3.12. Piimy algoritmus
Sestava ze dvou kroku:

(1) Pomoci algoritmu Gaussovy eliminace popsaném v dikazu véty 3.8 pfevedeme Az = b na
ekvivalentni systém Ux = y s horni trojihelnikovou matici soustavy U.
(2) Soustavu Uz = y Fesime algoritmem zpétného dosazovani (3.2b).

Algoritmus (MATLAB).

vesely(’nummet/linrov’): gelim.m, jelim.m (jelim.m je implementace tzv. Jordanovy metody,
kterd prevadi SLR na systém s diagondlni matici soustavy, kdy eliminace probihd i nad diagondlou)
jmathews(’chap_3’): uptrbk.m (+ demo a3_2.m)

3.13. Algoritmus nepiimé faktorizace
Sestava ze ¢tyt kroku:
(1) Konstrukce matic L, U a P podle 3.11.
(2) Proveden{ permutace pravé strany Pb.
(3) Resime soustavu Ly = Pb algoritmem dopfedného dosazovéni (3.2a).
(4) Resime soustavu Ux = y algoritmem zpétného dosazovani (3.2b).
Kroky (3) a (4) jsme obdrzeli takto:
Ax=b < PAx=Pb < LUx = Pb, kde polozime Ux =: y.
Algoritmus (MATLAB).
vesely (’nummet/linrov’): lufakt.m, lureseni.m
jmathews(’chap_3’): lufact.m, lusolve.m (+ demo a3_3.m)
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3.14. Vypocetni slozitost algoritmu 3.12 a 3.13.
Oba algoritmy maji stejnou kubickou aditivni i multiplikativni slozitost:

Aditivni slozitost:

Multiplikativni slozitost:

O, /) =| = +n?
3
Z hlediska vypoctové slozitosti jsou oba algoritmy ekvivalentni. Vzhledem k tomu, ze v obou

pifpadech m& nejvyssi vypocetni naroky triangularizace (pfevod na horn{ trojihelnikovy tvar) dle véty

3.8 (faktor "35 ), bude algoritmus 3.13 vyhodnéjsi v piipadé, ze fesime systém opakované s ruznymi
pravymi stranami b a stejnou matici soustavy A. V takovém piipadé totiz staci provést triangularizaci
PA = LU jen jednou, nebot nezdvisi na pravé strané, a pak opakované provadét kroky (2) az (4) pro
jednotlivé pravé strany.

Tohoto postupu Ize naptiklad vyuzit pfi vypoctu inverze regularni ¢tvercové matice A radu n, kdy
AA™! =1, je ekvivalentni s feSenfm n systémi linearnich rovnic

1 0 0
0 1 0

A.Tl: . 7Aw2: . 7"’7Awn: )
0 0 1

kde x; reprezentuje i-ty sloupec hledané inverzni matice A~

3.15. Problémy s numerickou nestabilitou pfi feSeni SLR.

Matice A se nazyvéd Spatné podminéna, jestlize malé zmény pravé strany b maji za nasledek
velké zmeény feseni & = A~ 'b. Tato situace nastivd v piipadech, kdy A je “skoro singuldrni”, tj.
néktery sloupcovy (fddkovy) vektor v A svird maly thel s nadrovinou generovanou ostatnimi sloupci
(fadky).

Jako ptiklad uvazme nasledujici systém dvou linearnich rovnic:

T+ 2y =2
2z 4+ 3y = 3,4

Presné feseni x = 0,8, y = 0,6 aproximujme dosti neptesné hodnotami z = 1, y = 0,48. Po jejich
dosazeni do obou rovnic dostavame po fadé 1,96 misto 2 a 3,44 misto 3,4, coz jsou malé odchylky
fadové v setindch ve srovnani s chybou fesSeni, ktera je fadové v desetinach.

Pric¢ina tkvi v tom, Zze hledame prusec¢ik dvou piimek, které sviraji velmi maly thel o smérnicich
—% a —%. Rédky [1,2] a [2,3] matice soustavy v tomto pifpadé totiz reprezentuji soutadnice kolmic
k obéma primkam a sviraji tedy stejny tihel jako pfimky samotné. Se zmensujicim se tthlem se blizime
ke stavu linedrni zavislosti obou vektoru, tj. ke stavu, kdy matice soustavy je singuldrni.

Podobné lze zkonstruovat situace, kdy pii libovolné velké odchylce feseni lze dosdhnout libovolné

malé odchylky od pravé strany.

ZAVER: Nelze tedy hodnotit presnost nalezeného resent podle odchylek od pravé strany po jeho dosazent
do rovnic!

Lze pouze hodnotit podminénost matice. Ta se méfi ¢islem podminénosti matice, které se zpravidla
pocitd jako pomér nejvétsiho ku nejmensimu singuldrnimu ¢islu matice (singuldrni ¢isla matice A jsou
druhé odmocniny vlastnich &sel symetrické matice AT A — tedy v pipadé symetrické matice splyvaji
s jejimi vlastnimi ¢isly). Toto ¢islo podminénosti v systému MATLAB poéitd funkce cond. Cim vétsi
¢islo podminénosti mé dand matice, tim je hufe podminéna a vice se blizi k singuldrni matici. Jinak
pocitané reciproké ¢islo podminénosti v intervalu [0, 1] vraci funkce rcond. V tomto pfipadé Spatnou
podminénost indikuji hodnoty blizké k nule.

Pozndmka 3.16. Gaussovu eliminaci z véty 3.8 1ze modifikovat pro piipad jakékoliv (i ne¢tvercové) mat-
ice soustavy A. Vysledkem je tiprava na schodovity horni trojihelnikovy tvar. Zatimco v piipadé,
kdy sloupce A jsou linedrné nezavislé, dostdvame “Sifku” schodu rovnou jedné jako v piipadé véty
3.8, obecné se muze stat, ze nékteré “schody” budou 8irsi (pii eliminaci nelze vybrat nenulovy pivotni
prvek, nebot piislusna poddiagondlova ¢ast sloupce je nulova — v takovém pifpadé jej ponechdme a
prejdeme na dalsf sloupec, atd.).
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Dostaneme-li po skon¢eni schodovitou matici U,, = [A,, y], kde je “schod” mezi A,, a y, pak systém
nem4 feseni, nebot posledni nenulovy prvek vektoru ¢y nemuzeme dostat jako linedrni kombinaci nul
z posledniho fadku matice A,. To znamend, ze hodnost r(U,) = r(A,) + 1. Pokud tato situace
nenastane, pak x; korespondujici s nadbyteénymi sloupci v §irsich “schodech” odpovidaji volnym
proménnym. Linedrni kombinace téchto sloupcu s témito volnymi proménnymi pievedeme na pravou
stranu. Tim se U stane opét standardni horni trojihelnikovou matici a systém dofesime zpétnym
dosazovanim jako v reguldrnim piipadeé.

Véta 3.17. Necht Az = b, kde A je requldrni pdsovd tridiagondlni matice (a;; =0 pro |i — j| > 1)
TOZMETU N X TL:

ay C1 0 ‘e 0 0 0
b2 as Co ... 0 0 0
A= | . . : . .
0 0 O bp—1 Gn-1 Cp—1
0 0 O 0 by an
Potom jeji LU -rozklad A = LU je tvaru
1 0 0 0 a1 C1 0 e 0 0
52 1 N 0 0 0 Qo C2 e 0 0
L—1|: - o] U=|: : . . .  kde
0 O 1 0 0O 0 O Qp—1 Cp—1
0 0 Gn 1 0O 0 O 0 Qp,
Q] = a1
b;
i = 3.5a
b= (3.52)
a; =a; — Bici_1 proi=2,3,...,n.

Poznamka 3.18.

(1) Jinou variantu algoritmu (3.5a) 1ze odvodit pro

bQ Qo ... 0 0 0 1 Y2 ... 0 0
L=|: @ 0 1 U=t @ & |, kde
0 0 Qp_1 0 0 0 0 1 Yn—1
o 0 ... bn  an 0 0 O 0 1
C1
Q] = a1, Y1 = —
a1
a; = a; — bivi—1 (3.5b)
’yz-:ﬂ proi=23,...,n.
(67

(2) Analogické algoritmy obdrzime pro blokové tridiagonélni matice, kde a;, b;, ¢;, a;, 3; (resp. v;)
jsou submatice kompatibilnich rozméra. Pak misto %71 nésobfme inverzni maticf a; !} zprava
v (3.5a) (resp. misto a% matici a; ! zleva v (3.5b)).

(3) V piipadé obecné reguldrni ¢tvercové matice A lze vySe popsany postup zobecnit pro piimy
vypocet prvku matic L a U tak, ze postupné sestavujeme rovnice pro prvky 1. fadku U,
1. sloupce L, 2. tadku U, 2. sloupce L, atd.
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3.2. Iteraéni metody pro feSeni systému linearnich rovnic.

Piiklady (MATLAB).

zktest([],’itlinrov’)

Princip:

Rovnici Az = b, kde A je ¢tvercova regularni matice fadu n, prevedeme na rovnici tvaru & = T'e +~
a provadime iterace metodou pevného bodu 2.7.1 nebo Seidelovou metodou 2.7.2 pro vektorovou
linedrni funkci g(z) := I'e + v o n proménnych.

Obecny postup hleddni T a ~:
Matici A vhodné rozlozime do tvaru A = N — M, kde IN je reguldrni matice. Pak plati

Az =b & (N-M)zx=b & Nzx=Mz+b & z=N 'Mx+N'b.
N—_—— N——

r Y
Iteracni proces:
x(© .. pocatecni iterace (3.6)
xz*tD) = Te®) £~ prok=0,1,.... ‘
Definice 3.19 (Jacobiho prosté iterace).
Polozime
a1,1 0 . 0 0 —a1,2 e —Q1,n
0 az 2 e 0 —a21 0 e —a2n
N = diag(A) = . . ) . , M:=N-A= ,
0 0 P An n —Qp,1 —AaAp2 ... 0
pak
a2 ai,n L
0 T a1 T aia ¢111,1
_ %21 0 S _2m by
az 2 az 2 az 2
r—| % e v
Qn, U:n, bn
Rozepsénim (3.6) do jednotlivych rovnic dostdvdme
Jacobiho iteracéni proces:
xgo)’ . ’%(10) ... pocateé¢ni iterace .
2D (- ag e, G= 1, ns k=01, (3.7)
77 i#]

(k+
J

Algoritmus (MATLAB).
jmathews(’chap_3’): jacobi.m (+ demo a3 4.m)

s . 1 F1s g A . L
Vidime, ze vztah pro x ) odpovida formalnimu vyfeSeni j-té rovnice vzhledem k proménné z;.

Jestlize nyni v (3.7) pouzijeme pro ¢ < j jiz spoctenou iteraci acl(-kﬂ) misto mgk), obdrzime nésledujici
ziejmé ponékud rychleji konvergujici itera¢ni proces, ktery je obdobou Seidelovy metody 2.7.2.

Definice 3.20 (Gauss-Seidelovy iterace).

Polozime
1,1 0 PN 0 0 —air2 ... —Q1.n
a21 az.2 PN 0 0 0 .. —a2.n
N:=| . S s M:=N-A= ,
n1 QAp2 ... GOpgp 0 0 e 0

pak z Nz++tD) = Ma(®) + b dostdvame ihned rovnice pro
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Gauss-Seideluv iteraéni proces:

x(o), . ,x%o) ... pocatecni iterace
' (k+1) 1 j—1 (k+1) n O (3.8)
x; = m(bj*2i=1aj,ixi =D i1 45 T ), i=1,...,n; k=0,1,....

Algoritmus (MATLAB).

jmathews(’chap_3’): gseid.m (+ demo a3.5.m)

Definice 3.21. Ctvercovd matice A Fadu n se nazyva striktné diagonilné dominantni, jestlize
laj ;| > Z;;}|a“| proj=1,2,...,n.

Véta 3.22 (Konvergence Jacobiho a Gauss-Seidelovy metody).

Necht A je strikiné diagondiné dominantni matice. Potom SLR Ax = b md jediné vesend a Jacobiho i
G(auss-Seidelﬁv iteracéni proces konverguje k tomuto TeSent pri libovolné zvolené pocdtecni aprorimaci
(),

Pozndmka 3.23. Obecné z konvergence jedné z obou metod neplyne konvergence druhé. Pokud kon-
verguji obé, pak Gauss-Seidelova metoda konverguje rychleji.

Piiklad 3.24. Jak ukazuje nésledujici piiklad, muze pouhou zménou pofadi rovnic dojit ke ztrété
konvergence. Uvazme SLR

e — y 4+ z = 7
4z — 8y + =z = =21
2z + y + 5z = 15

Jacobiho iterace tohoto SLR odstartované v poééteéni aproximaci (9 = [1,2, 2] konverguji k pfesnému
feseni & = [2,4, 3], nebot matice soustavy je striktné diagonalné dominantni.

Jestlize zaménime prvni a posledni rovnici, tak se tato vlastnost porusi a SLR

-2z + y + 5z = 15
4z — 8y + =z = =21
dc - y + z = 7

pri téze pocatecni iteraci diverguje od presného feseni.

Pozndamka 3.25. Tteraéni metody jsou vhodné zejména pro rozsahlé systémy linedrnich rovnic s fidkou
matici soustavy (malym poctem nenulovych prvki), kde u Gaussovy eliminace byvaji problémy s nu-
merickou stabilitou a vétsi vypocetni naroky vzhledem k nemoznosti uicelné vyuzit pripadné fidkosti
matice soustavy.

Snazime se vhodnou zdmeénou pofadi rovnic (fddkovou permutaci rozsifené matice soustavy) a
zménou potadi nezdvisle proménnych (sloupcovd permutace matice soustavy) soustfedit nejvétsi
nenulové prvky kolem hlavn{ diagondly s cilem dosdhnout (pokud mozno) striktné diagondln{ domi-
nantnosti. To je zpravidla snazsi u fidké matice, kterd se stane pasovou (nenulové prvky soustiedény
kolem hlavni diagonély).
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4. INTERPOLACE A APROXIMACE FUNKCI POMOCI POLYNOMU

(Algoritmy v MATLABu: vesely (’nummet/interp’), jmathews(’chap 4’))

Formulace aproximacni dlohy:

Snaha nahradit danou funkci f(z) vhodnou funkci ¢ € & z predem dané tiidy funkei ®, které
maji jisté pifznivéjsi vypocetni vlastnosti (napf. jednodussi vypocet derivace, integralu apod.). Funkci
©(x) volime tak, aby se v néjakém smyslu co nejméné lisila od dané funkce f(x). Velikost odchylky
f(x) — p(x) méfime zpravidla vhodnou normou || - || na néjakém intervalu [a, b]. Nejcastéji se pouziva
tzv. p-norma:

(f |f(z) — o(x)[P dz) /pprol<p<oo
1f(x) = (@) =
maXrEab|f() ¢(x)| pro p = o0

Je-li funkce f(x) zaddna pouze tabulkou svych hodnot f(xo), f(z1),..., f(z,) na koneéné diskrétni
siti uzlovych bodu (uzld) zo,z1,...,2n, 7 € No, 2; # ; pro ¢ # j, pak misto integralni normy
pouzivdme vhodnou diskrétn{ (vektorovou) normu. Diskrétni analogie integraln{ p-normy méi{ velikost
odchylky mezi vektory hodnot dané a aproximované funkce na sfti uzli @ := [xg, 21, ..., 2,]7:

- @) — e(@)?) P pro 1< p < o0
1 f(x) = p(x)|p == {maXi—o,L...,n £(2) — o) pro p 00 , kde

f(iL‘) = [f($0)a f(x1)7 SRR f(xn)]T a 90(1") = [90(.%‘0), (P(xl)7 ) (p(xn)}T'

Formulace interpola¢ni tlohy:

Interpolaé¢ni tloha je specidlnim ptipadem diskrétni aproximaéni tdlohy, kde || f(x) — ¢(x)|| = 0, tj.
aproximacni funkce ¢(z) nabyva ve vsech uzlech z; stejnych hodnot jako funkce f(z): o(z;) = f(x;)
pro i = 0,1,...,n. Pak ifkdme, ze funkce ¢(z) interpoluje funkci f(z) na siti uzla x v tiidé
funkci .

o Je-li x € J[xg, x1,...,2,], pak ¢(x) nazyvdme interpolovanou hodnotou funkce f v bodé z.
o Je-li x ¢ J[xg, x1,...,2,], pak ¢(x) nazyvdme extrapolovanou hodnotou funkce f v bodé z.
Nadéle se budeme zabyvat pouze polynomialni interpolaci na siti uzlt xg,zq,...,z, v tfidé

vsech polynomau (s redlnymi koeficienty) ® := P,, := {P,(z) | P,(x) polynom stupné nejvyse n}. Poly-
nom Qu(x) € P, Q(z0) = F(20), Q1) = f(1), -, Q) = f(2,) nazveme interpolacnim poly-

nomem funkce f(z) na siti uzlovych bodu g, z1,...,z,.
Pii feSeni praktickych aproximaénich, resp. interpolacnich tloh se ¢asto pracuje s bohatsi tiidou
funkei ® := §,, tvofenou po ¢dstech polynomickymi funkcemi, tzv. splajny, stupné nejvyse n (viz

Spline Toolbox v MATLABu).

Baze v P,

Kazdy polynom P,(x) = po +p1z + - + ppa™ € Py, p; € R, lze z hlediska se¢itdni a ndsobeni
skaldrem ztotoznit s jeho vektorem koeficientu p := [pg, p1,. - ., Pn], takze P, tvoii vektorovy prostor
dimenze n + 1 nad télesem redlnych &isel. Zvolime-li v P,, vhodny systém bézovych polynomu B, :=
{Bn,0,Bni,...,Bnn}, pak kazdy polynom P, € P, lze jedinym zpusobem vyjadiit jako linedrni
kombinaci bdzovych polynomu B, ;. Zejména pro interpola¢ni polynom @, (z) =: ap+arx+---+a,a"
existujf jednoznacné uréené soufadnice ¢; tohoto polynomu v bézi B, tak, ze Qn(z) = Y. ¢;Bn.i(x).

Déle ukazeme, ze vzdy existuje jediny interpola¢ni polynom a budeme se zabyvat jeho vyjadienim
v ruznych béazich.

4.1. Zakladni interpolaéni tloha v pfirozené bazi B, = {z°,z!,... a"}.
Polynomy z¢ skute¢né tvoif bazi, nebot korespondujf s n + 1 linedrné nezavislymi vektory
[0,...,0, % ,0,...,0]T.
141
Ziejmé a; = q; a tedy koeficienty interpolacniho polynomu jsou pfimo jeho soufadnicemi v této bazi.
Uloha nalezeni @, (x) je pak ekvivalentni s feSenim SLR:

ap + aixzo + ... + anzy = f(xo)
ay + ax1 + ... + apxy = f(x1)

a + axp, + ... + anﬁﬂﬁ = f(.l?n)
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kde
1 =z g
1 x i o 1
n
Vipt1 = . :[$5m7 7m]
1 =z, ... z}

je tzv. Vandermondova matice fadu n + 1.

Pro determinant této matice plati znadmy vztah

V| = [J (@ — ) #0,
i>k

nebot xz; # x) pro i # k. Matice V,,11 je tedy reguldarni a SLR ma pravé jedno FeSeni.

Dokazali jsme tak nasledujici tvrzeni:
Véta 4.1. Emistuje prdvé jeden interpolacnd polynom Q,(x) stupné nejugse n prochdzejici body
(w0, f(w0)), (x1, (1)), - - -, (Tn, f2n))-
Véta 4.2 (Chyba interpolace).
Necht f € C""a,b] a Q,(z) je jeji interpolacni polynom v n + 1 uzloviich bodech x; € [a,b], i =

0,1,...,n. Pak pro kazdé = € [a,b] existuje & := £(x) € I[xo,x1,...,%n, x| tak, Ze
Fr ()
En(x) = f(JU) - Qn(x) = Wn-&-l(l')m, (4.1&)
|E,(z)] < (‘max w41 (x)]) Mar1 - [a, b], (4.1b)

T “z€la,b] (n + 1)'7
kde wny1(z) := (x — 20)(x — 21) ... (x — 2,) a |[fOTV(2)] < My na [a,b] (fFTY € C, takze dle
véty 1.8 je f"V(x) ohranicend na [a,b]).

Dusledek 4.3.
Necht za predpokladii véty 4.2 je a = xg,b = z, a ; = xo +ih, i = 0,1,...,n, ekvidistantni sit
s krokem h > 0. Pak pro kaZdé x € [xg,x,] existuje & := &(x) € [xo, xn] tak, Ze

(n+1)
E,(x) = Ep(xo + th) = Hn+1(t)mh"+l, (4.2a)

Mn+1

|Ey(z)] < ((max [I,41(¢)]) !h"“, tj. f(z) = Qn(x) + O(h™ ) pro x € [z, z,], (4.2b)

t€[0,n] (n+1)
kde I,y q(t) :=t(t —1)...(t —n), t € [0,n].
Specidlné pron = 1,2,3 dostdvdme odhady

| B ()]

Bo(@)] < Msh® pro € [vo,aal, (4.2¢)

|Es(x)] < %h‘l pro  x € [xg,x3].

IN

%hz pro  x € [xg, 1],

N

Pozndmka 4.4 (Rungeho jev).

Otézka: Plati max,¢(q,4)|En(7)] — 0 pron — oo 7
Odpoveéd’:

a) ano pro funkci f, jejiz vSechny derivace jsou ohraniceny spoleénou konstantou M
(M, < M pro n =1,2,...). Pak totiz max,c4 5]|wnt1(2)| roste pomaleji, nez (n + 1)! pro
n — oo a tudiz cely vyraz v (4.1b) konverguje k nule. Tato podminka je splnéna naptiklad
pro funkce sin(x) a e”.

b) obecné nikoliv: napiiklad v pifpadé funkce f(x) = mﬁ je max,e(_q,1]|En(z)| rostouct
nade vSechny meze (tzv. Rungeho jev), nebof M, — oo zesiluje maxima oscilujici funkce
|wnt1(x)] tak, Ze se zvétsujicim se poctem uzll roste amplituda oscilaci rychleji, nez (n + 1)!.
Rungeho efekt je pro tuto funkci vyrazny jiz na 11-ti bodové ekvidistantni siti (n = 10).
V MATLABu koeficienty a interpola¢niho polynomu pro y = f(x) snadno spo¢teme pomoci
funkce a=polyfit(x,y,n), kterd je vraci v obrdceném potadi. Nakonec zvolime jemnou sit
X=linspace(-1,1).’ pro kresleni grafi. Rungeho efekt pak zndzornime vykreslenim pribéhu
Y = f(X)aP = Q,(X) (P vypotteme pomoci P=polyval(a,X)) do jednoho grafu prikazem
plot (X, [Y,P]).

Pro dané n nésledujici véta udédva optimalni (neekvidistantni) volbu uzli, pro niz maxima oscilaci
|wn+1 ()| jsou minimalizovana a je tak odstranén Rungeho efekt.
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Véta 4.5 (Cebysevovy uzly).

Polozme x), = tkb*?“ + ‘IT“’, kde t, = cos((2n +1—2k)r/(2n + 2)) prok = 0,1,...,n. Potom pro
Ony1(z) = (. —Zo)(z — 1) ... (v — Zy) plati max,ciqp)|@ni1(r)] < 2(577“)”“, pricemz pro kaZdou
Jinou sit n+1 uzli xo, 1, . .., Ty je MaXye(qp]|wnt1(2)| > maxgeiqp)[@ny1 ()| Jestlize f € C"*a,b],
pak interpolaéni polynom v uzlech Ty, (tzv. Cebysevovy uzly ) ddvd nejmensi mozny odhad chyby

b— a)n-i-l MmaxXge(a,b] |f(n+1) (:L’)‘

[En()] §2< 4 (n+1)!

, € [a,b]. (4.2d)
Pozndmka 4.6.

Pouzijeme-li pro funkci f(z) = ﬁ z poznamky 4.4 Cebysevovy uzly, pak maxge(q,5|En(z)| — 0
pro n — oo a Rungeho efekt je tak odstranén. Toto plati obecné pro kazdou funkci i pfi snizenych
pozadavcich na jeji hladkost. D4 se totiz ukédzat, ze pro kazdou funkci f € C'[a,b] jeji interpolacni
polynom @, (x) v Cebysevovych uzlech vzdy konverguje, a to dokonce stejnomérné, k funkci f
na intervalu [a, b] a je tedy odstranén Rungeho efekt.

4.2. Lagrangeuv interpolaéni polynom (B, = {L,o(x), L, 1(z),...,Lyn(z)}).

L ((L’) = (CU—xo)...(x—xi,l)(x—miJrl)(x_xn) _ HJJ;(Z)(«T*ZEJ) _
n,i (s —w0) . (w5 — i) (T — @ig1) (T — ) H;L;O('rz — ;)

(4.3a)

— Wn11() ... tzv. Lagrangetv interpolant.

(x — x)wp, 41 (73)

Ziejmé Ly, ;(z;) = 0; ; (Kroneckeruv symbol), takze ihned snadno ovéfime linedrni nezévislost poly-
nomi L, ;:

a(z) = Zaijj(x) =0 = 0=a(z;) =a;proi=0,1,...,n.
7=0

Tedy Lyo,Ln 1, .., Ly, skutetné tvoif tzv. Lagrangeovu bazi v P,,.
V této bazi dostdvame nésledujici vyjadieni interpola¢niho polynomu:

n

Qn(x) = Z f(@) Ly i(x) = Z f(%)( Wnt1(T) (4.3b)

2 G a1 (w0)

Tedy ¢; = f(z;) a funkéni hodnoty f(z;) tak jsou pfimo soufadnicemi interpola¢niho polynomu
v Lagrangeové bazi.
Poznamenejme jesté, ze v pripadé n = 0 klademe [[j=o(z — z;) = 1 ve (4.3a), a tedy Lo = 1.

j#i
Obecné L, ;(z;) = 1 nen{ maximdln{ hodnotou polynomu L, ;(z) na intervalu J[zg, z1,. .., Tys].

Véta 4.7 (Lagrangeuv interpolacéni polynom pro ekvidistantni uzly).
Je-li x; = xzo+ih, h > 0,i=0,1,...,n, sit ekvidistantnich uzli, pak (4.3a) a (4.3b) nabudou po radé
tvaru:

Lini(zo + th) = m [[e-5= (_ln),n_z <7Z> H;*_ 12” (4.4a)
! L !

J#i

Qulzo +th) =Y f(2:) L (o +th) = M1 (t) S (-1 (") J(s), (4.4b)

n!
i=0 i=0

Algoritmus (MATLAB).
vesely (’nummet/interp’): lagr.m
jmathews(’chap_4’): lagran.m (+ demo a4_3.m)
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4.3. Newtonuv interpolaéni polynom (B,, = {wo(z),w1(x),...,wy(x)}).

Nevyhodou vyjadfeni interpola¢niho polynomu v pfirozené ¢i Lagrangeové bazi je nutnost sestrojit
interpolacni polynom zcela znovu, kdykoliv potfebujeme ke stavajici siti pridat dalsi uzel.

Tento problém odstranuje pouziti Newtonovy baze B,, = {wo(z),w;(2),...,wn(z)}, kde wg(z) =1
apro i > 0 je wi(z) = (x — xg)(x — x1) ... (x — x;—1) polynom stupné i jako ve vété 4.2. Snadno
nahlédneme, ze tento systém je linedrné nezavisly. Totiz matice, jejimiz sloupci jsou po fadé vektory
koeficientu w;(x) pro i = 0,1,...,n, tvoi{ étvercovou horni trojihelnikovou matici fadu n + 1 s jed-
notkovou diagonélou (w;(z) méa jednotkovy koeficient u nejvyssf mocniny x?). Tato matice je regularni
s determinantem rovnym jedné, takze jeji sloupce musi byt linearné nezavislé.

Véta 4.8.

Necht Qi () = qo+qrwi (z)+- - -+qrwi () je vyjddient interpolaéniho polynomu funkce f(x) v uzlovych
bodech xg,x1,...,x (k=0,1,...,n). Pro tento tzv. Newtonuv tvar interpola¢niho polynomu
plati ndasledugjici rekurentni vztah pro vypocet souradnic q;:

Qo(r) = qo = f(z0)
Qr(z) = Qr_1(2) + qrwi(z) prok=1,...,n, kde
_ Sar) = Quoaln) _ o) = Qra(zn)

wr(Tr) 150 (e — )

Poznamenejme, ze pro vyhodnoceni Newtonova interpola¢niho polynomu Q,,(z) v proménné = = z
Ize pouzit zobecnéni Hornerova schématu z odstavce 1.2:

(4.5)

(o ((gn(z = 2n—1) + @n-1)(2 = Tn—2) + n—2)(2 — xpn—3) + -+ q1)(z — z0) + qo-
——

n—1

Definice 4.9. Koeficient g, v (4.5) se nazyva diferenéni kvocient k-ho fadu a znadi se ¢ =:
flzo,x1, ...,z (alternativné téz qr =: fo1,...x nebo qx =: [xo,z1,...,xx|s). Newtonuv interpolaéni
polynom pak muzeme psat ve tvaru:

Qn(z) = flzo] + flzo, z1](x — o) + -+ + flro, 21, .., xp)(x —x0)(® —21) ... (€ — 2p—1), (4.6a)
kde flxo] = f(z0)-

Véta 4.10. Diferenéni kvocienty lze vyjadrit v explicitnim tvaru

k

k
qic:f[ﬂfowl,---,xk]ZZL@):Z#. (4.6b)

Dausledek 4.11. V pripadé ekvidistantni sité x; = xo+ih, h >0, i =0,1,...,k, nabude (4.6b) tvaru

k
a = flro,z1,...,2%] = k!lhk Z(—l)k_i<k,:>f(azi). (4.6¢)

Ditkaz. V dukazu véty 4.7 jsme ukézali

ﬁ(m; e = G L

j=0 i

j#i
Po dosazeni do (4.6b) dostaneme ihned (4.6¢). O
Disledek 4.12.
Je-li p libovolnd permutace indexi {0,1,...,k}, pak qr = flwo,21,...,2k] = fTp0), Tp1), -+ Tpi)]-
Hodnota diferencniho kvocientu f[xo,x1, ...,z tedy nezavisi na poradi uzlovjch bodi xg,x1,. .., Tk.

Diikaz. Tvrzeni je bezprostiednim disledkem (4.6b), nebof sumace ani souéin zde nezavisf na pofadi.
O

Véta 4.13 (Rekurentni vztah pro diferenéni kvocienty).

fler, o, .., xk] — flzo, 21, ..., Tp—1
T — o

f[m()vxl?"'axk] = (47&)
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Dausledek 4.14. V pripadé ekvidistantni sité x; = xo+1ih, h > 0,4 =0,1,...,k, nabude (4.7a) tvaru

K
flxo, @1, ... xx] = %};jo), (4.7b)

kde pro k-tou diferenci AF f(zo) (viz definici 2.4) plati vztah

k

ik

A flan) = -1 () st (470)
i=0

Dausledek 4.15 (1. Newtonova interpolacn{ formule pro ekvidistantni uzly).

Je-li z; = xog +ih, h >0, 1 =0,1,...,n, ekvidistantni sit uzli a poloZime-li v = xo + th, t € [0,n],

pak (4.6a) lze psdt ve tvaru

Qn(zo +th) = f(xg) + %Af(xo) + %AZf(xo) 44 =1 7(; —(n- 1))A”f(1;0) -

(4.8a)

= T (¢

=3 T Ak (o),
k=0

Dausledek 4.16 (2. Newtonova interpola¢ni formule pro ekvidistantni uzly).

Je-li x; = g +1ih, h > 0,i=0,1,...,n, ekvidistantni sit uzli a poloZime-li x = x, + th, t € [-n,0],

pak (4.6a) lze psdt ve tvaru

tt+1) tt+1)...(t+n—1)

t
Qn(Tn +th) = f(zn) + FAf(xn—l) + TAzf(fEn—z) +ot " A" f(xo).
(4.8b)
Pozndmka 4.17. Pokud z¢ < 21 < -+ < 2, pak vzorec (4.8a) je z hlediska numerické stability vhodny
pro interpolaci na zac¢atku intervalu, kde ¢t = *5*¢ nabyva malych hodnot, zatimco (4.8b) se naopak

hodi pro interpolaci na konci intervalu.
Algoritmus 4.18 (Diferenéni schéma).

z | f1 I+ I+
To
n| f i =[]

ZT1—To

zo | fo fo—f1 _ fio fi12—fon :

T2—T1 T2—T0

fa—f2 __ fos—fi2 _ fi23—fo12
w3 | fs oo =fas Tmnm = hes T D = foes

V ekvidistantnim pripadé staéi dle (4.7b) pocitat misto diferencnich kvocientu pouze diference:

zi | fi Afi A%f; A f;
70

w| i hi—fo=[Af]

m| fo R-h=AL AR Afo=|A)

3| f3 fs—fo=Af Afo—Afi =A% A2f1—A2f0:

Algoritmus (MATLAB).
jmathews(’chap_4’): newpoly.m (+ demo a4 5.m)

Véta 4.19 (Jiné vyjddieni chyby interpolace).

Necht Qn(x) je interpolacni polynom funkce f(x) v uzlovych bodech xo,x1, ..., Ty, pak pro libovolné
x ¢ {xo,21,...,2n} lze chybu interpolace vyjddrit ve tvaru
En(x) = f(.T) - Qn(l‘) = wn+1($)f[$0,l‘1, s ,J)n,l‘]. (49)
Pozndmka 4.20. Porovnejme za dodateéného predpokladu f € C"*1[a,b] oba vztahy pro chybu (4.1a)
a (4.9). Vidime, ze musi existovat £ = £(z) € I[zo, 21, ..., Tn, x] takové, ze
(n+1) x
f[xo,l‘l, PN ,a:n,x] = fi(g())

(n+1)!
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D4 se dokonce ukézat, ze pro f € C¥la,b], 1ze f[zo,x1,..., )] spojité prodlouzit na funkei k + 1
proménnych zg, z1, ...,z € [a,b] (viz ndsledujici dvé tvrzeni), kdy jiz nemusime predpokladat, ze x;
jsou navzijem ruzné.

Véta 4.21.

Necht f € C*[a,b], m < f®)(z) < M pro kazdé x € I[xg,x1,...,x1], kde 0,1, ..., 2% € [a,b] jsou
libovolné. Pak plati

flzo,z1,...,x1] je spojitd funkce k + 1 proménngch na [a, b]* T, jejiz hodnota nezdvisi (4.10)
na poradi Ty, T1,...,Tr ve smyslu dusledku 4.12 '
M
%Sf[w07$1,-.-,mk]§7' (411)
F® ()
flzo, 1, ., 28] = o pro vhodné & € J[xg, 1, ..., Tk (4.12)
(k)
flz,z,...,2] = (@) (4.13)
(k+1)x
Dausledek 4.22. Vztah (4.9) plati pro kazdé z € [a, b)].
Poznamka 4.23. Jestlize totozné uzly usporaddme vedle sebe, lze pro vypocet f[xo,x1,...,z] mod-
ifikovat (4.7a) a vysledné diferenéni schéma 4.18 tak, ze za vyrazy typu f[z;,@;,...,x;] dosazujeme
————
(3+1)x

12420 podle (4.13).

Tento algoritmus je zdkladem tzv. Hermitovy interpolace, kde v (j + 1)-ndsobném uzlu z;
piedepisujeme kromé funkénf hodnoty f(x;) jesté dalsich j derivaci f/(z;), f"(x:), ..., f9)(2;).
Pozndmka 4.24. Pro funkci f € C"1a, b] 1ze podle diisledku 4.22 a s uvazenim tvrzen{ (4.10) a (4.12)
vybrat &(z) € I[zo, 1, . .., Tn, 2] tak, ze (n+1)! flzo, 21, ..., 20, ] = FPTD(E(2)) je spojitd funkce
v proménné z na [a,b] pii pevné zvolenych uzlovych bodech xg,z1,. .., Z,.

Nésledujici véta 1ikd, ze zvysenim hladkosti funkce f(z) o r fddu se obdobné zvysi hladkost funkce
ftD(E(x)) az do Fadu 7.

Véta 4.25.

Necht f € C"THa,b] (r € Ng) je ddna v uzlech xg,z1,. .., 2, € [a,b] a &(z) € I[zo,21,...,Tn, 7] je
pruek z chyby interpolace (4.1a) vybrany podle pozndmky 4.24 stejné jako v (4.12).

Potom f("+V(&(x)) € CTa,b] a plati

& FOE) ()
der (n+1)! 0 (n+r4+1)! 7
kde 57” = f’r(x) S j[.]?(),.’IIl, DR ,xn,x], fo(l’) = f(l‘)

(4.14)
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5. NUMERICKE DERIVOVANT

(Algoritmy v MATLABu: jmathews(’chap 6’))

Princip numerického derivovani:

Numerické derivovan{ pouzivdme pro piiblizny vypocet prvé nebo vyssi derivace funkce f(z) zadané
tabulkou hodnot v uzlovych bodech xg, x1, . .., x,. Této metody muzeme s vyhodou pouzit i v piipadé,
kdy vypocet derivaci f(z) je obtizny pro slozité analytické vyjadreni.

Nejcastéji klademe f'(x) = ¢'(x), kde ¢(x) je vhodnd funkce aproximujici dobfe f(x) na zvoleném
intervalu [a, b]. Nejjednodussi formule pro numerické derivovani funkce f(x) lze ziskat derivovanim
jejiho interpola¢niho polynomu: f'(x) = Q) (x). V pfipadé derivaci vyssich fddu postupujeme obdobné.

V kazdém piipadé je nutno pocitat s tim, ze numerické derivovani je méné piesné nez pouhd
interpolace, pficemz chyby vzrustaji progresivné s fddem derivace. Je to ddno piedevsim tim, ze
z blizkosti funkénich hodnot v sousednich uzlovych bodech nemusi obecné plynout blizkost derivaci,
pokud funkce neni dostate¢né hladkd. Vysokda hladkost funkce bude tedy nutnym pozadavkem pro
ziskani hodnot derivaci s vyhovujici pfesnosti.

Necht Q. (z) interpoluje funkci f(z)v uzlovych bodech wg,x1,...,z,. Pak z vyjddieni f(z) =
Qn(z) + E,(z) dostdvame

f'(@) = Qn(2) + B, (2)

FO @) = QW) (x) + B (x), r € N, (5.1)

Zatimco vyjadieni derivace Q") = Yoo f (xz)ng () dostavame pifmo z Lagrangeova tvaru (4.3b),
formalni vyjddieni chyby derivace jako r-té derivace chybového élenu E, (z) z (4.1a) je podstatné
pracnéjsi a vyzaduje uziti véty 4.25.

Omezme se nejprve na piipad 1. derivace.

Véta 5.1 (Chyba 1. derivace).
Necht f € C™"2[a,b]*) a Q,(x) je jeji interpolacni polynom v n + 1 uzlovijch bodech xg,x1, ..., x, €
[a,b]. Pak pro kaZdé x € [a,b] plati

E)(z) = Ey(x) + Eqy(z), kde (5.2a)
(n+1)
(n+2)

En)(z) = wn+1(x)f(m£521)(!x)), kde &, &1 € 2o, 21, ..., Tn, 2] @ (5.2b)

Eqy(x) =0 pro x € {xo,x1,...,7,}, kdy staci predpoklidat pouze f € C"a, b]*).

Podobné pro r-tou derivaci dostaneme po uprave.
Véta 5.2 (Chyba r-té derivace).
Necht f € C™Ha,b]*), r € N, a Q. (x) je jeji interpolacni polynom v n + 1 uzlovjch bodech
X0, X1, ..., &y € [a,b]. Pak pro kazdé x € [a,b] plati
B (2) = By (2) + By (@) + -+ + En (x), kde (5.3a)

N sy, S ()
o) = Gy ) G

Eiy(x) =0 pro z € {xg,x1,..., 2.}, kdy staci predpoklidat pouze f € C"""|a, b*).

, & €dlxg, 1, T, z], j=0,1,...,r,
g] [O 1 n } J (53b)

V pripadé ekvidistantni sité x; = xo +ih, h > 0, t = 57 je E (x) = O(h™*1=") a vidime jak
presnost klesd s fadem derivace. Vztah (5.3b) lze v tomto pripadé psdt ve tvaru
=9 () £rti+1) (¢
E(j)(t) _ r!hn—&-l—r n+1 ( ) f : (6] (.’E))
(r—5!" (m+j+1)
Eqy(t) =0 prot € {0,1,...,n}, kdy staci predpoklddat pouze f € C"*"a, b}*).

,gjej[xo,xl,...,l'n;x]vj:()’l"""r’ a (53C)

Uzijeme-li pro @, (z) Lagrangeova tvaru interpola¢niho polynomu pro obecné uzly (viz (4.3a) a
(4.3b)), resp. pro ekvidistantni uzly (viz (4.4a) a (4.4b)), obdrzime nasledujici vysledné tvary formuli
pro vypocet r-té derivace (r > 1) funkee f.
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Véta 5.3. Necht xg,r1,...,0, € [a,b], n > 0, jsou uzlové body funkce f a x € [a,b] je libo-
r—1 pro z€{xg,x1,...,Tn}

, kde r > 1 uddvd 7dd derivace a
r pro x & {xo,x1,...,Tn}

volné. Jestlize oznacéime r' =

f e Cntr'ta, b], pak plati
a) pro obecné uzly z;:

v’ (r J) (7L+J+1) )
) (x )LL) 1§ et 5.4
f Zf n,t TZ (r—j)! n+]+1)' (54e)
fj € Jxo, x1, . - . ,xn,:zz].
b) pro ekvidistantni uzly z; = z¢ + ih, h > 0:
L e B O AR (%)
Oz == f(z; + ol pntler 2 5.4b
) =3 3 1900 X e (5.4b)
5] S [anxlv l’n,,fL']
kde D;(t) = Ly, i(xo + th) a tedy
-1) ) . r—x0 . .
Dzm (t) = (< H(t - j)), t= , tj. zejména v =z, = t=k. (5.4¢)
il (n— i)l \ dt o h
J#i
C"tla,b R
Dausledek 5.4. Specidlné pror =1 a f € 2[a, I prow € {zo,m Tn} dostdvame
C"*2[a,b] prox & {xo,T1,...,Tn}
a) pro obecné uzly z;:
f(n+1)(£ ) f(n+2)(€ )
Zf @)L +w”+1(x)ﬁl)(; ernﬂ(x)(nTQ)!l’ (5.5a)
E1) ()
60551 € j[IOaxlv s 71’7“1'] a E(l)(x) =0 prox € {Io, s ,In}-
b) pro ekvidistantni uzly z; = ¢ + ih, h > 0:
n f(n+1) () For2 (&)
E@1y(t)
0,81 €Iz, 21, Tn,x] a Eqy(t) =0 prot € {0,...,n},
kde
Di(t) :ﬂ (ﬁ(t - j))l p=2T 00 tj. zejména x =x, = t=£% (5.5¢)
! il (n —1)! e ’ ho
J#i

Pozndmka 5.5 (Specidlni piipady).
V praxi se ¢asto setkdvame s ekvidistantni sit{ uzli a tilohou pocitat derivace v téchto uzlech. Z hlediska
piesnosti je oviem vyhodnéjsf volba Cebysevovych uzlii (Véta 4.5), nebot vyskyt Rungeho jevu miize
zcela znehodnotit odhady derivaci v dasledku oscilaéniho prubéhu @, (x).
Pro ekvidistantni uzly muzeme ze vztahu (5.5b) a (5.5¢) odvodit nésledujici nejéastéji pouzivané
formule pro 1. derivaci (znac¢ime f; = f(z;), fi = f'(z;)):
(1) 2-bodova formule (n =1, f € C?[a,b], E; = O(h))

D) = (t = 1) = -1

_1\0
i) =0y =1

() =[t(t —1)] =2t —1 = TH(0) = —1, H(1) =
Odtud
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h

fo =7 (Fr— o) — 2 f"(6o),

h
f=7 (Fr = o)+ 26,
(2) 3-bodové formule (n =2, f € C3[a,b], Ey = O(h?))

0,1 € Jxo, 1] (5.6)

Dj(t) :ﬂ [(t—1)(t—2)] = %[tz —3t+2] = %(275 - 3).

012!
) )
Di(t) =(1!11)! [t(t—2)] =—2(t—1).
, —1)° ;1
D(t) =(2!0)! =[tt-1)] = 5(215— 1).
(1) =[t(t — 1)(t —2)]" = [t(t* — 3t +2)]" =312 — 6t + 2
I
IT,(0) = 2, TI4(1) = —1, II4(2) = 2.
Odtud
2
fo :% <2f0 +2f1 - ;f2> + %f”l(fo),
2
fi :% <—;f0 + ;f2> - %f”%&% €0,61,62 € I[zo, 71, T2]. (5.7)

1/1 3 h2
f3 =% (2f0 —2f1+ 2f2> + gfm(&)?

Podobnym zptsobem lze konstruovat (n 4+ 1)-bodové formule pro libovolné n > 2. Jsou-li dény

hodnoty (z;, f;) proi =0,1,...,n, kde n je velké, nenf nutné (a ani vhodné) pouzivat (n+ 1)-bodovou
formuli pro vypocet f{, f1, ..., f}. Staci totiz provddét postupné pouze lokdlni interpolaci dat v okol{
x; proi=0,1,...,n polynomem Q,, nizstho stupné m < n, takze napiiklad pro m = 1 mtzeme (5.6)
prepsat do preindexovaného tvaru:
1 h
fi =7 (fixr — fi) — §fﬂ(£i)a §i € [z, Tia]- (5.6.1)
1 h
fi =7 (fi = fi-1) + §f//(§i), §i € [zim1, i) (5.6.2)
Podobné pro m = 2 prepiseme (5.7) do tvaru:
! ]' h2 111
fi =g (S3fitAfiny = fira) + 5 f7(&), &€ [, Tt (5.7.1)
! ]' h2 1
fi =55 (fivr = fia) = = f7(&), &i € [Ti-1, @it] (5.7.2)
! 1 h2 "
fi=gp (ficz —4fir £3fi) + 5 f7(&), & € [wioa, 4] (5.7.3)
Zpusob pouziti formuli:
(5.71) proi =0 ... tj. na zacatku intervalu (tzv. levostrannd formule)
(5.7.2) pro0 <i<mn ... tj. uvnitf intervalu (tzv. centrdlni formule)
(5.73) proi=n ... tj. na konci intervalu (tzv. pravostrannd formule)

Analogicky postupujeme v pifpadé formuli s lichym poctem bodu (tj. m = 2¢ > 2 sudé), kdy
dostaneme jednu centralni formuli, ¢ levostrannych a ¢ pravostrannych formuli.

Vsimnéte si, ze velikost chyby centrilni formule (5.7.2) je poloviéni ve srovnéni s (5.7.1) a
(5.7.3). Je logické, 7e centrdln{ formule dévaji nejmensi chybu, nebof vyuZivaji stejny pocet hodnot
z obou stran k x;, které jsou nejbliz k f; a tudiz nejpresnéji popisuji chovéni f(x) v okoli z;.

Vsimnéte si dale rovnéz symetriénosti formuli (5.7.1) a (5.7.3). Formule (5.7.3) se dostane
z (5.7.1) inverznim uspofddanim uzla: f(z;—;) = f(x; + j(—h)) a zdménou h za —h, kterd odpovida
obraceni znaménka derivace pfi zdméné nezavisle proménné t za —t.
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Podobné vlastnosti vykazuji i formule s vyssim lichym poé¢tem bodua (5-bodové, 7-bodové atd.),
které se nejcastéji pouzivaji vzhledem k mensi chybé centrdlni formule. Necentraln{ formule se aplikuji
pouze na okrajich intervalu.

Pozndmka 5.6 (Problémy s presnost{ u formuli pro numerické derivovani).
Jestlize jsou hodnoty f; dény s chybou f; = f; + E;, |E;| < &;, muze tato okolnost podstatné ovlivnit
kvalitu vysledného odhadu f/. Ukdzeme to na pifkladé formule (5.7.2).

Jelikoz chyba ¢; a chyba formule se séitaji (viz 1.33), lze celkovou chybu T shora odhadnout takto:

1. ~ 1 1
IT| = |f{ — ﬁ(fi+l —fic)l=1fi - ﬁ(fi+l — fic1) + %(Ei—k—l —E;_4)

h? 1
< €|f”l(5i)\ + %(5241 +ei-1).

Polozime-li € = max(e;_1,€i41) a M3 = maxye[o, ;0,1 f" ()], pak

e h?
7| < E+€M3

Prvni ¢len chyby ; (napf. e mize byt chyba zpiisobené zaokrouhlovidnim, méfenim apod.)
z4visi nepfimo dmérné na h, zatimco druhy ¢len (chyba metody) zévisi pfimo tmérné na h.
Vznika otazka, jak optimélné volit h, aby celkova chyba byla minimalni.

1. Strategie: hleddme minimum funkce g(h) =  + %QMg. Ze vztahu ¢'(h) = — 5 + 2M35 =0

- 3e
dostavame | hopt = 1 !
2. Strategie: hleddme h tak, aby piispévek obou ¢lent chyby byl stejny. Ze vztahu ; = %QMg
. 5/ 6
dostavame | hopy = { 7l

V piipadé, ze hodnoty f; jsou ddny s malou pfesnosti (napf. byly ziskdny empiricky), neni vhodné
pouzit formule pro numerické derivovani pifmo, nebot hrozi riziko vyrazného zkresleni vysledkii.
V takovych piripadech je lépe nejdiive namérené hodnoty “vyhladit” naptiklad metodou nejmensich
¢tvercu a pak teprve pouzit formule pro numerické derivovani.

Algoritmus (MATLAB).

jmathews(’chap 6’): difflim.m (+ demo a6_1.m)

V tomto algoritmu je snaha nalézt “nejlepsi” aproximaci f'(x) zvolenim optimdlniho kroku h pro
formuli (5.7.2) jeho postupngm zjemnovdnim metodou pulend:

flz+5%) — [z~ 5)

/ ~ pp— —
f'(z) = Dg(z) = B jar-1 pro k=0,1,
aZ do dosazeni ukoncugici podminky:
|Dy41 — Dg| > |Dy — Dg—1| ... odhad chyby zacind vzristat,

nebo

|Dy, — Dy.—1| < Tolerance ... odhad chyby dosdhl poZadované presnosti.
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6. NUMERICKE INTEGROVAN{

(Algoritmy v MATLABu: jmathews(’chap.7’))

Definice 6.1. Nechf —0o < a < 29 < 11 < -+ < x, < b < +oco a W(x)f(z) je funkce inte-
grovatelnd na intervalu [a, b], kde W (z) je pfedem dand, tzv. vdhova funkce, a f(z) je funkce zadand
v uzlovych bodech g, z1, ..., z, tabulkou funkénich hodnot (piipadné i derivacemi nékterych rédun).
Kvadraturni formuli nazyvdame formuli pro pfiblizny vypocet integralu ff W (zx) f(z) dz, zévisejic
pouze na W (x), uzlech xg,x1,...,z, a zadanych tabulkovych hodnotach.

Obecny tvar kvadraturni formule zavisejici linedrné na tabulkovych hodnotéch f(z;), i =0,1,...,n:

n

b
| W@ s de =Y g + Er| (6.1)

i=0
kde je
E; ... chyba kvadraturni formule,
aprot=20,1,...,n jsou
x; ... kvadraturni uzly
A; ... vahové koeficienty (vahy) zdvislé pouze na W(z) a z; } parametry formule.

Definice 6.2. Kvadraturn{ formule (6.1) se nazyva
e uzaviena, jestlize a = xg a x,, = b,
e oteviena, jestlize a < zg a x, < b, tj. formule nezavisi na hodnotach funkce v krajnich
bodech intervalu.
e polouzaviend, resp. polooteviena, jestlize
(1) a =z a z,, < b, tj. je uzaviend zleva a oteviend zprava, nebo
(2) a < g a x, = b, tj. je oteviend zleva a uzaviend zprava.
Definice 6.3.
Celé ¢islo v > 0 nazveme stupném piesnosti kvadraturni formule (6.1), jestlize Ep = 0 pro vSechny
polynomy P(z) stupné nejvyse v (tj. P € P,) a Ep # 0 pro néktery polynom P(z) stupné v + 1.
Poznamka 6.4.
Ztejmé pro libovolnd «, 3 € R a funkce f(z), g(x) splaujici piedpoklady 6.1 je Eorygy = aEf + BE,,
nebot dle (6.1) je Ey = f; W(x)f(z)de — 31 o Aif(x;), kde vyraz vpravo zévis{ linedrné na f.
Odtud ihned vidime, ze v piipadé formule (6.1) se stupném presnosti v je E, # 0 pro kazdy
polynom P(z) =: ag + a1z + ...a,z" + ay12° ! stupné v + 1 (a,41 # 0), nebot

EP = Qg El “+aq Ez +---+ay Eru +ay41 Ewu+1 7é 0 < Ea:u+1 7& 0.
~—~ ~— N
=0 =0 =0 #0

Protoze P*D(€) = (v + 1)l ay41, dostdvame odtud ihned vyjadieni pro chybu ve tvaru:

B y y
Ep =0, gy PO = e P, ¢ e R,
——

=:e,

D4 se tedy ocekdvat, ze E¢ bude mit vyse uvedeny tvar pro kazdou funkci f € C*'[a,b] a vhodné
€ € [a,b] (viz déle).

V dalsim se omezime na ohrani¢eny interval [a,b], tj. —0o < a < b < +00.

Véta 6.5. Je-li W(z) integrovatelnd na [a,b] a f € C"Ya,b], potom pro formuli (6.1) se stupném
presnosti v > n plati

b
A; = / W(x)Lyi(z)dx proi=0,1,...,n, (6.1a)

b
Ef= <n+11>'/ W (@)wn 1 (2) D (E(2)) da, €(2) € [a, D). (6.1b)
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Poznamka 6.6.

(1) Pro v > n je tedy (6.1) jednozna¢né urcena vztahy (6.1a) a (6.1b) a dostane se formdlnim
zintegrovanim Lagrangeova interpola¢niho vztahu (4.3b)

_y Fr(E()
flz) = ; Ly () f () + wn+1($)w,
En ()

s vyuzitim vyjddteni (4.1a) pro chybu E,(x).

(2) Metoda neuréitych koeficientui pro uréeni A; pfi danych uzlech z;, i =0,1,...,n:
Necht ¢o(x),01(2),...,pn(z) je vhodnd polynomickd béze v P, (napitklad p;(z) = z7).
Z podminky, aby (6.1) byla pfesnd pro vsechny polynomy ¢;(z), 0 < j < n, dostdvame
systém n + 1 linedrnich rovnic pro n + 1 nezndmych A;:

n b
Z Aipi(z;) = / W(x)p;(x)de pro j =0,1,...,n, (6.1c)

=0

Protoze ¢;(x) jsou bézové polynomy stupné nejvyse n bude vzhledem k linearité chyby 6.4
formule presnd nejen pro né, ale pro vSechny polynomy stupné nejvyse n a bude tedy formuli
dosahujici presnosti alespon n. V piipadé ekvidistantni sité obdrzime tzv. Newton-Cotesovy
formule, které budou dale podrobné popsany v odstavci 6.1.

(3) Ve (2) byly uzly z; predepsdny a volnymi parametry byly pouze koeficienty A4;,7=0,1,...,n.
Vsech parametru je tedy celkem 2n + 2. Zvolime-li obecné k volnych parametru (1 < k <
2n + 2), je snaha sestavit k rovnic typu (6.1c). Pokud tento systém je feSitelny, obdrzime
analogicky formuli presnosti alespon k — 1. Poznamenejme ovsem, Ze tento systém je linedrni
pouze v koeficientech A;, nikoliv ale v uzlech x;, coz komplikuje nalezeni reSeni.

Ponechame-li viechny parametry volné (k = 2n + 2), pak lze pro nékolik typu vdhovych
funkei W(x) timto postupem zkonstruovat tzv. Gaussovy kvadraturni formule, které
dosahuji maximalniho stupné ptresnosti v = 2n + 1.

(4) Obecny postup konstrukce kvadraturnich formuli 1ze vzhledem ke (3) formulovat takto:

e Zvolime vhodnou vdhovou funkeci W (z) a zaddme r (0 < r < 2n+2) vhodnych omezujicich

podminek pro parametry (naptiklad ve (2) bylo pfedepsdno r = n + 1 uzlu).

e Sestrojime 2n + 2 rovnic tvofenych r predepsanymi podminkami doplnénymi o k = 2n +

2 — r podminek typu (6.1c).
e Vyfesenim tohoto systému nalezneme vsech 2n + 2 parametru (vahy + uzly) a obdrzime
formuli se stupném piesnosti alesponn k —1 (v > 2n+ 1 —r).

6.1. Newton-Cotesovy kvadraturni formule.

Definice 6.7.
(1) Rekneme, ze uzly zg,z1,. .., x, jsou symetrické na intervalu [a, b], jestlize jsou rozmistény
symetricky vzhledem ke stiedu s = %b intervalu, tj. s—x; = xp_;—s =: h; proi =0,1,...,n.
1 ro n sudé
(2) Je-li n celé &islo, pak par(n) := P udévd jeho paritu.

—1 pro n liché
(3) Je-li funkce g(x) definovdna na [a,b], pak fekneme, Ze je sud4d, resp. lichd na [a,b], jestlize
gls+1t),te[—(b—a)/2,(b—a)/2], je sudd, resp. lichd; neboli plati g(s — t) = g(s + t), resp.
g(s —t) = —g(s +1).

V takovém piipadé piseme par, ,(g) = 1, resp. = —1. Pokud g nenf ani suda, ani lich4, klademe
par, ;(g) = 0.

Lemma 6.8.

Necht xo, 21, . .., T, jsou symetrické uzly na [a,b]. Potom par, ,(wpy1) = par(n+1) = —par(n), neboli

wWnt1(x) je sudd, resp. lichd funkce na [a,b] v zdvislosti na tom, zda pocet uzli je sudy, resp. lichy.

Véta 6.9. Nechtf xg, 21, ..., %, jsou symetrické uzly na [a,b] a W (x) je integrovatelnd sudd nebo lichd
funkce na [a,b], potom pro koeficienty A; urcené vztahem (6.1a) plati symetrie

Ap—i = vpar, ,(W)A; proi=0,1,...,n. (6.2)
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Véta 6.10.
Necht o, 21, ..., Ty jsou symetrické uzly na [a,b], W(z) spojitd na [a,b], par, ,(W) = —par(n +1) a
f € C™"*2[a,b]. Potom chybu formule uréenou vztahem (6.1b) lze vyjddrit ve tvaru

b (n+1) T ! b (n+2) x
Ey = —/a ﬂ@(W) dx = —/a q(x)wd% (6.3)

kde q(z) == [" W (w)wpi1(u) du a &(x),n(z) € [a,b], pricemz f"F2) (n(z)) € Cla,b].

V dalsim se jiz pro jednoduchost omezime pouze na piipad jednotkové véhové funkce W(x) = 1.
Lemma 6.11. Nechf a = x| < 19 < -+ < Tpy1 =b ax; = xz9g+1ih, h >0 (i =0,1,...,n) jsou
ekvidistantni uzly na intervalu [a,b]. Oznacime-li I; := ffj“ wpt1(z)dz pro j = —1,0,1,...,n, pak
plati

(1) I =par(n+1)I,—1—; proj=-1,0,1,...,n
(2) I—y = %I pro vhodné &;, x; < & < wjp1, 0<j < 5.
(3) |- 1\>|I|pr00<]<f
(4) g(x) f wn+1( ) du neméni znaménko na [z, T,—;], pro n sudé, =1 < j < 5. Je-lin

liché, —1 < ] < 2L pak q;(z) neméni znaménko na [z, xn—1_;].

Dukaz. Viz A. Ralston: Zaklady numerické matematiky, Academia Praha, 1973, str. 178, cv. 49. O

Véta 6.12 (NEWTON-COTESOVY KVADRATURNI FORMULE).

Necht xg,21, ..., %, jsou ekvidistantni uzly, v; = o +ih, h > 0 a a = 29 — ah, b = x, + ah, kde
a =0 (v pripadé (n+ 1)-bodové uzaviené formule) nebo o =1 (v pripadé (n + 1)-bodové oteviené
formule). Potom existuje £ € [a,b] takové, Ze plati

b d . A s ) mEE 11 d 6.4
_ . n 10,41 (t) dt :
[ =3 ) el [ (6.40)
Ey
pron sudé a f € C""?[a,b]
a
/ f(z)de = ZA f(x:) +hn+2f e / e I, 41 (t)dt (6.4b)
— m+1)! )
By
pro n liché a f € C"[a, b],
kde
-1 n—i n+ao II
A; = hL/ Mnia®) gy (6.4c)
il(n—49)! J_, t—i
jsou tzv. Cotesova ¢&isla, pro néz plati A,—; = A;, i =0,1,...,n.
Poznamka 6.13.
v =mn+1... stupen presnosti,

o nsudé &%) Ey = h”+2€ W fEHD(E) = O(hv+2) = O(h™3) pro h — 0,
€n (n+2), fnJra 2t —1)...(t —n)dt.

v = mn... stupen pfresnosti,
o 1 liché &2 Ey = h”+2€nf(i+1)(§) = O(h**2) = O(h"*2) pro h — 0,
n+o
en = Gt S tE—1)...(t—n)dt

Vidime, ze pro lichy pocet uzli (n sudé) je fad konvergence i stupen presnosti Newton-Cotesovych
formulf o 1 vyssi, nez pro sudy pocet uzlu (n liché).

Pozndmka 6.14 (Specidlni pipady Newton-Cotesovych formuli pro W(z) = 1).

Oznacime-li A; = hAa;, kde a; = a,,_;, dostaneme nésledujici tabulky popisujici
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a) Uzaviené (o = 0) Newton-Cotesovy formule pro 1 <n < 8

Nézev formule n|A aop a1 as as as | v | ey,
Lichobéznikové pravidlo | 1 | 1/2 1 1 11]-1/12
Simpsonovo pravidlo 211/3 1 4 1 3| —1/90
Simpsonovo 3/8 pravidlo | 3 | 3/8 1 3 3 1 3| -3/80
Booleovo pravidlo 412/45 7 32 12 32 75| —8/945

5 |5/288 19 75 50 50 75| 5 | —275/12096

6| 1/140 41 | 216 27 272 27 | 7| —9/1400

7| 7/17280 | 751 | 3577 | 1323 | 2989 2089 | 7 | —8183/518400

8 | 4/14175 | 989 | 5888 | —928 | 10946 | —4540 | 9 | —2368/467775

Pomoci obecnych vzorcu z véty 6.12, resp. z poznamky 6.13, odvodime jako ukézku koefi-

cienty pro prvé dvé uzaviené kvadraturni formule z predchozi tabulky.

(1) Lichobéznikové pravidlo (2-bodové uzaviend formule): « =0, n =1, f € C?|a,b)

Podle 6.13 je v =n =1 a tedy Ey = O(h®). Odtud a z (6.4c) dostavéme:

Ag = ho(!(ll)_loo)!/ol(t 1)dt = fh[(t* 1)2}; - 7h<07 %) = h%

1
A1=A1_1:A0:h§:>14= ag=ay = 1.

1

27
1 ! 13 #2791 1,1 1 1
= [ te-na= oS -] =0 (5-5) =5
“ (1+1)!/o( ) 2l3 2] 2\3 2 12

(2) Simpsonovo pravidlo (3-bodovéa uzaviens formule): o =0, n =2, f € C*[a,b]

Podle 6.13 je v =n+1 =3 a tedy Ef = O(h®). Odtud a z (6.4c) dostavdme:

(—=1)%70 /2 Lpt3 3t 2 1,8 12
Ag=h—~—"—— [ t=1)(t-2)dt=h=|=— " +2t| =h=(=— = +4)=h=
0 0!(2—0)!0uﬁ_l 2[3 2+}0 2(3 2 )

t3—3t+2

(—1)*! /2 2 8 4
Ay=h—"t—— [ t(t—2)dt=—h|= —t?| =—h(z—4)=h=.

! 1!(2—1)!0( ) [3 }0 (3 ) 3
1 4 1
A2:A0:h§,A1:h§:>A:§,(10:(12:1,(11:4.

1 z, L5 3t 26392 1,32 16 8

e%m/’f“*”@*”dt*ﬂ[g*T*ﬂo*ﬂ(z*”z”g)*
0

_<i 1+g>_24—45+20_ 1

S \15 29/ 90 90’

Analogicky bychom postupovali pro n > 2. Zejména tedy dostdvame nasledujici tvary

nejcastéji pouzivanych uzavienych Newton-Cotesovych kvadraturnich formuli.

Lichobéznikové pravidlo (n =1):

’ h h3
[ rards = G+ 1) = 355760

Simpsonovo pravidlo (n = 2):

b h h5
[ r@rde = S+ an + ) = g r ),

(6.5a)

(6.5b)
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Simpsonovo 3/8 pravidlo (n = 3):

b
[ f@yde =t + 351+ 302+ ) - e, (6.50)
Booleovo pravidlo (n = 4):
[ rrde =204 52514 120 48205 471 - SO0 (6.54)

pro vhodné £ € [a, b].

b) Oteviené (o = 1) Newton-Cotesovy formule pro 0 <n <4

Néazev formule n|A ag ar | as |V | ey

Obdélnikové pravidlo | 0 | 2 1 111/3
132 | 1] 1 1]3/4
24/3 | 2| —1| 2|3|14/45
315/24 |11 1| 1|31]95/144
413/10 | 11| —14 26| 5| 41/140

Pomoci obecnych vzorcu z véty 6.12, resp. z poznamky 6.13, opét odvodime jako ukézku
koeficienty pro prvé dvé oteviené kvadraturni formule z predchozi tabulky.

(1) Obdélnikové pravidlo (1-bodova oteviend formule): « =1, n =0, f € C?[a,b]

Podle 6.13 je v =n+1=1atedy Ef = O(h®). Odtud a z (6.4c) dostdvdme:

(=1)°°
0'(0—0)!

1 / ) Ip39r 1,1 1y 1
o = 2 dt = 7[—} :—(—+—):7.
0 +2)! 203117 2\373/) 73

(2) 2-bodové oteviena formule: « =1, n =1, f € C?[a,b]

1
Ag=h / ldt=h(1—(-1))=h2 = A=2 ag=1.

Podle 6.13 je v =n =1 a tedy Ef = O(h®). Odtud a z (6.4c) dostdvéme:

Ay = hm /j(t— 1)dt = —h[(t_ 1)2}2_1 - —h(1 - é) —nd

A1 A1 1—A0—h = A = g apg=ay, = 1.

Y T I O TSP

Analogicky bychom postupovali pro n > 1. Zejména tedy dostdvame nasledujici tvary
nejcastéji pouzivanych otevienych Newton-Cotesovych kvadraturnich formuli.

Obdélnikové pravidlo (n = 0):

hS
/ F(a)do = 2h o+ " (€), (6.60)

/ Fla)de = (g + 1) + ﬁf”(&) (6.6b)
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n =

/ fayde = P 2g, - 2+ B o), (6.60)
n =

/ F@de = P01 fot i+ far 110 + 28 O (6.64)

pro vhodné £ € [a, b].

Véta 6.15 (SLOZENE NEWTON-COTESOVY KVADRATURNI FORMULE).

Necht g, z1,...,2n, N = (n+2a)M (M > 1, n > 0 celd) jsou ekvidistantni uzly, x; = xo+jh, h >0
aa=zo—ah, b=x,+ah, kde « = 0 (v pripadé uzaviené formule) nebo o = 1 (v pripadé oteviené
formule). Potom ezistuje & € [a,b] takové, Ze plati

b—a
)dx = A’ prt2 2”4 e (n+2) .
/ f T = JZO xj + o enf (f) ( a)
m ENC(f?h):O(hn«{»Q)

pron sudé, f € C"2[a,b] a e, z pozndmky 6.13

a
b N 1 b—a ( 1)
dr = A/- j hn+ n s -7b
| rayis I (6.7)
T Enc(f.h)=0(hm+1)
NC(f,h)
pro n liché, f € C"a,b] a e, z pozndmky 6.13,
kde
Al = 2(1 — a) A pro j = m(/n.—ﬁ— 204)7. 0<m < Mcelé (6.7¢)
A(j mod(n+2a))—« pro ostatni 7 0 < J < N7
pricemz A_1 =0 a A; jsou urceny vztahem (6.4c) proi=0,1,...,n.
Pozndamka 6.16 (Specidlni piipady slozenych Newton-Cotesovych formulf).
e Uzaviené slozené formule (a = 0):
(1) Lichobéznikové slozené pravidlo (NC= T ... Trapezoidal, n = 1)
11
2 2
11 1
2 2 2
viz (6.5a) a (6.7¢)
1 1
2 2
Al 5 11 1 3 Xh
/ fl@)de =T(f ) + Er(f.h).
kde uzitim (6.5a) a (6.7b)
B (6.8a)
h fa)+f0) | =
T(f.h) = §(f()+2f1+"'+2fN71+fN) =h — 1 f(z;)|, N=M,
j=1

Er(f,h) = P £(6) = 00), € € [a,i)].
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Algoritmus (MATLAB).
jmathews(’chap_7’): traprl.m (+ demo a7_1.m)
(2) Simpsonovo slozené pravidlo (NC= S, n = 2)

1 4 1
3 3 3
1 4 1 1
3 3 3 "0 3
viz (6.5b) a (6.7c)
1 4 1
3 3 3
RS B R I NN
/ f@)dw = S(f.h) + Es(f,h).
kde uzitim (6.5b) a (6.7a)
h
S(f.h) = 5(fo+dfi+2fo+dfs+ -+ 2fnatdfvat fv) =
. M1 o (6.8b)
3pww+ﬂm+2g;fu%»+4g%ﬂmmqﬂ,N=2M,
4b—a LY L@ 4b () 4
———
€2
Algoritmus (MATLAB).
jmathews(’chap_7’): simprl.m (+ demo a7-2.m)
e Oteviené slozené formule (o =1):
Obdélnikové slozené pravidlo (NC= R ...Rectangular, n = 0)
0 2 0
0O 2 0 ... O
viz (6.6a) a (6.7¢)
0 2 0
A;:02020...020Xh
[ rde = Rp0) + Enti ),
kde uzitim (6.6a) a (6.7a)
(6.9a)

M
R(f,h) =2h(f1 + fa+ -+ fv-1) =20 > f(z2m-1), N =2M,

b

L pE) = O(h?), € € [a,b)].

b—a 1 _
3 1@ =1

0+213
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ER(f? h) = h0+2
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