|0. Vysetrovani prubehu funkce|

Cilem tohoto textu je podat uceleny piehled charakteristik, které se obvykle zjistuji u
funkei (kiivek) o zadaném analytickém vyjadieni a systematicky popsat postup je-
jich zjistovani. V textu se vyskytuji odkazy do skript autort Z. Dosld, J. Kuben:
Diferencidlni pocet funkci jedné promeénné, MU Brno 2003. Odkazy jsou ve tvaru
[DoKu:&.# s.#].

V dalsim J := J(a, b) znadi interval redlnych ¢isel s krajnimi hodnotami a < b libo-
volného typu (a,b), [a,b), (a,b] nebo [a,b]. Pokud je interval zleva ¢i zprava otevieny,
tj. a nebo b nelezi v J, pak pfipoustime a = —oo, pfipadné b = co.

I. Cilem vySetifovani pribéhu analyticky zadané funkce y = f(x) je zejména urceni:
1. Vyznaénych bodua: body z; € R*, kde

a) do vypoctu f(x;) vstupuji neurcité vyrazy [DoKu: s.106];

b) x; € D(f) je izolovanym bodem defini¢niho oboru funkce f, tj. existuje
ryzi okoli O*(x;) nenélezejici do defini¢niho oboru D(f);

c) f neni spojita: stanovime typ nespojitosti [DoKu:odst.4.5 s.80-82], po-
dobné pro nespojitost zleva nebo zprava v krajnim bodé intervalu;

d) f(z;) =0 ...tzv. nulové body funkce f;

e) f'(x;) =0 ...tzv. stacionarni body funkce f [DoKu:Pozn.6.9 s.116];

f) f(x;) nabyva lokalniho nebo globalniho extrému a stanoveni jeho typu
(minimum, maximum) [DoKu:def.6.6,6.16 s.115,118];

g) f mé inflexi [DoKu:def.6.29 s.127].

2. Vyznaénych intervalt: maximalni intervaly J; := I(ay, by), kde

a) f je definovana: defini¢ni obor D(f) [DoKu:def.1.21 s.10] je obvykle
sjednocenim vsech takovych intervalii a jednobodovych mnozin tvorenych
izolovanymi body x; ad 1b), tj. D(f) = U, I UU,{x:};

b) f nabyva svych hodnot: obor hodnot H(f) [DoKu:def.1.21 s.10] je v
takovém piipadé sjednocenim obrazt f(J;) vSech intervali Jj ad a) a jed-
nobodovych mnozin tvofenych funkénimi hodnotami v izolovanych bodech,
. H() = U, f0) UUAF(e):

c) f je kladné a kde je zdporn;

d) f je spojitd [DoKu:def.4.32 s.76];

e) f je monotonni (rostouci, klesajici, neklesajici, nerostouci), pipadné kon-
stantni [DoKu:def.1.35 s.16];

f) f je (ostfe) konvexni nebo konkavni [DoKu:odst.6.3 s.120-127], pfi-
padné linearni.

3. Asymptot: [DoKu:odst.6.4 s.128-130]

a) bez smérnice: bod zy € R, ktery je bodem nespojitosti 2. druhu ad 1c),
kde plati lim,_, + f(x) = £00 nebo lim,_, - f(z) = £o0;

b) se smérnici: pfimka ax + b, pro niz lim, .1 (f(z) — ax —b) = 0.

4. Dalsich charakteristik:

a) symetrie f [DoKu:Def.1.30 s.13]: urceni stfedu symetrie x; vii¢i némuz
je f suda nebo licha funkce, neboli f(z+z;) je sudé nebo licha (vzhledem
k poc¢éatku), tj. f(—z+xs) = f(x+xs) nebo f(—x+xs) = —f(x+x5) plati
pro kazdé x € D(f);

b) periodicita f [DoKu:Def.1.32 s.15]: uréeni nejmensi periody, tj. mini-
malni hodnoty 7" > 0, pro niz plati f(z) = f(z + T) pro kazdé z € D(f).

c) (ne)ohranicenost funkce f zdola a shora [DoKu:def.1.29 s.12];
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11. Doporuceny systematiCky postup vysetrovalll prubenu zadane runkce y = j(x):
(viz téz [DoKu:odst.6.5 s.131-133])

1. Urceni vyznaénych bodua ad I.1a)-d):

a) Spo¢teme limity (oboustranné, pfipadné jednostranné) vsech neurcitych
vyrazi [DoKu: s.106] vznikajicich béhem vypoctu f(z;) ve vSech rele-
vantnich bodech z; ad I.1a): f(z) musi byt definovana v néjakém alespon
ryzim oboustranném nebo jednostranném okoli kazdého takového bodu x;.
Obvykle v takovych pripadech uzivame pro vypocet L'Hospitalova pravidla
[DoKu:odst.5.5 s.102-104]. Pro nalezeni takovych bodii mtzeme také
vyuzit postup dale popsany v d) v piipadech, kdy tyto body jsou nulo-
vymi body néjaké funkce, ktera je jmenovatelem néjakého nezkratitelného
zlomku vystupujiciho v analytickém vyjadfeni f(x).

b) Rozborem analytického vyjadieni f(z) uré¢ime izolované body defini¢niho
oboru.

c) Ve vSech bodech z; (v€etné bodi dopoétenych v a)), kde f neni spojita,
spoc¢teme potfebné limity zleva ¢i zprava a ur¢ime typ této nespojitosti.

d) Hledame nulové body

— pfimym vypoctem, pokud je to mozné, tj. zname prislusné analy-
tické FeSeni (napifiklad v pfipadé polynomt nizsich stupid, které se
snazime rozlozit na soucin kofenovych ¢initeltt [DoKu: s.39]);

— numerickym vypoc¢tem, kdy nejprve spoc¢teme f(a;) pro dostatecné
mnoho hodnot a; € D(f), a1 < as < --- < a,. Separujeme koreny
urenim subintervald [a;, aj11], kde f je spojitd a nabyva hodnot
opa¢ného znaménka na okrajich, tj. f(a;)f(aj11) < 0. Kazdy takovy
interval postupné zuzujeme (napiiklad pilenim) tak dlouho, dokud v
ném nenalezneme nulovy bod x € [a;, a;j41] pfesné a nebo s chybou
mensi nez ¢, jakmile a;;1 —a; < €. Protoze funkce f je na takovémto
uzavieném a ohrani¢eném intervalu spojita, musi v nékterém jeho
bodé nabyt nulové hodnoty podle Bolzanovy véty a jejiho dusledku
[DoKu:4.35-36 s.77]. Tyto vypocty muzeme snadno provadét na-
priklad v MATLABu.

2. Urceni defini¢niho oboru D(f):
Je-li f(z) elementarni funkci, pak D(f) je zndmy a jsme hotovi. V opaéném
ptipadé je tfeba f(x) rozlozit na posloupnost elementéarnich operaci (unarnich
i binarnich). Defini¢ni obor operace vyhodnocované jako posledni v poradi zua-
Zime na prunik s oborem hodnot predposledni operace. Jeji takto zizeny obor
hodnot opét vynucuje odpovidajici ztZeni i jejiho defini¢niho oboru, kde opét
udélame prinik tohoto ztzeni s oborem hodnot dalsi operace v poradi, atd. Tak
postupné zuzujeme defini¢ni obory jednotlivych operaci v opa¢ném poradi jejich
provadéni. Dosazené zuzeni defini¢niho oboru prvni provadéné operace je hle-
danym defini¢nim oborem D(f). Viz [DoKu:odst.1.3 s.18] a také ilustracni
obrazek k [DoKu:Def.1.40 s.10-20] z pfednasky. Pii konstrukci defini¢niho
oboru binarnich operaci bereme v ivahu hodnoty neurcitych vyrazii spoctené
v kroku 1.

3. Urceni oboru hodnot H(f):
H(f) = f(D(f)) konstruujeme postupné z D(f) v poradi provadéni elementar-
nich operaci.
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4. vysetlrenl symetrie:
Existenci a polohu stfedu symetrie x, mtzeme nalézt bud rozborem analytic-
kého vyjadfeni f(z) nebo ji odhadneme z grafického vyjadfeni az v poslednim
kroku 20 (napf. uzitim MATLABu). Pak dosadime +x + x, misto z, a vhod-
nou upravou obou vyrazi f(x + z4) a f(—x + x5) ovéfime platnost pfislusné
identity f(—x + z5) = f(x + z5) nebo f(—z + zs) = —f(x + =) pro kazdé
x € D(f). V dalsim sta¢i vySetfovat chovani f pouze pro x > x,, pfesnéji pro
x € D(f) Nxs,00).

5. VySetfeni periodicity:
Postupujeme analogicky jako v pfedchozim kroku s tim rozdilem, ze misto x,
rozborem bud pfimo ur¢ime nebo z grafu odhadneme periodu T" a poté ovéiime
platnost identity f(z + 7T) = f(z) pro kazdé = € D(f). V dalsim sta¢i pak
vysetifovat chovani f pouze na vhodné zvoleném intervalu délky 1", pfesnéji pro
xe D(f)Na,a+T).

6. Urceni hodnot = € D(f), kde f je spojita:
Odstranime-li z D( f) vSechny izolované body a body nespojitosti, ziskdme mno-
zinu vSech bodt spojitosti. Ta je ve vétsiné pripadt disjunktnim sjednocenim
vhodnych intervalti.

7. Uréeni hodnot = € D(f), kde f je kladna a kde zaporna:
Funkci f vyhodnotime nejprve ve vSech izolovanych bodech. Z mnoziny bodti
spojitosti nalezené v predchozim kroku odstranime vSechny nulové body. Je-li
takto ziskand mnozina disjunktnim sjednocenim intervall, pak f na zadném z
nich neméni znaménko. Staci tedy z kazdého takového podintervalu vybrat po
jednom bodu a v ném spocitat funkéni hodnotu. Obvykle volime body, kde je
vyhodnoceni snadné: 0, +1,£2,....

8. Kroky 1 az 7 zopakujeme pro f':

Urcovani D(f) je pfitom usnadnéno skutecénosti, ze kazdy bod D(f’) musi byt

bodem spojitosti funkce f dle [DoKu:véta 5.7 s.91]. Zejména tedy D(f’)

nemiize obsahovat izolované body.

9. Urceni stacionarnich bodu ad I.1e):
Stacionarnimi body f jsou pravé vSechny nulové body derivace f.
10. Urceni hodnot = € D(f), kde f je rostouci:
f je rostouci (neklesajici) na kazdém intervalu, kde f' > 0 (f" > 0),
podrobnéji viz [DoKu:odst.6.1 s.113-115].
11. Urceni hodnot = € D(f), kde f je klesajici:
f je klesajici (nerostouci) na kazdém intervalu, kde f' < 0 (f" <0),
podrobnéji viz [DoKu:odst.6.1 s.113-115].
12. Urceni lokalnich extrému [DoKu:odst.6.2 s.115-120]:

Funkce f mutze mit lokalni extrém pouze v téchto piipadech:

(i) v bodé xg, kde f'(xo) neexistuje; f ma v takovém bodé ostré lokalni mini-
mum (maximum), jestlize je zde spojité a existuje ryzi okoli O*(xo) C D(f’)
takové, ze f'(z) < O (f'(z) > 0) v levé Casti tohoto okoli a soucasné
f'(x) >0 (f'(x) < 0) v pravé ¢asti tohoto okoli [DoKu:véta 6.10 s.117];
neboli kdyz f v levé ¢asti tohoto okoli klesd (roste) a v pravé ¢asti okoli
roste (klesd) — viz kroky 10 a 11.

(ii) v bodé xg, ktery je stacionarni (f’(z¢) = 0) [DoKu:v&ta 6.8 s.116];
je dle [DoKu:véta 6.14, pozn.6.15 s.118] ostrym lokalnim minimem
(maximem ), pokud navic pro n&jaké k > 1 je f®*(zo) > 0 (f@¥(24) < 0)
a f0" (o) = 0 pro kazdé 1 < m < 2k.
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1o. ATOKY 1 az ( zopakuyjeme pro j :
Urcovani D(f") je opét usnadnéno skute¢nosti, ze kazdy bod D(f”) musi byt
bodem spojitosti funkce f’ dle [DoKu:véta 5.7 s.91]. Zejména tedy D(f”)
nemiize obsahovat izolované body.
14. Urceni hodnot = € D(f), kde f je konvexni:
f je (ostfe) konvexni na kazdém intervalu, kde f” > 0 (f” > 0),
podrobnéji viz [DoKu:odst.6.3 s.120-126].
15. Urceni hodnot = € D(f), kde f je konkavni:
f je (ostfe) konkdvni na kazdém intervalu, kde f” <0 (f” < 0),
podrobnéji viz [DoKu:odst.6.3 s.120-126].
16. Urceni inflexnich bodt ad I.1g) [DoKu:odst.6.3 s.127-128]:
Funkce f mutze mit inflexni bod pouze v téchto ptripadech:

(i) v bodé g, kde f”(xo) neexistuje; f ma v takovém bodé inflexi, jestlize f’
je zde spojita a existuje ryzi okoli O*(z9) C D(f”) takové, ze f"(z) < 0
(f"(z) > 0) v levé ¢asti tohoto okoli a soucasné f”(xz) > 0 (f"(z) < 0)
v pravé casti tohoto okoli [DoKu:véta 6.10 s.117]; neboli kdyz f je v
levé ¢asti tohoto okoli ostie konkavni (ostfe konvexni) a v pravé ¢asti okoli
ostfe konvexni (ostfe konkavni) — viz kroky 14 a 15.

(ii) v bodé g, kde f” existuje, piicemz pro néjaké k > 1 je f*1(z) £ 0 a

™) (1) = 0 pro kazdé 2 < m < 2k + 1.
17. VysSetfeni (ne)ohranicenosti funkce f a globalni extrémy:

Funkce je neohrani¢end zdola (shora), jestlize existuje xy € R*, takové, zZe
lim, ,+ = —oo (lim,_,+ = oc). Takovymi body ¢ jsou bud £00 nebo body
nespojitosti 2. druhu. Pokud je funkce zdola (shora) ohrani¢end, pak globalni'
minimum (maximum) mize (ale nemusi) funkce f nabyt pouze ve stacionarnim
bodech nebo v bodech, kde nema derivaci [DoKu:pozn.6.17 s.118-9]. Pokud
mame zjisténo, ze existuje globalni minimum (maximum), vyplyva z pfedcho-
ziho nasledujici postup jejich nalezeni:

e Najdeme stacionarni body a body, v nichz neexistuje prvni derivace (v€etné
izolovanych bodi a boda D( f), které jsou krajnimi body néjakého intervalu
spojitosti).

e Vypocteme funkéni hodnoty v téchto bodech.

e Ze vsech takto ziskanych funkénich hodnot (obvykle je jich koneény pocet)
vybereme nejmensi (nejvétsi). To bude hledané globalni minimum (maxi-
mum).

18. Urceni asymptot funkce f [DoKu:odst.6.4 s.128-130]:

a) bez smérnice: mezi body nespojitosti 2. druhu nalezneme vsechny body
zo € R, kde lim,_, - f(z) = £00 nebo lim,_+ f(z) = £oo. V kazdém
takovém bod¢ je © = x( rovnici hledané asymptoty bez smérnice (pfimka
rovnobézna s osou y a prochéazejici bodem x).

b) se smérnici [DoKu:véta 6.34 s.129]:

Primka y = ax 4+ b je asymptotou f pro x — oo praveé kdyz
mlir?o @ =a amlirilo(f(a:) —azx) =b.
Analogicky pro x — —oc.
19. Tabelace funkc¢nich a limitnich hodnot ve vyznacénych bodech:
Tabelujeme funkéni hodnoty spoctené ve vyznacnych bodech.
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<U. INakresliernl gralu runkce na celem deinicnimn oboru:
Do grafu nejprve vyneseme jako izolované body hodnoty tabelované v kroku 19.
Pak na kazdém intervalu spojitosti (a, b) nalezeném v kroku 6 zvolime vhodnou
dostatecné bohatou mnozinu bodi z; < --- < x,,, v nichz vyhodnotime funkéni
hodnoty f(z;), i = 1,...,n, pfidame je do grafu z kroku 19 a pak spojime
lomenou ¢arou nebo jinak vhodné interpolujeme. V. MATLABu mtzeme pro
tento ucel uzit naptiklad ptikazy: x=1linspace(a,b); plot(x,f(x)).



