| 4akladni pravidla derivovanl a integrovani

Kazd4a identita uvedenad v této tabulce plati pro ta x € R, pro néz jsou definovany
vyrazy na obou stranach rovnice (a, b, C' € R jsou konstanty).

(C.f(z)] = C.f () /C.f(x) dr = C./f(x) dx (la)
@)+ 9@ = @) +d(e)  [1f@) +g@lde= [ f@)dr+ [g)dr (1)
' =0 /de e (2)
F(2) = [F(@) +CY = f(2) [t@ds=r@+c @
Fle(x)]" = F'(¢(z)).¢'(x) /F’(SO(x))-SO’(x) dr = Flp(x)] (4)

[u(z) - v(@)] = (z) - v(z) + ulz) - v'(z)
/u’(x) v(z)de = u(x) - v(z) — /u(x) v'(x) dx (5)

[U(x)}/ _ u(z) -u(z) —u(z) - v'(2)

v(z) v(z)?
u'(r) () u(z) v'(x) .

/ v(x) dv = v(x) +/v(x) v(x d (6)

y = f(x) spojitd a ryze monotonni v O(zg) = = = f~(y) je rovnéz spojitd a ryze
monotonni v O(yo), yo := f(z0), a plati:

[f_ (yO)]/ = f,(xo) (7)

Neékteré rekurentni vztahy ziskané metodou per-partes (5):

dx 2n —1 1 T
K, =[] ———— = K4 =—K, +—  — ]
/(1 + z2)n i 2n o (14 22)n (8)
1 -1
I, = /sin”xdx = [,=——-cosx-sin" lx+ i L, o (9a)
n
dx 1 cos T k—2
I/ = = I/ — . I/ 9b
k /sinkx K k—1 sink_1x+k—1 k=2 (9b)
n 1 . n—1 n—1
J, = [ cos" xzdx = J,=—-sinz-cos" " x+ Jp_o (10a)
n n
dx 1 sinz k—2
J) = = J = . J, 10b
K /coskx P k-1 cosk—1x+k—1 k=2 (10b)

Navod:
8): v =10v= m, (9a): v/ = sinz,v = sin" 'z, (10a): v’ = cosx,v = cos" ! .
Vyjadiime-li I,,_5 z (9a) pomoci I,,, kde pak polozime —k := n—2 a I} := I_j, obdrzime
(9b). Podobné se odvodi (10b) z (10a).
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(sinz) = cosx

(cosz)' = —sinz
1
(arcsinz)’ =
V1—a?
1
(arccosz) = —
V1—a?
1
tg z) =
(te ) cos? x
1
(cotg x)' = ——
sin® x
1
tg ) =
(arctg x) T2
1

(arccotg ) = ——

(a®) = (Ina).a”

()] = f<w@(’@nmﬂw+gu>

(z%) =2*(Inz + 1)

(nfel)' = -
(log ) = ——
ARG
2 21} — 1
(In|z + Va2 £ a?|) = N

(xa)/ — a‘xa—l

/F

/cosxdx =sinz

/sina:dx = —CoSZ

1
dr = arcsin
/ V1— 22

= —arccosx

1

/ —dr=tgx
cos? x
1

/'2 dr = —cotg x
sin® x

I — ar X
1 + .CE2 ¢

= —arccotg x

[
fore

lna

)

1
/— dx = ln|z|
x

= (Ina).log,|z|
f/

= In|f(x)]
= In|z + Va2 £ a?|

a+1
/ﬂm:x
a+1

(11a)

(11b)

(12a)

(12b)



n-ta aerivace, n < IN:

(uta) o) = () o)+ ()00 )+ ( )2 o) oo

+ (nﬁ 1) o () - v D () + (Z)u(x) () (18a)

neboli
(u(z) - v(z))™ = (Z) u™ P () -0 (z), kde u(z) := u(z) a vV (x) = v(z)
k=0
(18Db)
(M)W =k (k—=1)---(k—n+1)z"", n<keN (19)
z\(n x z\(n z n n _1)n—1 n- 1)‘
(em)™ =¢ (a®)™ =a® - (Ina) (In|z|)™ = ( fE (20)
in2)™ = si T (n) — il
(sinx) sin <a7 +n 2) (cos ) cos <;17 +n 2) (21)
Né&které ¢asto potiebné integraly (0 < b € R):
dx x dx 1 b+
/62+x2_ arcte g /b?—aﬂ_z_b'ln‘b—x (22)

oK o=

/\/62 —x2dx =
= In|z + V2?2 £ a?|

2
Vb2 — 22 + % arcsin % (23)

= arcsin % (24)

/ dx / dx
Va2 +a? N
2

/Vx2ia2d$:%'V£E2:|:a2+%-ln|$—l—\/x2:|:a2| (25)

rdx 1 rdx
/a2i$2::|:§-ln|a2:|:aj2| m:i\/a2iﬂf2 (26)

/sidrit h ln}tg %} /Cg:x = ln}tg (% + %)} (27)

Popis vlastnosti:

e Linearita derivace a integrace: viz (1la) a (1b)

e Derivovani slozené funkce: viz (4)

e Substitu¢ni metoda integrace: zavedeme novou proménnou v := ¢(x) — viz (4)

e Derivace soucinu dvou funkei: viz (5) a tzv. Leibnitzav vzorec (18a), resp. (18b)
e Integrace metodou per-partes: viz (5)

e Derivace podilu dvou funkei: viz (6)

e Derivace inverzni funkee: viz (7)

e Logaritmicka derivace: viz (16c¢)







| Metodika integrovani

Integrovani (hledani neurcitého integralu) zadané funkce predstavuje operaci inverzni
k derivovani. Zatimco derivovani funkci vzniklych slozenim elementéarnich funkei se ¥idi

vvvvv

vvvvvv

V dalsim uvedeme piehled zakladnich integra¢nich metod pro nejcastéji uzivané typy
integralii. Pokud spravné urc¢ime typ zadaného integralu a aplikujeme kroky odpovi-
dajici integracni metody, redukuje se tloha vzdy na vypocet integralti z elementarnich
funkci uvedenych v predchozi ¢asti.

V textu se vyskytuji odkazy do skript autort V. Nowdk: Integrdlni pocet v R, MU
Brno, 3. vyd., 2001 a do sbirky prikladd V.P. Minorskij: Sbirka uloh z vyssi matema-
tiky, SNTL Praha, 196 Odkazy jsou ve tvaru [No:&.# s.#], resp. [Min:&.# s.#].

Déle uzivané oznaceni:

e J je interval, na némz vyhodnocujeme uvazované integraly.
e P(x), resp. P(z1,...,x,) je polynom jedné, resp. n proménnych.
e R(z), resp. R(x1,...,x,) je raciondlni funkce jedné, resp. n proménnych.

1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY [No:odst.1.2 s.5-9]

1.1. Integral z linearni kombinace funkci.
Ze vztahtu (la) a (1b) dostavame:

/(clfl(x)+---+cnfn(x))da::cl/fl(a:)dx—l—---+cn/fn(a:)da7 (28a)

Pritom integral na levé strané strané existuje na J, pokud zde existuji vSechny inte-
graly na pravé strané [No:Vé&ta 2.1 s.5].
Priklad pouziti
Integral z polynomu: Necht P(x) = ag + a1z + - - - + a,2™, pak uzitim (17)

22 s
/P(él?)déﬂ=a0$+a1§+“'+ann+1 (28b)

Dalsi fesené piiklady: [No:P¥.2.1 s.5]
Priklady do cviceni: [Min:VIII/1 s.125-127]

1.2. Metoda per-partes.

Jestlize v rovnici (5) maji funkce u(z) a v(z) derivace na J, a existuje zde integral
[ u(x)v'(z) de, pak

/u’(x) cv(z) dr = u(x) -v(x) — /u(x) ' (z) dx (29)

Pritom integral na levé strané strané existuje na J, pokud na pravé strané existuje
integral [u(z)-v'(z)dx [No:V&ta 2.2 s.6].

Typické pouziti

(1) Odvozovani rekurentnich vztahi typu (8)—(10b). Ty pak uzivame tak, ze integral
spo¢teme pro malou hodnotu n, napiiklad integral K uzitim (14a), a pak pomoci reku-
rentnich vztaht postupné pocitame Ko,...,K,. Samoziejmé je mozno provést vypocet
K, pfimo opakovanym pouzitim metody per-partes. Podobné pro ostatni integraly.

(2) Integrovana funkce je ve tvaru soucinu s polynomem: [ f(z)P(z)dz, kde
5




a) J(Z) umilme opakovane imtegrovat, napr. j\r) = e, j(r) = sinax, j\r) = cosarx,

pak polozime u'(z) := f(z),v(x) := P(x) a vicendsobnym uzitim per-partes postupné
dostavame integraly téhoz typu, kde se stupen polynomu snizuje az na nulu, tj. po
poslednim kroku je roven konstantné a ziskany integral je jiz integralem, ktery umime
spocist.

b) f(z) neumime opakované integrovat, ale pouze derivovat; pak obvykle opacna volba

u'(x) := P(z),v(z) := f(z) vede po jednom nebo vicenasobném pouziti per-partes
k jinému typu integralu, ktery umime fesit. Je tomu tak napiiklad u integralt, kde
f(z) = arctg « nebo f(x) = (Inz)", které vedou na integral z racionélni funkce (viz
odst. 2).

Resené piiklady: [No:P¥.2.2-2.4 s.6-7]
Priklady do cviceni: [Min:VIII/4 s.131-132].

1.3. Substitu¢ni metoda.

1. varianta

Polozime-li ve (4) f(t) := F'(t) na intervalu ' a t := ¢(z) na J, kde ¢(J) C 7,
dostaneme vztah pro integraci substituci ve tvaru

/f[go( x)dr = /f F(t), kde dosadime t = ¢(x),z €7 (30a)

Z vyse uvedeného vyplyva, ze f(t) musi mit primitivni funkci F'(¢) na 7 (k tomu staci
podle [No:véta 1.2 s.2], aby f byla na J spojitd) a ¢(x) musi mit derivaci na J
[No:v&ta 2.3 s.7]. Uvazime-li, ze & = /(z) = dt = ¢/(z)dz, vidime, Ze integral
vpravo dostaneme z integralu vlevo formalnlm dosazenim ¢(x) =: t a ¢/(z) dx =: dt.
2. varianta

Necht p(J) =7, pak zdménou role t < x a pravé a levé strany v (30a) dostavame

/f )dx = /f t)dt, kde dosadime t = ¢(z),z € I’ (30b)

pro libovolnou funk(n ¥ (x) definovanou na J’" takovou, ze p(i(z)) = = pro kazdé z € I
(neboli ¥ (x) € ¢~ 1 ({x})). V piipadé, Ze ¢'(t) # 0 na J, pak ¢ je ryze monotonni' na J
a tedy ¥(x) := gp‘l(a:) je jedind moznd volba (viz [No:v&ta 2.4 s.8]).

Resené piiklady: [No:P¥.2.5-2.6 s.7-9]
Priklady do cviceni: [Min:VIII/2 s.127-130].

IStaci ovétit, ze ¢ (t) > 0 nebo ¢/ (t) < 0 viude na J. Predpokladejme opak. Kdyby existovaly body
ti,ta € J,t1 < t2 @ ¢ (t1)¢'(t2) < 0, pak existuje & € [t1, 2], kde nabyvd ¢ maxima nebo minima
dle Weierstrasseovy véty (je zde totiz spojita, nebot zde mé vSude derivaci); takovy bod nemtze byt
vnitfnim bodem J, protoze funkce by zde méla lokalni extrém a tudiz i nulovou derivaci, coz neni
mozné. Je-li ¢'(t1) > 0 a ¢'(t2) < 0, tak ¢ je v pravém okoli ¢; rostouci a v levém okoli t5 klesajici, tj.
o(t1) = p(t2) musi byt minimum. Dle Rolleovy véty pak mé ¢ nulovou derivaci v n&jakém vnitinim
bodsé, spor. Podobné se vysetii pfipad ¢'(t1) <0 a ¢'(t2) > 0.
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. INTEGROVANI RACIONALNICH FUNKCI [No:oasT.l.o s.1U-1Z]

2.1. Prvni specialni pfipad.

I::/(Lndx, neN (31a)

feSime substituci x — a = t, dr = dt:

Al = Aln|zr — =1
I:A/tlndt:{ nlt| njz — a| pron

izt A 1
A= =15 (@ayi=T bron > 1.

2.2. Druhy specialni pripad.

Bx+C
= N 1
/[(x—a)2+b2]” dr 070 e (310)

Postup reseni:

(1) Citatel vyjadiime pomoci derivace vyrazu ((x — a)? + b?)' = 2(z — a) = 22 — 2a
vystupujicim ve jmenovateli

B
B:E+C:§(2x—2a)+Ba+C.

(2) Integral I rozlozime na soucet dvou integrali:

__/ xia:a—Qa T dx+EBa+C)/[($—ad>§+b2]n

-~

I

(3) Integral I; spoc¢teme pomoci substituce (z — a)? +b* =t, (2z — 2a)dz = dt:

E/@ _ {gln|t| =ZIn((x —a)?+b*) pron =1

Bt ntl _ B 1
2 —n+l — 2(1—n) [(z—a)24b2]" 1 pro n > 1.

(4) Integral I, spo¢teme pomoci substituce (x —a) = tb, dx = bdt:

bdt Ba+C dt
I, = (Ba—i—C)/ (tzb2+b2)n = p2n—1 /(1+t2)n

Knp

Pokud je n > 1, snizujeme pii vypoctu K, jeho fad n opakovanym uzitim rekurentniho

dt  (14a)
1+t2

vzorce (8), az dostaneme integral K; = arctg t. V obdrzeném vyrazu za
proménnou ¢ dosadime zpét £ = -+,

2.3. Obecny pripad.

- / R(z) dv (31c)

Postup reseni:

(1) R(x) = gg g rozlozime dle algoritmu déleni se zbytkem: P(z) = Q(z)S(x) + T'(z).
7




vdtuda po vyaelenl polynomem (Dg(x) dostavame

1= [ ne) Q / d*/@g

-~

I

kde S(z) je polynom a % je ryze lomené racionalni funkce.

Poznamenejme, ze S(z) = 0 a T'(z) = P(z), pokud stP(z) < stQ(x), tj. pokud R(z)
jiz byla pfimo ryze lomena.

(2) Spocteme integral I; podle vztahu (28b)

(3) gg % rozlozime na parcialni zlomky ~ Q( = Ri(z) + -+ Rn(2).

(4) Spocteme

(28a)

L% /Rl(x)da:+~--+/Rm(x)dx,

kde kazdy z integralt [ Rj(z)dz, j = 1,...,m je jiz nékterého ze specidlnich typi
(31a) nebo (31b).

Resené piiklady: [No:P¥.3.1 s.11-12]
Priklady do cviceni: [Min:VIII/6 s.133-135].

3. INTEGROVANT JINYCH FUNKCI [No:odst.1.4 s.12-17]

3.1. Integrace nékterych iracionalnich algebraickych funkci.

3.1.1. Typ L
ax™+ b\ o az™ 4 b\ o
R xm,<7)1,...,<7)” ™ Vdx; pi,qi € Z, m,neN| (32a
/ ( ca™+d ca™+d bi 4 (322)
kde R(zo,x1,...,Zy,) je raciondlni funkce n+1 proménnych. Tato funkce nemusi zéviset
na g, takze zahrnuje i pfipad racionélni funkce R(z1,...,x,) o n proménnych.
Postup feseni:
(1) Najdeme nejmensi spole¢ny nasobek s € N ¢isel ¢, .. ., ¢n.
(2) Provedeme substituci
"+ b dt® —b 1 /dte—b
i t*, odkud 2™ = ———, 2" ldr = —<7) dt.
cx™+d —ct*+a m\—ct®+a

(3) Touto substituci pejde (32a) v integrél z racionalni funkce, ktery fesime dle odst. 2.

Po jeho nalezeni dosadime zpét ¢t = ¢/ ax+b

cx™+d”’
Specialni pripady:
(i)m=1,a=d=1,b=c=0 se substituci z = t*, dx = st* ' dt :
/R(x,x%,...,xz_:)dx; pi,qi € Z, n €N (32b)

iym=n=1la=d=1,b=c=0,p; =1,q1 = s se substituci z = t*,dx = st* " 1dt :
(i)

/ R(z, v/7)dz| nebo / R(Y/7) dx (32c)

8




(11) m=n = 1,p1 = 1,q1 = § S€ subSLILUC] JaKO V Kroku (4) pro (Joza) pr1 m = 1.

/R :E,f/ax—i_b dx| mnebo /R o[ AL+ dx (32d)
cr+d cr+d

(ivym=n=1p=1q¢g=s=1c#0:

/ax+bd$ (32e)

cx+d

Tento integral trikové upravime na soucet dvou integrali:

axr+b Y ew +d) +b— 2 a ad dx
de = [ < cgr =2 [ dot (b-
/ca:—l—d * / cr +d * c/ a:—i—( c)/ca:—l—d’
N / NS

-~

Il 12

kde I = 2x a druhy snadno spocteme substituci cx + d = ¢, cdr = dt, coz dava
I = (2524) Infcz + d.

Resené piiklady: [No:P¥.4.1-4.2 s.12-13]
Priklady do cvic¢eni: [Min:VIII/7 s.135-137].

3.1.2. Typ IL

/R(a:, Vaz?+br+c)dr; a# 0| nebo /R(\/a:ﬂ2 +br+c)dr; a#0| (33a)

kde R(z,y), resp. R(y) je racionalni funkce dvou, resp. jedné proménné. Poznamenejme,
ze pro a = 0 je (33a) specialnim pfipadem (32d).

Postup reseni:

Muzeme uzit nékterou z nasledujicich tii tzv. Eulerovych substituci (E1)-(E3):

(1) M&-li az? + bz + ¢ realné kofeny «, 3, pak ax?+br+c = a(r —a)(z — 3) a miiZzeme
pro x # « uzit substituci

Var?+br+c=(x —a)t (E1)

Dale postupujeme takto:
(a) Vztah (E1) umocnime na druhou a dale upravime tak, abychom vyjadrili z — «
pomoci substitucéni proménné ¢:

a(r —a)(z — ) =ax’ +br+c= (v —a)’t* = a[(x — a) + (a — B)] = (z — a)t?
Odtud
o M0D) e o= O

2 —q

dr = a(a — ) (ﬁ) dt = a(f — Oé)(t?iita)?dt'

(b) VysSe uvedenou substituci pfejde (33a) opét v integral z racionalni funkce, ktery
\/am2+bm+c.

r—o

fesime dle odst. 2. Po jeho nalezeni dosadime zpét t =

(2) Je-li @ > 0, pak mizeme uzit substituci

Vaz? +br + ¢ = £y/ax £, (E2)

kde znaménka =+ zvolime tak, aby v daném konkrétnim pripadé byl vypocet co nejjed-
nodussi. Déle postupujeme analogicky jako v predchozim ptipadé:
9




(a) VZztah (Ez) umocnime na drunou a dale upravime tak, abyciom vyjadril X a ax
pomoci substitu¢ni proménné t:

t? —c t2—c
ar’+br+c = (£var+t)? = ar’ £2\/art +t* = v = TN dr = <b — 2\/_75)
a odtud déle dosazenim = do (E2)
VT o= VAt
bF2yat
(b) VysSe uvedenou substituci pfejde (33a) opét v integral z racionalni funkce, ktery

fesime dle odst. 2. Po jeho nalezeni dosadime zpét t = F(vVax? + bx + ¢ F /ax).

(3) Je-li a < 0, pak pro z # 0 mizeme uzit substituci

Vax? +bx + ¢ = xat £4/c|, (E3)

kde znaménka + zvolime opét tak, aby v daném konkrétnim ptipadé byl vypocet co
nejjednodussi. Dale postupujeme analogicky jako v predchozim pripadé:

(a) Vztah (E3) umocnime na druhou a dale upravime tak, abychom vyjadfili z a dx
pomoci substitucéni proménné ¢:

bF2\/ct bF2\ct
ar’+br+c= (£at+£c) =2 t*+2\/cat +c = v = j; ve , do = < j; \/_)
—a —a

a odtud déle dosazenim = do (E3)

bt F 2./ct?
\/aa:2+bx+c::|:j:27_\/f:|:\/5.

(b) VysSe uvedenou substituci pfejde (33a) opét v integral z racionalni funkce, ktery

fesime dle odst. 2. Po jeho nalezeni dosadime zpét t = :F—W.

Uvedeme dale nékteré specialni pfipady integralu typu (33a), které lze fesit pomoci
jinych substituci, které zjednodusi pocitani oproti uziti Eulerovych substituci.
1. specialni pripad

(33b)

I-—/ -
' vax?+bx +c

me upravou vyrazu pod odmocninou na soucet ¢tverct. Nastanou dvé moznosti:

Resim
(1) a

p_L / . da
Vel \Jettere VA ¢<x+%>2+§—%
pak substituci t = x —|— 505 dt = dx dostaneme
(24)
- e

kde za k a t dosadime zpét.
(2) a <O0:

Oznacéime-li k := € —
a 4 )

\/—_a/\/— \/—_a/\/4a2_c (@+ L)



Konstanta £ := ;5 — - musl byt kladna, nebot jinak vyraz pod odmocninou by byl

vSude zaporny a tudiZz odmocnina by v readlném oboru nebyla nikde definovana. Pak
substituce t = x + %, dt = dx vede na

1= L dt @ ! arcsin !
kde opét za k a t dosadime zpét.
2. specialni pripad
[:= / @) g, (33¢)
Var?+br + ¢

kde P, (x) je polynom stupné n > 0. Postupujeme nasledovné:
(1) Integral I vyjadiime formalné ve tvaru

P,
/ (z) dr = (Apx"  + -+ Ay ox + Ap_1)Vax? +bx +c +
vax? +bx +c

+An/ v
var?+br +c

(2) Toto vyjadfeni zderivujeme a pak vynasobime odmocninou vaz? + bz + c.
Obdrzime:

P,(x) = [(Aoa:”_l + o+ A, ox + An_l)\/om2 + bx + c]’\/aa:2 +bx+c+ A,.

(3) Vypoctem snadno ovéfime, ze vpravo je rovnéz polynom stupné n zavisly na n + 1
neznamych parametrech Ay, ..., A,. Tyto parametry vypocteme porovnanim koefici-
entd u stejnych mocnin polynomi vlevo a vpravo.

(4) Ao,..., A, dosadime do vyjadieni z kroku (1), kde integral [ \/ﬁ je jiz zné-
mého typu (33b).

3. specialni pripad

/ dx / dx
(Az + B)Vaz? +bx + ¢’ rvax? +bxr +c

kde druhy z integrali je zfejmeé specialnim pripadem prvniho pii A = 1, B = 0. Budeme
se proto zabyvat jen prvnim integralem. Pro = # —% vede substituce

A # 0|nebo (33d)

1 1/1 dt

opét na integral typu (33b), po jehoZ spocteni dosadime zpét za t = ﬁ.

4. specialni pfipad (Goniometrické substituce)

/ R(x,V/c* — 22) | nebo / R(x, Ve + a?) (33¢)

Tyto integraly jsou specidlnim pfipadem (33a), kde ¢ nahradime kladnou konstantou
¢ > 0 a a = %1. Provedeni substituce # = c.sint,dx = c.costdt pro prvni integral,
resp. x = c.tg t,dxr = cco‘igt pro druhy integral, vede na integral typu [ R(sint, cost) dt,
jehoz feseni je popsano v nasledujicim odstavcei 3.2.
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nhesene priklaay: [No:rr.4.o0 s.l1o-14]
Priklady do cviceni: [Min:VIII/7 s.135-137].

3.1.3. Typ III (Binomicky integrdl).

I := /xm(a + bx™Pdz, a,b,m,n,p e Ryn#0 (34)

Mohou nastat tyto pripady:

(1) p € N: Vyraz (a + bz™)P rozvineme podle binomické véty, po roznasobeni jeho sou-
¢inu s " dostaneme linearni kombinaci mocninnych funkci. Jeji integral spocteme
uzitim (28a) a (17).

(2)peQ—N, m,n,p e Q,p:=L: Substituce z = 2", = zw,dr = %z%_l dz dava

1 m T 1 1 m+1
I = 5/27.(a+62);.25_1d2’: E/ZT+_ .(\S/a—i-bZ)TdZ.
m—+1

a) Jestlize € Z, pak tento integral je typu (32d) a tudiz pokrac¢ujeme v feseni

n

substituci a + bz = t°, kterda vede na integral z racionalni funkce. Vysledna
substituce je tedy a + bx™ = t°.
b) Jestlize mT“ ¢ 7 a mT“ + p € Z, upravime vyjadieni pro I dale takto:

1 m+41 1 ma1 T
I= —/zT++p_1.z_p(\s/a+76z)sz: —/zT++P—1.<S a—i—bz) dz.

n z

Dostavame opét integral typu (32d), takZe tentokrat substituce atbz — 5 opét

z
vede na integral z racionalni funkce. Vysledna substituce je tedy ax™" +b = ¢°.
(3) Ostatni pifpady: dé se ukazat (Cebysev), Ze fesenim jsou v tomto ptipadé tzv. vyssi
transcendentni funkce: viz [No: s.17].
Resené piiklady: [No:P¥.4.5 s.16-17]
Pfiklady do cviceni: [Min:VIII/7 s.135-137].

3.2. Integrace goniometrickych funkci.
3.2.1 Integral typu

/R(sin x,cosx)dx (35a)

kde R(x1,x2) je racionalni funkce dvou proménnych.

x
Postup feseni: Substituci | tg 5= t|se integral prevede na integral z racionalni funkce.

Ovéime to. Z pravouhlého trojihelnika o odvésnach ¢ = tg § a 1 dostdavame dle Py-
thagorovy véty:

T 1 LT t
COS — = ——— Sin — =

2 J1+41t2 2 142

a odtud uzitim zndmych vzorci:

W T . o,x  1—1t2 , 5 sin ™ cos ¥ 2t
cosT = cos” — — sin” = = sinx = 2sin = cos = =
2 2 1+t 2 2 141t
(14a) 2
T = 2arctg T= 1

12



O dosazenl do (ooa) dostaneme mtegral z raclonalnl runkce v promenne ¢, po jenoz
spocteni dosadime zpét ¢ = tg 7.

Vyse uvedenou obecnou substituci lze zjednodusit v téchto specialnich pripadech:
(1) R je licha funkce v prvni proménné: R(—sinx,cosz) = —R(sinz, cosx).

V takovém piipadé vystacime se substituci . Pak

. (12b) dt
sinz =V1—cos2z =+1— 12, © =arccost, dv = ———.
V1-12
(2) R je licha funkce v druhé proménné: R(sinz, — cosz) = —R(sinz, cos z).

V takovém piipadé vystacime se substituci . Pak analogicky

a dt
cosx = V1 —sin?z =1 — 12, = arcsint, dx (122 —.
V1—1t2
(3) R je licha nebo suda v obou proménnych: R(—sinx, —cosx) = R(sinx, cos z).
V takovém pripadé vystacime se substituci , kdy podobné jako pii vysSe po-
psané substituci tg § = ¢ dostavdme vyjadient:
1 . t dt
CoOsxt = ——, sine = ——, r =arctg t, dv = ——.
1+4+¢2

V1Tte2 V1t

Ve vsech trech ptripadech pritom dle potieby uzivame znamych goniometrickych vzorct

1+cos2x ., 1—cos2z sin 2x
———, sin"r = —————, sinz.cosw = :
2 2 2

COS2 Tr =

3.2.2 Integral typu

/ sin mz. cosnx dx | nebo / cos mx. sinnx dzr | nebo / sinma.sinnxdr| (35b)

Pfevedeme na linearni kombinaci integrali z goniometrickych funkei (11a) nebo (11b)
upravou integrované funkce pomoci znamych souctovych vzorcu:

1

sinmz. cosnx = §[sin((m +n)x) + sin((m —n)z)]
COS MT. COSNT = %[cos((m +n)x) + cos((m —n)z)]
1

sinmaz. sinnx = §[cos((m —n)z) — cos((m + n)x)].

3.2.3 Integral typu

/ sin™ x. cos™ x dx (35¢)

Jestlize m,n € 7Z, pak se jedna o specialni piipad (35a).
Jsou-li m,n € Q, pak substituce sinx = t, cosz dx = dt, dava binomicky integral (34):

/sinm x.cos" xdr = /tm(l — )" dt.

Resené piiklady: [No:P¥.4.4 s.14-15]
Priklady do cviceni: [Min:VIII/5 s.132-133].
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J.0. 1ntegrace nexKterycn transcenadentnicn runkci.
Jedna se o nékteré integraly typu

| Rle@is @) ds 30

kde R je racionalni funkce jedné proménné.
Podle (30a) klademe substituci ¢t = ¢(z),dt = ¢'(z)dz, kterd vzdy vede na integral
z racionalni funkce: [ R(t)dt. Pikladem mohou byt integraly:

V poslednim p¥ipadé stacéi integrand R(e®*) upravit:

R(e™) = Mae” dx.

a]eafﬂ
Zlomek v tomto vyrazu totiz opét pfedstavuje (jinou) racionalni funkei.
Priklady do cviceni: [Min:VIII/8 s.137-138].
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