Kapitola 5 Mikroekonomicky pfistup : Koriusova (funkcionalni) indexni Cisla

Zobecnéni Konusovych kvantovych indexnich Cisel.

Zakladni poznatky pfinesli v tomto sméru R.G.D.Allen, P.Samuelson, R.Pollak, S.Swamy a
E.Diewert. Nékteré navrzené konstrukty nesou piisluSnd autorskd pojmenovani: Pollakiv,
Malmquistiv a Allentv kvantovy ( t¢Z mnoZstevni necbo objemovy ) index. Konusova

kvantova indexni ¢isla definovana v (5.5) a (5.6) jsou vesmes jejich specialnimi piiklady nebo

vvvvvv

Nejprve uvedeme Pollaktiv-Konustiv kvantovy (objemovy) index, jehoz obsahem je podil

objemu vydaji bézného a zakladniho obdobi a Konusova cenového indexniho cCisla
Definice 5.5

Pollakuv-Konustiv kvantovy (objemovy) index [Pollak 1971] je definovan jako
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V posledni z téchto definicnich forem je uzita notace s vydajovou funkci E(u(gq(?)), p(t.)).
Oznaceni "¢" v argumentech cenového a mnozstevniho vektoru zastupuje pfislusnost
k obdobi, vnémz jsou méfeny ceny ¢i kvantity; toto obdobi vSak nemusi byt nutné jen
zakladni nebo b&éZné. Je patrné, ze definice Q IP K (q*(t)) zavisi na referencnim vektoru q* ,

ktery se v ni vyskytuje. Zavedeni Pollakova-Konusova kvantového indexu vychazi z analogie

z jednokomoditniho ptipadu, kdy je mozné psat objemovy index pomoci cenového jako

r(D.4qd)
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p(0)



Kapitola 5 Mikroekonomicky pfistup : Koriusova (funkcionalni) indexni Cisla

Pro obecnou N —komoditni situaci tak obdobné dostaneme

% pi(Dg; (1)
(N) 3 _ i=l Pi (O)QZ (O)
5.40B 01 — = ’
(5.40B) M5,

pfi¢emz jednoznac¢nost bude déna az po konkrétni volbé cenového indexu (V) By

Konkretizujeme-1i volbu obdobi ¢ v cenovém indexu (V) ﬁOI tak, ze vezmeme zakladni, resp.

bézné obdobi, ziskame — pro piipad cen p(0)- Konusiv-Paascheho kvantovy index
0, K = Elg), p)) _ ML)
E(u(qg (1), p(0)) M (1,0)

- pro ptipad vzeti p(1) dostaneme Konustv-Laspeyrestv kvantovy index

0, K = E@(g (0), p)) _ M (0.))
U E(u(q(0), p(0))  M(0,0)

Oba tyto indexy vSak mohou byt zobecnény 1 jinym zplisobem, nez je Pollakiiv névrh.

K formulaci dal§iho zobecnujiciho indexu, Malmquistova kvantového indexu, je nutné zavést
pojem distanéni (nékdy téz deflaéni) funkce'. Defla¢ni funkce definovana ve vztahu

k uzitkové funkci u(q) a k danému (referencnimu) komoditnimu vektoru ¢ je dana takovou

hodnotou konstanty k£ >0, kterou je tfeba vynasobit (tj. proporéné zvétSit nebo zmensit)

dany referencni vektor ¢, aby hodnota u(gq) spadla pfesné¢ na indiferenéni kiivku
odpovidajici hlading uzitku Oy . Vyslovme definici

Definice 5.6 Distancni (deflacni) funkce [R.W.Shephard 1953/1971]

M¢éjme pevné danu hladinu uzitku 04 a (ptimou) uzitkovou funkci u(q), v niZ jsou hodnoty

komoditniho vektoru ¢(z) ziskany v ¢ase ¢. Pak definujeme

(5.41)

D(*u,q(t)) = Max, k ;u(q(t)/ k) =° u;k >0 )

! Pojem distanéni funkce zavedl (v kontextu dalSich pojm0 teorie produkce) R.W.Shephard v Theory of Cost and
Production Functions 1953/1970.
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Defla¢ni funkce definovana ve vztahu k uzitkové funkci u(q) a danému (referencnimu)
komoditnimu vektoru ¢ je dana takovou hodnotou konstanty £ >0, kterou je tieba vynasobit
(tj. proporéné zvétSit nebo zmenSit) dany referencni vektor ¢, aby spadl piesné na
indiferenéni kiivku odpovidajici hlading uzitku u(q) .

Poznamka 5.3 Hodnota distan¢ni funkce, jak patrno z definice (5.41) informuje o tom, zda je
uvazovany komoditni vektor q(¢) zapotiebi proporciondlné zvétsit — pii k& <1- nebo naopak
je ho mozno proporcionalné zmensit — pii k£ > 1, abychom s nim dosahli pravé velikost uzitku

0. V ptipad¢ neutralni (jedni¢kové) hodnoty distancni funkce je tento vektor pravé tak

»postacujici k ziskani hladiny uzitku 94 . To oviem neznamena, ze by byly vSechny statky

vyuzity pravé v minimalnich nutnych mnozstvich (jde o proporéni zménu ¢(¢)).

Hodnoty distan¢ni funkce tedy lezi v rozmezi (0, + ), pfiCemz hodnoty D(Ou,q(t)) vetsi
nez 1 znamenaji, ze komodity jsou nasazeny ve ,,zbytecné velkych mnozstvich®, zatimco

hodnoty mens$i nez 1 indikuji ,,nedostatecnd™ mnozstvi statkii pro dosazeni pozadované

trovné %u . V takto zavedeném kontextu je pak
Definice 5.7

Malmquistiiv kvantovy (objemovy) index [S. Malmquist 1953] definovén jako

D(u(q);q4(1))
D(u(q);4(0)) !

kde D(u,q(t)) = Max, {k;u(q(t)/ k)2 u;k >0 } je deflagni/distancni funkce, kterd odpovida

M\

uzitkové funkci u(q) . Znamena to tedy, ze

Vyraz D(u(q);q(1)) znamena nejvyssi hodnotu &, kterou je tieba deflovat vektor kvantit ¢(1),
aby se dostal na hranici uZitkové mnoziny vstupu L(u(q)) ={z,u(z) > u(q)}2 odpovidajici
referen¢nimu vektoru kvantit ¢(1),

Vyraz D(u(q);q(0)) znamend nejvySs$i hodnotu k, kterou je tfeba deflovat vektor kvantit
¢(0), aby spadl na hranici uZitkové mnoziny vstupu L(u(q)) ={z,u(z) = u(¢q)} odpovidajici

referencnimu vektoru kvantit ¢(0).

2y anglictiné jde o ,utility input set” jako obdoby ,production input set“ v produkénim kontextu.
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Malmquistiiv index je definovan jako podil obou téchto hodnot. Jeho nevyhodou je tedy,
podobné jako u jinych funkcionélnich indexnich Cisel, zavislost na nepozorovatelné uzitkové
funkci u(q) . Diewert v [6] ukazal, Ze také pro tento kvantovy index je mozné odvodit dolni a
horni hranici podobné jako pro Konusova indexni ¢isla a Ze tento objemovy index spliiuje
podminky obdobné testu stfedni hodnoty (F10) formulovaného pro mnozstevni indexni ¢isla.
Plati totiZ nerovnosti’

g;(1)

: M g; (D)
min; < <max; <——
(5.43) 140 Qo1 (9) ;

q;(0)

Predpoklad o vydajové minimalizujicim chovani spotfebitele neni nezbytny ani k definici

samotného Malmquistova kvantového indexu ani k zajisténi platnosti omezeni (5.43).
Abychom vSak mohli dale stanovit hranice tésnéji vymezujici hodnoty Malmquistova
kvantového indexu, potfebujeme jiz predpoklddat, ze spotiebitel minimalizuje své vydaje ve
vztahu k dosahovanému uzitku a soucasné¢ musime doplnit piedpoklad o tom, Ze vektor ¢(¢)

(jinak urc¢eny obecnym obdobim ¢) musi byt bud’ ¢(0) nebo ¢(1). Za téchto podminek plati:

Zpi (0)g, (D) AL

> pi(hg, (1) _
> p,(0)g,(0) "

> p,()g,(0)

(5.44) 0, (q(1) 2 0, ataké Oy (q(0) <

tzn. hodnota kvantového Malmquistova indexu je zdola omezend Paascheho a shora
Laspeyresovym mnozstevnim indexem. Diewert rovnéz ukdzal, ze plati-li hypotéza o

vydajové minimalizaénim chovani spotfebitele, existuyje A0<0,1> takové, zZe

QOlM[A.q(O)+(l—/I).q(l)] lezi mezi POIP a POIL. Tim je feceno, ze Paascheho, resp.
Laspeyresovo kvantové indexni ¢islo vymezuji Malmquistliv index do intervalu pro néjakou
indiferen¢ni hladinu indexovanou mnozstevnim vektorem , ktery je vazenym priamérem

s vahami A a 1-A dvou pozorovatelnych vektort ¢(0)resp. ¢(1).

Definice 5.8

Allentv kvantovy (objemovy) index [Allen 1949] je definovan v kontextu pfimé uzitkové

funkce u(q) a k ni ptislusné vydajové funkce E(u(q(*)), p(¢))jako

01 = E(u(qg(D); p(t))
(5.45) E(u(q(0)); p(?)) ’

® Jde o obdobnou nerovnost — vyjadfenou pro poméry mnozstvi — jako je podminka testu stfedni hodnoty (F10).
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kde E(u(g(1)),p(l)) je vydajova funkce odpovidajici uzitkové funkci s komoditnimi
mnozstvimi g (1),g>(1),...,g (1) a podobné E(u(q(0)), p(0))je hodnota vydajové funkce
ptislusna k uzitkové funkci s komoditami v mnozstvich gj(0),g5(0),...,g (0) * Index je tedy

definovan jako podil dvou vydajovych funkci, z nichz v jedné se uplatituji mnozstvi statki
nakoupend v bézném obdobi, ve druhé mnozstvi statkii nakoupend v zdkladnim obdobi. Vse

uvazujeme v situacich, kdy se spotiebitel zménami nakupii ptizplisobuje cenovym zménam.

Definice Allenova indexu je tedy spojena s trojici vektora ¢(0),g(1), p(¢), pfiCemZ uréeni

cenoveho vektoru p(¢) neni blize specifikovano.

Poznamka 5.4 Jestlize do Allenova kvantového indexu (5.45) dosadime za cenovy vektor

p(t) = p(0), obdrzime Konusovo-Paascheho kvantové indexni ¢islo QOlKP ; podobné jestlize
vezmeme p(t) = p(1), obdrzime Konustv-Laspeyrestiv kvantovy index. QOlKL .

Je totiz bezprostiedné vidét, ze po téchto dosazenich budeme mit
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»Neutralni“ hodnota Allenova indexu (5.45) je zfejm& 1 — bude ji dosazeno pravé tehdy,

jestlize oba mnozstevni vektory ¢(0),g(1) poskytnou stejny uzitek. Za této situace a

vzhledem k ryzi monotdnnosti pfimé uZzitkové funkce 1 vydajové funkce v uzitku %% ° bude

platit  E(u(q(1); p) = E(u(q(0); p) . Jestlize E(u(g(1); p) > E(u(q(0); p), pak je dle (5.45)

* V pripadé, Ze se ceny zméni z p(0)na p(1), dosazujeme ¢ (1) = q* (1),4(0) =¢(0), v opatném
pfipadé — pfi zméné cen z p(1) na p(0) - dosazujeme ¢ (1) = ¢(1),4(0) = q* (0),

® Vydajova funkce je rostouci v uzitku, tzn. pro 0y <ty plati E(Ou;p) < E(lu;p)
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hodnota Allenova indexu vétSi nez 1, naopak pii E(u(q(l); p) < E(u(q(0); p)dava tento
index hodnotu mens$i nez 1. Hodnota Allenova indexu tak pfimo indikuje, zda je komoditni

kombinace ¢(0) vice ¢i méné ,,uzitkotvorna“ nez komoditni kombinace ¢(1).

Za zminku dale stoji, ze Allentiv kvantovy index spliiuje ,.kvantovy protéjSek™ testu zameny

faktori (F3) , tj. plati pro né&j vztah

(5.47) 0o (p.C1o (Pt =1, =0y

Z (5.46A-B), jakoz i zobou diive uvedenych Konusovych nerovnosti vyslovenych pro

kvantova indexni ¢isla (5.9) a (5.10),déle plyne, ze

N
D pi(0)g; (1)

(5.48A) QOIA (p(0)) = QKL s i;l = Q()lL
> pi(0)g;(0)

i=1

a podobné
N
> pihg; (1)
(5.488) 001 (p(1) = 0" 2 1] = 00"
Z pi(Dg;(0)
i=1

Také pro Allentiv kvantovy index (pii dosazenich p = p(0), resp. p = p(1)) tedy existuji
hranice omezujici jeho hodnotu zdola a shora. Toto zjisténi ma sviij vyznam, nebot’ hodnota
QOIA (jinak nepozorovatelné veliCiny zavisejici na volbé uzitkové funkce u(q)) je takto
aspoil jednostrann¢ omezena (z pozorovani urcitelnymi) hodnotami, které na tvaru uzitkové

funkce nezavisi.

Diewert [1981] s vyuzitim dfivéjSich vysledki Pollaka [1971] a Samuelsona-Swamyho
[1974] dale ukazal, Ze jestlize je uZitkova funkce neoklasickd® , pak pro viechny kladné
vektory cen a kladné vektory kvantit plati vztahy

u(l)

waoy  Qot” <001 () =001 (q(1) = 0 ot

® O uzitkové funkci fekneme, Ze je neoklasicka, jestlize je kladna, spojita a linearné homogenni.
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Jestlize je uzitkova funkce neoklasicka, pak se Allenitv kvantovy index rovna (pro vSechny

cenové referencni vektory p(¢)) Pollakovu-Konusovu kvantovému indexu (pro vSechny
referencni vektory kvantit ¢(¢)) a oba se soucasné rovnaji podilu u(1)/u(0). Navic jsou

v takovémto pripad¢ jak Allentiv, tak Pollakiiv-Konusiiv index zdola omezeny Paascheho

kvantovym indexem Qmp a shora omezeny Laspeyresovym kvantovym indexem QmL.

V obecném ptipad¢ (neni-li uzitkova funkce neoklasicka), ukdzal Diewert, Ze existuje
A0<0,1> takové, Ze QOlpK(A.q(0)+(1—/1).q(1)) lezi mezi QmPa QOlLa existuje téz

(obecné jiné) A 0<0,1> takové, ze, Qg1 (1. p(0) + (1= ). p(1)) té7 lezi meziQy;" a Qg ~.
Znamena to tedy, Ze (prosté) Paascheho a Laspeyrestiv kvantové indexy, ( které jsou na rozdil
od QOlKP , QOIKL a QOlA zaloZeny na pozorovatelnych veli¢inach ), ohranicuji zdola i shora

Kofiusovy kvantové indexy i Alleniiv index, pokud volime pfislusné referencni vektory

vhodné mezi ¢(0)a ¢(1), resp. mezi p(0)a p(1).

V (5.30) jsme jiz ukazali, Ze oba Konusovy cenové indexy POlKP ,POlKL vyhovuji podmince

Fisherova testu proporcnosti (F7): jestlize p(1) = c.p(0), pak POIKL = POlKP =c.Je to dano

tim, ze vydajova funkce je linedarné homogenni v cenach. Obdobnou podminku vsak nelze
uplatnit ve vztahu ke kvantitdm: Ani Polakiiv-Konustiv kvantovy index (5.39) ani Allentv
kvantovy index ( 5.45) nejsou linearné homogenni, nelze tedy obecné psat (pii (1) = c.q(0)s

kladnym skalarem c)

E(u(g® (0): p(D))

_ E(u(g 0):p() _
E(u(q(0)): p(0)) :
E(u(q” (1)): p(0))

00175 (¢")

EQu(g® (1)) p(1) _  E@(@(0):p() _
E@(g(0):p)  E@(@(0); p@))

To je mj. divodem pro vyvozeni Malmquistova indexu, ktery tuto vlastnost ma.

ani QOIA (qc (D) =



