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De�ni
e 2.4.3.1 (Diskrétní Fourierova transforma
e (DFT)).

DFT

�

N

: C

N

! C

N

je lineární operátor X =W

�

N

x urèený mati
í N � N :

W

�

N

=

�

W

kn

N

�

0�k;n�N�1

, kde W

N

= e

�i

2�

N

= 
os

2�

N

� i sin

2�

N

je N -tá primitivní odmo
nina z 1, tj.

W

N

N

= 1, ale W

k

N

6= 1 pro k = 1; : : : ; N � 1. Tedy

X = (X

0

; X

1

; : : : ; X

N�1

)

T

; kde X

k

=

N�1

X

n=0

e

�i

2�kn

N

x

n

pro k = 0; 1; : : : ; N � 1:

Zøejmì W

�

N

je symetri
ká mati
e a (W

�

N

)

�

=W

�

N

.

Vìta 2.4.3.2 (Vìta o inverzi).

Platí W

�

N

W

�

N

=W

�

N

(W

�

N

)

�

= NI

N

a tedy (W

�

N

)

�1

=

1

N

W

�

N

a

1

p

N

W

�

N

je unitární mati
e.

Dùkaz. Oznaème A := [a

r;s

℄ =W

�

N

W

�

N

, pak

a

r;s

=

N�1

X

n=0

W

rn

N

W

�ns

N

=

N�1

X

n=0

W

n(r�s)

N

=

N�1

X

n=0

q

n

; q =W

r�s

N

:

Odtud

a

r;s

=

(

N pro r = s

q

N

�1

q�1

= 0 pro r 6= s

;

nebo» q

N

= W

N(r�s)

N

= 1 a q 6= 1 pro r 6= s v dùsledku 0 < jr � sj � N � 1.

Poznámka 2.4.3.3. V systému MATLAB jsou operátory DFT

�

N

realizovány pomo
í algoritmu tzv.

ry
hlé Fourierovy transforma
e implementovaný
h v pro
edurá
h fft a ifft takto:

X =W

�

N

x = DFT

�

N

(x) = fft(x)

a

x = (W

�

N

)

�1

X =

1

N

W

+

N

X =

1

N

DFT

+

N

(X) = ifft(X):

Dùsledek 2.4.3.4. Podle (2.4.8), vìty 2.4.3.2 a poznámky 2.4.3.3 platí

x =W

+

N

b

 = DFT

+

N

(
b

) = Nifft(

b

);

b

 = (W

+

N

)

�1

x =

1

N

W

�

N

x =

1

N

DFT

�

N

(x) =

1

N

fft(x):

2.4.4. Periodogram.

Periodogram = odhad energeti
ké spektrální hustoty (2.4.6) reálné T -periodi
ké funk
e x(t), kde

za 


k

; k = 1; : : : ;m; m :=

�

N�1

2

�

, dosadíme odhad b


k

z (2.4.7) spoètený pomo
í DFT

�

N

dle 2.4.3.4 po

ekvidistantní diskretiza
i jedné periody x(t):

T = N�t; x

n

= x(n�t); n = 0; 1; : : : ; N .

Periodogram je tedy posloupnost hodnot fI

k

g

m

k=1

, kde

I

k

= I(!

k

) = 2T jb


k

j

2

= 2N�t

�

�

�

�

1

N

X

k

�

�

�

�

2

=

2

N

�tjX

k

j

2

; k = 1; : : : ;m (2.4.9)

a

X

k

=

N�1

X

t=0

x

t

e

�i

2�kt

N

=

N

X

t=1

x

t

e

�i

2�kt

N

:

Druhá rovnost je zde dùsledkem N -periodi
ity x

0

= x

N

.
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Z hlediska kvalitativní
h závìrù nezále¾í na multiplikativní konstantì, proto bez újmy na obe
nosti

mù¾eme pøedpokládat �t = 1 a dostáváme tak výsledný vztah pro hodnoty I

k

periodogramu

ve tvaru

I

k

= I(!

k

) =

2

N

jX

k

j

2

=

2

N

8

<

:

 

N

X

t=1

x

t


os

2�kt

N

!

2

+

 

N

X

t=1

x

t

sin

2�kt

N

!

2

9

=

;

; k = 1; : : : ;m: (2.4.10)

Velká hodnota I

k

indikuje velkou energii k-té harmoni
ké komponenty, tj. silné zastoupení slo¾ky

x

k

(t) = 


k

e

i!

k

t

+ 


�k

e

�i!

k

t

= A

k


os(!

k

t� '

k

) v rozvoji x(t) do Fourierovy øady.

Vìta 2.4.4.1.

I

k

= 2

X

jhj<N

b
(h)e

�i

2�hk

N

pro k = 1; 2; : : :;

�

N � 1

2

�

;

kde b
(h) je odhad autokovarianèní funk
e vektoru x = (x

1

; : : : ; x

N

)

T

spoètený dle 1.46.

Dùkaz.

I

k

=

2

N

jX

k

j

2

=

2

N

X

k

X

k

=

2

N

 

N

X

s=1

x

s

e

�i

2�sk

N

! 

N

X

t=1

x

t

e

i

2�tk

N

!

:

Proto¾e dle dùkazu vìty 2.4.3.2 platí

N

X

s=1

e

�i

2�sk

N

=

N

X

t=1

e

i

2�tk

N

= 0 pro k 6= 0(modN );

lze psát

I

k

=

2

N

 

N

X

s=1

(x

s

� bx)e

�i

2�sk

N

! 

N

X

t=1

(x

t

� bx)e

i

2�tk

N

!

=

=

2

N

N

X

s=1

N

X

t=1

(x

s

� bx)(x

t

� bx)e

�i

2�(s�t)k

N

h=s�t

=

= 2

X

jhj<N

1

N

N�h

X

t=1

(x

t+h

� bx)(x

t

� bx)

| {z }

b
(h)

e

�i

2�hk

N

:

2.4.5. Fisherùv test periodi
ity.

Polo¾me m =

�

N�1

2

�

a de�nujme statistiku

W = max

k=1;:::;m

Y

k

; kde Y

k

=

I

k

P

m

j=1

I

j

:

Proto¾e I

j

� 0 pro j = 1; 2; : : : ;m, je 0 � W � 1.

Ne
h» X

t

= P

t

+ E

t

; E

t

sWN (0; �

2

) gaussovský.

Platí-li nulová hypotéza H

0

: X

t

= E

t

, pak testová statistika W má na intervalu [0; 1℄ rozdìlení, pro

nìj¾ platí

P (W > x) =

m

X

j=1

1�jx>0

(�1)

j�1

�

m

j

�

(1� jx)

m�1

; 0 < x < 1;

pøièem¾ P (W > x) � m(1 � x)

m�1

je dobrá aproxima
e pro m � 50.

Ne
h» g

F

(1� �) znaèí (1� �)-kvantil rozdìlení statistiky W (tabelováno), tj.

P (W � g

F

(1 � �)) = 1 � �. Pak H

0

zamítáme s rizikem �, pokud W > g

F

(1 � �). Je-li v takovém

pøípadì I

k

0

= max

k=1;:::;m

I

k

, pak k

0

-tou harmoni
kou komponentu pova¾ujeme za významnou. Dal¹í

významnou harmoni
kou komponentu zjistíme z periodogramu délky m�1, kde vyne
háme I

k

0

, a tak

pokraèujeme dále, dokud není hypotéza H

0

pøijata.
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2.4.6. Siegelùv test periodi
ity.

Tento test je vhodnìj¹í ne¾ Fisherùv v pøípadì vìt¹ího mno¾ství harmoni
ký
h komponent. Siegelova

statistika je tvaru

T

�

=

m

X

k=1

(Y

k

� � g

F

(1� �))

+

; 0 < � < 1 (doporuèená hodnota je � = 0; 6):

H

0

zamítáme s rizikem �, jestli¾e T

�

> t

�

(1 � �), kde t

�

(1 � �) je (1 � �)-kvantil rozdìlení T

�

(tabelováno).


