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Máme specifikován následující model 

(1)                                                  1111211 εγβ ++= xyy  

(2)                                                  2332222122 εγγβ ++++= xxyy . 

Všechny proměnné jsou měřeny jako odchylky od svých průměrů. Vzorek 25 pozorování poskytl 
následující matici součtů čtverců a křížových součinů (proměnných) : 

                                                                    (   y1      y2     x1     x2     x3   ) 
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Úlohy k řešení : 

A)  Odhadněte obě rovnice metodou OLS. 

B) Odhadněte parametry obou rovnic metodou 2SLS. Odhadněte také asymptotickou 
kovarianční matici 2SLS-odhadové funkce. 

C)  Získejte LIML odhady parametrů první rovnice. 

D)  Odhadněte obě rovnice pomocí 3SLS. 

E) Odhadněte matici koeficientů redukovaného tvaru pomocí OLS a nepřímo s použitím 
strukturních odhadů z části B).  
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A1)  Odhad parametrů 1. rovnice metodou OLS 

(1)                                        1111211 εγβ ++= xyy  

Výpočetní vzorec pro odhad parametrů metodou OLS pro danou situaci: 
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 , kde  11 yY =  , 11 xX = , 21 yY = . 

konkrétně   102211 == yyYY .'       41111 == yxyX .'  

                    31211 == xyXY .'        31111 == XYYX ''  

                    51111 == xxXX .'        61211 == yyyY .'        41111 == yxyX .'  

Po dosazení do výpočetního vzorce (4) dostaneme: 
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A2)  Odhad parametrů 2. rovnice metodou OLS 

(2)                                        2322221122 εγγβ +++= xxyy  

Výpočetní vzorec pro odhad parametrů metodou OLS pro danou situaci: 
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 , kde  12 yY =  , ( )322 xxX ,= , 22 yY = . 
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Po dosazení do výpočetního vzorce  (5) dostaneme: 
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B1) Odhad parametrů 1.rovnice metodou 2SLS 
 

(1)                                   1111211 εγβ ++= xyy  

Výpočetní vzorec pro odhad parametrů metodou 2SLS pro danou situaci: 
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21 yY =    11 xX =    11 yy =  ,    ( )321 xxxX ,,=  

31211 == xyXY .'     41111 == yxyX .'  

32111 == yxYX .'     51111 == xxXX .'  

Po dosazení do výpočetního vzorce  (6) dostaneme: 
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0904,01755,0016,0

0372,0016,02287,0

.763

γ̂

β̂

1

11SLS2

1SLS2

                   






====
















−−−−
−−−−

====














====








−−−−

57871,0

36882,0

4

44681,3
.

6383,43

35

4

44681,3
.

53

36383,4

γ̂

β̂
1

11SLS2

1SLS2  



 4 

B2) Odhad parametrů 2.rovnice metodou 2SLS 

(2)                                   2322221122 εγγβ +++= xxyy  

Výpočetní vzorec pro odhad parametrů metodou 2SLS pro danou situaci: 

( ) ( )



























=
















−−−

22

2

1

2

1

2222

222

1

2

222

212

22

yX

yXXXXY

XXYX

XYYXXXXY

SLS

SLS

SLS

'

'''
.

''

''''

ˆ

ˆ

ˆ

γ
γ
β

, kde  

12 yY =  ( )322 xxX ,=   22 yy =   ( )321 xxxX ,,=  

 ( )131222 yxyxYX ,' =      ( )232222 yxyxyX ,' =  

           ( )312122 xyxyXY ,' =   ( )1312112 yxyxyxYX ,,' =  









=

3332

3222
22

xxxx

xxxx
XX '   ( )2322212 yxyxyxyX ,,' =  

      ( )3121112 xyxyxyXY ,,' =  

( )
















−−
−−
−−

=−

463414

34666

14686

376

11
XX '  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
















































⋅
























































⋅
=















 −

−

−

7

6

7

6

3

534

158

810

5

3

53

5

3

4

534
1

1

1

22

21

2 XXXX '

.

'

ˆ

ˆ

ˆ

γ
γ
β

 

A po vyčíslení tedy                
















====
















1094,0

3672,0

4844,0

γ̂

γ̂

β̂

22SLS2

21SLS2

2SLS2
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Kovarianční matice OLS-odhadové funkce parametrů 2. regresní rovnice 

                                      (((( )))) 1
eOLS

32OLS

22OLS

2OLS

X´X2s

γ̂

γ̂

β̂

Cov −−−−====
















 

Nyní opět  využijeme platnost vztahu bX'yy'y2SSE OLSOLS −−−−====  neboli  po dosazení  

∑∑∑∑−−−−∑∑∑∑∑∑∑∑ −−−−∑∑∑∑ −−−−==== 3t2t32OLS2t2t22OLS2t1t2OLS
2

2tOLS xy.γ̂xy.γ̂yy.β̂y2SSE   Vyčíslíme: 

159,5197,0.7384,0.6193,0.6102SSEOLS ====−−−−−−−−−−−−====   , z čehož plyne  

                                     2345,0
325

159,5

kT

2SSE
2s OLS

e
2

OLS ====
−−−−

====
−−−−

====  

















−−−−−−−−
−−−−−−−−
−−−−−−−−

====
















−−−−−−−−
−−−−−−−−
−−−−−−−−

====
















028438,002159,000387,0

02159,0040944,000074,0

00387,000074,0012804,0

12127,009206,001651,0

09206,0174603,000317,0

01651,000317,0054603,0

.2345,0

γ̂

γ̂

β̂

Cov

32

22

2

OLS

pro porovnání 

















−−−−−−−−
−−−−−−−−
−−−−−−−−

====
















−−−−−−−−
−−−−−−−−
−−−−−−−−

====
















02663,001392,002462,0

01392,002905,000474,0

02462,000474,0081403,0

.

1614,00844,01492,0

0844,01761,00287,0

1492,00287,04934,0

.164984,0

γ̂

γ̂

β̂

Cov

32

22

2

SLS2
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B3)   Asymptotická kovarianční matice 2SLS-odhadové funkce parametrů 

1. regresní rovnice 

má tvar                          ]
'

.σ0,N[)δδ̂(
1

ii.i.i T

QQ
plimT ii

−−−−














≈≈≈≈−−−−  

                   )XX´;RiYX´(RQ ]iq,T[i]T,q[]q,q[]im,T[]T,q[]q,q[]iqim,q[i
11 −−−−−−−−====++++  ,   

Výpočetní vzorec pro odhad parametrů metodou 2SLS pro danou situaci: 

                                                        (((( )))) 1
11

2
eSLS2

11

1
SLS2 Q'Q.s

γ̂

β̂
Cov −−−−====










  , kde  

(((( ))))

(((( ))))










−−−−
−−−−

====








−−−−
−−−−

====








====


















































−−−−−−−−
−−−−−−−−
−−−−−−−−

====

====









====

−−−−

−−−−

−−−−−−−−
−−−−

326836,021139,0

21139,03523245,0

6383,43

35

1915,14

1

53

36383,4

53

3

7

6

3

.

1223,00904,00372,0

0904,01755,0016,0

0372,0016,02287,0

.763

X'XY'X

X'YY'X)X'X(X'Y
Q'Q

1

1

1

1111

111
1

11
11

 

a                                                              
T

SSE
s SLS22
eSLS2 ====   

(((( )))) (((( ))))

[[[[ ]]]] My'yy'X)X'X(XI'yXb'yy'y

y'X)X'X(X'yy'yy'X)X'X(X'yy'XX)X'X(X'yy'X)X'X(X'yy'y

y'X)X'X(X'X)X'X(X'yy'XX)X'X(X'yy'X)X'X(X'yy'y

Xb'X'by'X'bXb'yy'yXby'.Xbye'eSSE

1

1111

1111

====−−−−====−−−−

−−−−====++++−−−−−−−−

====++++−−−−−−−−

====++++−−−−−−−−====−−−−−−−−========

−−−−

−−−−−−−−−−−−−−−−

−−−−−−−−−−−−−−−−
  

V našem případě tedy  využijeme platnost vztahu 

                         Xb'yy'y1SSE −−−−====    neboli   ∑∑∑∑∑∑∑∑ −−−−∑∑∑∑ −−−−==== ttt
2
t xy.b̂y.ây1SSE  

                         ∑∑∑∑∑∑∑∑ −−−−∑∑∑∑ −−−−==== 1t1t11SLS22t1t1SLS2
2
1tSLS2 xy.γ̂yy.β̂y1SSE  

                        47224,154*57871,06*36882,0201SSESLS2 ====−−−−−−−−====    

                                        61889,0
25

47224,15
1s e
2

SLS2 ========  

           








−−−−
−−−−

====








−−−−
−−−−

====









202275,013084,0

13084,0218049,0

326836,021139,0

21139,03523245,0
.61889,0

γ̂

β̂
Cov

11

1
SLS2  
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B4)  Asymptotická kovarianční matice 2SLS-odhadové funkce parametrů 

2. regresní rovnice 

                                                                                 (((( )))) 1
22

2
eSLS2

32

22

2

SLS2 Q'Q.s

γ̂

γ̂

β̂

Cov −−−−====
















  , kde  

(((( ))))

(((( ))))(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))

















−−−−−−−−
−−−−−−−−
−−−−−−−−

========
















−−−−−−−−−−−−−−−−
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

−−−−−−−−−−−−−−−−
====

















====








































































−−−−−−−−
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−−−−−−−−
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
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

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

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−−−−

−−−−−−−−

−−−−

−−−−−−−−
−−−−

1614,00844,01492,0

0844,01761,00287,0

1492,00287,04934,0

..

91277,37)158*71277,3(5024

)158*71277,3(2515*71277.3)4045(

5024)4045(64150

det

1

1585

8103

5371277,3

158

810

5

3

53

5

3

4

1223,00904,00372,0

0904,01755,0016,0

0372,00160,02287,0

534

158

810

5

3

53

5

3

4

X'X534

X'XY'X

X'YY'X)X'X(X'Y
Q'Q

1

11

1

1

2222

222
1

21
22

 

∑∑∑∑−−−−∑∑∑∑∑∑∑∑ −−−−∑∑∑∑ −−−−==== 3t2t32SLS22t2t22SLS22t1t2SLS2
2

2tSLS2 xy.γ̂xy.γ̂yy.β̂y2SSE  

                          1246,41094,0.73672,0.64844,0.6102SSESLS2 ====−−−−−−−−−−−−====  

                                                       164984,0
25

1246,4
2s e
2

SLS2 ========  

                                        




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


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

−−−−−−−−
−−−−−−−−
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====


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
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1614,00844,01492,0

0844,01761,00287,0

1492,00287,04934,0
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γ̂

β̂

Cov

32

22

2

SLS2  
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Pro doplnění:  

0,054603 0,2345 0,012804  0,4934 0,164984 0,081403 

-0,00317 0,2345 -0,00074  -0,0287 0,164984 -0,00474 

-0,01651 0,2345 -0,00387  -0,1492 0,164984 -0,02462 

0,174603 0,2345 0,040944  0,1761 0,164984 0,029054 

-0,09206 0,2345 -0,02159  -0,0844 0,164984 -0,01392 

0,12127 0,2345 0,028438  0,1614 0,164984 0,026628 

 
 
E) Odhad matice parametrů redukovaného tvaru 

Odhad (OLS) matice parametrů redukovaného tvaru:  YXXX ')'(ˆ =Π  

                                                     























=























158375

810263

32534

763106

534620

3

2

1

2

1

x

x

x

y

y

 

   
















=
















=
1583

8102

325

333211

322221

312111

xxxxxx

xxxxxx

xxxxxx

XX'      
















=
75

63

34

YX'  

Vypočteme inverzi k  X'X  : 

    
















−−
−−
−−

=
















−−−
−−−

−−−
=−

463414

34666

14686

376

1

4506403016

6409752430

3016243064150

376

11 ..)'( XX  

    
















=
































−−
−−
−−

==Π −

202130191490

372340010640

329790680850

75

63

34

463414

34666

14686

376

11

,,

,,

,,

..')'(ˆ YXXX  

 

0,68085 0,32979 

0,01064 0,37234 

0,19149 0,20213 
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D) Simultánní odhad parametrů 1. a 2. rovnice metodou 3SLS 
 

Příslušný estimátor má tvar )yΣ̂'X()XΣ̂'X(β 111
SLS3

−−−−−−−−−−−−==== , resp.rozvedeno do detailní podoby 

 

  


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′′′′′′′′

′′′′′′′′

−−−−−−−−

−−−−−−−−

−−−−

−−−−−−−−

−−−−−−−−
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22

12
12

2
1

2
22

1
1

2
12

2.1
21

.11
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2.
1

1
21

.1
1

1
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1

22
22

22
22

12
21

12
21

22
22

2
1

2
22

12
21

1
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2
21

21
12

21
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11
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11
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21
12

2
1

1
12
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1
1

1
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y'Xο̂y'Xο̂

yX'X)X(X''Yο̂yX'X)X(X''Yο̂

y'Xο̂y'Xο̂

yX'X)X(X''Yο̂yX'X)X(X''Yο̂

.

X'Xο̂Y'Xο̂X'Xο̂Y'Xο̂

X'Yο̂YX)X'X(X'Yο̂X'Yο̂YX)X'X(X'Yο̂

X'Xο̂Y'Xο̂X'Xσ̂Y'Xσ̂

X'Yο̂YX)X'X(X'Yο̂X'Yσ̂YX)X'X(X'Yσ̂

  ,  kde 

                                  











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
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
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−−−−−−−−
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.
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1
)X'X( 1  
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1
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1
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2
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2
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2
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21
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2
1

1
12
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1
1

1
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y'Xο̂y'Xο̂

yX'X)X(X''Yο̂yX'X)X(X''Yο̂

y'Xο̂y'Xο̂

yX'X)X(X''Yο̂yX'X)X(X''Yο̂

.

X'Xο̂Y'Xο̂X'Xο̂Y'Xο̂

X'Yο̂YX)X'X(X'Yο̂X'Yο̂YX)X'X(X'Yο̂

X'Xο̂Y'Xο̂X'Xσ̂Y'Xσ̂

X'Yο̂YX)X'X(X'Yο̂X'Yσ̂YX)X'X(X'Yσ̂
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





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






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2
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γ

γ

β

γ
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(((( ))))
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Začneme-li postupně naplňovat tento výraz číselnými hodnotami, dostaneme: 

Po dosazení za jednotlivé jednoduché momenty: 
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(((( ))))
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



















′′′′′′′′

′′′′′′′′

−−−−−−−−

−−−−−−−−

−−−−

−−−−−−−−

−−−−−−−−

7

6
ο̂

5

3
ο̂

yX'X)X(X'1yο̂yX'X)X(X'1yο̂

3ο̂4ο̂

yX'X)X(X'2yο̂yX'X)X(X'2yο̂

.

158

810
ο̂

5

3
ο̂

3

2
ο̂

7

6
ο̂

53ο̂1yX)X'X(X1yο̂1x1yο̂2yX)X'X(X1yο̂

32ο̂4ο̂5σ̂3σ̂

76ο̂1yX)X'X(X2yο̂3σ̂2yX)X'X(X'2yσ̂

2212

2
122

1
112

2111
2.

121
.1

111

1

22222121

2212221121

12121111

12112
.

11111

 

Po dosazení hodnot inverze momentové matice X’X 

                    
















−−−−−−−−
−−−−−−−−
−−−−−−−−

====−−−−

1223,00904,00372,0

0904,01755,0016,0

0372,0016,02287,0

)X'X( 1  , budou výrazy 

(((( ))))
































====′′′′

−−−−

−−−−

2yx
2yx
2yx

.

3x3x3x2x3x1x
3x2x2x2x2x1x
3x1x2x1x1x1x

2yx2yx2yx2yX)X'X(X2y

3

2

1

1

321
1  = 
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(((( )))) 6383,4

7

6

3

.

1223,00904,00372,0

0904,01755,0016,0

0372,0016,02287,0

763 ====
































−−−−−−−−
−−−−−−−−
−−−−−−−−

====   

 

(((( ))))
































====′′′′

−−−−

−−−−

1yx
1yx
1yx

.

3x3x3x2x3x1x
3x2x2x2x2x1x
3x1x2x1x1x1x

2yx2yx2yx1yX)X'X(X2y

3

2

1

1

321
1  

(((( )))) 4468,3

5

3

4

.

1223,00904,00372,0

0904,01755,0016,0

0372,0016,02287,0

7631yX)X'X(X'2y
1 ====

































−−−−−−−−
−−−−−−−−
−−−−−−−−

====′′′′−−−−  

 

(((( ))))
































====′′′′

−−−−

−−−−

2yx
2yx
2yx

.

3x3x3x2x3x1x
3x2x2x2x2x1x
3x1x2x1x1x1x

1yx1yx1yx2yX)X'X(X'1y

3

2

1

1

321
1  

(((( )))) 4468,3

7

6

3

.

1223,00904,00372,0

0904,01755,0016,0

0372,0016,02287,0

5342yX)X'X(X'1y
1 ====

































−−−−−−−−
−−−−−−−−
−−−−−−−−

====′′′′−−−−

 

 

(((( ))))
































====′′′′

−−−−

−−−−

1yx
1yx
1yx

.

3x3x3x2x3x1x
3x2x2x2x2x1x
3x1x2x1x1x1x

1yx1yx1yx1yX)X'X(X'1y

3

2

1

1

321
1  

(((( )))) 7128,3

5

3

4

.

1223,00904,00372,0

0904,01755,0016,0

0372,0016,02287,0

5341yX)X'X(X'1y
1 ====

































−−−−−−−−
−−−−−−−−
−−−−−−−−

====′′′′−−−−  

 

Po dosazení jednotlivých momentů do matice (   ). Dostaneme 1: 

                                                 
1 Tato  matice je rozměrů [5x5] , dimenze odpovídá počtu všech odhadovaných parametrů modelu.  
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(*)   

(((( ))))
(((( ))))
(((( ))))






























++++







++++
++++
++++
























































−−−−

7

6
ο̂

5

3
ο̂

4468,3ο̂7128,3ο̂

3ο̂4ο̂

6383,4ο̂4468,3ο̂

.

158

810
ο̂

5

3
ο̂

3

2
ο̂

7

6
ο̂

53ο̂7128,3ο̂4ο̂4468,3ο̂

32ο̂4ο̂5σ̂3σ̂

76ο̂4468,3ο̂3σ̂6383,4σ̂

2212

2212

2111

21111

22222121

22222121

12121111

1212
.

1111

 

 

Závěrečným krokem pak bude dosazení prvků 2SLS- kovarianční matice reziduí do (*)  a 
následné vyčíslení této matice : 









====








====









2212

1211

2212

1211

2

1
SLS2 ss

ss

σ̂σ̂

σ̂σ̂

e

e
Cov .kde 

T

e.e
s jSLS2iSLS2
ij ====  

164984,0
25

1246,4
2s e
2

SLS2 ========     61889,0
25

47224,15
1s e
2

SLS2 ========  









====








====








164984,0s

s61889,0

σ̂σ̂

σ̂σ̂

e

e
Cov

12

12

2212

1211

2

1
SLS2

 

(((( ))))
(((( ))))
(((( ))))






























++++







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++++
++++
























































−−−−
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====







====




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====
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


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
−−−−−−−− 1

12

12
1

2212

1211
2212

1211

164984,0s

s61889,0

σ̂σ̂

σ̂σ̂

σ̂σ̂

σ̂σ̂
 

                                                                                                                                                         
 
 
 
 

















−−−−−−−−
−−−−−−−−
−−−−−−−−

====
















−−−−−−−−
−−−−−−−−
−−−−−−−−

====
















02663,001392,002462,0

01392,002905,000474,0

02462,000474,0081403,0

.

1614,00844,01492,0

0844,01761,00287,0

1492,00287,04934,0

.164984,0

γ̂

γ̂

β̂

Cov

32

22

2

SLS2
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(((( )))) (((( ))))

(((( )))) (((( )))) (((( ))))

(((( )))) (((( )))) ====















++++

−−−−















−−−−

====++++−−−−−−−−

++++−−−−−−−−====−−−−−−−−========

−−−−
−−−−

−−−−
−−−−

−−−−−−−−−−−−−−−−

23

22
1

3332

3222
3121

1
1111

21
1

1111
23

22
1

3332

3222
312121

22
1

2221
1

111121
1

111122
1

222121

11211221212221SLS2112SLS21SLS2

yx

yx

xxxx

xxxx
xx,xx)xx('xy

yx)xx(xy
yx

yx

xxxx

xxxx
xy,xyy'y

y'X)X'X(X'X)X'X(X'yy'X)X'X(X'yy'X)X'X(X'yy'y

X'X'by'X'bbX'yy'ybXy'.bXye'e12SSE
SLS2

(((( )))) (((( ))))

(((( )))) (((( )))) (((( )))) (((( ))))

(((( )))) (((( )))) (((( ))))

(((( )))) (((( )))) (((( )))) ====























++++






−−−−
















−−−−====

====























++++






−−−−
















−−−−====
























++++






−−−−
















−−−−

====++++−−−−−−−−

====−−−−−−−−========

32SLS2

22SLS2

22SLS2

11SLS211SLS211SLS211SLS2

32SLS2

22SLS2

22SLS2

32

22

22

312111

322212
1111

21

22
1111

32

22

22

31211121

32

22

22

321
1

2
11112

1

2
1111

32

22

22

321121

221121122121

2221SLS2112SLS21SLS2

γ

γ

β

324

766
γβ

3

10
γβ

γ

γ

β

.53206

γ

γ

β

xxxxyx

xyxyyy
γβ

yx

yy
γβ

γ

γ

β

.xyxyyyyy

γ

γ

β

xxy
x

y
γβy

x

y
γβ

γ

γ

β

xxyyy'y

bX'X'by'X'bbX'yy'y

bXy'.bXye'e12SSE
SLS2

 

(((( )))) (((( ))))

(((( )))) (((( )))) (((( )))) ====























++++






−−−−
















−−−−====

====−−−−−−−−========

1094,0

3672,0

4844,0

324

766
57871,036882,0

3

10
57871,036882,0

1094,0

3672,0

4844,0

.53206

bXy'.bXye'e12SSE 2221SLS2112SLS21SLS2 SLS2

 

neboť                 
















====
















1094,0

3672,0

4844,0

γ̂

γ̂

β̂

22SLS2

21SLS2

2SLS2

     






====









57871,0

36882,0

γ̂

β̂

11SLS2

1SLS2  

(((( )))) (((( ))))
8555,69032,34243,53366,116

bXy'.bXye'e12SSE 2221SLS2112SLS21SLS2 SLS2

−−−−====++++−−−−−−−−====

====−−−−−−−−========  

                                

                                       27422,0
25

8555,6
12s eSLS2 −−−−====

−−−−====  
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






====








−−−−
−−−−

====







====









−−−−−−−−

9982,221901,10

1901,101309,6

164984,027422,0

27422,061889,0

σ̂σ̂

σ̂σ̂

σ̂σ̂

σ̂σ̂
11

2212

1211
2212

1211

 

 

(((( ))))
(((( ))))
(((( ))))






























++++







++++
++++
++++
























































−−−−

7

6
9982,22

5

3
1901,10

4468,3.9982,227128,3.1901,10

3.1901,104.1309,6

6383,4.1901,104468,3.1309,6

.

158

810
.9982,22

5

3
9982,22

3

2
.1901,10

7

6
1901,10

53.9982,227128,3.9982,224.1901,104468,3.1901,10

321901,104.1901,105.1309,63.1309,6

76.1901,104468,3.1901,1031309,66383,4.1309,6 1
.

                























====













































====






















−−−−

1636,0

3112,0

4717,0

5787,0

3688,0

9379,211

5595,168

104,117

0939,55

39673,68

.

9379,211973,344991,1145703,303307,71

973,344982,2299946,683802,201406,61

991,1149946,6838772,857604,4012324,35

5703,303802,207604,406545,303927,18

3307,711406,6112324,353927,1843695,10

γ̂

γ

β̂

γ̂

β̂
1

23SLS3

22SLS3

2SLS3

11SLS3

1SLS3

 

      Takže výsledný 3SLS-odhad parametrů celé pětice parametrů je (bez záruky) : 

    























====























1636,0

3112,0

4717,0

5787,0

3688,0

γ̂

γ

β̂

γ̂

β̂

23SLS3

22SLS3

2SLS3

11SLS3

1SLS3

,  zatímco 






====









57871,0

36882,0

γ̂

β̂

11SLS2

1SLS2  a 
















====
















1094,0

3672,0

4844,0

γ̂

γ̂

β̂

22SLS2

21SLS2

2SLS2

 


